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ITI. Suprema a infima mnoZin

Tvrzeni (Pfipomenuti). Bud ) # M C R shora, resp. zdola, omezend mnozina. Pak ma
mnozina M supremum, resp. infimum.
Cislo s € R se nazyvé supremum mnoZiny M (piSeme s = sup M), jestliZe plati:
(1) Ve € M : z < s (s je horni zavora M) a
(2) Vs’ <s3Jx € M : x> s (s je nejmensi horni zdvora).
Pokud existuje ¢islo patiici do mnoziny M splitujici (1), tak ho zna¢ime max M (maximum
mnoziny M). Podminka (2) pak plati trividlné, tj. sup M = max M (tj. suprema se nabyva).
Obdobné ¢ = inf M € R je infimum mnoziny M, pokud plati:
(3) Ve € M : x > i (i je dolnf zdvora M) a
(4) Vi’ > ¢ 3z € M : x < i (i je nejvétsi dolni zdvora).
Pokud existuje ¢islo patiici do mnoziny M spliiujici (3), tak ho zna¢ime min M (minimum

mnoziny M). Podminka (4) pak plati trividlng, tj. inf M = min M (tj. infnima se nabyvé).

Plati tzv. Archimedova vlastnost, tj.. Vt e R dn € N: z < n.

V nésledujicich piikladech najdéte (existuji-li) suprema a infima zadanych mnozin. Roz-
hodnéte o (ne)existenci jejich maxim a minim.
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(d) D= {n?—-m?; n,m € N}. (h) H={1- 22:1 33 n € N},
a) A={2""43""; n e N}. (d

( ={cos (n+ L) m n e N}
(by B={2"+3""™; neZ}. (e) E ={cos(2n+ 5-)m; n €N}

() A={geQ ¢#<2}CQ (e) E={5,6}.
(b) B={z€R; x>0} (f) F={1,-5,7,-3,50}.
() C={zeR; z<0}. (8) G=(-2,5).
(d) D={z €eR; zsinz < 1}. (h) H=(-2,00 U{1} U ((2,4) N (3,4)).
(a) A={z eR; z* < 16}. (e) E ={arctanx; z > —1}.
(b) B={z €R; 22+ 2z < 1}. (f) F={sinz; z €(0,2m)}.
(c) C={zeR; 7 >2}. (g) G ={sinzx; z € (0,2m)}.
(d) D={zeR; ||z —1] — |z —2|| < 1}. (h) H = {sinx; z € (0,m)}.
(a) A={%; neN}. (e) E={n?>—-m? n,meN,n>m}.
(b) B={;7; neN}h (f) F= {n —m?; n,méN,ngm}.
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(c) C = {4 DI, ke 7). (f) F ={cos (2n 1+ 5= ) m; n € N}

Pfiklad 5. Bud () # A C R omezend mnozina a B := {|z —y|;x,y € A}. Dokazte nésledujici tvrzeni:

(a) Mnozina B mé supremum i infimum.
(b) Plati sup B = sup A — inf A.
(¢) Méme inf B = 0.

Piiklad 6. Piedstavte si, ze znate pouze racionalni ¢sla. Zkonstruujte /2.

(a) Chceme najit ¢islo spliiujici a® = 2, tj. a = % Méme-li startovni aproximaci a; (napr.
2), tak se nabiz{ zvolit dalsi aproximaci pomoci prumeéru, tj. a,41 := % (an + al)

(b) Ukazte, Ze {an }neny md limitu. (UkaZte, Ze a2 > 2 a 0 < ap41 < an, Vn € N.)
(c) Pomoci aproximativnfho vztahu nyni ukazte, Ze (lim,, s a,)? = 2.



Vysledky - III. Suprema a infima mnozin

Priklad 1. Supremum ani infimum v Q neexistuje (v R by to bylo v/2 a —/2) .
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sup £ = 1, maximum neexistuje a min £ = 0.

)
(b) sup B neexistuje, inf B = 0, minimum neexistuje.
(¢) max C = 0, infimum neexistuje.
(d) Supremum ani infimum neexistuje.
() max E =6, min £ = 5.
(f) max F' =50, min F' = —5.
(g) sup G = 5, maximum neexistuje, min G = —2.
(h) sup H = 4, maximum neexistuje, min H = —2.
Priklad 2. (a) sup A = 2,inf A = —2, maximum ani minimum neexistuje.
(b) max B =—-1+ V2, min B = -1 — 2.
(c) supC = %, inf C' =1, maximum ani minimum neexistuje.
(d) sup E = 2, maximum neexistuje, inf £ = 1, minimum neexistuje.
(e) sup D = 5, maximum neexistuje, inf D = —7%, minimum neexistuje.
(f) max F =1, min F = —1.
(g) maxG = 1,minG = —1.
(h) max H = 1,inf H = 0, minimum neexistuje.
Priklad 3. (a) max A = 1,inf A = 0, minimum neexistuje.
(b) sup B = 1, maximum neexistuje, min B = 3.
(¢) supC = 1,inf C' = 0, maximum ani minimum neexistuje.
(d) Supremum ani infimum neexistuje.
(e) Supremum neexistuje, min £ = 3.
(f) max F' = 0, infimum neexistuje.
(g) maxG = %, inf G = —1, minimum neexistuje.
(h) max H = %, inf H = %, minimum neexistuje.
Priklad 4. (a) max A = 2,inf A = 0, minimum neexistuje.
(b) Supremum neexistuje a inf B = 0, minimum neexistuje.
(¢) Supremum neexistuje a inf C' = 0, minimum neexistuje..
(d) max D = 1,inf D = —1, minimum neexistuje.
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max F' = 1,inf F' = —1, minimum neexistuje.



