
III. Suprema a infima množin

Tvrzeńı (Připomenut́ı). Bud’ ∅ ≠ M ⊂ R shora, resp. zdola, omezená množina. Pak má
množina M supremum, resp. infimum.

Č́ıslo s ∈ R se nazývá supremum množiny M (ṕı̌seme s = sup M), jestliže plat́ı:
(1) ∀x ∈ M : x ≤ s (s je horńı závora M) a

(2) ∀s′ < s ∃x ∈ M : x > s′ (s je nejmenš́ı horńı závora).
Pokud existuje č́ıslo patř́ıćı do množiny M splňuj́ıćı (1), tak ho znač́ıme max M (maximum
množiny M). Podmı́nka (2) pak plat́ı triviálně, tj. sup M = max M (tj. suprema se nabývá).

Obdobně i = inf M ∈ R je infimum množiny M , pokud plat́ı:
(3) ∀x ∈ M : x ≥ i (i je dolńı závora M) a

(4) ∀i′ > i ∃x ∈ M : x < i′ (i je největš́ı dolńı závora).
Pokud existuje č́ıslo patř́ıćı do množiny M splňuj́ıćı (3), tak ho znač́ıme min M (minimum
množiny M). Podmı́nka (4) pak plat́ı triviálně, tj. inf M = min M (tj. infnima se nabývá).

Plat́ı tzv. Archimedova vlastnost, tj.: ∀x ∈ R ∃n ∈ N : x < n.

V následuj́ıćıch př́ıkladech najděte (existuj́ı-li) suprema a infima zadaných množin. Roz-
hodněte o (ne)existenci jejich maxim a minim.

Př́ıklad 1. (a) A = {q ∈ Q; q2 < 2} ⊂ Q.
(b) B = {x ∈ R; x > 0}.
(c) C = {x ∈ R; x ≤ 0}.
(d) D = {x ∈ R; x sin x < 1}.

(e) E = {5, 6}.
(f) F = {1, −5, 7, −3, 50}.
(g) G = ⟨−2, 5).
(h) H = (−2, 0⟩ ∪ {1} ∪ ((2, 4⟩ ∩ (3, 4)).

Př́ıklad 2. (a) A = {x ∈ R; x4 < 16}.
(b) B = {x ∈ R; x2 + 2x ≤ 1}.
(c) C = {x ∈ R; 1

x−1 > 2}.
(d) D = {x ∈ R; ||x − 1| − |x − 2|| < 1}.

(e) E = {arctan x; x > −1}.
(f) F = {sin x; x ∈ ⟨0, 2π⟩}.
(g) G = {sin x; x ∈ (0, 2π)}.
(h) H = {sin x; x ∈ (0, π)}.

Př́ıklad 3. (a) A = { 1
n ; n ∈ N}.

(b) B = { n
n+1 ; n ∈ N}.

(c) C = { n
n+m ; n ∈ N, m ∈ N}.

(d) D = {n2 − m2; n, m ∈ N}.

(e) E = {n2 − m2; n, m ∈ N, n > m}.
(f) F = {n2 − m2; n, m ∈ N, n ≤ m}.
(g) G = {(−1)n + 1

1+n ; n ∈ N}.

(h) H = {1 −
∑n

k=1
1

3k ; n ∈ N}.

Př́ıklad 4. (a) A = {2−n + 3−n; n ∈ N}.

(b) B = {2−n + 3−n; n ∈ Z}.

(c) C = {4(−1)j3k ; j, k ∈ Z}.

(d) D = {cos
(
n + 1

n

)
π; n ∈ N}.

(e) E = {cos
(
2n + 1

2n

)
π; n ∈ N}.

(f) F = {cos
(

2n − 1 + 1
2n−1

)
π; n ∈ N}.

Př́ıklad 5. Bud’ ∅ ≠ A ⊂ R omezená množina a B := {|x − y|; x, y ∈ A}. Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı:

(a) Množina B má supremum i infimum.
(b) Plat́ı sup B = sup A − inf A.
(c) Máme inf B = 0.

Př́ıklad 6. Představte si, že znáte pouze racionálńı č́ısla. Zkonstruujte
√

2.

(a) Chceme naj́ıt č́ıslo splňuj́ıćı a2 = 2, tj. a = 2
a . Máme-li startovńı aproximaci a1 (např.

2), tak se nab́ıźı zvolit daľśı aproximaci pomoćı pr̊uměru, tj. an+1 := 1
2

(
an + 2

an

)
.

(b) Ukažte, že {an}n∈N má limitu. (Ukažte, že a2
n > 2 a 0 < an+1 < an, ∀n ∈ N.)

(c) Pomoćı aproximativńıho vztahu nyńı ukažte, že (limn→∞ an)2 = 2.
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Výsledky - III. Suprema a infima množin

Př́ıklad 1. (a) Supremum ani infimum v Q neexistuje (v R by to bylo
√

2 a −
√

2) .
(b) sup B neexistuje, inf B = 0, minimum neexistuje.
(c) max C = 0, infimum neexistuje.
(d) Supremum ani infimum neexistuje.
(e) max E = 6, min E = 5.
(f) max F = 50, min F = −5.
(g) sup G = 5, maximum neexistuje, min G = −2.
(h) sup H = 4, maximum neexistuje, min H = −2.

Př́ıklad 2. (a) sup A = 2, inf A = −2, maximum ani minimum neexistuje.
(b) max B = −1 +

√
2, min B = −1 −

√
2.

(c) sup C = 3
2 , inf C = 1, maximum ani minimum neexistuje.

(d) sup E = 2, maximum neexistuje, inf E = 1, minimum neexistuje.
(e) sup D = π

2 , maximum neexistuje, inf D = − π
4 , minimum neexistuje.

(f) max F = 1, min F = −1.
(g) max G = 1, min G = −1.
(h) max H = 1, inf H = 0, minimum neexistuje.

Př́ıklad 3. (a) max A = 1, inf A = 0, minimum neexistuje.
(b) sup B = 1, maximum neexistuje, min B = 1

2 .
(c) sup C = 1, inf C = 0, maximum ani minimum neexistuje.
(d) Supremum ani infimum neexistuje.
(e) Supremum neexistuje, min E = 3.
(f) max F = 0, infimum neexistuje.
(g) max G = 4

3 , inf G = −1, minimum neexistuje.
(h) max H = 2

3 , inf H = 1
2 , minimum neexistuje.

Př́ıklad 4. (a) max A = 5
6 , inf A = 0, minimum neexistuje.

(b) Supremum neexistuje a inf B = 0, minimum neexistuje.
(c) Supremum neexistuje a inf C = 0, minimum neexistuje..
(d) max D = 1, inf D = −1, minimum neexistuje.
(e) sup E = 1, maximum neexistuje a min E = 0.
(f) max F = 1, inf F = −1, minimum neexistuje.
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