Bonusové cviceni 5. 1.

Pribéhy funkci

Priklad. Vysettete pribéh zadané funkce f.

1

(1) f@) = 23,
(2) f(x) = Va3 + 5x2 + Tx.

(3) fla) = {/355.

(4) f(x) = arctan <w28j’325).
(5) f(z) =]z — 2| — 3arctan(xz + 2).
(6) fla) = (371211 —9)2.

(1) fx) = iz,

Poznamka.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

Viz zde: https: //www2. karlin. mff. cuni. cz/ ~kalenda/pis—fsv/ 1920/ mi-b. pdf|
Tento priklad je vypocetne ndrocnéjsi, je treba resit dvé bikvadratické rovnice. Na druhou
stranu je funkce symetrickd, coZ mize vipocet trochu uspisit.

Viz zde: https: //www2. karlin. mff. cuni. cz/ ~kalenda/pis-fsv/1011/mi-d. pdf|
Derivace v jednom bodé vyjde nekonecnd, takze je dobré si rozmyslet, co to Tikd o grafu.
JelikoZ je zde derivace nevlastni, tak v tomto bodé nemd smysl zkoumat druhou derivaci.
Ze standardniho vypoctu vidime, Ze v tomto bodé dochdzi ke zméne konvexita na konkavitu,
ale dle definice nejde o inflexni bod (je potieba konednd pruni derivace).

Viz zde: nttps://www2. karlin. mff. cuni. cz/ ~vlasakv/ 1819z/ zkousky/ pisemkaDreseni. pdf.
Principidlne jde o velice podobny priklad jako druhy priklad, ktery jsme délali na cvicend.
Akordt v jednom bodé neexistuje pruoni derivace, nemd zde tedy smysl zkoumat derivaci
druhou, coZ vede na nutnost roztrhnout interval konvexity (podobné jako v pronim prikladu
na cvicent). Na rozdil od predchoziho prikladu se zde neméni konvexita na konkavitu.

Viz zde: https: //www2. karlin. mff. cuni. cz/ ~kalenda/pis-fsv/1011/mi-e. pdf|
Diky lichosti se dad vijpocet zjednodusit, velice primocaré bez néjakyjch chytdkai.

Viz zde: nttps://www2. karlin. mff. cuni. cz/ ~vlasakv/ 21222/ zkousky/ pisemkaEreseni. pdf.
Tady jsou problematické pruseciky. Neni prakticky mozné urcit presnou hodnotu, ale dd
se alespori nahlédnout jaké maji znaménko (coZ je pro charakter grafu podstatné). Prun{
derivace v jednom bodé neexistuje, nemd tedy smysl zde pocitat derivaci druhou. Stan-
dardné muzeme spocitat, Ze v tomto bode nedochdzi ke zméné konvexity na konkavitu. Je
ale ovsem nutné roztrhnout interval konvezity, viz pr. (3).

Viz zde: https: //www2. karlin. mff. cuni. cz/ ~kalenda/pis-fsv/ 0809/ mi-e. pdf|
Primocary. Jako v pr. (3) a (5) je nutné roztrhnout interval konvexity kolem bodu ve
kterém nemd smysl zkoumat druhou derivaci.

Viz zde: nttps://www2. karlin. mff. cuni. cz/ ~vlasakv/ 1819z/ zkousky/ pisemkaCreseni. pdf.
Je to primocaré, ale vypocetné ndrocnéjsi. Je potreba si wvédomit, jak jsou mavzdjem
usporddané pruseciky, inflexni body a body extrémai.

Poznamka. Pocitam, Ze udéldm:

pr. (7) - pracny priklad.
pr. (2) — konvezita kolem problémového bodu.

pr. (5) — v pripadé zdjmu.
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Reseni.

(1)

Zjevné je Dy = R\ {£/2} a funkce je zde spojita. Jedinym priise¢ikem je po¢atek. Funkce
tedy neni periodickd a mizeme si povsimnout, ze je lichd a neni sudd. Funkci budeme
tedy zkoumat na polopfimce [0, +00).

Limity. Z aritmetiky limit ihned dostdvdme, Ze limita v 400 je +00. Obdobné je limita
v /2 zprava, resp. zleva rovna +oo, resp. 0. Asymptota v +o00 vyjde jako pfimka y = x.
Diky lichosti tedy mame limitu v —oo rovnu —oo, limitu v —+/2 zprava rovnu 0 a zleva
rovnu —oo. Asymptota v —oo je opét y = x.

z . eI v # 2 v 7z z 7
Prvni derivace. Snadno spoé¢itame, ze f'(x) = e»*-2 [1 — (9622%2)2} , coz dava smysl v celém

defini¢nim oboru. Derivace je nulova pravé v bodech, které odpovidaji feseni bikvadratické
rovnice z* — 622 + 4 = 0. Ta m4 kofeny

1:1:—\/3—1—\/5, :CQZ—\/?)—\/S, x3:\/3—\/5, x4:\/3+\/5.

Nahlédneme, 7e f roste na intervalech [0, x3],[z4,+00) a klesd na [z3,v/2), (v/2,74]. Z
lichosti roste na (—oo,z1],[r2,0] a klesad na [z1, —v2), (—v/2,22]. Z toho méme, 7e v
bodech 1, z3 jsou lokalni maxima, zatimco v bodech s, x4 jsou lokalni minima. Z tohoto
muzeme uréit obor hodnot. Je potfeba si uvédomit, ze f(z3) < f(x4), pravd ¢ést grafu
nam tedy da (diky Bolzanové vété) [0, f(xs3)] U [f(z4), +00). Z lichosti je tedy

Hy = (=00, = f(za)| U [=f(x3), f(3)] U [f(24), +00).

Druhé derivace. Piimocare dostdvame, Ze

(@) = e [(962’_22)2 (1 B <z22x22)2> s 2)2(;22 ﬁé)i(xz 220

a tedy f”(z) > 0 pravé tehdy, kdyz [| > 0. Resfme tedy

—2z(zt — 627 +4) — 4x(2® — 2)(2? — 2 —22%) > 0
—z[z* — 627 + 4+ 2(2* — 2)(—2* - 2)] >0

zlzt —62% +4+2(—2* +4)] <0

z[—z* — 622 +12] <0

zfzt + 622 —12] >0

Jeden inflexni bod je tedy 0, pak jesté dva dalsi, které vyjdou jako (redlné) koreny pravé

nalezené bikvadratické rovnice. Konkrétné jde o x5 = —v/v21 —3 a zg = V21 — 3.

Poznamenejme, Ze x5 < V2 (a z lichosti —v/2 < x5). Funkce je tedy konvexni na
(z6,v2), (v/2, +00) a konkdvni na (0, x6). Z lichosti je f konvexni na (xs5,0) a konkavni
na (7007 7\/5)3 (7\/55 £E5).

Pro konstrukei grafu poznamenejme, Ze

.’171(: —.’174) < —\/5 < 1‘5(: —31’6) < 112(: —.’L‘3) <0<z <ag < \/5 < I4.

A

Okamzité vidime, zZe funkce je definovdana na celém R a je zde spojita. Z rozkladu polynomu
vidime, Ze jedinym prusecikem je pocatek. Evidentné neni periodickd a neni sudd ani licha
(viz f(1) = V13 a f(—=1) = —V/3).

Limity. Z aritmetiky limit vidime, ze limita v oo je Foo. Standardné spocteme, Ze
asymptota v +00 i —oo je piimka y = x + % Diky Bolzanové vété je Hy = R.

z . - 2 . v’y 7
Prvni derivace. Snadno nalezneme f’(r) = —22E00ET__ pro 3 £ 0. Klasicky spocitame,
33/x?(x24+5x+7)2

ze f'(0) = +o0. Vidime, ze derivace se nuluje v bodech —% a —1. Evidentné tedy f roste
na (—oo7 —g] ,[—1,+00) a klesa na [—%, —1]. V bodé —% je lokdln{ maximum a v —1 je
lokaln{ minimum.
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Druhd derivace. Piimocafe ziskdme, Ze (pro x # 0)
1
33/x4 (22 + 5z + 7)*

f(x) = (696+10)(x(x2+5x+7))%

2
_(3x2+10x+7)%. (z +5x+7)+x(2x+5)]

Y x(x? + 5z +7)
a tedy f”(x) > 0 pravé tehdy, kdyz [] > 0. To znamen4, ze

2 32+ 10x+7

62 +10) /2222 + 52+ 7)2 — (322 + 102+ 7) - = -
( )/ )= )33 w(z2 + 52 +7)

1 1
Bz +5)-x(x® +5x+7) — (322 + 102 4 7)
T (32 +5) - w(2® + 50 47) — (32” + 102 + ]

1

\3/5~[(9x2+15m)(m2—|—5x+7) (32 + 10z + 7) ]

1
7 [92* + 602° + 1382” + 105z — (92" + 602° + 1002* + 422” + 140z + 49)] > 0
1

- [~42® — 352 — 49] >0

- [42® + 352 4 49] < 0

gl 5

—_

%.(x+7)(4x+7)<o.

Ziskavame tedy dva inflexni body, a to —7, f% Bod 0 neni inflexni, protoze v ném neni
konec¢nd prvni derivace, ale ke zméné chovani v tomto bodé dochézi. Dohromady tedy je

funkce f konvexni na (—oo, —7), (—%,O) a konkdvni na (—77 —%) , (0, 400).

K nakresleni grafu si uvédomme, ze —7 < f% < 7% <-1<0.

(3) Evidentné je Dy = R\ {3} a funkce je zde spojita. Neni proto sud4, lichd ani periodicka.

Jedinym priisecikem je pocatek.

Limity. Pomoci aritmetiky limit vyjde limita v £oo je £oo, limita v 3 zprava je +o0o a

f(x)

zleva naopak —oo. Funkce nemé asymptoty (limita
¢islo.).
z—6

Prvni derivace. Snadno ziskdme f'(z) = ——2—"——, coz dava smysl v Dy \ {0}.
3(z—3)2 s/ﬁz’

Standardné spocitdme f/ (0) = Foo. Vidime tedy, Ze f m4 lokdlni maximum v 0s f(0) =
a lokdln{ minimum v 6 s f(6) = v/12. Funkce f roste na (—o0,0], [6,+00) a klesd na
intervalech [0, 3), (3, 6]. Diky Bolzanové vété dostavame, ze Hy = (—o0,0] U [/12, +00).

Druhd derivace. Jako obvykle ziskdme (v 0 nemd smysl zkoumat druhou derivaci)

wl=
i

je nula, ale limita f(z) neni redlné

(x—3) 4+ -4(x —

3)3

(z=3)

v =0 ! [1-90 — (z—6)

fa = (3(:c(w —3)4)3 ) T 3i(@-3)

a f"(z) > 0 pravé tehdy, kdyz [] > 0, coz je ekvivalentni s

3x3(z— 3)8

(z—3)5 +4x(z — 3)3

x%(x—i’))%—(x—ﬁ) 22l >0
3i§ [3x(x—3)%—(x—6)((m—3)3 +4z(z -3 %)}
(x—3)5 [Ba(z—3)— (2 —6) (zx — 3+42)] >0
(x —3)5 [32% — 92 — (z — 6)(5z — 3)] >0
(x —3)5 [32% — 92 — (522 — 33x 4 18)] > 0
(z —3)5 (=222 + 24z — 18) > 0
(Jc—S) (22 =122 +9) <0
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Zjistujeme, Ze mame dva inflexni body a to ;1 = 6 — 3v/3, 22 = 6 + 3v/3. Bod 3 neni
inflexni, protoze nepatii do defini¢niho oboru, dochézi zde ale ke zméné znaménka. Do-
hromady tedy mame, Ze f je konvexni na intervalech (—oo,0), (0, 1), (3, 22) a konkdvn{
na (x1,3), (2, +00). Pro ndkres grafu poznamenejme, ze 1 < 3 < xa.

A

Snadno nahlédneme, ze Dy = R\ {£5} a f je zde spojita. Z tvaru defini¢niho oboru neni
periodicka. Jedinym prisecikem je zjevné pocatek. Muzeme si v§imnout, Ze je lichd a neni
suda. Stadi se tedy omezit na pravou polopiimku [0, +00).

Limity. Diky aritmetice limit a vlastnosti funkci vidime, ze limita v 400 je 0 a limita
v 5 zprava, resp. zleva je 7, resp. —3. Diky lichosti je limita v —oco rovna 0 a v bodé
—5 je limita zprava, resp. zleva rovna 7, resp. —3. Funkce f mé v +o00 i —oo trividlni
asymptotu y = 0.

—8(22425)
(z2—25)2+6422"
a vidime, ze vSude je f’ < 0. To znamend, Ze f klesd na (—oo, —5), (—5,5), (5, +00). Z
toho plyne, ze funkce nemd zadné lokalni extrémy a pomoci Bolzanovy véty vidime, ze

Prvni derivace. Snadno ziskdme, ze f/'(z) = coz dava smysl na celém Dy

Hp=(-%:3)
Druhé derivace. Standardné ziskdme
f(z) = 8 [2z((2® — 25)* 4 642”) — (2* + 25)(2(2® — 25) - 2z + 128x)]

((x2 — 25)2 + 6422)2
a tedy f”(x) > 0 pravé tehdy, kdyz [] < 0. To je ekvivalentni nerovnosti

x [(z* — 5027 + 252 + 642%) — (22 + 25)(222 — 50 + 68)
z [zt 4 14a? + 257 — (2% + 25)(22° + 14)

z [zt + 142° + 252 (22* + 6422 + 25 - 14)

x [—z* — 502% + 25 - (25 — 14)

z (z* + 5022 — 275

z(x® +55)(2% — 5

] <
] <
] <
S
) >
) >

Dostavame tak tii inflexni body, a to —v/5, 0, v/5. Vidime, Ze je f konvexni na (\[ 5), (5,+
a konkavni na (0, v/5). Diky lichosti je konvexni i na (— \f, 5,0) a konkdvni na (—oo, —5), (=5, —
A
Vidime, zZe funkce je definovana na celém R a je zde spojita. Prisecik s osou y méa hodnotu
2 — 3arctan 2. Je dobré si vSimnout, zZe toto Cislo je zadporné, to je vidét takto:

8—3
2—3arctan2<2—3arctan1=2—3~%: 47T<07
jelikoz m > 3. Priseéiky s osou z jsou Teseni rovnice |x — 2| = 3arctan(z + 2), dé se

nahlédnout, ze jedno feSeni mame pro z > 2 a druhé pro x < 2. Ten druhy navic musi
byt pro néjaké zaporné z. Zjevné tedy funkce neni sudd, lichd ani periodicka.

Poznamka. To, Ze budou néjaké pruseciky je vidét i pomoci derivact pozdéji. Neni treba
néjak hloubéji zkoumat jejich hodnotu.

Limity. Trividlné plati, ze limita v +o00 je +00. Funkce ma v +o0o asymptotu tvaru y =

x7273—” av —oo asymptotuyfforZJr%’r
Prvni derivace. Snadno nalezneme, ze f’(x) = sign (z — 2) — WP’H)Q, coz plati pro x €
R\ {2}. Rutinné spocteme, ze f(2) = +1 — <. Vidime, Ze v bodé 2 je lokaln{ minimum

a f(2) = —3arctan4 < 0. Nahlédneme, Ze jinde derivace znaménko neméni. Dohromady
tedy f roste na intervalu [2,+00) a klesd na (—oo, 2].

Druhéa derivace. Thned ziskame, ze

f(w) =

o0)



pro x # 2 (v tomto bodé nem4 ani smysl zkoumat druhou derivaci). Evidentné je tedy v
—2 inflexni bod a funkce je konvexni na (—2,2), (2, +00) a konkdvn{ na (—oo, —2).

A

Zjevné je f spojita na celém Dy = R. Priseciky jsou [—2, 0], [%, O] , [0, 64], vidime tak, ze
f neni sud4, lich& ani periodicka.
f(@)

x

Limity. Thned mame, ze limity v +o00 jsou +oo. V podstaté je zjevné, ze ma limitu

+o00, f tedy nema asymptoty.

Prvni derivace. P¥imocate ziskdame f'(z) = 2log3 - (1 + signz) - 37+2I2l . (3z+2l=l _ 3)
pro x # 0. Kritické body jsou ty, kde je derivace nulové, tj. body = € {-2, %} a ty, kde
derivace neexistuje, tj. = 0. Snadno spocitame, ze f) (r) = —48log3 a f’ (x) = 16log 3,
zde tedy dochazi ke zméné znaménka derivace a je zde lokdlni maximum. Ve zbyvajicich
dvou bodech je nutné lokdlni minimum. Dohromady mdame, Ze f roste na [—2,0], [%, +oo)
a klesa na intervalech (—oo, —2], [O, %] Lokalni minima jsou zaroven globalni. Vidime, ze
Hy=1[0,400).

Druhé derivace. Neméd smysl ji poc¢itat v pocatku. Mimo néj ziskame, ze
f"(xz) = 21og?3 - (1 + 2signz)? - 37202l . [2. g=H2lel _g],

Snadno nahlédneme, ze inflexni body jsou z; = —10g3% a Ty = %logs %. Celkem je f
konvexni{ na (—oo, 1), (2, +00) a konkdvni na (x1,0), (0, x2).

Pro konstrukci grafu poznamenejme, ze —2 < 1 < 0 < 29 < %
VAN

Thned vidime, ze Dy = R\ {log,9} a f je zde spojitd. Kvuli tvaru definiéniho oboru
nemize byt suda, lichd a ani periodicka. Snadno nalezneme pruseciky, kterymi jsou body
[0, -], [4log, 12,0]

» 640 |2 108214, U].
Limity. Pfimocafe ziskame, Ze limita v +00 je 1 a v —oo vyjde —%, rovnéz jednoduse
méame, Ze limita ve vynechaném bodé je (z obou stran) rovna +o0o. Mame tedy trividln{
asymptoty y =1l ay = —24—7.

6log 2:27
(2=-9)®

pouze v bodé log, 5. Z tvaru derivace vidime, Ze f roste na [log, §,1og,9) a klesd na
(—00,logy 5] , (logy 9, +00). V bodé log, 3 je lokalni (a i globdln{) minimum s hodnotou

Prvni derivace. Snadno zjistime, Ze f'(x) = [4 — 3 - 2%]. Derivace se tedy nuluje

—% = —24—3. Diky Bolzanovi je H; = [—%,+oo).
Druhé derivace. Mame
1 610g2 T T\\/ (T 3 T T T 20x
f (:v):m[(Q (4—3-27))/(2" = 9)° —27(4 — 3-27) - 3(2" — 9)*2" log 2] ,

a tedy f” > 0 pravé tehdy, kdyz [] > 0. Redfme tedy nerovnost

(4-2%log2 —3-2% . 2log2)(2® — 9)® > (4-2" —3-2%7) . 3log2 - (2% — 9)? . 2"
(4—3-27-2)(2" —9) > (4-2° —3.2%).3
4-27 —6-2% —36+54-27 > 12.27 —9.2%
3-2%7 146 -2 — 36 > 0.
—23+/637
3

Resenim kvadratické rovnice s y = 2% je y12 = , smysl ma jen pozitivni koren,

coz davé zy = log, % V037 5 jedna se o inflexni bod. Dostavame, ze funkce f je konvexni

na (zg,log, 9), (logy 9, +00) a konkavni na (—oo, zg).

Pro graf poznamenejme, ze 0 < z¢ < log, % < %log2 12 <logy9al> —% > —% > —24—3.
AN
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