V. Limity funkci

Shrnuti teorie.

Definice. (Limita funkce) Rekneme, Ze &slo A € R* je limitou realné funkce f v bodé ¢ € R*,
jestlize plati
Ve > 035 >0Vx € Ps(c) : f(x) € B:(A).

Pri¢emz pro redlnd ¢ € R symbol Ps(c) zna¢i mnozinu (¢ — §,¢ + 9) \ {c}, tj. prstencové
0-okoli bodu ¢. Podobné Bj(c) reprezentuje (¢ — 6§, ¢ + ), tj. 6-okoli bodu ¢. Pro ¢ z rozsitené
redlné roviny znac¢ime Ps(+00) = (3, 400) = Bs(+00), podobné i okolf bodu —oo.

Nastava-li situace situace definovand vyse, tak piSeme lim,_,. f(z) = A.

Limity jsou jednozna¢né urcené.

Daéle je dobré védét co je spojitost funkce v bodé. Souvislost s jednostrannymi limitami.
Opét plati véta o aritmetice limit jako u posloupnosti a také véta o limité a usporadani, jejimz
dusledkem je véta o dvou policajtech. Mame ale dvé nové véty.

Tvrzeni. (Heine) Necht ¢, A € R* a pro redlnou funkci f plati lim, . f(z) = A. Bud {z,}32,
posloupnost prvkl z Dy takovd, ze z, # ¢,Vn € N, a splnujici lim,_, 4 z, = ¢. Potom plati
lim,, 400 f(zn) = A.

Piiklad: Vime-li, Ze lim,_,o 222 = 1, tak dle této véty méme, Ze i lim,_, oo nsin 2 = 1,
nebot vezmeme posloupnost {%}neN, kterd méa za limitu ¢islo 0.

Tvrzeni. (Limita slozené funkce) Bud' ¢, A, B € R* a pro redlné funkce f a g nechtf plati
lim, . g(x) = A alim, 4 f(y) = B a plat{ alespoil jedna z nasledujicich podminek:

(P) 36 > 0Vx € Ps(c) : g(x) # A.
(S) Funkce f je spojitd v bodé A.
Potom je lim, . f(g(z)) = B.

Priklad (P): Polozme f(y) = Sh%, méme lim, o f(y) = 1. Vezméme tieba g(z) = 22 — 1,

méame lim,_, 1 g(x) = 0. Vidime, Ze na néjakém malém prstencovém okoli bodu —1 je g rtiznd
. 2

od 0. Plati tedy podminka (P) vySe, a plat{ proto lim,_, _; % =1.

Poznamenejme, ze f neni v nule spojita. Neni tam totiz ani definovana.

Priklad (S): Tentokrat vezméme funkei f(y) = e¥, pak lim,_,1 f(y) = e. Podminka (S) je
zjevné splnéna. Takze lim,_,. e9*) = ¢, kdykoliv lim,_,. g(z) = 1, tfeba g(z) = T ac= +oo.

Tvrzeni. (Zndmé limity)

1. lim,_,g Sigl' =1. 7. limg 2z tanz = +o0.

2. lim, o =522 = 1. 8. limy 3 tanz = —oo.

3. lim, o 51 = 1. 9. lim, o 2esine — .

4. lim,_,q 080HD) — g, 10. limg o 2<20E = 1.

5. limg_o(1 4+ x)% =e. 11, limg 4 oo loi# =0 (a, 3> 0).
6. lim,yi00 (14 2)" = 12, lim, 400 25 =0 (@ > 0,a > 1).

Nakonec se hodi znét, Ze obecnd mocnina a’, kde a > 0 a b € R, se zavadi pomoci expo-
nencialy, tj. a® = e®1°82. Zname-li derivace, tak mame jesté jeden, nékdy uziteény, visledek.

Tvrzeni. (I'Hospital) Necht funkce f a g maji na jistém prstencovém okoli bodu a € R* vlastni
f'(x)
g'(z)

1. limg—, f(x) = limg—, g(x) =0,

derivace a existuje lim,_., . Necht plati jedna z podminek:

2. lim,q |g(2)| = +00.

f@) e
o(z) = Mama gy

Potom existuje i limita podilu funkci f a g a plati rovnost lim,_,,




Pfiklad 1. [Elementarni] Urcete limity a ovéite je z definice:

(a) limg_o .

(¢) limg 00 -

(e) limg_o, /.
(f) limg_yq(2® + 2 — 11).

Priklad 2. [Spojitost, zdkladni vlastnosti, rac. funkce] Urcete limity:
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Piiklad 3. [Odmocniny] Uréete limity:
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Piiklad 4. [Goniometrické funkce] Urcete limity:
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Pfiklad 5. [Mocninné funkce & logaritmy| Urcete limity:

(a) lim, o 710’5(1:336). (1) limg 4 oo 7lf§($1;i:ﬁ)).
(b) lim,_ log(Hi ) . log(1++/Z+ ¥/)
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Priklad 6. [Exponencidlni trik] Urcete limity:

(1—=z)(1— \f) . cot? z
(a) hmmﬁo (2+z) (J) hmz%o (]- + fﬂz) .
. tan2w
(b) limyosyoo (14 1)". (k) lim,z (tan (z+ §))
1
i 2)7 . . @
(¢) limgoypoo (1= 3)". (1) limgs o0 (23:‘;2395 12)
d) limgyioo (14 2)°
(d) limy ( + zz) (m) limm_m(lthanm)S‘iI.
1-vs
i z e sin x
(0 timeo (32) 7 (1) Tim, o (Ltanz )
w2 : nr
(f) hmx_>+oo (izi%) . (O) hmmﬁg Slnm)ta

(
(
¢
(

v I 2" ) -
(g) limg s oo (22121) (p) limg—0 (155355
) = (q) limg =« tan )" %"
(h) limg_, <3z _I—H) . . tan? o
r—+00 212+x+11 (r) 11m1_>0+ (e:v _ 1) L
\loge } _
(i) limg 400 (%) : (s) lim,_ (cosm)’=yIFsinTe,

Piiklad 7. [Heine] Urcete limity:
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Piiklad 8. [Zkouskové piiklady] Urcete limity:
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Priklad 9. [Teoretické pifklady na zaplnéni mistal

Cemu se rovng limita spojité a liché funkce v 07
Najdéte lichou funkci, kterd nemé v 0 limitu.
Predpokladejme, ze ma omezend, licha funkce v 0 limitu. Cemu se tato limita rovna?

Necht mé redlna funkce f v bodé x¢ vlastni limitu L. Ukazte, Ze potom plati

lim [f(z)| = |L|.

Tr—rxo

Bud f : (—1,1) — R funkce, kterd neni konstantni. Definujme funkci g : R — R
predpisem g(z) = f(sinz). Dokazte, Zze neexistuje limy_, oo g(2).

Mgjme realnou funkci f spliujici f(z) > 1 pro vSechna z € R. Bud zp € R bod ve
kterém existuje limita

i # Vi)
xlimo l‘/f(x) * f( >]

Ukazte, Ze potom existuje i limita limg_, ., f(x).



Vysledky - V. Limity funkci

) 0.
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Priklad 2. [Spojitost, zdkladni vlastnosti, rac. funkce]
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Priklad 7. [Heine]

(e) 2log10.

(d) log3.

Piiklad 8. [Zkouskové priklady]
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