UVOD DO FUNKCIONALNI ANALYZY

M. ZELENY

1. BANACHOVY A HILBERTOVY PROSTORY
Oznaceni. Symbol F bude vzdy oznaovat mnoZinu redlnych nebo komplexnich Cisel.

Definice (opakovani). Nechf (X, +, -) je vektorovy prostor nad F. Normou na X rozumime zobrazeni
| -1: X — [0, c0) takové, Ze plati
HVxeX: |x|=0&x=o0,
(ii)) VA e FVx € X ¢ |[Ax]| = |A] - ||x],
(i) Vx,y € X ¢ [x + yl < llx] + Iyl
Dvojici ((X, +, ), || - ||) nazyvame normovanym linearnim prostorem.

Véta 1.1. Nechi (X, || - ||) je normovany linedrni prostor. Potom plati:

(1) Zobrazeni p: X x X — R definované predpisem p(x,y) = ||x — y|| je metrika na X.
(ii) Zobrazeni +: X x X - X, - :Fx X = X, |- |: X — R jsou spojitd.

Definice. Nechf X je vektorovy prostor a || - ||1, || - |2 jsou normy na X. Rekneme, Ze tyto normy
jsou ekvivalentni, pokud existuji kladné konstanty c1,c2 € R takové, Ze pro kazdé x € X plati
crllxllz = llxllr = e2flx]l2.

Véta 1.2. Nechf (X, - |l1) a (X, | - ||2) jsou normované linedrni prostory. Potom jsou ndsledujict
tvrzeni ekvivalentni.
1) Normy || - |1, || - |2 jsou ekvivalentni.

(i1) Existuji kladné konstanty ay,a» € R takové, Ze

a1Bx 1) € Bx |1 € a2Bx|10)-

Dusledek 1.3. Necht X je vektorovy prostor nad F opatieny ekvivalentnimi normami || - |1 a || - ||2.
Potom G C X je oteviend v (X, || - ||1), prdvé kdyZ je oteviend v (X, | - ||2).
Definice. Nechf (X, || - ||) je normovany lineérni prostora A C X.

e Rekneme, 7e mnozina A C X je konvexni, jestlize plati
Vx,y € AVa e [0,1]: ax+ (1 —a)y € A.
¢ Konvexni obal mnoziny 4 definujeme pfedpisem
coA = ﬂ{F C X; A CF, F je konvexni mnoZina}.
e Uzavieny konvexni obal mnoZiny A definujeme predpisem
coAd = ﬂ{F C X; AC F, F jeuzaviend a konvexni}.
e Linearni obal mnoziny A definujeme piedpisem
span A = m{F C X; A C F, F je vektorovy podprostor}.
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e Uzavreny linearni obal mnoZiny A definujeme piedpisem

spanAd = CX; ACEF, e uzavieny vektorovy podprostor}.
A FCX;, ACF, Fj feny vek y podp

Véta 1.4 (opakovani). Nechf (X, (-,-)) je unitdrni prostor nad F. Potom || x| = /(x, x) je norma na
X.

Lemma 1.5 (opakovéni). Nechf (X, (-,-)) je unitdrni prostor nad F. Potom je zobrazeni
() XxX > F

Spojité.
Véta 1.6 (Jordan — von Neumann). Nechf (X, ||-||) je normovany linedrni prostor. Pak jsou ndsledujici
tvrzeni ekvivalentni.

(1) Na X existuje skaldrni soucin (-, -) takovy, Ze || x| = /{x, x) pro kaZdé x € X.

(ii) Norma || - || spliiuje rovnobéZnikové pravidlo, t|.

Vx,y e Xt x4y + llx = yII> = 2llx[> + 2]y

Definice. Nechf {x,} je posloupnost prvkii X. Rekneme, 7e 3 °° | x,, konverguje k x € X, pokud
Definice.
(i) Rekneme, 7e normovany linearni prostor (X, ||-||) je Banachiv, jestlize (X, p), kde p(x, y) =
[x — yll, je Gplny metricky prostor.
(i) Nechf X je unitdrni prostor. Pokud je X tplny vzhledem k metrice indukované normou || x|| =
v/ {x, x), pak X se nazyva Hilbertovym prostorem.

Véta 1.7. Nechi (X, || - ||) je normovany linedrni prostor. Pak jsou ndsledujict tvrzeni ekvivalentni.

() Prostor (X, || - ||) je Banachiiv.
(ii) Je-li {xp} posloupnost prvkii X spliiujici > o |xn|l < 00, pak Y pe xn je konvergenini.

Véta 1.8. Nechi (X, || - ||) je normovany linedrni prostor. Potom existuje Banachiiv prostor (},, 1)
a linedrni zobrazeni T : X — X takové, Ze

o zobrazeni T je izometrie, tj. ||T (x)|| = || x| pro kazdé x € X,

e T(X) = X.

Je-li X navic unitdrni prostor, potom také X je Hilbertitv.
Pokud existuje Banachiiv prostor Y alinedrni izometrické zobrazeni L: X — Y takové, Ze L(X) =
Y, potom existuje surjektivni linedrni izometrie S: X — Y.
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2. OPERACE S BANACHOVYMI PROSTORY

e Nechi Z je uzavieny podprostor Banachova prostoru (X, ||-||). Potom (Z, ||-||| z) je Banachtv
prostor.

e Nechi Z je uzavieny podprostor normovaného linedrniho prostoru X nad F. Potom relace ~
definovand na X x X pfedpisem x ~ y & x —y € Z je relace ekvivalence. Oznacime tfidu
ekvivalence uréenou prvkem x € X symbolem [x] a poloZme

X/Z ={[x]; x € X}.
Pro x,y € X, ¢ € F definujme

[x] + [y] = [x + y],
c[x] = [ex],
I[x]llx/z = inf{[lx — z[|; z € Z}.

Potom je X /Z vzhledem k vySe uvedenym operacim vektorovy prostor nad F a || - [|x,z je
normana X/Z.

Definice. Necht Y je uzavieny podprostor normovaného linedrniho prostoru X. Potom normovany
linedrni prostor X /Y nazyvame faktorprostor prostoru X podle Y.

Véta 2.1. Necht Y je uzavieny podprostor Banachova prostoru X. Potom X /Y je Banachiiv prostor.

Definice. Nechf X je vektorovy prostor, A, B CC X. Rekneme, Ze X je algebraickym souétem A
a B, zna¢ime X = A & B, jestlize

e AN B = {o},
e span(AU B) = X.

Podprostor B pak nazyvame algebraicky doplnék A.

Véta 2.2. Necht X je vektorovy prostor, X = A@® B, Py, resp. Pp, jsou zobrazeni pFirazujici kazdému
prvku x € X jednoznacné urcené prvky x4 € A, xp € B takové, Ze x = x4 + xp. Potom plati:

(i) P4, Pp jsou linedrni, P4 + Pp = I,
(i) P = Py,
(iii) A = Rng P4 = Ker Pg, B = Rng Pp = Ker Py,
(iv) je-li P: X — X linedrni, P2 = P,pak X = Ker P®Rng P, P = Prygp, [—P = Pxerp.

Definice. Necht X je vektorovy prostor. Linedrni zobrazeni P: X — X spliiujici P? = P se nazyva
projekce.

Definice. Nechf X je normovany linedrni prostor a X = 4 @ B. Rekneme, 7e X je topologickym
souctem A a B, znaCime X = A ®; B, jestlize je P4 spojita.

Véta 2.3. Nechi X je vektorovy prostor, Y CC X, X =Y @& A. Potom XY je izomorfni s A, 1.
existuje linedrni bijekce.

Definice. Nechi X je vektorovy prostor, ¥ CC X. Kodimenze podprostoru Y je definovdna jako
dimX/Y.
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3. OPERATORY A FUNKCIONALY

Véta 3.1. Nechi X,Y jsou normované linedrni prostory a T: X — Y je linedrni. Pak ndsledujici
tvrzent jsou ekvivalentni:
1) T je spojiteé,
(i) T je spojité v o,
(iii) existuje C > 0 takové, Ze | Tx| < C||x|| pro kazdé x € X,
(iii) T je lipschitzovské,
(iv) T je stejnomérné spojité.

Definice. Nechi X, Y jsou normované linedrni prostory nad F. Potom £(X, Y) zna¢i mnoZinu viech
spojitych linedrnich zobrazeni z X do Y. Na £(X, Y) definujeme normu predpisem

ITI = sup{l|ITx[; x € X, [|x]| < 1}.
Véta 3.2. Nechi X, Y, Z jsou normované linedrni prostory.

(i) Je-li Y Banachiv, pak £(X,Y) je Banachiiv.
(i) ProS € £(X,Y), T € LY, Z) plati |[T o S| < |IT]| - IS

Definice. Necht X, Y jsou normované linedrni prostory.

e Rekneme, 7e T € £(X,Y) je izomorfismus prostoru X na Y, pokud je T prosté, na a
T-1 e £, X).

e Rekneme, 7¢ X a Y jsou izomorfni, pokud existuje izomorfismus 7 prostoru X na Y.

e Rekneme, 7e X a Y jsou izometricky izomorfni, pokud existuje T € £(X,Y), které je na a
IT x| = ||x]| pro kazdé x € X.

Véta 3.3. Nechf X,Y jsou normované linedrni prostorya T € £(X,Y) je na. Potom T je izomorfis-
mus, prdvé kdy? existuji c1,ca > 0 takové, Ze c1||x|| < [T x| < ca2||x|| pro kazdé x € X.

Dusledek 3.4. Nechi X je vektorovy prostor opatieny normami || - ||1 a || ||2. Normy || - ||1, || - ||2 jsou
ekvivalentni na X, pravé kdyz I : (X, | - |l1) = (X, || - ||2) je izomorfismus.

Véta 3.5. Necht X,Y jsou izomorfni normované linedrni prostory. Je-li X Banachiiv, potom je i Y
Banachiiv.

Véta 3.6. Nechf X je normovany linedrni prostor; X = Y @ Z. Potom je ekvivalentni.
(i) Platir X =Y &; Z.
(ii) Zobrazeni x — (y,z), kdey € Y,z € Zay + z = x, je izomorfismus X naY x Z.
4. HILBERTOVY PROSTORY

Definice. Nechi H je Hilbertiv prostor, A, B CC H. Podprostory A a B jsou ortogonalni, jestlize
prokazdé a € A, b € B plati (a,b) = 0. Znac¢ime AL B. Ortogonalni doplnék A definujeme jako

At = {x € H; (x,a) = 0prokazdé a € A}.
Véta 4.1. Necht H je unitdrni prostor, A CC H. Potom AL je uzavieny.

Véta 4.2. Nechi H je Hilbertitv prostor a F je uzaviend konvexni neprdzdnd mnozina v H. Pak pro
kazdé x € H existuje prdavé jedno y € F takové, Ze ||x — y|| = dist(x, F).

Véta 4.3. Nechi H je Hilbertiiv prostor, F CC H je uzavieny a x € H. Pak y € F spliiuje
|x — y|| = dist(x, F) pravé tehdy, kdyz x — y € FL.
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Véta 4.4 (Riesz). Nechi H je Hilbertiiv prostor, F CC H je uzavieny. Potom H = F @; F*+ a
projekce Pr: H — F spliiuje | Pr|| < 1.

Definice. Nechf X je normovany linedrni prostor, / je neprdzdnad mnoZina a x; € X, i € I. Potom
D ier Xi = x, jestlize

VeeR,e>03A C I, konecna VB C I, B kone¢na, A C B : Hx—in < e&.

i€EB

Pozndmka. Necht {x,} C X, X je normovany linedrni prostor.

() Je-lix =Y, cn Xn> pak X = Y 00 1 xp.
(i) Je-li ), cn llxn || < 0o a X je Banachiv, pak existuje ), o Xn-

Definice. Nechf X je unitdrni prostor, A = {a;; i € I} C X.Rekneme, 7e A je

e ortonormalni mnoZzina, jestlize
-Va,be A,a#b: (a,b) =0,
-VaeA: |a| =1,
e maximalni ortonormalni mnoZina, pokud je A ortonormdlni a A+ = {o};
e 1uplna ortonormalni mnozina, pokud je A ortonormdlni a Spand = X;
e ortonormalni baze, pokud je A ortonormdlni a pro kazdé x € X existuji jednoznaéné uréené

x; € F,i e I, splijici
X = inai.

iel
Véta 4.5. V kazdém Hilbertové prostoru H existuje maximdlni ortonormdlni mnoZina. Je-li H navic

separabilni, pak je tato mnoZina spocetnd.

Véta 4.6 (Besselova nerovnost). Je-li {e;} ortonormdlni mnoZina v Hilbertové prostoru H, potom
plati " |(x,ei)|? < ||x||? pro kazdé x € H.

Dusledek 4.7. Nechi H je Hilbertiiv a {e;}icy je ortonormdlni mnoZina. Potom je pro libovolné
x € H mnozina {i € I; (x,e;) # 0} spocCetnd.

Véta 4.8. Nechi H je Hilbertiiv prostor a B = {e;} je ortonormdlni mnoZina. Ndsledujici tvrzeni
Jjsou ekvivalentni.
(1) B je ortonormdlni bdze.
(i1) B je maximdlni ortonormdlni mnoZina.
(iii) B je tiplnd ortonormdlni mnoZina.
(iv) Pro kaZdé x € H plati |x||*> =Y, |(x, e;)|?. (Parsevalova rovnost)

Véta 4.9 (Riesz—Fischer). Nechf H je Hilbertiiv prostor. Pak existuje mnoZina I" takovd, Ze H je
izometricky izomorfni s £2(I").

5. KONECNE ROZMERNE PROSTORY

Lemma 5.1 (Riesz). Je-li Y vlastni uzavieny podprostor normovaného linedrniho prostoru X, pak
pro kaZdé ¢ > 0 existuje x € Sy takovy, Ze dist(x,Y) > 1 —e&.

Véta 5.2. Nechi X je normovany linedrni prostor. Potom By je kompaktni, pravé kdyZ dim X < oo.
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6. HAHN-BANACHOVA VETA A JEJ{ DUSLEDKY

Definice. Necht X je vektorovy prostor nad F a p: X — R. Rekneme, Ze p je pozitivné homogenni
sublinearni funkcional, jestliZe plati

e Vxe X Ve eR,a >0: p(ax) = ap(x) (pozitivni homogenita),

e Vx,ye X: p(x+y) < p(x)+ p(y) (sublinearita).
Jestlize navic p(ax) = |a|p(x) prokazdé @ € F a x € X, pak p se nazyvad pseudonorma.

Véta 6.1 (algebraicka verze Hahn—Banachovy véty). Nechf X je vektorovy prostor nad R, M CC X,
p: X — R je pozitivné homogenni a sublinedrni, f: M — R je linedrni, f < p na M. Potom
existuje A: X — R linedrni takovy, Ze A|lyy = f a

Vx e X : —p(—x) < A(x) < p(x).
Véta 6.2 (komplexni piipad). Necht p je pseudonorma na vektorovém prostoru X nad F, Y CC X,
f:Y — F je linedrni a spliiuje | f| < p na Y. Pak existuje A: X — F linedrni takové, Ze |A| < p
naXalAdly=f.

Definice. Nechf X je normovany linedrni prostor nad F. Dudlnim prostorem k X rozumime prostor
£(X,F). Znalime jej X *.

Véta 6.3 (Hahn-Banach). Nech? X je normovany linedrni prostor, Y CC X a f € Y *. Pak existuje
F € X* takové, ze |F|| = || flla Fly = f.

Véta 6.4. Nechi X je normovany linedrni prostor. Nechf Y CC X je uzavieny a x ¢ Y. Pak existuje
f € Sy takové, Ze f =0naY a f(x) = dist(x,Y).

Dusledek 6.5. Necht X je normovany linedrni prostor. Pro kaZdé x € X existuje f € Sy« takové,
Ze f(x) = ||x|. Specidlné: X* oddéluje body X, tj. pro kazdé x,y € X, x # y, existuje f € X*
takovy, Ze f(x) # f(»).

Dusledek 6.6. Nechi X je normovany linedrni prostor a Y CC X. JestliZe pro kaZdé f € X*
splitujici f'|ly = Oplati f = 0, potom je Y hustyv X.
Véta 6.7. Nechi X je normovany linedrni prostor.

(i) Necht Y CC X je konecnérozmérny. Pak Y md topologicky doplnék.

(ii) Necht Y CC X je uzavieny a konecné kodimenze. Pak Y md topologicky doplnék.
Véta 6.8 (odd&lovani mnozin). Nechi X je normovany linedrni prostor nad F a A, B C X jsou
neprdzdné, disjunktni a konvexni.

(i) Pokud A je oteviend, pak existuje A € X* a a € R takové, Ze RA(a) < a < RA(b) pro
kaZdé a € A, b € B.

(ii) Pokud A je kompakini a B uzavrend, pak existuje A € X™* a a € R takové, Ze RA(a) < a <
NA(b) pro kaidé a € A, b € B.

7. DUALNI PROSTORY A REFLEXIVITA

Definice. Nechi X je normovany linedrni prostor. Kanonické vno¥eni ¢ prostoru X do X** defi-
nujme jako e(x)(x*) = x*(x),x € X, x* € X*.

Véta 7.1. Necht X je normovany linedrni prostor. Potom ¢: X — X™** je izometricky izomorfismus
do X**.

Definice. Nechf X je normovany linedrni prostor. Rekneme, Ze X je reflexivni, jestlize e(X) = X **.
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Véta 7.2 (Fréchet—Riesz). Nechf H je Hilbertitv prostor. Pro'y € H ozna¢me f, € H* funkciondl
definovany predpisem fy(x) = (x,y), x € H. Potom zobrazeni T : y — [y je sdrulené-linedrni
izometrie H na H*.

Dusledek 7.3. Je-li H Hilbertitv, potom je H* Hilbertiiv.
Véta 7.4. Nechi H je Hilbertiiv prostor. Potom je H reflexivni.

Véta 7.5. Nechi X je normovany linedrni prostor.

(1) Je-li X reflexivni, pak je X uplny.

(ii) Banachiiv prostor X je reflexivni pravé tehdy, kdyz X* je reflexivni.
(iii) Uzavreny podprostor reflexivniho prostoru je reflexivni.
(iv) Jsou-li X, Y reflexivni, pak je X x Y reflexivni.

(v) Je-li Z CC X uzavieny a X je reflexivni, pak je X | Z reflexivni.
(vi) Je-li X izomorfni s Y a X je reflexivni, pak je i Y reflexivni.

8. [,JPLNOST V BANACHOVYCH PROSTORECH

Véta 8.1 (Baireova véta (opakovani)). Nechf (X, p) je uplny metricky prostor a G C X je oteviend a
neprdzdnd. Potom je G druhé kategorie v (X, p).

Véta 8.2 (princip stejnomérné omezenosti). Nechf X je Banachiiv prostor, Y je normovany linedrni
prostora’§ C L£(X,Y). Pak je ekvivalentni:

(i) sup{||L] : L € §} < o0,

(ii) pro kazdé x € X je sup{||Lx|: L € §} < o0.

Véta 8.3 (Banach—Steinhausova véta). Nechf X je Banachiiv, Y je normovany linedrni prostor a
L, € £(X,Y), n € N, spliiuji, Ze limy, L, x existuje pro kaZdé x € X. Pak L: x + lim, L,x je
spojity linedrni operdtor z X do Y .

Definice. Nechf (P, p) a (Q,0) jsou metrické prostory a f : P — Q. Rekneme, 7¢ [ je oteviené
zobrazeni z (P, p) do (Q, 0), jestlize f(G) je oteviend mnozina, kdykoliv je G C P oteviend.

Lemma 8.4. Nechf X je Banachiiv prostor, Y je normovany linedrni prostora T € £(X,Y). Necht
r,s > 0 spliiuji B(o,s) C T(B(o,r)). Potom B(o,s) C T(B(o,r)).

Véta 8.5 (Banachova véta o otevieném zobrazeni). Nech! X,Y jsou Banachovy prostory a T €
£(X,Y) je na. Potom je T oteviené zobrazeni.

Dusledek 8.6. Nechi X,Y jsou Banachovy prostory a T € £(X,Y) je prosté a na. Potom je T
izomorfismus X naY.

Definice. Nechi (P, p) a (Q,0) jsou metrické prostory a f : P — Q. Rekneme, Ze f ma uzavieny
graf, jestlize mnozina {(x,y) € P x Q; f(x) = y}jeuzavienav P x Q.

Véta 8.7 (0 uzavieném grafu). Nechf X, Y jsou Banachovy prostory a T je linedrni zobrazeni s uzav-
fenym grafem. Potom je T spojité.

Véta 8.8. Nechi X je Banachiiv prostor, Y,Z CC X jsou uzaviené a X = Y @ Z. Potom X =
Y &; Z.
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9. DUALN{ OPERATORY

Definice. Nechi X, Y jsou normované linearni prostory a T € £(X,Y). Pak dudlnim operatorem
T’ € £(Y*, X*) rozumime operator definovany predpisem 7/(y*)(x) = y*(T x).
Véta 9.1. Nechi X, Y, Z jsou normované linedrni prostory.
(i) Zobrazeni T +— T’ z £(X,Y) do £(Y™*, X*) je linedrni izometrie.
(ii) ProT € £(X,Y), S € £(Y, Z) plati (ST) =T'S’.
(iii) Pro identitu I € £(X, X) plati, Ze I’ je identita na X *.
Véta 9.2. Necht Hy, H, jsou Hilbertovy prostory, S € £(Hy, Hy). Pak existuje prdvé jedno S* €
£ (H, Hy) takové, Ze (Sx,y) = (x,S*y) pro kazdé x € Hy, y € H».
Ddle plati S* = TI_IS’TZ, kde T; : H; — H[ jsou izometrie z Véty 7.2.

Definice. Operétor S* z pfedchozi véty nazyvdme adjungovanym operatoremk S.

Véta 9.3. Necht Hy, Hy, H3 jsou Hilbertovy prostory, T € £(Hy, Hy), S € £(H,, H3) a I je
identita na Hy. Potom plati:
) (TH*=T,(ST)*=T*S* I* =1,
(i) T +— T* je sdruzené-linedrni izometrie £(H1, Hy) na £(H,, Hy).
Definice. Nechi X je normovany linedrni prostor. Pro A C X, B C X* definujeme anihildtory jako
At ={(x* e X*; Vae A: x*(a) =0},
B, ={x € X; Vb* € B: b*(x) =0}.

Pozndmka.
(1) A+ je uzavieny podprostor X *.
(2) By jeuzavieny podprostor X.
Véta 9.4. Nechi X,Y jsou normované linedrni prostorya T € £(X,Y). Potom plati:
(i) Ker T’ = (RngT)%,
(ii)) Ker T = (RngT") 4,
(iii) RongT = (Ker 7).
Véta 9.5. Nechi X, Y jsou Banachovy prostorya T € £(X,Y). Potom plati:

(1) T je izomorfizmus do Y, prdvé kdyz je T' na,
(ii) T je na, prdavé kdyz je T' izomorfizmus do X *,
(iii) T je izomorfizmus prdvé tehdy, kdyZ T' je izomorfizmus.

10. UvOD DO SPEKTRALN{ TEORIE

Vsechny prostory jsou Banachovy a nad C.

Definice. Rekneme, 7e T € £(X,Y) je invertovatelny, jestlize existuje S € £(Y, X) takovy, Ze
TS = Iy aST = Ix. Inverzi S znatime 77!
Pozndmka.

(1) Inverze je jednoznacné urcena.
(2) Plati (ST)"! = 1771571,
(3) Operator T € £(X,Y) je invertovatelny, pravé kdyz T je prosty a na.



UVOD DO FUNKCIONALNI ANALYZY 9

Oznaceni. Misto £(X, X) budeme psit jen £(X) a mnoZinu invertovatelnych operatorid z X do X
budeme znadit §(X). Mnozinu kompaktnich operatori z X do X znac¢ime K (X). (Operator T €
£(X,Y) je kompaktni, pokud 7' (By) je kompaktni mnoZina, viz cviceni.)

Lemma 10.1 (Neumann).
(i) Necht T € £(X) a |T| < 1. Pak

[e.e]
-7yt =Y1"
n=0
pricem? suma konverguje absolutné v £(X). Navic |(I —T)™'| < (1 —||T|D~ .
(i) Je-liT € §(X)a S € £(X) splituje |T — S| < 1/||IT7"], potom S € §(X) a

IT7HZ- IS = 7|
— T - IS =T

Véta 10.2. MnoZina §(X) C £(X) je oteviend a zobrazeni T +— T~ je spojité na §(X).

1T =857 <
1

Definice. Nechi 7" € £(X). Spektrum operitoru T € £(X) definujeme predpisem
o(T) = {A € C; Al — T neni invertovatelny}.

Bodové spektrum operatoru T € £(X) definujeme predpisem
op(T)={AeC;Ixe X, x#0: Tx = Ax}.

Mnozina p(T) = C \ o(T) se nazyva rezolventa a funkce A — (A — T)~! definovand na p(T)
se nazyva rezolventni funkce. Pro A € 0,(T') je Ker(AI — T') podprostorem pfisluSnym vlastnimu
¢islu A a jeho nenulové prvky nazyvame vlastni vektory.

Véta 10.3. Nechi T € £(X). Pak o(T) je neprdzdnd kompakini podmnozina C obsaZend v kruhu o
poloméru ||T||.

Véta 10.4.
(i) Necht T € £(X). Pak o(T) = o(T"). B
(ii) Nech! T € £(H), kde H je Hilbertiiv prostor. Pak o (T) = {)L; A€ O(T*)}.

Véta 10.5. Nechf T € K (X) a A # 0. Pak Rng(AI — T) je uzavieny.

Véta 10.6 (Fredholmova alternativa). Nechf A # 0a T € K (X). Pak Al — T je prosty, prdvé kdyZ
Al —T jena.

Véta 10.7. Nechi T € K (X). Pak plati:

(@) o(T) C {0} U op(T),
(i) o(T)N{A € C: |A| > r} je konecnd pro kaZdé r > 0.

Véta 10.8 (druha Fredholmova véta). Nechf T € K(X) a A # 0. Pak plati
Rng(Al —T) = (Ker(AI —=T"))1 a Rng(Al —T') = (Ker(Al — T))J‘ .
Véta 10.9 (tieti Fredholmova véta). Nechi T € K (X) a A # 0. Pak plati
dimKer(Al — T) = dim X/ Rng(Al —T)
=dimKer(AI —T’) = dim X*/ Rng(AI —T")

a toto ¢islo je konecné.
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11. VETY ZE CVICENT{

Véta 11.1 (vlastnosti koneénérozmérnych prostora).
(i) Necht X, Y jsou normované linedrni prostory, dim X < ooa L: X — Y je linedrni. Potom
Jje L spojité.
(ii) Necht X je normovany linedrni prostor a dim X < oo. Potom je Bx kompakini.
(iii) Nechf X je normovany linedrni prostor, dim X < oo a || - ||1, || - ||2 jsou normy na X. Potom
Jjsou tyto normy ekvivalentni.
(iv) Nechf X je normovany linedrni prostor, dim X < oo. Potom je X Banachiiv.

Véta 11.2 (popis dudlu klasickych prostort).
@ (B, |- l2)* = & ]| - [l2).
(b) (co)* =11,
() (£h)* =€,
(d) (£P)* = ¢4, kde % + é =1, pe(l, o),
() (LP[0,1)* = L9[0,1], kde 5 + § =1, p € (1, 00),
() (C(K))* = M(K) = Radonovy miry na K.
Véta 11.3. Nechi X je normovany linedrni prostor a X* je separabilni. Potom je X separabilni.

Véta 11.4 (zdkladni vlastnosti w a w*-konvergence). Nechi X je Banachiiv prostor. Plati:

(1) w i w*-limita je jednoznacné uréena,
.o . v w

(i) jestliZe x, — X, pak x, — X,

ceey . .y w w*

(iii) jestliZe x; — x*, pak x;; — x*,

(iv) kaZdd slabé konvergentni posloupnost je omezend,

(iv) kazdd slab&* konvergenini posloupnost je omezend.

Véta 11.5 (existence slabé konvergentni podposloupnosti). Nechf X je reflexivni Banachiiv prostor a
(xn) je omezend posloupnost. Potom lze z (xy) vybrat slabé konvergentni podposloupnost.

Véta 11.6 (Schurova véta). Necht (xy) je slabé konvergentni posloupnost prvkii £1. Potom je (xy)
konvergentni.



