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1. Uvažujte soustavu diferenciálních rovnic

y 0
1 D �3y1 C y2 C sin.2t/;

y 0
2 D �y1 � y2:

Nalezněte všechna maximální řešení uvedené soustavy, která vyhovují počáteční pod-
mínce y.0/ D .1; 0/T . (20 bodů)

2. Nechť množina ˝ � R3 je definována předpisem

˝ D
˚
Œx; y; ´� 2 R3

I x2
C y2 < ´ < 1 � x2

� y2
	

a vektorové pole f W R3 ! R3 je definováno předpisem

f .x; y; ´/ D
�
´x; xy; ´2

� x´
�
:

(a) Ukažte, že množina ˝ je otevřená.
(b) Určete H.˝/ a pro bod Œ0; 0; 1� explicitně zdůvodněte, proč Œ0; 0; 1� 2 H.˝/.
(c) Určete H�.˝/ a pro bod Œ0; 0; 1� explicitně zdůvodněte, proč Œ0; 0; 1� 2 H�.˝/.
(d) Ukažte, že H 2

�
H.˝/ nH�.˝/

�
D 0.

(e) Určete vektorové pole �˝ pro H 2-s.v. body H.˝/.
(f) Ukažte, že H 2

�
H.˝/

�
< 1.

(g) Spočtěte
R

H.˝/
hf; �˝idH 2.

(25 bodů)

3. Nalezněte reálná čísla an; n 2 N [ f0g, taková, aby platilo

sgn
�
x �

�
2

�
D

1X
nD0

an cosnx

pro každé x 2 .0; �/. Svá tvrzení zdůvodněte. (15 bodů)



2

Řešení

8 b

8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂:

1. Nejprve vyřešíme homogenní soustavu. Matice soustavy má tvar

A D

 
�3 1

�1 �1

!
:

Úpravami �-matice �I � A obdržíme matici 
1 �C 1

0 �2 C 4�C 4

!
:

Polynom �2 C 4� C 4 má dvojnásobný kořen �2. Fundamentální systém rovnice y 00
2 C

4y 0
2 C4y2 D 0má tvar e�2t ; te�2t . Obecné maximální řešení má pak tvar y2.t/ D c1e

�2t C

c2te
�2t . Z rovnice y1 C y 0

2 C y2 D 0 vypočteme

y1.t/ D .c1 � c2/e
�2t

C c2te
�2t :

8 b

8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂:

Řešení nehomogenní soustavy budeme hledat ve tvaru

y1.t/ D
�
˛.t/ � ˇ.t/

�
e�2t

C ˇ.t/te�2t ;

y2.t/ D ˛.t/e�2t
C ˇ.t/te�2t ;

kde ˛; ˇ jsou diferencovatelné funkce definované na R. Po dosazení do soustavy dosta-
neme podmínky �

˛0.t/ � ˇ0.t/
�
e�2t

C ˇ0.t/te�2t
D sin.2t/;

˛0.t/e�2t
C ˇ0.t/te�2t

D 0:

Odtud plyne ˛0.t/ D te2t sin.2t/; ˇ0.t/ D �e2t sin.2t/. Nalezneme primitivní funkce a
můžeme psát

˛.t/ D
1

4
te2t

�
sin.2t/ � cos.2t/

�
C
1

8
e2t cos.2t/;

ˇ.t/ D
1

4
e2t
�
cos.2t/ � sin.2t/

�
; t 2 R:

Obecné maximální řešení naší soustavy má pak tvar

y1.t/ D �
1

8
cos.2t/C

1

4
sin.2t/C

�
c1 � c2

�
e�2t

C c2te
�2t ;

y2.t/ D
1

8
cos.2t/C c1e

�2t
C c2te

�2t :
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4 b

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
Koeficienty c1; c2 určíme na základě počáteční podmínky a dostaneme

y1.t/ D �
1

8
cos.2t/C

1

4
sin.2t/C

9

8
e�2t

�
5

4
te�2t ;

y2.t/ D
1

8
cos.2t/ �

1

8
e�2t

�
5

4
te�2t ; t 2 R:

2b

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
2. (a) Funkce  1.x; y; ´/ D x2 Cy2 �´ a  2.x; y; ´/ D 1�x2 �y2 �´ jsou spojité, a proto
jsou množiny  �1

1

�
.�1; 0/

�
a  �1

2

�
.0;1/

�
otevřené. Odtud plyne otevřenost množiny

˝, neboť
˝ D  �1

1

�
.�1; 0/

�
\  �1

2

�
.0;1/

�
:

3b

8̂̂̂̂
ˆ̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂:

(b) Platí

H.˝/ D
˚
Œx; y; ´� 2 R3

I x2
C y2

D ´; ´ 2 Œ0; 1
2
�
	

[
˚
Œx; y; ´� 2 R3

I 1 � x2
� y2

D ´; ´ 2 Œ1
2
; 1�
	
:

Platí Œ0; 0; 1� … ˝ a un D Œ0; 0; 1�
1

nC1
� 2 ˝ pro každé n 2 N. Navíc un ! Œ0; 0; 1�. Odtud

plyne Œ0; 0; 1� 2 H.˝/.

4b

8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂:

(c) Platí

H�.˝/ D
˚
Œx; y; ´� 2 R3

I x2
C y2

D ´; ´ 2 Œ0; 1
2
/
	

[
˚
Œx; y; ´� 2 R3

I 1 � x2
� y2

D ´; ´ 2 .1
2
; 1�
	
:

Položme h.x; y; ´/ D x2 C y2 � 1C ´. Funkce h je třídy C1 na R3. Platí

˝ \ B.Œ0; 0; 1�; 1
4
/ D

˚
Œx; y; ´� 2 B.Œ0; 0; 1�; 1

4
/I h.x; y; ´/ < 0

	
:

Konečně platí rh.0; 0; 1/ D .2x; 2y; 1/jŒ0;0;1� D Œ0; 0; 1� ¤ Œ0; 0; 0�. Funkce h je tedy roz-
hraničující a svědčí o Œ0; 0; 1� 2 H�.˝/.

3b

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
(d) Platí

H.˝/ nH�.˝/ D
˚
Œx; y; ´� 2 R3

I x2
C y2

D ´; ´ D
1
2
/
	
:

MnožinaH.˝/ nH�.˝/ je tedy kružnice, a proto platí H 1
�
H.˝/ nH�.˝/

�
< 1. Odtud

plyne H 2
�
H.˝/ nH�.˝/

�
D 0.

4b

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
(e) Podobně jako v bodě (c) odvodíme

�˝.x; y; ´/ D

8̂<̂
:

.2x;2y;1/p
4x2C4y2C1

; Œx; y; ´� 2 H�.˝/; ´ >
1
2
;

.2x;2y;�1/p
4x2C4y2C1

; Œx; y; ´� 2 H�.˝/; ´ <
1
2
:
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4b

8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
:̂

(f) Označme

A D
˚
Œx; y; ´� 2 R3

I x2
C y2

D ´; ´ 2 Œ0; 1
2
�
	
;

B D
˚
Œx; y; ´� 2 R3

I 1 � x2
� y2

D ´; ´ 2 Œ1
2
; 1�
	
:

Podle area formule platí

H 2.A/ D

Z
D

vol' 0d�2;

kde '.x; y/ D .x; y; x2 Cy2/ aD D
˚
Œx; y� 2 R2I x2 Cy2 �

1
2

	
. MnožinaD je kompaktní,

funkce vol' 0 je spojitá, a proto je výše uvedený integrál konvergentní. Platí tedyH 2.A/ <

1. Podobně lze odvodit H 2.B/ < 1. Odtud plyne H 2
�
H.˝/

�
< 1.

5b

8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂:

(g) Množina˝ je omezená a vektorové pole f je třídy C1 na R3. Podle výše uvedeného
lze použít k výpočtu integrálu Gaussovu větu. PlatíZ

H.˝/

hf; �˝idH 2
D

Z
˝

div f .x; y; ´/d x dy d ´ D

Z
˝

3´d x dy d ´

D

Z 1=2

0

�Z
B

�
Œ0;0�;

p
´

� 3´d x dy�d ´C

Z 1

1=2

�Z
B

�
Œ0;0�;

p
1�´

� 3´d x dy�d ´
D

Z 1=2

0

3´�´d ´C

Z 1

1=2

3´�.1 � ´/d ´

D
�
�´3

�1=2

0
C
�

3
2
�´2

� �´3
�1

1=2
D
3

8
�:

3b

8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:

3. Definujme sudou funkci f W .��; �/ ! R předpisem

f .x/ D

8̂̂<̂
:̂

�1; x 2 .��
2
; �

2
/;

0; x 2 f�
�
2
; �

2
g;

1; x 2 .��;��
2
/ [ .�

2
; �/:

9b

8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:

Fourierovy koeficienty funkce f mají tvar

an D

8<:0; n D 0;

�4
sin. 1

2
� n/

� n
; n > 0;

a bn D 0 pro každé n 2 N.
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3b

8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂̂:

Funkce f má konečnou variaci a pro každé x 2 .��; �/ platí f .x/ D
1
2

�
f .xC/Cf .x�/

�
,

a proto podle Dirichletova-Jordanova kritéria platí

f .x/ D

1X
nD0

an cosnx; x 2 .��; �/:

Máme tedy také

sgn
�
x �

1
2

�
D

1X
nD0

an cosnx; x 2 .0; �/:


