Zadani pisemné zkousky z Matematické analyzy 4 (4)
LS 2015-16, 29.6. 2016

1. Uvazujte soustavu diferencialnich rovnic

i
Y2 ==y1= )2
Naleznéte véechna maximalni feseni uvedené soustavy, ktera vyhovuji pocate¢ni pod-
mince y(0) = (1,0)T. (20 bodu)

2. Necht mnozina 2 C R? je definovdna predpisem
Q2 ={x,y.z]e R x*+)y* <z<1l—x*—)%}
a vektorové pole f:R? — R? je definovano predpisem

[ y.z) = [zx.xy. 2% —xz].
(a) Ukazte, ze mnozina £2 je oteviena.
(b) Urcete H(£2) a pro bod [0, 0, 1] explicitné zdtvodnéte, proc [0,0, 1] € H(£2).
(c) Urcete H.(82) a pro bod [0, 0, 1] explicitné zdtvodnéte, proc [0, 0, 1] € H,(£2).
(d) Ukazte, ze #2(H(£2) \ H«(£2)) = 0.
(e) Urcete vektorové pole vg pro #?-sv. body H(£2).
(D Ukazte, ze H2(H(£2)) < oo.
(g) Spoctéte [y () (five)dH2.

(25 boduw)

3. Naleznéte realna ¢isla a,, n € N U {0}, takova, aby platilo

e}
sgn(x — %) = Y a,cosnx
n=0

pro kazdé x € (0, ). Sva tvrzeni zdivodnéte. (15 bodu)
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Reseni

1. Nejprve vyresime homogenni soustavu. Matice soustavy ma tvar

Upravami A-matice Al — A obdrzime matici

1 A+1
0 A2+41+4)

Polynom A? + 41 + 4 ma dvojnasobny kofen —2. Fundamentaln{ systém rovnice y; +
4y +4y, = 0 ma tvar e re~?'. Obecné maximalni feSeni ma pak tvar y,(r) = cie > +
cate”?'. Z rovnice y; + yj + y» = 0 vypolteme
yi(t) = (c1 — c2)e " + cote ™.
Resen{ nchomogenni soustavy budeme hledat ve tvaru
yi(t) = (a(t) = B(1))e™ + p(t)re™,
ya(t) = a(t)e ™ + B(t)te ™,

kde a, B jsou diferencovatelné funkce definované na R. Po dosazeni do soustavy dosta-
neme podminky

(/(t) — B'(t))e " + B'(t)te™" = sin(21),
o (t)e ! + B(t)te ™ = 0.

Odtud plyne o/(r) = te* sin(21), '(t) = —e* sin(2¢). Nalezneme primitivni funkce a
muzeme psat

1 1
alt) = Zzezf (sin(2¢) — cos(21)) + gez’ cos(21),

B(t) = ie% (cos(2t) —sin(2t)), t €R.

Obecné maximalni feseni nasi soustavy ma pak tvar
1 1 .
y1(t) = ~3 cos(2t) + 1 sin(2t) + (c1 — cz)e_Zt + cpte™?,

1
o) = 3 cos(2t) + cre ' + cote™ .
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Koeficienty ¢y, ¢, ur¢ime na zakladé pocatecni podminky a dostaneme

1 | 9 5
y1(t) = —3 cos(2t) + 7 sin(2t) + ge_” — Zte_Z’,

1 1 5
o(t) = p cos(2t) — ge_” — Zte_”, t € R.

2. (@) Funkce ¢ (x, y,2) = x>+ y*—z ayr(x,y,z) = 1—x?— y>—z jsou spojité, a proto
jsou mnoziny ¥ ((—00,0)) a ¥5'((0, 00)) oteviené. Odtud plyne otevienost mnoziny
2, nebot

2 =1 ((-00.0) Ny, ((0.00)).

(b) Plati
H(2) ={lx,y,z] eR* x>+ y* =2,z €[0,1]}
U {[x,y,z] eR¥ 1-x?>—y?=zz¢€ [%1]}

Plati [0,0,1] ¢ 2 au” =[0,0,1— #] € 2 prokazdén € N. Navicu” — (0,0, 1]. Odtud
plyne [0,0,1] € H(£2).

(c) Plati
Ho(2) ={[x,y.2] e R®; x* + y* = 2,2 €[0,3)}
U{lx.y.z]eR* 1-x*>—y*>=2z,z€ (3, 1]}.
Polozme h(x,y,z) = x*> + y?> — 1 4 z. Funkce & je tfidy €' na R?. Platf
2N B([0,0,1],3) = {[x.y.z] € B([0,0,1], 3): h(x,y.z) <0}.

Konecné plati VA(0,0,1) = (2x,2y, 1)|jo,0,11 = [0,0, 1] # [0,0,0]. Funkce % je tedy roz-
hranicujici a svéd¢io [0,0, 1] € H.(£2).

(d) Plati

H(2)\ Ho(2) = {[x.y.2] e R} x* + )2 = z,z = D}
Mnozina H($2) \ H.(£2) je tedy kruznice, a proto plati #* (H(.Q) \ H, (Q)) < 00. Odtud
plyne #2(H(£2) \ H.(2)) = 0.

(e) Podobné jako v bodé (c) odvodime

— ey y ozl e Ho(R),z2 > 1,

Ax24ay241’

—@x202D [y yz] € Ho(82),z < L.

Jax2+ay2+1’ 2

vo(x,y,2) =
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(f) Oznacme
A={x,y,z] eR* x> +y*> =2,z €[0, 1]},
B = {[x,y,z] eR% 1—x?2—y>=z,z¢€ [%,1]}
Podle area formule plati
JH2(A) = /Dvohp’d)tz,

kde p(x,y) = (x,y,x*+y* aD = {[x,y] € R x?+y? < 1}. MnoZina D je kompaktni,
funkce vol ¢’ je spojitd, a proto je vy$e uvedeny integral konvergentni. Plati tedy #2(4) <
co. Podobné lze odvodit #?(B) < co. Odtud plyne #?(H(£2)) < oo.

(g) Mnozina £2 je omezend a vektorové pole f je tiidy €' na R?. Podle vyse uvedeného
lze pouzit k vypoctu integralu Gaussovu vétu. Plati

/ (ﬂvg)dﬂzzfdivf(x,y,z)dxdydzzf3zdxdydz

1

1/2
:/ (/ 3zdxdy)dz—|—/ (/ 3dedy)dz
0 B([o,o],ﬁ) 1/2 B([o,o],ﬁ)

1/2 1
:/ 3znzdz—f—/ 3zn(l —z)dz
0 1/2
1 3

= (e 4 [ - w2], = o

3. Definujme sudou funkci f: (—m, 7) — R predpisem

-1, xe(=3.%),
f(x): Ov xe{_%’%’
I, xe(-m-3)U(F. 7).

Fourierovy koeficienty funkce f maji tvar

0, n =20,
ay = _4sin(%nn), n>o0.

Tn

ab, = 0pro kazdén e N.



3b

5

Funkce f ma kone¢nou variaci a pro kazdé x € (—x, 7) plati f(x) = %(f(x +)+ f(x-)),
a proto podle Dirichletova-Jordanova kritéria plati

f(x) = Zan cosnx, x € (—m, m).
n=0
Mame tedy také

o0
sgn(x —3) = Zan COSnX, x € (0, ).
n=0



