METRICKE PROSTORY I

1. Ukaite, Ze (co, || - ||), kde ¢ = {{z,}; limz, = 0}, ||z| = sup{|z,|; n € N} tvoif
normovany linedrni prostor.

2. Ukaite, Ze (01, |- ||), kde €, = {{z,}; D ooe. > o2 | |n| tvofi normovany
linedrn{ prostor.
3. UkaZte, Ze ((o, || - ||), kde by = {{z,}; Yoot |zal?> < o0}, |lzl] = /Doy [za]? tvoii

normovany linedrni prostor.

4. UkaZte, Ze (oo, || - [|), kde log = {{zn}; {zn} je omezend}, ||z| = sup{|z,|; n € N} tvoii
normovany linedrni prostor.

5. Necht' (P, p) je metricky prostor, a € P. Definujme o: P x P — [0, c0) pfedpisem

(z,1) 0, pokud z = y;
o\x, =
p(z,a) + pla,y), pokudz #y.

Ukazte, ze (P, o) je metricky prostor.

6. Necht (P, p) je metricky prostor, a € P. Definujme o: P x P — [0,00) predpisem
o(z,y) = min{p(x,y), 1}. Ukazte, ze (P, o) je metricky prostor.

7. Necht (P, p) je diskrémi metricky prostor. UkaZte, Ze potom je kazdd podmnoZina P ote-
viena.

8. Necht' (P, p) je metricky prostor, A C P. UkaZte, Ze potom je int A nejvétsi oteviend
mnoZina obsazend v A.

9. Necht' (P, p) je metricky prostor, A C P. UkaZte, Ze potom je A nejmensi uzaviend mnoZina
obsahujici A.

10. Ukazte, Ze funkce f(x,vy,2) = /22 + 32 - sin(xyz) je spojitd na R3.

11. Naprostoru C([0, 1] uvazujte zobrazeni 7": f fol f-Rozhodnéte, zda je uvedené zobrazeni
spojité, pokud na C([0, 1] uvaZzujeme supremovou, resp. integrélni, metriku.

12.  Uvazujme mnozinu C*([0,1]) C C(][0,1]) se supremovou metrikou. Rozhodnéte, zda
ndsledujici zobrazeni z C*°([0, 1]) do C(]0, 1]) jsou spojita:

() F(f) =2/,
2) F(f) = /%,
3) F(f) f’
@) F(f)(x) = [ f( z € [0,1].

Rozhodnete, zda nasledupm mnoZiny jsou oteviené eventudlné uzaviené a urcete vnitfek, uza-
vér, hranici.
13. A4=Q
14. AQ - N
15. A3 ={1/n; n € N}
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16. Ay={[z,y] e R?* 2 >0,y <0}

17. As ={[xr,y] € R* 2> +4? < 1}

18. Ag={[z,y] e R* 2* +y* > 1}

19. A;={[z,y] € R* 2* +¢¥ > 17}

20. Ag={[z,y] € R* 2* 4+ y* + 22y =5}

21. Ag={[r,y,2] eR* >0,y > 0,0 +y=2,2<0}

22. Ap={(x,y) eR% |z +y|l—x—y>0}

U nésledujicich dvou mnoZin urcete jejich uzavér.
23. {f €C([0,1]); f je spojitd a po Eastech linearni} v C([0, 1]) se supremovou metrikou.
24. {f eC([0,1]);Va, y € [0,1]: [f(z)— f(y)| < |z—y|} vC([0, 1]) se supremovou metrikou.

Spoctéte nasledujici limity.
Ty

25, lim(ey)(00) oz 26.  lim(g ) (0,0) Vorte

2 2—Cos T—Cos Y

z2+y?

27. lim(x,y)ﬁ(o’o)(x2+y2)m2y 28. lim(x,y)ﬁ(o’o)

29. Necht' (P, p) je metricky prostor a M C P.MnoZzina F' C M je uzaviend v (M, oy), pravé
kdyZ existuje uzaviend mnoZzina D v (P, p) takovd, ze F' = M N D.

30. Ukazte, Ze v metrickém prostoru (P, p) nemusi platit

{z € Pip(z,y) <1} ={z € P;p(z,y) < 1}.

31. Necht (P, p) je metricky prostor, A C P. Dokaite, 7e plati AU A’ = A. Symbol A’ zna&i
mnoZinu v§ech hromadnych bodid mnoZiny A.

32. Definujme na mnoziné R x R funkci

[z —yl

T,y) = ——0.
Ovéite, Ze o je metrika a spoctéte diam F,,, kde F), = [n,00),n € N, v (R, g). Jsou mnoZiny £},
omezené, uzaviené, kompaktni v (R, 0)?

33. Dokarzte, Ze je-li neprazdny metricky prostor (P, o) kompaktni, pak existuji y, z € P takové,
ze o(y, z) = diam P.

34. Ukazte, Ze existuje metricky prostor P a v ném neprazdnd uzaviend mnoZina F' a neprazdna
kompaktni mnoZina K takové, Ze jejich vzdalenost p( K, F') neni realizovéna, tj. neni pravda, Ze
existuji body a € K, b € F takové, Ze p(K, F') = p(a,b). Lze tlohu vyfesit v R"?

35. Dokazte, Ze

(a) uzaviend jednotkova koule neni kompaktni podmnoZinou prostoru /s,



(b) mnozina
M = {{xn}flo:l € ly; |z,| < %}
je kompaktni podmnoZinou /5.

36. Necht' (K, p) je neprazdny kompaktni metricky prostor a f: K — K je zobrazeni spliiujici
podminku

Ve,ye K,x #y: p( )<pacy
Dokazte, Ze pak existuje bod z* € K takovy, ze f ( ) x*

VYSLEDKY A NAVODY

13. A; nenf ani oteviend ani uzaviend, int A, = ), A, =R, H(A;) =R; 14. A, je uzaviena
a nenf oteviend, int Ay = (), A, = N, H (A2) = N; 15. A3 neni oteviend ani uzaviena,
int Az = (), A3 = A3U{0}, H(A3) = A3U{0};  16. A4 nenf oteviend ani uzaviend, int A, =
(0, +00) x (—00,0), A4 = (0, +00) X (—o0,0), H(Ay) = {0} x (= oo ,0) U (0, +00) x {0};
17. As je oteviend a neni uzaviend, int As = As, As = {[z,y] € R? 2% +¢? < 1}, H(A5)

{[z,y] € R* 2> +y*=1};  18. Ag neni oteviend a je uzaviend, int Ag = {[z,y] € R? 2%+
y? > 1}, Ag = Ag, H(Ag) = {[r,y] € R% 2?2 +y% =1}; 19. A; je oteviend a neni uzavien4,
int Ay = Ay, Ay = {[z,y] € R% 2% +¢e¥ > 17}, H(A;) = {[z,y] € R?;, 22 +¢¥ = 17},
20. Ag nenf oteviend a je uzaviend, int Ag = (), Ag = Ag, H(Ag) = As;  21. Ag neni oteviend
ani uzaviend, int Ag = (), Ag = {[z,9,2] €R* >0,y > 0,0+y = 2,2 <0}, H(Ay) = A,.
22. intAm = AIO’ ZIO = {[$7y] € Rz, i —I—y S 0}, H(Alo) = {[l’,y] c RQ, i ‘l—y = O}
25. Neexistuje. 26.0 27.1 28.
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