5.5 Elementarni funkce

Lemma 5.20. Necht' © € R. Potom existuje kladné C' € R (zdvisejici na x) takové, Ze pro kazdé
ne€ Nahe (—1,1) plati

|(x +h)" — 2™ — nha" | < K2C™.

Definice. Exponencialni funkci exp definujme pro x € R predpisem

o0 n

exp(z) = Z %

n=0

Véta 5.21 (zékladni vlastnosti exponencialy). Funkce exp: R — R je dobre definovdina a
splituje

(E1) Vz,y € R: exp(z +y) = exp(z) - exp(y),
(E2) exp’(0) = 1.

Vlastnosti exponencialni funkce
(E3) Pro kazdé = € R plati exp/(z) = exp(x).
(E4) Plati exp(0) = 1.

1

(ES) Prokazdé z € R plati exp(—z) = .
exp(z)

(E6) Pro kazdé = € R plati exp(x) > 0.
(E7) Funkce exp je spojitd na R.
(E8) Funkce exp je rostouci na R.
(E9) Plati lim,_,, exp(z) = oo alim,_, ., exp(z) = 0.
(E10) Plati R(exp) = (0, 00).
Véta 5.22. Existuje prdvé jedna funkce definovand na R spliiujici podminky (E1) a (E2).

Definice. (a) Funkce log: (0,00) — R je definovdna jako inverzni funkce k funkci exp.
Nazyva se prirozenym logaritmem.

(b) Necht @ € R,a > 0, ab € R. Potom definujeme redlné &islo a® predpisem o’ =

exp(bloga).

(c) Je-li n € N liché, n-tou odmocninu = — {/x, r € R, definujeme jako inverzni funkci
k funkci z — 2", z € R. Je-li n € N sudé, n-tou odmocninu z — /z, x € [0, 00),
definujeme jako inverzni funkci k funkci z — 2", z € [0, 00).



Vlastnosti prirozeného logaritmu
(L1) Plati D(log) = (0, 00).
(L2) Plati R(log) = R.
(L3) Funkce log je rostouci na (0, 00).
(L4) Funkce log je spojitd na (0, o).
(L5) Pro kazdé =,y € (0, c0) plati log(zy) = log(z) + log(y).
(L6) Pro kazdé a € (0,00) ab € R plati loga® = blog a.
(L7) Pro kazdé z € (0, oo) plati (log)'(z) = 1.
(L8) Plati lim,_,o, logz = —o0 a lim,_, logz = co.

Definice. Funkci sinus, znacime sin, a kosinus, zna¢ime cos, definujeme predpisy

i .,L.2n+1
sin(z) =) (=1)"—, r € R,
— (2n + 1)!
> r2n
cos(x) = Z(_1>n(2n)" r € R.
n=0 '

Véta 5.23 (zakladni vlastnosti sinu a kosinu). Funkce sinus a kosinus jsou dobre definované a
spliiuji

(G1) pro kaZdé x,y € R plati

sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y),
(G2) pro kaZdé x,y € R plati

cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y),
(G3) sin je lichd funkce a cos je sudd funkce,

(G4) existuje kladné Cislo m takové, Ze sin je rostouci na [0, 5], sin(0) = 0 a sin(§) = 1,

(G5) sin(0) = 1.



Vlastnosti funkeci sinus a kosinus

(G6) Plati cos(0) = 1.

(G7) Pro kazdé x € R plati sin?(z) + cos?(z) = 1.

(G8) Plati cos(5) = 0.

(G9) Pro kazdé = € R plati sin(x + 7) = —sin(z) a cos(z + 7) = — cos(z).
(G10) Funkce sin a cos jsou 2m-periodické.
(G11) Pro kazdé = € R plati sin’(z) = cos(z).
(G12) Pro kazdé = € R plati cos’(x) = — sin(x).
(G13) Funkce sin a cos jsou spojité na R.
(G14) Plati sin(x) = 0, pravé kdyz = = k7 pro k € Z.
(G15) Plati cos(x) = 0, pravé kdyz x = § + km pro k € Z.

Véta 5.24. Trojice (sin, cos, 7) je viastnostmi (G1)—(GS5) urcena jednoznacné.

Definice. Funkce tangens, znacime ji tg, a kotangens, znacime ji cotg, definujeme piedpisy

tg(z) = , v € R\{Z+km keZ},

reR\{km keZ}.

Funkce sin, cos, tg a cotg nazyvame goniometrickymi funkcemi.

Vlastnosti funkce tangens

(G16) Funkce tg je spojitd v kazdém bodé svého definicniho oboru.
(G17) Funkce tg je licha.

(G18) Funkce tg je m-periodicka.

(G19) Plati tg'(x) = Wl(x) z € D(tg).

(G20) Funkce tg je rostoucina (—7, 7).

(G21) Plati tg(F) = 1.

(G22) Platf lim, = tg(r) = ocoalim,, = tg(z)= —oo.

2+



(G23) Plati R(tg) = R.
Vlastnosti funkce kotangens

(G24) Funkce cotg je spojitd v kazdém bodé svého definicniho oboru.
(G25) Funkce cotg je lich4.

(G26) Funkce cotg je periodicka s periodou 7.

(G27) Funkce cotg je klesajici na intervalu (0, 7).

(G28) Plati lim,_,o, cotg(x) = oo.

(G29) Plati lim,_,,_cotg(z) = —oc.

(G30) Plati cotg(3) = 1.

(G31) Plati R(cotg) = R.

Definice. Cyklometrické funkce arkussinus (arcsin), arkuskosinus (arccos), arkustangens
(arctg) a arkuskotangens (arccotg) definujeme nasledujicim zptisobem

arcsin = (sin ][,g%])_l, arccos = (cos \[Om])_l,

-1 -1
arctg = (tg |(,g7g)) , arccotg = (cotg | (o.x))
Vlastnosti cyklometrickych funkci

(C1) Plati D(arcsin) = [—1,1] a R(arcsin) = [—g,

ISIE

].
(C2) Plati D(arccos) = [—1,1] a R(arccos) = [0, 7.
(C3) Funkce arcsin je lich4, rostouci a spojitd na [—1, 1].
(C4) Funkce arccos je klesajici a spojitd na [—1, 1].

(C5) Nasledujici rovnosti plynou ze zndmych vlastnosti funkci sin a cos.

arcsin(—1) = —7, arccos(—1) =, arcsin(1) = Z,
arccos(1) = 0, arcsin(0) = 0, arccos(0) = g’
arcsin(%i) =1z, arccos(‘/Té) =Z.

arcsin x 1

(C6) Plati lim
x—0 x

(C7) Prokazdé y € (—1,1) plati arcsin’(y) =



(C8) Plati arcsin’, (—1) = oo a arcsin’ (1) = oo.

(C9) Pro kazdé = € [—1, 1] plati arcsinz + arccosz = 7.

1
(C10) Pro kazdé y € (—1,1) plati arccos'(y) = T
-y
(C11) Plati D(arctg) = R a R(arctg) = (=73, 5).
(C12) Funkce arctg je spojitd, rostouci a lichd na R.
(C13) Plati lim, o arctgx = 7, lim,, _ arctgz = —7.

(C14) Plati arctg(0) = 0, arctg(1) = §, arctg(—1) = —7.

t
arctgr L

(C15) Plati lim
x—0 €T

(C16) Pro kazdé x € R plati arctg’ z =

1+ a2

(C17) Plati D(arccotg) = R a R(arccotg) = (0, 7).

(C18) Funkce arccotg je spojita a klesajici funkce na R.

(C19) Plati lim,_,, arccotg(x) = 0 a lim,_, ., arccotg(z) = m.
(C20) Platf arccotg(0) = 7 a arccotg(1l) = J.

(C21) Pro kazdé = € R plati arctg x + arccotgz = 7.

(C22) Pro kazdé x € R plati arccotg’ = = —#.



6 Tayloruv polynom

6.1 Zakladni vlastnosti
Definice. Necht' f je funkce, a € R a f(™(a) € R. Pak polynom

TI () = f(@) + F(@) —a) ot [ ) - a)”

nazyvame Taylorovym polynomem radu n funkce f v bodé a.

Lemma 6.1. Necht’ Q) je polynom, st ) < n alim,_,, (Qﬂ

z—a)”

= 0. Pak Q) je nulovy polynom.
Véta 6.2 (Peandv tvar zbytku). Necht' a € R, f™(a) € R a P je polynom stupné nejvyse n.

Pak
L f(@) -~ P()

T—a (:13 — a)”

=0& P=T/"
Véta 6.3. Necht’ a,x € R, a < x. Predpokiddejme, Ze

o f je funkce, kterd md v kaZdém bodé intervalu |a, x| vlastni (n + 1)-ni derivaci,

e © je spojitd funkce na [a, x|, kterd md v kaZdém bodé intervalu (a,x) vlastni nenulovou
derivaci.

Pak existuje £ € (a, x) takové, Ze

1) — (@) i1
flx) = TH () = =222 (kD () (¢ — )™,
(@) = L) = o B GIERE
Véta 6.4 (Lagrangelv tvar zbytku). Necht’ a,x, f jsou jako ve Vété 6.3. Pak existuje & € (a, )
takové, Ze

O -

Véta 6.5 (Cauchyuv tvar zbytku). Necht’ a,z, f jsou jako ve Vété 6.3. Pak existuje £ € (a,x)
takové, Ze

flz) =TI (x) =

Fla) = Tf*(x) = - 7@ — £)(x — a).
6.2 Symbol malé o

Definice. Necht' f a ¢ jsou funkce, a € R*. Rekneme, Ze funkce f je v bodé ¢ malé o od ¢
(piseme f(x) = o(g(x)), x — a), jestlize plati

limM = 0.

=a g(x)
Véta 6.6. Necht’ a € R*.



(1) Jestlize
filz) = o(g(x)), x = a, a folz) =o(g(z)), x — a,
potom
filz) + fo(z) = o(g(2)), © — a.
(i1) JestliZe
filx) =o(g1(x)), © — a, a fo(x) =o0(g2(x)), T — a,
potom

fi(z) fa(x) = o(g1(x)ga(2)), x — a.

(iii) Jestlize

f@) =on@) ava @ lmEHeR
potom

f(x) = o(ga(x)), © — a.

Véta 6.7. Necht’ a,b € R*, f(y) = o(9(y)), y = b, lim,_,, p(x) = b a existuje 6 € R, § > 0,
takové, Ze

Vx € P(a,d) : o(x) #b.
Potom f(¢(x)) = o(g(¢(x)), 7 =

6.3 Taylorovy rady elementarnich funkci

Definice. Necht’ f je funkce, a € R a f™(a) € R pro kazdé n € N. Potom fadu
=1 . ,
> =P a)w — ay
=0 7/’

nazyvame Taylorovou radou o stredu a. Ve specidlnim piipadé ¢ = 0 mluvime o Maclauri-
nové radé.

Vre R: expx:i

Ve e (—=1,1] : log(1+x) = i (_1)k_1:£k

k
k=1
VreR: sinx = i ﬂxzk_l
' = (2k - 1)
— (=1
Vre R: cosx = Z T
— (2k)!

Vo e (=1,1): (1+2)* = i (Z)ﬁ



7 Mocninné rady

Definice. Mocninnou Fadou o stfedu z, € R rozumime fadu Y ;- ai(z — 29)*, kdex € R a
ar € R prokazdé k € N U {0}.

Véta 7.1. Necht' > ., ar(x — x0)* je mocninnd Fada. Pak existuje nezdporny prvek p € R*
takovy, Ze

e pro kazdé © € R, |x — xo| < p, uvedend fada konverguje absolutné,

e pro kaZdé x € R, |x — xo| > p, uvedend fada diverguje.

Prvek p spliiuje
1

P = )
lim supy_ o0 /x|

kde vyrazem 1/0 zde rozumime oo a vyrazem 1 /0o zde rozumime 0. Prvek p nazyvdme polomérem
konvergence uvedené rady.

Véta 7.2 (o derivaci mocninné fady). Necht’ o je polomér konvergence fady >~ an(x — xo)"
Potom polomér konvergence Fady Y na,(x—x0)"" ! je také roven g. Prox € R, |x—xo| < g,
definujme

flx) = Z an(x — 0)".

Potom funkce [ md vlastni derivaci v kaZdém bodé x € R, |x — x¢| < o, a plati

f(x) = Znan(x )

Véta 7.3. Necht’ maji symboly f a o stejny vyznam jako ve Vété 7.2. Pak md funkce f v kazdém
bodé x € R, | — x| < o, derivace vSech Fddii a pro kazdé k € N plati

o0

f(k)(a,’) = Zn(n — 1) R (n —k+ l)an(ﬂj _ l’o)n_k.

n=k
Specidlné plati f*) (x4) = k!ag, k € N.

Lemma 7.4. Necht’ Y a, je konvergenmni Fada a {s,}> je posloupnost jejich cdstecnych
souctii. Necht’ v € (—1,1). Potom Fady Y " a,x™ a Y -, s,x" absolutné konverguji a plati

[e.@] o0
Zan:v” =(1—-1x) Z Spa”.
n=0 n=0

Véta 7.5 (Abel). Necht' " a,(x — xo)" je mocninnd Fada a necht’ g je jeji polomér konver-
gence. Predpoklddejme, Ze plati o € (0, 00). Necht’ ddle ", a,0" konverguje. Potom

(o @] o0
lim E a,r" = E a,o".
T—0_

n=0 n=0



8 Primitivni funkce

8.1 Zakladni vlastnosti

Definice. Necht' funkce f je definovana na neprizdném otevieném intervalu I. Rekneme, Ze
funkce F' je primitivni funkce k f na I, jestlize pro kazdé = € I existuje F'(z) a plati F'(x) =

().

Véta 8.1. Necht’ F' a G jsou primitivni funkce k funkci f na otevieném intervalu I. Pak existuje
¢ € R takové, Ze F(x) = G(x) + ¢ pro kazdé x € I.

Véta 8.2. Necht' f je spojitd funkce na otevieném neprdzdném intervalu 1. Pak f md na I
primitivai funkci.

Véta 8.3. Necht’ f md na otevieném intervalu I primitivni funkci F', funkce g md na I primitivni
funkci G a o, B € R. Potom funkce aF' + BG je primitivni funkci k af + Sg na I.

Véta 8.4 (o substituci). (i) Necht’ F je primitivni funkce k [ na (a,b). Necht’ ¢ je funkce
definovand na («, 3) s hodnotami v intervalu (a,b), kterd md v kazdém bodé t € (o, ()
vilastni derivaci. Pak

/ﬂwmwwﬁiFw@wumm.

(ii) Necht funkce ¢ md v kazdém bodé intervalu (v, 3) nenulovou vlastni derivaci a p((«, 5)) =
(a,b). Necht' funkce f je definovdna na intervalu (a, b) a plati

/ﬂﬂmdwﬁéﬂﬂmmﬁ)

Pak
/f(x) dx = G(¢~(x)) na (a,b).

Lemma 8.5 (Darbouxova vlastnost derivace). Necht’ f md na neprdzdném otevieném intervalu
I primitivni funkci. Potom md f na I Darbouxovu vlastnost, tj. f(J) je interval, kdykoliv J C |
Jje interval.

Véta 8.6 (integrace per partes). Necht’ I je neprdzdny otevieny interval a funkce f je spojitd na
1. Necht’ I je primitivni funkce k f na I a G je primitivni funkce ke g na 1. Pak plati

/g($)F($) dr = G(z)F(x) — /G(x)f(x) dr nal.



8.2 Integrace racionalnich funkci

Definice. Racionalni funkci budeme rozumét podil dvou polynomd, kde polynom ve jmeno-
vateli nenf identicky roven nule.

Véta 8.7 (o rozkladu na parcidlni zlomky). Necht’ P, () jsou polynomy s redlnymi koeficienty
takové, Ze

(1) st P <stQ,

(i) Q(x) = an(z —2)P ... (v — )" (2% + anz + B1)" ... (2 + cux + B)7,
(iii) ap, T1, ... Tk, Q1,..., 00, P1,..., 0 € R, a, #0,

V) p1s-- s Prs Qs -- -5 @ €N,

(V) Zddné dva 7 mnohoclenii v — x1, © — Xa, ..., T — T, T2+ ox + Bi, ..., 2% + oz +
nemaji spolecny koren,

(vi) mnoho&leny x* + cyx + B, ..., x% + oy + 5 nemaji redlny koien.
Pak existuji jednoznacnd urend &isla A}, ... AL ... Ay, ... Ak Bl Ci,....B,.Cl. ...,
BLCL .., Bél, C’él takova, ze plati
Pz Al A Ak Al
(): 1 T T T I <L SR
Qlz) (x—x)m xr— (x — @ )Pk xr— Ty
Bie+Ct o Byx+Cy . B+C Bt Cy
(22 + oz + By)n 22+ oz + S (22 + oy + )@ 2 + oz + G

8.3 Nékteré uzitecné substituce

Typ [ R(sint,cost) dt
e vidy lze uZit substituci tg & = «
e je-li R(a,—b) = —R(a,b), Ize uZit substituci sint = x
e je-li R(—a,b) = —R(a,b), Ize uZit substituci cost = z

e je-li R(—a,—b) = R(a,b), lze uzit substituci tgt = x

Typ [ R(t, (2££2)1/9) dy

geN,q>1,a,bc,f €R,af # bc

e substituce (gtt—ir;)l/q =



Typ [ R(t,Vat> + bt +¢)dt, a # 0

e at? + bt + c ma dvojndsobny kofen o € R:

Vat? + bt + ¢ = +/a|t — al, proa > 0
e at? + bt + c md dva redlné kofeny a; < ap: Vat? + bt +c = |t — o], /ai:gf

e at? 4 bt + ¢ nema redlné kofeny: pak a > 0, ¢ > 0, a lze uZit nékterou z Eulerovych
substituci

Vat? + bt + ¢ = £+/at + x nebo Vat? + bt + ¢ = tx + /c

Konec 9. pfednasky, 16.3.2015



9 Riemannuv integral
Definice. Konecnou posloupnost {z;}_, nazyvdme délenim intervalu [a, b], jestliZe plati
a=xg<T1 < - <x, =0
Body w, . .., 7, nazyvime délicimi body. Normou déleni D = {z;}7_, rozumime &islo
v(D) =max{zr; —z;_1;j=1,...,n}.

Rekneme, Ze déleni D’ intervalu [a,b] je zjemnénim déleni D intervalu [a, D], jestlize kazdy
délici bod D je i délicim bodem D’.

Definice. Necht' f je omezend funkce definovand na intervalu [a,b] a D = {z;}}_, je déleni
la, b]. Oznacme

S(f,D) =Y Mj(x; —w;-1), kde M; = sup{f(x); 2 € [z, 1,2]},
j=1

S(f,D) = Zn:mj(xj —xj_1), kde m; = inf{f(x);x € [r;_1, 2]},

b
/ f(z)dx = inf{S(f, D); D je délenim intervalu [a, b]},

b
/ f(z)dx = sup{S(f, D); D je délenim intervalu [a, b]}.

Definice.

e Rekneme, Ze omezend funkce f na intervalu [a, b], a < b, md Riemannuv integral od a
do b, pokud f; f(x)dr = f; f(x) dz. Hodnota integrdlu f od a do b je rovna této spole¢né
hodnot€. Zna&ime ji ff f(x)dx.

e Pokud a > b, definujeme fabf(x) dz = — [ f(z)dx, v piipadg, Ze a = b, definujeme
fab f(x)dx = 0.

Definice. Necht' a,b € R. Mnozinu vSech funkci, které maji Riemanniv integrdl od a do b,
znacime R ([a, b]).

Lemma 9.1. Necht’ f je omezend funkce na intervalu [a, b].
(i) Necht' D, D' jsou déleni [a,b] a D' zjemriuje D. Pak plati

S(f,D) <S(f,D") <S(f,D") < S(f,D)



(ii) Necht’ Dy, D, jsou déleni intervalu |a,b|. Pak plati

§(f7D1) Sg(vaQ)

b b
(iii) Platz’/ f(z) dxﬁ/f(x) dx

Disledek 9.2. Necht’ f je omezend na |a, b, Dy a D jsou délent intervalu [a,b]. Potom

m(b—a) <S(f,D1) < /f dx</f x < S(f,Dy) < M(b—a),
kde m = inf{f(z); x € [a,b]} a M = sup{f(z); x € [a,b]}.

Véta 9.3. Necht’ f je omezend na [a,b]. Pak pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdé
deéleni D intervalu |a, b spliiujici v(D) < § plati:

Konec 10. prednasky, 17.3.2015

Disledek 9.4. Necht' f je omezend na [a,b] a {D,}° je posloupnost déleni intervalu [a,b]
splitujici lim,, o, v(D,,) = 0. Potom

n—oo

/Lbf(x :L‘—thfD /f ydz = lim S(f, Dy).

Véta 9.5 (kritérium existence Riemannova integrdlu). Necht’ f je omezend funkce na intervalu
la,b]. Pak f € R([a,b]), pravé kdyz

Ve € R,e > 03D, D je déleni intervalu [a,b] : S(f, D) — S(f,D) < e.
Definice. Rekneme, Ze funkce f je stejnomérné spojita na intervalu I, jestlize plati
Ve>03d>0VeelVyel: (lx—y|l<d=|f(z)— fly)| <e).

Véta 9.6. Necht’ funkce [ je spojitd na omezeném uzavieném intervalu [a,b]. Pak f je ste-
Jnomérné spojitd na |a, b|.

Véta 9.7. Necht’ funkce [ je spojitd na omezeném uzavieném intervalu |a,b|. Pak f je rieman-
novsky integrovatelnd na [a, b).



Konec 11. prednésky, 23.3.2015

Véta 9.8. Necht’ funkce [ je monotonni na omezeném uzavieném intervalu |a, b, a < b. Pak f
je riemannovsky integrovatelnd na [a, b].

Véta 9.9 (vlastnosti Riemannova integralu).

(a) Necht' f,g € R([a,b]) aa € R. Potom f + g € R([a,b]), af € R([a,b]) a plati

/ab<f+g>:/abf+/abg, /abaf:oe/abf.

(b) Necht' f,g € R(la,b])a f<g Pak [*f< ['g.
(c) Necht a < b < cjsou redlnd cisla. Pak plati

e feR([a,d) & (f € R([a,b]) N feR(b,c]))

e je-li f € R([a,d]) pak/ /f+/f

(d) Necht' f € R([a,b]). Pak |f| € R([a,b]) |f f|<f If].
Konec 12. prednasky, 24.3.2015

Véta 9.10. Necht' J je nedegenerovany interval a f je funkce definovand na J spliujici f €
R([c, B]) pro kazdé o, 5 € J. Necht’ c je libovolny pevné zvoleny bod z J. Definujme na J

Sfunkci N
- [ s

Potom plati
(1) F'je spojitd na J,
(i) je-li xo bod spojitosti funkce f, pak F'(xo) = f(xo).
Disledek 9.11.
(i) Jestlize je f spojitd na intervalu (a,b), pak md na (a, b) primitivai funkci.
(ii) Necht’ f je spojitd na intervalu [a,b], a,b € R a F je funkce primitivni k f na (a,b). Potom

existuji vlasti limity lim,_,,, F(x), lim,_,,  F(x) a plati

/bf(t)dt: lim F(z)— lim F(x).

r—b— Tz—a+

Véta 9.12. Necht’ a,b € R, a < b, a f je funkce definovand na |a, b|. Pak ndsledujici dvé tvrzeni
Jjsou ekvivalentni:



@) f € R([a,0]),
(ii) existuje I € R takové, Ze pro kazdé € € R, € > 0, existuje 6 € R, 6 > 0, spliiujici:

je-li D = {x;}, déleni intervalu [a,b], v(D) < 0, at; € [x;_1,x;], i =1,...,n, pak
Zf(ti>(xi —xio1) —I| <e.
i=1
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10 Newtonuv integral

Definice. Rekneme, 7¢ Newtontiv integral funkce f na intervalu (a,b), a < b, a,b € R*, exis-
tuje, jestlize f méd na (a, b) primitivni funkci (ozname ji F), limity lim, ., F(z), lim,_,,_ F(x)
existuji a jejich rozdil je definovén.

Hodnotou Newtonova integralu funkce f pfes interval (a, b) pak rozumime ¢islo

T—b— T—a+

b
(N)/ f(t)dt = lim F(z)— lim F(z).
Pokud (N) fab f(t) dt existuje vlastni, pak fikdme, Ze integrél je konvergentni. Neni-li integral
konvergentni, fikame, Ze je divergentni.

Definice. Mnozinu vSech funkci f, které maji konvergentni Newtontiv integral od a do b, zna¢ime

N(a,b).
Véta 10.1 (vlastnosti Newtonova integralu).

(a) Necht' f,g € N(a,b) aa € R. Potom f + g € N(a,b), af € N(a,b) aplati

/ab(f+g)=/abf+/abg, /abafza/abf.

(b) Necht' f,g € N(a,b)a f<g. Pak ['f<[g.

(c) Necht —o0 < a<b<c<+4ooafeN(ac). Potomf € N(a,b), f € N(b,c) aplati
Jif =L s+ 0 s

(d) Necht’ —oco < a <b < c < +oo, f € N(a,b), f € N(b,c) a f je spojitd v b. Potom
f e N(a,c).

Véta 10.2. Necht’ funkce F je primitivni k f na (a,b), G je primitivni ke g na (a,b). Potom
b b
[ or=ier.- [ as.

Véta 10.3 (substituce pro ur€ity integrél). Necht' w : («, 8) — (a, b) spliiuje w((«, 5)) = (a,b)
a w md vlastni nenulovou derivaci na («, 3). Potom

pokud je pravd strana definovdna.

b B
| taria= [ (Fowiwlolat
pokud alespori jeden z integrdlii existuje.
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Véta 10.4 (Bolzanova-Cauchyova podminka). Necht' a € R* a F je definovdna na jistém prs-
tencovém okoli bodu a. Potom lim,_., F(x) existuje vlastni, prdvé kdy? je splnéna Bolzanova-
Cauchyova podminka:

VeeR,e>03d0 € R0 >0
Va,y € P(a,d): |[F(x) — F(y)| <e.

Véta 10.5. Necht f je omezend a spojitd na omezeném intervalu (a, b). Potom f € N (a,b).

Véta 10.6 (srovnavaci kritérium). Necht’ —oco < a < b < +o00. JestliZe pro funkce f a g plati
0 < f <gnala,b), fjespojitdi na |a,b) a g € N(a,b). Potom f € N(a,b).
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Véta 10.7 (limitni srovnavaci kritérium). Necht’' —oo < a < b < +o0. JestliZe pro nezdporné
spojité funkce f a g na [a,b) plati lim,_,_ f(z)/g(x) = ¢ € (0,00), potom [ € N(a,b), prdvé
kdyz g € N (a,b).

Véta 10.8. Necht’ a,b € R, a < b, f : [a,b] — R je spojitd, g : [a,b] — R je nerostouct,
nezdpornd a spojitd na |a, b|. Potom

g(a) inf / f</fg<g sup/f
w€fab] velay]

Véta 10.9 (Abelovo-Dirichletovo kritérium). Necht’ —oo < a < b < 400, f : [a,b) — R je
spojitd. Jeji primitivni funkci na (a,b) oznacme F. Ddle necht’ g : [a,b) — R je monotonni a
spojitd na |a, b). Potom plati

(A) Jestlize f € N(a,b) a g je omezend, potom fg € N(a,b).
(D) Jestlize je F omezend na (a,b) alim,_,,_ g(x) = 0, potom fg € N(a,b).
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Véta 10.10 (prvni véta o stiedni hodnot€). Necht’ a,b € R, a < b, f : [a,b] — R je spoyjitd,
g : [a,b] = R je nezdpornd, g € N(a,b) a fg € N(a,b). Potom existuje & € [a, D] takové, Ze

/abfng@)/abg

Véta 10.11 (druhd véta o stfedni hodnoté). Necht’ a,b € R, a < b, f : [a,b] — R je spoyjitd,
g : [a,b] — R je monotonni a spojitd na [a,b]. Potom existuje £ € [a, b] takové, Ze

/abfg=g(a)/jf+g(b)/;f-



Aplikace urcitého integralu

Definice. KFivkou budeme rozumét zobrazeni ¢ : [a,b] — R™ (n € N, a,b € R, a < b) takové,
zep = (¢1,...,pn)jetiidy Cl, §. ! je spojité na [a, b], 7 = 1, ..., n, piiemZ v krajnich bodech
[a, b] symbol () znali ptislu$nou jednostrannou derivaci. Geometrickym obrazem kiivky ¢
rozumime mnozinu (¢) = ¢([a,b]) C R".

Definice. Necht' ¢: [a,b] — R™ je kiivka. Délkou k¥ivky ¢ rozumime hodnotu
L(¢) = sup{L(y, D); D je déleni intervalu [a, b]},

kde pro déleni D = {z;}5_, intervalu [a, b] definujeme

L(p,D) = Z vzdalenost (p(x;_1), ¢(z;)).

=1

Lemma 10.12. Necht’ a,b € R, a < b, f = (f1,..., fn) : [a,b] — R" je spojitd (1. f; je
spojitd, 1 = 1,...,n). Potom plati
b
< [l

[ o=l 5 [0
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Véta 10.13 (délka kiivky). Necht’ ¢ = (p1,...,¢n) : la,b] — R" je kifivka. Potom plati

b b
um=/¢@w+m+ww @/nw»

Véta 10.14 (objem a povrch rotaéniho télesa). Necht’ f je spojitd a nezdpornd na intervalu |a, b|,
a,b € R,a < b. Oznacme

T ={[z,y,2] € R* x € a,b], Vy>+ 22 < f(z)}.
Pak ,
Objem (T) = 7 / f(z)? d.

Je-li navic f' spojitd na |a, b), pak

Povrch plasté (T') = 27 /b flx)v1+(f'(x))?da.

Véta 10.15 (integralni kritérium). Necht’ f je nezdpornd, nerostouci a spojitd na [ng, +00), kde
ng € N. Necht’ pro posloupnost redlnych Cisel {a,}>2 , plati a,, = f(n) pron > ng. Pak

/ f(z) dx konverguje, prdavé kdy? Z a, konverguje.
no n=1



Véta 10.16 (zbytek Taylorova polynomu v integralnim tvaru). Necht’ a,x € R, a < x, a funkce
f md v kaZdém bodé intervalu |a, x| vlastni (n + 1)-ni derivaci. Potom

fla) =T ) = [ SO - 0 dr

n!

Konec 18. prednasky, 20.4.2015



11 Metrické prostory I

11.1 Zakladni vlastnosti

Definice. Metrickym prostorem budeme rozumét dvojici (P, p), kde P je mnoZina, p : P X
P — [0, 00) je funkce spliujici

(i) Vz,y € P:p(z,y) =0z =y,
(ii) Yo,y € P: p(x,y) = p(y, ),
(i) Vo,y,z € P: p(z,2) < p(z,y) + p(y, 2).
Funkci p nazyvame metrika na P.
Definice. Necht’ (P, p) je metricky prostor.

(i) Necht x € P, r > 0. MnoZinu B(z,r) definovanou pfedpisem

B(z,r) ={y € P;p(z,y) <r}
nazyvame otevienou Kouli se stfedem x a polomérem r nebo také okolim bodu x.

(ii) Necht z € P, v > 0. MnoZinu B(z, ) definovanou predpisem

B(z,r) ={y € P;p(z,y) <7}
nazyvame uzavienou kouli se stredem z a polomérem r
Definice. Necht’ (P, p) je metricky prostor.

(i) Necht M C P, x € P. Rekneme, 7¢ x € P je vnitinim bodem mnoZiny M, jestlize
existuje r > 0 spliujici B(z,r) C M.

(i) Mnozina M C P se nazyvé otevirena v (P, p), jestlize kazdy jeji bod je jejim vnitinim
bodem.

(iii) Vnitfkem mnoZiny M rozumime mnozinu vSech vnitinich bodi mnoziny M. Vnitiek
mnoZziny M budeme znacit int M.

Véta 11.1 (vlastnosti otevienych mnozin). Necht’ (P, p) je metricky prostor.
(i) Prdzdnd mnoZina a cely prostor P jsou oteviené v (P, p).

(i) Necht' A je neprdzdnd mnoZina indexii. Necht’ mnoZiny G, C P, a € A, jsou oteviené
v (P, p). Pak |, 4 Ga je oteviend mnoZina v (P, p).

(iii) Necht’ m € N. Necht’ mnozZiny G;, i = 1,...,m, jsou oteviené v (P, p). Pak (.-, G; je
oteviend mnoZina v (P, p).
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Definice. Necht’ (P, p) je metricky prostor.

(i) Necht M C P ax € P. Rekneme, 7e z je hrani¢nim bodem mnoZiny )/, pokud pro
kazdé r > 0 plati B(z,r) N M # @ a B(x,r) N (P\ M) # 0.

(ii) Hranici mnoZiny )/ rozumime mnoZinu vSech hrani¢nich bodi M. Znacime ji H(M).
(iii) Uzdvérem mnoZiny M rozumime mnoZinu M U H(M). Uzévér mnoZiny M znatime M.

(iv) Rekneme, 7e¢ mnoZzina M je uzaviena v (P, p), jestlize obsahuje vSechny své hrani¢ni
body (tj. H(M) C M, neboli M = M).

Véta 11.2 (vlastnosti uzavienych mnozin). Necht’ (P, p) je metricky prostor.
(i) Necht’ F' C P. Potom F je uzaviend v (P, p), pravé kdyZ P \ F je oteviend v (P, p).
(ii) Prdzdnd mnoZina a cely prostor P jsou uzaviené v (P, p).

(iii) Necht’ A je neprdzdnd mnoZina indexii. Necht’ mnoZiny F, C P, o € A, jsou uzaviené v
(P, p). Pak (\,c4 Fu je uzaviend mnozina v (P, p).

(iv) Necht’ m € N. Necht’ mnoZiny F;, i = 1,...,m, jsou uzaviené v (P, p). Pak |J!", F; je
uzaviend mnozina v (P, p).

Definice. Necht' (P, p) je metricky prostor, A C P, A # (), ax € P. Vzdalenosti bodu = od
mnoziny A rozumime ¢islo

p(x, A) = inf{p(z,y); y € A}.
Diametrem neprazdné mnoziny B C P rozumime
diam(B) = sup{p(z,y); =,y € B}
a klademe diam(()) = 0. Pokud diam B < oo, pak fikdme, Ze B je omezena mnoZina v (P, p).
Véta 11.3 (vlastnosti uzavéru). Necht’ (P, p) je metricky prostor, A C P, B C P. Pak plati:
i) 0=0P=P,
(ii) pokud A C B, pak A C B,

(iii) A je uzaviend, tj. A = A,
(ivi AUB =AU B,

(v) A= {x € P; p(x,A) = 0}, pokud A # 0,

(vi) diam A = diam A, a tedy A je omezend, prdvé kdyZ A je omezend.
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11.2 Konvergence v metrickych prostorech

Definice. Necht' (P, p) je metricky prostor a {z,,}>°, je posloupnost prvkii P. Rekneme, Ze
{z,}>°, konverguje k y € P v (P, p), jestlize plati lim,, , p(z,,y) = 0. Prvek y nazyvdme
limitou posloupnosti {x,,}>° , v (P, p). Konvergentni posloupnosti v (P, p) rozumime kazdou
posloupnost prvkd P, kterd ma limitu v (P, p).

Véta 11.4 (vlastnosti konvergence). Necht’ (P, p) je metricky prostor. Pak plati:

(i) Necht' {x,}> | je posloupnost prvkii z P a existuji ng € N, y € P takové, Ze x,, = y pro
kazdé n > ngy. Pak lim,, ., x, = .

(i1) KaZdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.

(iii) Necht’” A C P. MnoZina A je uzavriend, pravé kdy? limita kaZdé konvergentni posloupnosti
prvkii z A lezi v A.

(iv) Necht’ {x,, }?2, je posloupnost vybrand z posloupnosti {x,}5° | prvkii P, tj., {ny}2, je
rostouci posloupnost prirozenych cisel. Jestlize lim,,_, , , x,, = vy, pak také limy,_, | - ©,, =
1.
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11.3 Spojita zobrazeni

Definice. Necht' (P, p) a (Q, o) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z P do ), a € P a
M C P. Rekneme, 7e

e f je spojité v bodé a vzhledem k mnoziné )M, jestlize a € M a plati

VeeR,e>030€R, >0V e M: p(x,a) <= o(f(x), fla)) <e;

e f je spojité v bodé a, jestliZe je spojité v a vzhledem k P,
o f je spojité na M, jestlize je spojité v kazdém bodé b € M vzhledem k M,
e f je spojité, jestliZe je spojité na P.
Véta 11.5 (charakterizace spojitosti). Necht’ (P, p) a (Q, o) jsou metrické prostory, f : P — Q.
Pak jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni.
(1) Zobrazeni f je spojité.
(ii) Pro kaZdou otevienou mnoZinu G v prostoru (Q, o) je f~1(G) oteviend v (P, p).

(iii) Pro kazdou uzavienou mnoZinu F' v prostoru (Q, o) je f~1(F) uzaviend v (P, p).



Definice. Necht' (X, p) je metricky prostor, M C X ax € X. Rekneme, Ze = je hromadnym
bodem mnoziny M, jestlize

Ve e R,e > 0: M N (B(z,e)\ {z}) #0.

Mnozinu v8ech hromadnych bodi mnoziny M zna¢ime M’ a nazyvame ji derivaci mnoziny ) .
Body z M \ M’ nazyvame izolovanymi body mnoZiny /.

Definice. Necht' (X, p) a (Y, 0) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z X doY, A C X a
necht’ a € X je hromadnym bodem mnoZiny A. Rekneme, Ze prvek b € Y je limitou zobrazeni
f v bodé a vzhledem k mnoZziné A, jestlize plati

VeeR,e>030€eR,0>0Ve € A,z #a: p(r,a) <d=o(f(x),d) <e.
Je-li A = X, fikdme, Ze f ma v bodé a limitu b.
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Oznaceni. Pokud limita f v bodé a vzhledem k A existuje, pak ji zna¢ime lim, . ,ea f(2).
Misto lim,_,, e x f(x) piSeme jen lim,_,, f(x).

Véta 11.6 (Heineova véta). Necht' (X, p) a (Y, o) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z X do
Y, ACD(f),ac A, beY. Potom jsou ndsledujici dvé tvrzeni ekvivalentni:

(1) limx—m,meA f(l’) = b;

(ii) pro kazdou posloupnost {x,} prvkii mnoZiny A\{a} spliiujicilim z,, = a platilim f(z,) =
b.

Véta 11.7 (spojitost slozeného zobrazeni v bod€). Necht’ (X, p), (Y,0) a (Z,w) jsou metrické
prostory, f je zobrazeni z X do'Y a g je zobrazeni z Y do Z. Necht A C X,a € A, B CY,
f(a) € Baplati:

o existuje 0 € R, § > 0, takové, Ze f(B(a,d) N A) C B,
o f je spojité v bodé a vzhledem k A,
e g je spojité v bodé f(a) vzhledem k B.

Pak zobrazeni g o f je spojité v bodé a vzhledem k A.

Véta 11.8 (spojitosti slozeného zobrazeni). Necht’ (X, p), (Y, 0) a (Z,w) jsou metrické prostory,
f: X —=>Yag:Y — Z jsou spojitd zobrazeni. Pak zobrazeni go f: X — Z je spojité.

Véta 11.9 (limita sloZeného zobrazeni). Necht' (X, p), (Y,0) a (Z,w) jsou metrické prostory, f
je zobrazeniz X do'Y a g je zobrazenizY do Z. Necht AC X,ae€ A, BCY,be B, ceZ
a plati:



o existuje 0 € R, § > 0, takové, Ze f((AN B(a,0)) \ {a}) C B,
o lim, ,u0ea f(2) =10,
o lim, ,e59(y) =c
Pokud ddle plati jedna z podminek
(P) existujen € R,n > 0, takové, Ze pro kaZdé x € B(a,n) N A, x # a, plati f(x) # b,
(S) zobrazeni g je spojité v bodé b vzhledem k B,
pak lim, . .cago f(z) =c

Definice. Necht' (X, p) a (Y, o) jsou metrické prostory, f : X — Y. Rekneme, Ze zobrazeni f
je homeomorfismus, jestliZe je prosté a na, je spojité a f ! je také spojité. Rekneme, Ze prostory
(X, p) a (Y, o) jsou homeomorfni, jestlize existuje bijekce g : X — Y, kterd je homeomorfis-
mem.
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12 Funkce vice proménnych 1

Definice. Necht’ f je redlna funkce n proménnych, a € R" a1 < ¢ < n. Pak parcialni derivaci
funkce f v bodé a podle i-té proménné definujeme jako limitu

0 te') —
9 () i 0t 1€) — [ (a)
ox; t—0 t
Symbolem % oznacCujeme parcialni derivaci funkce f podle :-té proménné, tj. funkci defi-
novanou piedpisem
of of
CxT .

Definice. Necht' f je redlnd funkce n proménnych, a € R" a L : R — R je linedrni zobrazeni.
Rekneme, Ze L je totalni diferencial funkce f v bodé a, jestliZe plati

oo f(@+h) — f(a) — L(h)

=0.
h—vo IRl

Véta 12.1 (vztah totdlniho diferencidlu a parcidlni derivace). Necht’ L je totdlni diferencidl
funkce f v bodé a € R". Potom existuji parcidlni derivace

of of
a—xl(a), Ce 81‘” (CL)

a pro kaZdé h € R™ plati

9 d
L(hl”h”):a_i(a)h1++af
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(a)h,.

Véta 12.2. Md-li funkce f v bodé a € R" totdlni diferencidl, je f v bodé a spojitd.

Lemma 12.3. Necht’ f je redlnd funkce n proménnych, I = (aq, 1) X -+ X (@, 8,) C R",
a,b € I. Necht' v kazdém bodé I existuji parcidlni derivace f podle vSech proménnych. Potom
existuji body €', ... €™ € I takové, Ze

16) ~ f@) = 3" L€ 0~ )

Véta 12.4. Necht’ f je redlnd funkce n proménnych, a € R" a g_ai’ 887]; Jjsou spojité funkce
v bodé a. Potom md f v bodé a totdlni diferencidl.

Definice. Necht' f je redlnd funkce n proménnych, a € R™ a v € R". Pak derivaci funkce f v
bodé a podle vektoru v rozumime (vlastni) limitu

Dufa) — tim L@ 1) = f(@)

t—0 t




Definice. Necht’ f je redlnd funkce n proménnych, a € R™ a f'(a) existuje. Pak definujeme
gradient funkce f v bodé a jako vektor

Vfia)= (g—l‘i(a), (‘?_;2(0’)’ c %(a)) € R".
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Véta 12.5. Necht’ f je redlnd funkce n proménnych, a € R" a v € R". Necht’ existuje f'(a).
Pak plati

i) f'(a)(v) = Dy f(a),
(i) max{D,f(a); [|v|[ =1} = [[Vf(a)]|.

Definice. Necht' F je zobrazeni z R” do R*, a € R" a L : R® — RF je linedrni zobrazeni.
Rekneme, Ze L je derivaci zobrazeni F' v bodé a, jestliZe plati

1o [IF(a+ ) — Fla) - L(R)|| _

0.
h—o IRl

Véta 12.6. Necht’ F je zobrazeni z R" do R, které md v bodé a € R" derivaci L. Potom je L
reprezentovdno maticit

%(a) %(a)
Tf(a) aTi(a)
OF, oF,

Véta 12.7. Necht' I je zobrazeni z R™ do R, a € R"™ a F'(a) existuje. Potom F je spojité v a.
Véta 12.8. Necht' F je zobrazeni z R" do R¥, a € R" a %, i=1,....,n,5=1,...,k jsou
spojité v a. Potom F'(a) existuje.

Lemma 12.9. Necht' L: R* — RF je linedrni zobrazeni. Pak existuje C € R takové, Ze
||L(x)|| < C||z|| pro kaZdé x € R™.

Definice. Normou linearniho zobrazeni I : R” — R* rozumime ¢&islo

||L|| :sup{w; x e R" x# o}.

|||

Lemma 12.10. Necht' f je zobrazeni z R" do R*, a € R" a f'(a) existuje. Potom existuji
CeRadeR, 6 >0, takové, Ze pro kaZdé h € B(o,9) plati ||f(a + k) — f(a)|| < C||h||.
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Véta 12.11 (derivace slozeného zobrazeni). Necht' f je zobrazeni z R™ do R¥, g je zobrazeni 7
R*do R®, a € R"ab = f(a) € RE. Jestlize existuji f'(a) a g'(b), pak existuje (g o f)'(a) a
plaii (g o f)'(a) = ¢'(b) o f'(a).

Dusledek 12.12 (fetizkové pravidlo). Necht’ funkce fi, ..., fr z R™ do R maji v bodé a € R"
totdlni diferencidl a funkce g z R* do R md v bodé b = (fi(a), ..., fr(a)) totdlni diferencidl.
Definujme funkci h z R™ do R pfedpisem

W) = g(fi(@), ..., fu(®)).

Potom md h v bodé a totdlni diferencidl a proi € {1,...,n} plati
oh " dg . Of;
N Y )i,
@)= 2 g 050 @

Véta 12.13 (o priristku funkce). Necht’ f je funkce z R™ do R, kterd md diferencidl v kazdém
bodé oteviené mnoZiny G C R". Necht’ a,b € G a uisecka L spojujici body a, b je obsaZena
vG, tj. L={(1—-1t)a+tb; t € [0,1]} C G. Pak existuje & € L takové, Ze

f(b) = f(a) = f'(§)(b— a).

Definice. Rekneme, Ze mnoZina A C R” je konvexni, jestliZe pro kazdé dva body z A plati, Ze
usecka, kterd je spojuje, je obsaZzena v A.

Véta 12.14 (véta o priristku vektorové funkce). Necht’ n,k € N, K € R, G C R" je oteviend
konvexni mnoZina, f: G — RF je zobrazeni majici derivaci v kaZdém bodé G a necht’

sup{||f"(z)[|; © € G} < K.
Pak f je lipschitzovské s konstantou K, tj.
Va,be G: ||f(b) - f(a)l| < K||b—all.
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