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5.5 Elementarni funkce



5.5 Elementarni funkce

Lemma 5.20

Necht x € R. Potom existuje kladné C € R (zavisejici na
x) takoveé, Ze pro kazdé n € N a h € (—1,1) plati

|(x + h)" — x" — nhx"~'| < R2C".



Definice

Exponencialni funkci exp definujme pro x € R
predpisem



Definice

Exponencialni funkci exp definujme pro x € R
predpisem

Véta 5.21 (zakladni vlastnosti exponencialy)
Funkce exp: R — R je dobre definovana a splriuje
(E1) Vx,y € R: exp(x + y) = exp(x) - exp(y),
(E2) exp’(0) = 1.



Vlastnosti exponencialni funkce



Vlastnosti exponencialni funkce
(E3) Pro kazdé x < R plati exp’(x) = exp(x).



Vlastnosti exponencialni funkce
(E3) Pro kazdé x < R plati exp’(x) = exp(x).
(E4) Plati exp(0) = 1.



Vlastnosti exponencialni funkce
(E3) Pro kazdé x < R plati exp’(x) = exp(x).
(E4) Plati exp(0) = 1.

1

(E5) Pro kazdé x € R plati exp(—x) = xp(x)’




Vlastnosti exponencialni funkce
E3) Pro kazdé x € R plati exp/(x) = exp(x).
E4) Plati exp(0) = 1.

1

(
(
( exp(x)’
(

)
E5) Pro kazdé x € R plati exp(—x) =
E6) Pro kazdé x € R plati exp(x) > 0.




Vlastnosti exponencialni funkce
E3) Pro kazdé x € R plati exp/(x) = exp(x).
E4) Plati exp(0) = 1.

exp(x)
E6) Pro kazdé x € R plati exp(x) > 0.

(
(
(E5) Pro kazdé x € R plati exp(—x) =
(
(E7) Funkce exp je spojita na R.

)
)
)
)




Vlastnosti exponencialni funkce
E3) Pro kazdé x € R plati exp/(x) = exp(x).
E4) Plati exp(0) = 1.

E5) Pro kazdé x € R plati exp(—x) = xp(x)’

E7) Funkce exp je spojita na R.
E8) Funkce exp je rostouci na R.

(
(E4)
(ES)
(E6) Pro kazdé x € R plati exp(x) > 0.
(E7)
(E8)




Vlastnosti exponencialni funkce
E3) Pro kazdé x € R plati exp/(x) = exp(x).
E4) Plati exp(0) = 1.

E5) Pro kazdé x € R plati exp(—x) =

(
(E4)

(ES)

(E6) Pro kazdé x < R plati exp(x) > 0.
(E7) Funkce exp je spojita na R.

(E8)

(E9)

exp(x)”

E8) Funkce exp je rostouci na R.
E9) Plati limy_,.. exp(x) = oo a limy_,_ . exp(x) = 0.



Vlastnosti exponencialni funkce
E3) Pro kazdé x € R plati exp/(x) = exp(x).
E4) Plati exp(0) = 1.

E5) Pro kazdé x € R plati exp(—x) =

(
(E4)
(59 exp(x)’
(E6) Pro kazdé x < R plati exp(x) > 0.
(E7) Funkce exp je spojita na R.
(E8) Funkce exp je rostouci na R.
(E9) Plati limy_, exp(x) = co a limy_,_, exp(x) = 0.
(E10) Plati R(exp) = (0, c0).



Véta 5.22

Existuje prave jedna funkce definovana na R splriujici
podminky (E1) a (E2).



Definice

(a) Funkce log: (0,00) — R je definovana jako inverzni
funkce k funkci exp. Nazyva se prirozenym
logaritmem.



Definice

(a) Funkce log: (0,00) — R je definovana jako inverzni
funkce k funkci exp. Nazyva se prirozenym
logaritmem.

(b) Necht a€ R, a> 0, a b € R. Potom definujeme
redlné Cislo aP predpisem a° = exp(blog a).



Definice

(a) Funkce log: (0,00) — R je definovana jako inverzni
funkce k funkci exp. Nazyva se prirozenym
logaritmem.

(b) Necht a<€ R,a > 0, a b € R. Potom definujeme
redlné Cislo aP predpisem a° = exp(blog a).

(c) Je-li n € N liché, n-tou odmocninu x — v/x, x € R,
definujeme jako inverzni funkci k funkci x — x”,
x € R. Je-li n € N sudé, n-tou odmocninu x — /x,
x € [0, 00), definujeme jako inverzni funkci k funkci
X — X", x €[0,00).



Vlastnosti prirozeného logaritmu



Vlastnosti prirozeného logaritmu
(L1) Plati D(log) = (0, c0).



Vlastnosti prirozeného logaritmu
(L1) Plati D(log) = (0, c0).
(L2) Plati R(log) = R.



Vlastnosti prirozeného logaritmu
(L1) Plati D(log) = (0, c0).

(L2) Plati R(log) = R.

(L3) Funkce log je rostouci na (0, co).



A~ A~~~

Vlastnosti prirozeného logaritmu
L1) Plati D(log) = (0, o).

L2) Plati R(log) = R.

L3) Funkce log je rostouci na (0, oo).
L4) Funkce log je spojita na (0, oo).



Vlastnosti prirozeného logaritmu

(L1) Plati D(log) = (0, c0).

(L2) Plati R(log) = R.

(L3) Funkce log je rostouci na (0, co).

(L4) Funkce log je spojita na (0, ).

(L5) Pro kazdé x,y € (0, 00) plati
log(xy) = log(x) + log(y).

~—_— ~— ~— ~—



Vlastnosti prirozeného logaritmu
(L1) Plati D(log) = (0, c0).
(L2) Plati R(log) = R.
(L3) Funkce log je rostouci na (0, co).
(L4) Funkce log je spojita na (0, ).
(L5) Pro kazdé x,y € (0, 00) plati
log(xy) = log(x) + log(y).
(L6) Pro kazdé a < (0,00) a b € R plati log a® = blog a.
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Vlastnosti prirozeného logaritmu

(L1) Plati D(log) = (0, c0).

(L2) Plati R(log) = R.

(L3) Funkce log je rostouci na (0, co).

(L4) Funkce log je spojita na (0, ).

(L5) Pro kazdé x,y € (0, 00) plati
log(xy) = log(x) + log(y).

(L6) Pro kazdé a < (0,00) a b € R plati log a® = blog a.

(L7) Pro kazdé x € (0, 0o) plati (log)'(x) = 1.

X
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Vlastnosti prirozeného logaritmu
(L1) Plati D(log) = (0, c0).
(L2) Plati R(log) = R.
(L3) Funkce log je rostouci na (0, co).
(L4) Funkce log je spojita na (0, ).
(L5) Pro kazdé x,y € (0, 00) plati
log(xy) = log(x) + log(y).
(L6) Pro kazdé a < (0,00) a b € R plati log a® = blog a.
(L7) Pro kazdé x € (0, c0) plati (log)'(x) = 1.

(L8) Plati limy,_o, logx = —oo a limy_,, log x = occ.

~—_— ~— ~— ~—



Definice

Funkci sinus, znacime sin, a kosinus, zna¢ime cos,
definujeme predpisy

o
X2n+1

sin(x) = Z(—n"m, x €R,

n=0




Véta 5.23 (zakladni vlastnosti sinu a kosinu)

Funkce sinus a kosinus jsou dobre definované a splriuji
(G1) pro kazdé x,y € R plati

sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y),



Véta 5.23 (zakladni vlastnosti sinu a kosinu)

Funkce sinus a kosinus jsou dobre definované a splriuji
(G1) pro kazdé x,y € R plati

sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y),
(G2) pro kazdé x,y € R plati

cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),



Véta 5.23 (zakladni vlastnosti sinu a kosinu)

Funkce sinus a kosinus jsou dobre definované a splriuji
(G1) pro kazdé x,y € R plati

sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y),
(G2) pro kazdé x,y € R plati
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),

(G3) sin je licha funkce a cos je suda funkce,



Véta 5.23 (zakladni vlastnosti sinu a kosinu)

Funkce sinus a kosinus jsou dobre definované a splriuji
(G1) pro kazdé x,y € R plati

sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y),
(G2) pro kazdé x,y € R plati
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),

(G3) sin je licha funkce a cos je suda funkce,

(G4) existuje kladné cislo = takové, Ze sin je rostouci na
[0, 5], sin(0) = 0 asin(3) =1,



Véta 5.23 (zakladni vlastnosti sinu a kosinu)

Funkce sinus a kosinus jsou dobre definované a splriuji
(G1) pro kazdé x,y € R plati

sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y),
(G2) pro kazdé x,y € R plati
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),

(G3) sin je licha funkce a cos je suda funkce,

(G4) existuje kladné cislo = takové, Ze sin je rostouci na
[0, 5], sin(0) = 0 asin(3) =1,

(G5) sin’(0) = 1.



Vlastnosti funkci sinus a kosinus
(G6) Plati cos(0) = 1.



Vlastnosti funkci sinus a kosinus

(G6) Plati cos(0) = 1.
(G7) Pro kazdé x € R plati sin®(x) + cos?(x) = 1.



Vlastnosti funkci sinus a kosinus
(G6) Plati cos(0) = 1.
(G7) Pro kazdé x € R plati sin®(x) + cos?(x) = 1.
(G8) Plati cos(3) = 0.



Vlastnosti funkci sinus a kosinus

G6) Plati cos(0) = 1.

G7) Pro kazdé x € R plati sin?(x) + cos?(x) = 1.

G8) Plati cos(3) = 0.

G9) Pro kazdé x € R plati sin(x + ) = —sin(x) a
cos(x + m) = — cos(x).

(
(
(
(



Vlastnosti funkci sinus a kosinus

G6) Plati cos(0) = 1.

G7) Pro kazdé x € R plati sin?(x) + cos?(x) = 1.

G8) Plati cos(3) = 0.

G9) Pro kazdé x € R plati sin(x + ) = —sin(x) a
cos(x + m) = — cos(x).

(G10) Funkce sin a cos jsou 2r-periodické.

(
(
(
(



Vlastnosti funkci sinus a kosinus

G6) Plati cos(0) = 1.

G7) Pro kazdé x € R plati sin?(x) + cos?(x) = 1.

G8) Plati cos(3) = 0.

G9) Pro kazdé x € R plati sin(x + ) = —sin(x) a
cos(x + m) = — cos(X).

(G10) Funkce sin a cos jsou 27-periodické.

(G11) Pro kazdé x € R plati sin’(x) = cos(x).

(
(
(
(



Vlastnosti funkci sinus a kosinus

G6) Plati cos(0) = 1.

G7) Pro kazdé x € R plati sin?(x) + cos?(x) = 1.

G8) Plati cos(3) = 0.

G9) Pro kazdé x € R plati sin(x + ) = —sin(x) a
cos(x + m) = — cos(X).

(G10) Funkce sin a cos jsou 27-periodické.

(G11) Pro kazdé x € R plati sin’(x) = cos(x).

(G12) Pro kazdé x € R plati cos’(x) = — sin(x).

(
(
(
(



Vlastnosti funkci sinus a kosinus

G6) Plati cos(0) = 1.

G7) Pro kazdé x € R plati sin?(x) + cos?(x) = 1.

G8) Plati cos(3) = 0.

G9) Pro kazdé x € R plati sin(x + ) = —sin(x) a
cos(x + m) = — cos(x).

(
(
(
(

(G10) Funkce sin a cos jsou 27-periodické.
(G11) Pro kazdé x € R plati sin’(x) = cos(x).
(G12) Pro kazdé x € R plati cos’(x) = — sin(x).
(G13) Funkce sin a cos jsou spojité na R.



Vlastnosti funkci sinus a kosinus

G6) Plati cos(0) = 1.

G7) Pro kazdé x € R plati sin?(x) + cos?(x) = 1.

G8) Plati cos(3) = 0.

G9) Pro kazdé x € R plati sin(x + ) = —sin(x) a
cos(x + m) = — cos(x).

(G10) Funkce sin a cos jsou 27-periodické.

(G11) Pro kazdé x € R plati sin’(x) = cos(x).

(G12) Pro kazdé x € R plati cos’(x) = — sin(x).

(G13)

(G14)

(
(
(
(

G13) Funkce sin a cos jsou spojité na R.
G14) Plati sin(x) = 0, pravé kdyz x = km pro k € Z.



Vlastnosti funkci sinus a kosinus

G6) Plati cos(0) = 1.

G7) Pro kazdé x € R plati sin?(x) + cos?(x) = 1.
G8) Plati cos(3) = 0.

G9) Pro kazdé x € R plati sin(x + ) = —sin(x) a
cos(x + m) = — cos(X).

Funkce sin a cos jsou 27-periodické.

Pro kazdé x € R plati sin’(x) = cos(x).

Pro kazdé x € R plati cos’(x) = — sin(x).
Funkce sin a cos jsou spojité na R.

Plati sin(x) = 0, praveé kdyz x = kr pro k € Z.
Plati cos(x) = 0, prave kdyz x = 5 + km pro k € Z.

(
(
(
(

G10
G11
G12
G13
G14
G15

—~ o~ o~ o~ o~ o~
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Trojice (sin, cos, 7) je vlastnostmi (G1)—(G5) urcena
jednoznacne.

DA



Definice
Funkce tangens, znacime ji tg, a kotangens, znacime ji

cotg, definujeme predpisy

SN xeR\ {24k keZ),

x € R\ {km;, kel}.

Funkce sin, cos, tg a cotg nazyvame goniometrickymi

funkcemi.



Vlastnosti funkce tangens

(G16) Funkce tg je spojita v kazdém bodé svého defini¢niho
oboru.



Vlastnosti funkce tangens

(G16) Funkce tg je spojita v kazdém bodé svého defini¢niho
oboru.
(G17) Funkce tg je licha.



Vlastnosti funkce tangens
(G16) Funkce tg je spojita v kazdém bodé svého defini¢niho
oboru.
(G17) Funkce tg je licha.
(G18) Funkce tg je w-periodicka.



Vlastnosti funkce tangens
(G16) Funkce tg je spojita v kazdém bodé svého defini¢niho
oboru.
(G17) Funkce tg je licha.
(G18) Funkce tg je - periodické
(G19) Plati tg'(x) = x € D(1g).

cosz( x)?



Vlastnosti funkce tangens
(G16) Funkce tg je spojita v kazdém bodé svého defini¢niho
oboru.
G17) Funkce tg je licha.
G18) Funkce tg je - periodické
G19) Plati tg'(x) = x € D(1g).
G20) Funkce tg je rostouci na (-7, 3).

cosz( x)?

(
(G1
(G1
(



Vlastnosti funkce tangens
(G16) Funkce tg je spojita v kazdém bodé svého defini¢niho
oboru.
(G17) Funkce tg je licha.
(G18) Funkce tg je - periodické
(G19) Plati tg'(x) = cosz( 5 X € D(tg)-
(G20)
(G21)

G20) Funkce tg je rostouci na (-7, 3).

G21) Platitg(3) = 1.



Vlastnosti funkce tangens
(G16) Funkce tg je spojita v kazdém bodé svého defini¢niho
oboru.
Funkce tg je licha.
Funkce tg je «- periodické
Plati tg'(x) = COSZ( 5 X € D(1g).
G20) Funkce tg je rostouci na (-7, 3).
G21) Platitg(3) = 1.
G22) Plati lim,z tg(x) =ocoalim,,_z tg(x) = —oc.

(G17)
(G18)
(G19)
(G20)
(G21)
(G22)



Vlastnosti funkce tangens
(G16) Funkce tg je spojita v kazdém bodé svého defini¢niho
oboru.
17) Funkce tg je licha.
G18) Funkce tg je - periodické
G19) Plati tg'(x) = x € D(1g).

(G17)
(G18)
(G19)
(G20) Funkce tg je rostouci na (-3, 5).
(G21)
(G22)
(G23)

cosz( x)?

G21) Platitg(3) = 1.
G22) Plati lim,z tg(x) =ocoalim,,_z tg(x) = —oc.
G23) Plati R(tg) =



Vlastnosti funkce kotangens

(G24) Funkce cotg je spojita v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru.



Vlastnosti funkce kotangens

(G24) Funkce cotg je spojita v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru.

(G25) Funkce cotg je licha.



Vlastnosti funkce kotangens

(G24) Funkce cotg je spojita v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru.

(G25) Funkce cotg je licha.

(G26) Funkce cotg je periodicka s periodou 7.



Vlastnosti funkce kotangens
(G24) Funkce cotg je spojita v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru.
(G25) Funkce cotg je licha.
(G26) Funkce cotg je periodicka s periodou 7.
(G27) Funkce cotg je klesajici na intervalu (0, 7).



Vlastnosti funkce kotangens
(G24) Funkce cotg je spojita v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru.
G25) Funkce cotg je licha.
G26) Funkce cotg je periodicka s periodou 7.
G27) Funkce cotg je klesajici na intervalu (0, 7).
)

(
(
(
(G28) Plati limy_,0, cotg(x) = .



Vlastnosti funkce kotangens

(G24) Funkce cotg je spojita v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru.

(G25) Funkce cotg je licha.
(G26) Funkce cotg je periodicka s periodou 7.
(G27) Funkce cotg je klesajici na intervalu (0, 7).
(G28) Plati limy_,0, cotg(x) = .
(G29) Plati lim,_,, cotg(x) = —oc.



Vlastnosti funkce kotangens

(G24) Funkce cotg je spojita v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru.

(G25) Funkce cotg je licha.

(G26) Funkce cotg je periodicka s periodou 7.
(G27) Funkce cotg je klesajici na intervalu (0, 7).
(G28) Plati limy_,0, cotg(x) = .

(G29) Plati lim,_,, cotg(x) = —oc.

(G30) Plati cotg(%) = 1.



Vlastnosti funkce kotangens
(G24) Funkce cotg je spojita v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru.
(G25) Funkce cotg je licha.
(G26) Funkce cotg je periodicka s periodou 7.
(G27) Funkce cotg je klesajici na intervalu (0, 7).
(G28) Plati limy_,0, cotg(x) = .
(G29) Plati lim,_,, cotg(x) = —oc.
(G30) Plati cotg(%) = 1.
(G31)

G31) Plati R(cotg) = R.



Vlastnosti funkce kotangens
(G24) Funkce cotg je spojita v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru.
(G25) Funkce cotg je licha.
(G26) Funkce cotg je periodicka s periodou 7.
(G27) Funkce cotg je klesajici na intervalu (0, 7).
(G28) Plati limy_,0, cotg(x) = .
(G29) Plati lim,_,, cotg(x) = —oc.
(G30) Plati cotg(%) = 1.
(G31)

G31) Plati R(cotg) = R.



Definice

Cyklometrické funkce arkussinus (arcsin),
arkuskosinus (arccos), arkustangens (arctg) a
arkuskotangens (arccotg) definujeme nasledujicim
zpusobem

arcsin = (sin|_z 1 )_1, arccos = (cos |[0,7r])_1,

arctg = (tg|-5.5)) ", arccotg = (cotg |.r)



Vlastnosti cyklometrickych funkci
(C1) Plati D(arcsin) = [-1,1] a R(arcsin) = [-3, 5]



Vlastnosti cyklometrickych funkci
(C1) Plati D(arcsin) = [-1,1] a R(arcsin) = [-7,

3l
(C2) Plati D(arccos) =[—1,1] a R(arccos) = [0, 2]



Vlastnosti cyklometrickych funkci
(C1) Plati D(arcsin) = [-1,1] a R(arcsin) =[5,
(C2) Plati D(arccos) =[—1,1] a R(arccos) = [0, 7r]
(C3) Funkce arcsin je Iiché, rostouci a spojitd na [—1,1].



Vlastnosti cyklometrickych funkci

1) Plati D(arcsin) = [-1,1] a R(arcsin) = [-3, 5

C2) Plati D(arccos) = [—1,1] a R(arccos) = [0, 7r]
C3) Funkce arcsin je Iiché, rostouci a spojitéd na [—1, 1].
C4) Funkce arccos je klesajici a spojita na [—1, 1].

(C
(
(
(



Vlastnosti cyklometrickych funkci

(C1) Plati D(arcsin) = [-1,1] a R(arcsin) =[5,
(C2) Plati D(arccos) =[—1,1] a R(arccos) = [0, 7r]
(C3) Funkce arcsin je Iiché, rostouci a spojitd na [—1,1].
(C4) Funkce arccos je klesajici a spojita na [—1,1].
(C5) Nasleduijici rovnosti plynou ze znamych vlastnosti
funkci sin a cos.
arcsin(—1) = —%, arccos(—1) ==, arcsin(1) = 7,
arccos(1) =0, arcsin(0) = 0, arccos(0) = g,

V2

v2 %, arccos(%)

arcsin(5°)

-l>|



Vlastnosti cyklometrickych funkci
C1) Plati D(arcsin) = [-1,1] a R(arcsin) =[5, 5

(
(C2) Plati D(arccos) =[—1,1] a R(arccos) = [0, 7r]
(C3) Funkce arcsin je Iiché, rostouci a spojitd na [—1,1].
(C4) Funkce arccos je klesajici a spojita na [—1,1].
(C5) Nasleduijici rovnosti plynou ze znamych vlastnosti
funkci sin a cos.
arcsin(—1) = —%, arccos(—1) ==, arcsin(1) = 7,
arccos(1) =0, arcsin(0) = 0, arccos(0) = g,

arcsin(*2) =12,  arccos(2)

-l>|

(C6) Plati lim 2°5NX _ 4

x—0



Vlastnosti cyklometrickych funkci

(C1) Plati D(arcsin) = [-1,1] a R(arcsin) =[5,
(C2) Plati D(arccos) =[—1,1] a R(arccos) = [0, 7r]
(C3) Funkce arcsin je Iiché, rostouci a spojitd na [—1,1].
(C4) Funkce arccos je klesajici a spojita na [—1,1].
(C5) Nasleduijici rovnosti plynou ze znamych vlastnosti
funkci sin a cos.
arcsin(—1) = —%, arccos(—1) ==, arcsin(1) = 7,
arccos(1) =0, arcsin(0) = 0, arccos(0) = g,
arcsin(?) =2, arccos(%) =7
(C6) Plati lim 2°5NX _ 4
x—0

1
C7) Pro kazdé y € (—1,1) plati arcsin’(y) = ——.
(C7) ye(=1.1)p () JT



Vlastnosti cyklometrickych funkci

C1) Plati D(arcsin) = [-1,1] a R(arcsin) =[5, 5

C2) Plati D(arccos) = [—1,1] a R(arccos) = [0, 7r]

C3) Funkce arcsin je Iiché, rostouci a spojitéd na [—1, 1].

C4) Funkce arccos je klesajici a spojita na [—1, 1].

C5) Nasledujici rovnosti plynou ze znamych vlastnosti
funkci sin a cos.

arcsin(—1) = —%, arccos(—1) =, arcsin(1) =

0, arccos(0) =

2
arccos(1) =0, arcsin(0) g
2

arcsin(?) oS arccos(%)

-l>|

(C6) Plati lim 2°5NX _ 4

x—0

(C7) Prokazdé y € (—1,1) plati arcsin’(y) =

(C8) Plati arcsin’ (—1) = oo a arcsin’_(1) = cc.



Vlastnosti cyklometrickych funkci

C1) Plati D(arcsin) = [-1,1] a R(arcsin) =[5, 5

C2) Plati D(arccos) = [—1,1] a R(arccos) = [0, 7r]

C3) Funkce arcsin je Iiché, rostouci a spojitéd na [—1, 1].

C4) Funkce arccos je klesajici a spojita na [—1, 1].

C5) Nasledujici rovnosti plynou ze znamych vlastnosti
funkci sin a cos.

arcsin(—1) = —%, arccos(—1) =, arcsin(1) =

0, arccos(0) =

2
arccos(1) =0, arcsin(0) g
2

arcsin(?) oS arccos(%)

-l>|

(C6) Plati lim 2°5NX _ 4

x—0

(C7) Prokazdé y € (—1,1) plati arcsin’(y) =

(C8) Plati arcsin’ (—1) = oo a arcsin’_(1) = cc.



(C9) Pro kazdé x € [—1,1] plati arcsin x + arccos x = 3.



(C9) Pro kazdé x € [—1,1] plati arcsin x + arccos x = 3.
1

V1—y?2

(C10) Pro kazdé y € (—1,1) plati arccos’(y) = —



(C9) Pro kazdé x € [—1,1] plati arcsin x + arccos x = 3.
1

V1—y?2

(C10) Pro kazdé y € (—1,1) plati arccos’(y) = —

(C11) Plati D(arctg) = R a R(arctg) = (-3, 5)-



(C9) Pro kazdé x € [—1,1] plati arcsin x + arccos x = 3.
1

V1—y?2
(C11) Plati D(arctg) = R a R(arctg) = (-3, 5)-
(C12) Funkce arctg je spojita, rostouci a licha na R.

(C10) Pro kazdé y € (—1,1) plati arccos’(y) = —



(C9) Pro kazdé x € [—1,1] plati arcsin x + arccos x = 3.
1

(C11) Plati D(arctg) = R a R(arctg) = (-3, 5)-
(C12) Funkce arctg je spojita, rostouci a licha na R.
(C13) Plati lim,_,,, arctg x = 7, lim,_, . arctg x = —7.

(C10) Pro kazdé y € (—1,1) plati arccos’(y) = —



(C9) Pro kazdé x € [—1,1] plati arcsin x + arccos x = 3.
1

N
Plati D(arctg) = R a R(arctg) = (-3, 5)-
Funkce arctg je spojita, rostouci a licha na R.
Plati lim,_,,, arctg x = 7, lim,_,_ arctgx = — 3.
Plati arctg(0) = 0, arctg(1) = %, arctg(—1) = —7.

(C10) Pro kazdé y € (—1,1) plati arccos’(y) = —

C11
C12
C13
C14



(C9) Pro kazdé x € [—1,1] plati arcsin x + arccos x = 3.
1

(C10) Pro kazdé y € (—1,1) plati arccos’(y) = —\/1—_7.
(C11) Plati D(arctg) = R a R(arctg) = (-3, 5)-

(C12) Funkce arctg je spojita, rostouci a licha na R.
(C13) Plati lim,_,,, arctg x = 7, lim,_, . arctg x = —7.
(C14) Plati arctg(0) = 0, arctg(1) = 7, arctg(—1) = —7.
(C15)

arctgx

Plati lim 1.

x—0

C15




(C16) Pro kazdé x € R plati arctg’ x =

1+ x2



16) P 7dé i 'X = ——.
(C16) Pro kazdé x € R plati arctg’ x T2

(C17) Plati D(arccotg) = R a R(arccotg) = (0, 7).



(C16) Pro kazdé x € R plati arctg’ x = T

(C17) Plati D(arccotg) = R a R(arccotg) = (0, 7).
(C18) Funkce arccotg je spojita a klesajici funkce na R.



A~ A~ ~ —~

C16) Pro kazdé x € R plati arctg’ x =

C1

C1
C1

1+ x2
7) Plati D(arccotg) = R a R(arccotg) = (0, 7).

8) Funkce arccotg je spojita a klesajici funkce na R.
9)

Plati lim,_,.. arccotg(x) =0 a
limy_, ., arccotg(x) = .



C16) Pro kazdé x € R plati arctg’ x = T

C17) Plati D(arccotg) = R a R(arccotg) = (0, 7).
C18) Funkce arccotg je spojita a klesajici funkce na R.
C19)

Plati lim,_,.. arccotg(x) =0 a
limy_, ., arccotg(x) = .

(C20) Plati arccotg(0) = 5 a arccotg(1) = 7.

A~ A~ ~ —~



C16) Pro kazdé x € R plati arctg’ x = T

C17) Plati D(arccotg) = R a R(arccotg) = (0, 7).
C18) Funkce arccotg je spojita a klesajici funkce na R.
C19)

Plati lim,_,.. arccotg(x) =0 a
limy_, ., arccotg(x) = .

(C20) Plati arccotg(0) = 5 a arccotg(1) = 7.
(C21) Pro kazdé x < R plati arctg x 4 arccotg x = 5

A~ A~ ~ —~



16 7dé i 'X = ——.
C16) Pro kazdé x € R plati arctg’ x T2

C17) Plati D(arccotg) = R a R(arccotg) = (0, 7).
C18) Funkce arccotg je spojita a klesajici funkce na R.
C19)

Plati lim,_,.. arccotg(x) =0 a
limy_, ., arccotg(x) = .

(C20) Plati arccotg(0) = 5 a arccotg(1) = 7.
(C21) Pro kazdé x < R plati arctg x 4 arccotg x = 5
(C22) Pro kazdé x € R plati arccotg’ x = — !

14+x2°

A~ A~ ~ —~




6. Tayloruv polynom



6.1 Zakladni vlastnosti

Definice
Necht f je funkce, a € R a (") (a) € R. Pak polynom

T,f"’"(x) =flay+f(a)(x—a)+---+ %f(”)(a)(x —a)"

nazyvame Taylorovym polynomem radu n funkce f v
bodé a.



Necht' Q je polynom, st Q < n alim,_,, =
je nulovy polynom.

_Q(x)
x—a)"

=0. Pak Q

DA



Véta 6.2 (Peanuv tvar zbytku)

Necht a € R, f("(a) € R a P je polynom stupné nejvyse
n. Pak ’ .
lim (X) _ (X)

f,
= a)y =0 P=T,%
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Véta 6.3

Necht a, x € R, a < x. Predpokladejme, Ze

m f je funkce, ktera ma v kazdém bodé intervalu |a, x|
viastni (n + 1)-ni derivaci,



Véta 6.3

Necht a, x € R, a < x. Predpokladejme, Ze
m f je funkce, ktera ma v kazdém bodé intervalu |a, x|
viastni (n + 1)-ni derivaci,
B ¢ je spojita funkce na |a, x|, ktera ma v kazdem bodée
intervalu (a, x) vlastni nenulovou derivaci.



Véta 6.3

Necht a, x € R, a < x. Predpokladejme, Ze

m f je funkce, ktera ma v kazdém bodé intervalu |a, x|
viastni (n + 1)-ni derivaci,
B ¢ je spojita funkce na |a, x|, ktera ma v kazdem bodée
intervalu (a, x) vlastni nenulovou derivaci.
Pak existuje ¢ € (a, x) takove, Ze

) = T = 2L 2 g — gy



Véta 6.4 (Lagrangeuyv tvar zbytku)

Necht a, x, f jsou jako ve Veété 6.3. Pak existuje ¢ € (a, x)
takové, Ze
1

10 = TH0) = oy 0@ - 2




Véta 6.4 (Lagrangeuyv tvar zbytku)

Necht a, x, f jsou jako ve Vété 6.3. Pak existuje ¢ € (a, x)
takové, Ze
1

10 = TH0) = oy 0@ - 2

Véta 6.5 (Cauchyuv tvar zbytku)

Necht a, x, f jsou jako ve Veété 6.3. Pak existuje ¢ € (a, x)
takové, Ze

1(x) — TH(0) = Q) x — )(x — ).



6.2 Symbol malé o

Definice

Necht f a g jsou funkce, a € R*. Rekneme, Ze funkce f je
v bodé a malé o od g (piSeme f(x) = o(g(x)), x — a),
jestlize plati

im 1) =0.
x=a g(x)



Véta 6.6

Necht a € R*.
(i) Jestlize

fi(x) = o(g(x)), x = a a k(x) =0(9(x)), x = a,

f(X) + f(x) = o(g(x)), x — a.



(i) Jestlize
fi(x) =0(g1(x)), x = a, a h(x)=0(g:(x)), x — a,
potom

fi(x)(x) = 0(91(Xx)g2(x)), X — a.



(iii) Jestlize

f(x)=ogi(x). x>a a lm g;g; R,

potom
f(x) = 0(g2(x)), x — a.



Véta 6.7

Necht a,b € R*, f(y) = o(g(y)), ¥ — b, limy_.0(x) =b a
existuje 6 € R, 0 > 0, takové, Ze

Vx € P(a,9) : ¢(x) # b.

Potom f(¢(x)) = o(g(4(x)), x — a.



6.3 Taylorovy fady elementarnich funkci

Definice

Necht f je funkce, a € R a f((a) € R pro kazdé n € N.
Potom fadu

=1

> = f0(a)(x — ay

j=0 I’

nazyvame Taylorovou radou o stfedu a. Ve specialnim
pripadé a = 0 mluvime o Maclaurinové radé.



Vx eR: expx =

Vx e (—1,1]: log(1 + x) =

VxeR: sinx =

o0

HX
k=0




7. Mocninné rady



Mocninnou fadou o stfedu x; € R rozumime fadu

> o @(X — x0)¥, kde x € R a ax € R pro kazdé
k € NU{0}.

«O» «FHr «=>»

<

DA



Véta 7.1
Necht >~2°  ak(x — Xo)¥ je mocninnd rada. Pak existuje
nezaporny prvek p € R* takovy, Ze
m pro kazdé x € R, |x — x| < p, uvedena rada
konverguje absolutné,



Véta 7.1
Necht >~2°  ak(x — Xo)¥ je mocninnd rada. Pak existuje
nezaporny prvek p € R* takovy, Ze
m pro kazdé x € R, |x — x| < p, uvedena rada
konverguje absolutné,

m pro kazdé x € R, |x — xo| > p, uvedena rada
diverguje.



Véta 7.1
Necht >~2°  ak(x — Xo)¥ je mocninnd rada. Pak existuje
nezaporny prvek p € R* takovy, Ze

m pro kazdé x € R, |x — x| < p, uvedena rada
konverguje absolutné,

m pro kazdé x € R, |x — xo| > p, uvedena rada
diverguje.

Prvek p splriuje

1

P ==
limsupy_... ¢/lax|’




Véta 7.1
Necht >~2°  ak(x — Xo)¥ je mocninnd rada. Pak existuje
nezaporny prvek p € R* takovy, Ze
m pro kazdé x € R, |x — x| < p, uvedena rada
konverguje absolutné,
m pro kazdé x € R, |x — xo| > p, uvedena rada
diverguje.
Prvek p splriuje

1
P = )
limsupy .. v/|ak|

kde vyrazem 1/0 zde rozumime oo a vyrazem 1 /0o zde
rozumime 0.




Véta 7.1
Necht >~2°  ak(x — Xo)¥ je mocninnd rada. Pak existuje
nezaporny prvek p € R* takovy, Ze
m pro kazdé x € R, |x — x| < p, uvedena rada
konverguje absolutné,
m pro kazdé x € R, |x — xo| > p, uvedena rada
diverguje.
Prvek p splriuje

1
P = )
limsupy .. v/|ak|

kde vyrazem 1/0 zde rozumime oo a vyrazem 1 /0o zde
rozumime 0. Prvek p nazyvame polomérem
konvergence uvedené rady.




Véta 7.2 (o derivaci mocninné rady)

Necht o je polomér konvergence fady >, an(X — Xo)".
Potom polomér konvergence rady Y -, nan(x — Xo)"~"' je
faké roven p. Pro x € R, |x — Xo| < o, definujme

f(x) = i an(x — xo)".

Potom funkce f ma vlastni derivaci v kazdém bodé x € R,
|X — Xo| < o, a plati

f'(x) = f: nap(x — xo)" .



Véta 7.3

Necht maji symboly f a o stejny vyznam jako ve Veéte 7.2.
Pak ma funkce f v kazdém bodé x € R, |x — xo| < o,
derivace vsech radu a pro kazdé k € N plati

=> n(n—1)---(n—Kk+1)ay(x — x)"*
n=k

Specialné plati f*)(x,) = k! ax, k € N.



Lemma 7.4

Necht y" >, a, je konvergentni fada a {s,}° , je
posloupnost jejich castecnych souctu. Necht x € (—1,1).
Potom fady Y~ >, anx" ay_~, Snx" absolutné konverguji
a plati

o0

Z anx"=(1-x) i Snx".
n=0

n=0



Véta 7.5 (Abel)

Necht'>" ", an(x — Xo)" je mocninna fada a necht o je jeji
polomeér konvergence. Predpokladejme, Ze plati
o € (0,00). Necht dale " , ano" konverguje. Potom

o o
lim anx" = 4
i S an =3 an
n=0 n=0



8. Primitivni funkce



8.1 Zakladni vlastnosti

Definice

Necht funkce f je definovana na neprazdném otevieném
intervalu /. Rekneme, Ze funkce F je primitivni funkce k
f na /, jestlize pro kazdé x € [ existuje F'(x) a plati

F'(x) = f(x).



8.1 Zakladni vlastnosti

Definice

Necht funkce f je definovana na neprazdném otevieném
intervalu /. Rekneme, Ze funkce F je primitivni funkce k
f na /, jestlize pro kazdé x € [ existuje F'(x) a plati

F'(x) = f(x).

Véta 8.1

Necht F a G jsou primitivni funkce k funkci f na
otevieném intervalu I. Pak existuje ¢ € R takové, Ze
F(x) = G(x) + ¢ pro kazde x < |I.



Véta 8.2

Necht f je spojita funkce na otevieném neprazdném
intervalu |. Pak f ma na | primitivni funkci.



Véta 8.2

Necht f je spojita funkce na otevieném neprazdném
intervalu |. Pak f ma na | primitivni funkci.

Véta 8.3

Necht f ma na otevieném intervalu | primitivni funkci F,
funkce g ma na | primitivni funkci G a o, 5 € R. Potom
funkce oF + BG je primitivni funkci k of + 5g na I.



Véta 8.4 (o substituci)

(i) Necht F je primitivni funkce k f na (a, b). Necht ¢ je
funkce definovana na («, ) s hodnotami v intervalu
(a, b), kteréa ma v kazdém bodé t € («, 3) vlastni
derivaci. Pak

/ (1) (1) it < F(p(t)) na (o, 5).



(ii) Necht funkce ¢ ma v kazdém bodeé intervalu («, )
nenulovou vlastni derivaci a ¢((«, 5)) = (a, b). Necht
funkce f je definovana na intervalu (a, b) a plati

/ (1) (1) dt < G(t) na (a, 5).

Pak
/ £(x) dx £ G(~"(x)) na (a, b).



Lemma 8.5 (Darbouxova vlastnost derivace)

Necht f ma na neprazdném otevieném intervalu |
primitivni funkci. Potom ma f na | Darbouxovu
viastnost, tj. f(J) je interval, kdykoliv J C I je interval.



Véta 8.6 (integrace per partes)

Necht' | je neprazdny otevreny interval a funkce f je
spojita na I. Necht' F je primitivni funkce k f na | a G je
primitivni funkce ke g na I. Pak plati

/ 9(X)F(x) dx = G(x)F(x) — / G(x)f(x) dx na .



9.2 Integrace racionalnich funkci

Definice

Racionalni funkci budeme rozumét podil dvou
polynomu, kde polynom ve jmenovateli neni identicky
roven nule.



9.2 Integrace racionalnich funkci

Véta 8.7 (o rozkladu na parcialni zlomky)

Necht P, Q jsou polynomy s realnymi koeficienty takove,
ze
(i) stP < stQ,



9.2 Integrace racionalnich funkci

Véta 8.7 (o rozkladu na parcialni zlomky)
Necht P, Q jsou polynomy s realnymi koeficienty takove,
Ze
(i) stP < stQ,
(i) Q(x) = an(x — x1)P' ... (X — X )Pe(X® + a1 X +
B1) (X2 + agx + B)9,



9.2 Integrace racionalnich funkci

Véta 8.7 (o rozkladu na parcialni zlomky)

Necht P, Q jsou polynomy s realnymi koeficienty takove,
Ze
(i) stP < stQ,
(i) Q(x) = an(x — x1)P' ... (X — X )Pe(X® + a1 X +
B1)% .. (X2 4+ aux + )9,
(iil) an, X1,... Xk, aq,...,qap B1,....0 € R, a, #0,



9.2 Integrace racionalnich funkci

Véta 8.7 (o rozkladu na parcialni zlomky)
Necht P, Q jsou polynomy s realnymi koeficienty takove,
Ze
(i) stP < stQ,
(i) Q(x) = an(x — x1)P' ... (X — X )Pe(X® + a1 X +
B1)% .. (X2 4+ aux + )9,
(111) an, X1,... Xk, 1, ...,0Qy, ﬁ1,...,ﬂ/ & R, a,,;éO,
(IV) P, Pk, G1,- .., Q1 € N;



9.2 Integrace racionalnich funkci

Véta 8.7 (o rozkladu na parcialni zlomky)
Necht P, Q jsou polynomy s realnymi koeficienty takove,
Ze
(i) stP < stQ,
(i) Q(x) = an(x — x1)P' ... (X — X )Pe(X® + a1 X +
B) (X2 + ax + B)9,
(iil) an, X1,... Xk, aq,...,qap B1,....0 € R, a, #0,
@iv) p1,.- - Pk, Q1,---,q €N,
(v) Zadné dva z mnohoclent

X—X1, X—Xo, ..., X=X, X2+ o1 X+PB1, ..., X°+oux+p5
nemaji spolecny koren,



9.2 Integrace racionalnich funkci

Véta 8.7 (o rozkladu na parcialni zlomky)
Necht P, Q jsou polynomy s realnymi koeficienty takove,
Ze
(i) stP < stQ,
(i) Q(x) = an(x — x1)P' ... (X — X )Pe(X® + a1 X +
B1)% .. (X2 4+ aux + )9,
(iii) @n, X1,.. Xk, a1, ..., Br,..., B €R, ap #0,
(IV) P, Pk, G1,- .., Q1 € N;
(v) Zadné dva z mnohoclent

X—X1, X—Xo, ..., X=X, X2+ o1 X+PB1, ..., X°+oux+p5
nemaji spolecny koren,
(vi) mnohocleny x? + ayx + B1, ..., X% + a;x + B nemaji

redlny koren.



9.2 Integrace racionalnich funkci

Pak existuji jednoznacné urCena Cisla A}, ..., A},
k k 1 1 1 1 /
../.,A1,../. ,Ap/k, Bl.Cl.....B}.Cl.... B,
Ci, ..., By, G takova, Ze plati
]
Q(x) (X — xq)Pr X — X
k k
4. L 4. i
(X — Xk )Px X — X
1 1
B11X+C11 4. BCI1X+CQ1 +
(X2 + ayx + (1) X2+aix+ 01
Bix + C| B, x + C,

Nt M i
(X2 + aix + 5)@ X2 4+ aux + B



Typ [ R(sint,cost) dt

DA



Typ [ R(sint,cost) dt

m vZdy Ize uZit substituci tg £ = x

DA



9.3 Nékteré uziteCné substituce

Typ [ R(sint,cos t) dt
m vzdy Ize uZit substituci tg ; = x
m je-li R(a,—b) = —R(a, b), Ize uzit substituci sint = x



9.3 Nékteré uziteCné substituce

Typ [ R(sint,cos t) dt
m vzdy Ize uZit substituci tg ; = x
m je-li R(a,—b) = —R(a, b), Ize uzit substituci sint = x
m je-li R(—a, b) = —R(a, b), Ize uzit substituci cos t = x



9.3 Nékteré uziteCné substituce

Typ [ R(sint,cos t) dt
m vzdy Ize uZit substituci tg ; = x
m je-li R(a,—b) = —R(a, b), Ize uzit substituci sint = x
m je-li R(—a, b) = —R(a, b), Ize uzit substituci cos t = x
m je-li R(—a, —b) = R(a, b), Ize uzit substitucitgt = x



ol

ol










ol




ol







Typ [ R(t, (52)"/9) ot

geN,g>1,ab,c,feR,af #bc

DA



Typ [ R(t, (52)"/9) ot

geN,g>1,ab,c,feR,af #bc
m substituce (2+2)"/9 = x

DA



Typ [ R(t,Vat>+ bt +c)dt,a#0

DA



9.3 Nékteré uziteCné substituce

Typ [ R(t,Vat?2 + bt +c)dt,a+# 0

m at? + bt + ¢ ma dvojnasobny kofen a € R:

vatt+ bt+c=+/alt—al,proa>0



9.3 Nékteré uziteCné substituce

Typ [ R(t,vat>?+ bt+c)dt,a#0
m at? + bt + ¢ ma dvojnasobny kofen a € R:
vatt+ bt+c=+/alt—al,proa>0
m af® + bt + ¢ ma dva reélné kofeny a4 < ap:

vat2 + bt +c = |t — aq| /al=2

t—ao



9.3 Nékteré uziteCné substituce

Typ [ R(t,vat>?+ bt+c)dt,a#0
m at? + bt + ¢ ma dvojnasobny kofen a € R:
vatt+ bt+c=+/alt—al,proa>0
m af® + bt + ¢ ma dva reélné kofeny a4 < ap:

vat2 + bt +c = |t — aq| /al=2

t—ao

m at? + bt + ¢ nema realné kofeny: pak a>0,¢ >0, a
|ze uzit nékterou z Eulerovych substituci



9.3 Nékteré uziteCné substituce

Typ [ R(t,Vat?2 + bt +c)dt,a+# 0

m at? + bt + ¢ ma dvojnasobny kofen a € R:
vatt+ bt+c=+/alt—al,proa>0
m af® + bt + ¢ ma dva reélné kofeny a4 < ap:

vat2 + bt +c = |t — aq| /al=2

t—ao

m at? + bt + ¢ nema realné kofeny: pak a>0,¢ >0, a
|ze uzit nékterou z Eulerovych substituci

vat? + bt + ¢ = ++/at + x



9.3 Nékteré uziteCné substituce

Typ [ R(t,Vat?2 + bt +c)dt,a+# 0

m at? + bt + ¢ ma dvojnasobny kofen a € R:
vatt+ bt+c=+/alt—al,proa>0
m af® + bt + ¢ ma dva reélné kofeny a4 < ap:

vat2 + bt +c = |t — aq| /al=2

t—ay
m at? + bt + ¢ nema realné kofeny: pak a>0,¢ >0, a
|ze uzit nékterou z Eulerovych substituci
vat? + bt + ¢ = £y/at + x nebo
vatt + bt+c=tx++/c



9. Riemannuv integral



f(x) = sinx na [0, 7]

Q>



f(X) =sinx na [0,7-(]

Q>



f(x) = sinx na [0, 7]

Q>



f(x) =sinx na [0, 7]

> AF D A=) = E DA



f(x) =sinx na [0, 7]

> AF Y A=) =) E DA



f(x) =sinx na [0, 7]

> AF Y A=) =) E DA



Definice

Konecnou posloupnost { X}, nazyvame délenim
intervalu [a, b], jestlize plati

a=X<X3<---<X,=b.

Body Xo, . .., X, nazyvame délicimi body.



Definice

Konecnou posloupnost { X}, nazyvame délenim
intervalu [a, b], jestlize plati

a=X<X3<---<X,=b.

Body xo, . . ., X, nazyvame délicimi body. Normou
déleni D = {x;}7_, rozumime Cislo

v(D) = max{x; — xi_1; j=1,...,n}.



Definice

Konecnou posloupnost { X}, nazyvame délenim
intervalu [a, b], jestlize plati

a=X<X3<---<X,=b.

Body xo, . . ., X, nazyvame délicimi body. Normou
déleni D = {x;}7_, rozumime Cislo

v(D) = max{x; — xi_1; j=1,...,n}.
Rekneme, Ze déleni D' intervalu [a, b] je ziemnénim

déleni D intervalu [a, b], jestlize kazdy délici bod D je i
délicim bodem D'.



Definice

Necht f je omezena funkce definovana na intervalu [a, b]
a D= {x}], je déleni [a, b]. OznaCme

Z’V’ — Xj—1), kde M; = sup{f(x); x € [xi—1, ]},

Z (% — xi-1). kde m; = inf{£(x); x € [x_1, X1},

f(x) dx = inf{S(f, D); D je délenim intervalu [a, b]},

f(x) dx = sup{S(f, D); D je délenim intervalu [a, b]}.

|



Definice

Necht f je omezena funkce definovana na intervalu [a, b]
a D= {x}], je déleni [a, b]. OznaCme

Z’V’ — Xj—1), kde M; = sup{f(x); x € [xi—1, ]},

Z (% — xi-1). kde m; = inf{£(x); x € [x_1, X1},



Definice

Necht f je omezena funkce definovana na intervalu [a, b]
a D= {x}], je déleni [a, b]. OznaCme

Z’V’ — Xj—1), kde M; = sup{f(x); x € [xi—1, ]},

Z (% — xi-1). kde m; = inf{£(x); x € [x_1, X1},

f(x) dx = inf{S(f, D); D je délenim intervalu [a, b]},

f(x) dx = sup{S(f, D); D je délenim intervalu [a, b]}.

|



Definice

Necht f je omezena funkce definovana na intervalu [a, b]
a D= {x}], je déleni [a, b]. OznaCme

Z’V’ — Xj—1), kde M; = sup{f(x); x € [xi—1, ]},

Z (% — xi-1). kde m; = inf{£(x); x € [x_1, X1},

f(x) dx = inf{S(f, D); D je délenim intervalu [a, b]},

f(x) dx = sup{S(f, D); D je délenim intervalu [a, b]}.

|



Definice

m Rekneme, e omezena funkce f na intervalu [a, b],
a < b, ma Riemanntv integral od a do b, pokud

f_:f(x) dx = f_:f(x) dx.



Definice

m Rekneme, e omezena funkce f na intervalu [a, b],
a < b, ma Riemanntv integral od a do b, pokud

b b . a
S5 f(x)dx = f_af(x) dx. Hodnota integrélu f od ado b
je rovna této spolecné hodnoté.



Definice

m Rekneme, e omezena funkce f na intervalu [a, b],
a < b, ma Riemanntv integral od a do b, pokud

b b , 2
S5 f(x)dx = f_af(x) dx. Hodnota integrélu f od ado b
je rovna této spole¢né hodnoté. Znacime ji f: f(x) dx.



Definice
m Rekneme, e omezena funkce f na intervalu [a, b],
a < b, ma Riemanntv integral od a do b, pokud
f_:f(x) dx = fabf(x) dx. Hodnota integrélu f od ado b
je rovna tétos_polec“:né hodnoté. Znacime ji f: f(x) dx.
m Pokud a > b, definujeme fab f(x)dx = — [2f(x) dx,
v pripadé, Zze a = b, definujeme fab f(x)dx = 0.



Definice

Necht a, b € R. Mnozinu vSech funkci, které maji
Riemannuv integral od a do b, znacime R([a, b]).



Lemma 9.1

Necht' f je omezena funkce na intervalu |a, b.
(i) Necht D, D' jsou deleni [a, b] a D' zjemriuje D. Pak
plati

S(f, D) < S(f, D) < S(f, D) < S(f, D)



Lemma 9.1

Necht' f je omezena funkce na intervalu |a, b.
(i) Necht D, D' jsou deleni [a, b] a D' zjemriuje D. Pak
plati

S(f, D) < S(f, D) < S(f, D) < S(f, D)

(i) Necht Dy, D, jsou déleni intervalu [a, b]. Pak plati
S(f,Dy) < S(f, Dy).



Lemma 9.1

Necht' f je omezena funkce na intervalu |a, b.
(i) Necht D, D' jsou deleni [a, b] a D' zjemriuje D. Pak
plati

S(f, D) < S(f, D) < S(f, D) < S(f, D)

(i) Necht Dy, D, jsou déleni intervalu [a, b]. Pak plati
S(f,Dy) < S(f, Dy).

b )
(iii) P/at/'/ f(x) dxg/ f(x) dx.



Dusledek 9.2

Necht f je omezena na [a, b], Dy a D, jsou déleni
intervalu [a, b]. Potom

m(b — a) < S(f, Dy) /f

/f S(f, D) < M(b — a),

kde m = inf{f(x); x € [a,b]} a M = sup{f(x); x € [a, b]}.



Véta 9.3

Necht f je omezena na [a, b|. Pak pro kazdé ¢ > 0
existuje 5 > 0 takové, Ze pro kazdé deleni D intervalu
[a, b] splriujici v(D) < ¢ plati:

b b
/ f(x) dx > S(f, D) > / F(x) dx — e,

b b
/f(x)dxgg(f, D)g/ f(x) dx +e.



Z = {Xo, ..., Xn} délici body déleni Dy




Z:{Xo,..

., Xn} délici body déleni Dy




Z = {Xo, ..., Xn} délici body déleni Dy
S(f,D) — S(f,P) = Z supf-délka/ — Z sup f - délka J

leD ! Jep J




Z = {Xo, ..., Xn} délici body déleni Dy
S(f,D) — S(f,P) = Z supf-délka/ — Z sup f - délka J

leD ! Jep J




Z = {Xo, ..., Xn} délici body déleni Dy
S(f,D) — S(f,P) = Z supf-délka/ — Z sup f - délka J

leD ! Jep J




Z = {Xo, ..., Xn} délici body déleni Dy
S(f,D) — S(f,P) = Z supf-délka/ — Z sup f - délka J

leD ! Jep J




Z = {Xo, ..., Xn} délici body déleni Dy
S(f,D) — S(f,P) = Z supf-délka/ — Z sup f - délka J

leD ! Jep J

= ) supf-délkal— > supf-délkaJ

1eD,inz#0 ! JepJnz£o Y




Z = {Xo, ..., Xn} délici body déleni Dy
S(f,D) — S(f,P) = Z supf-délka/ — Z sup f - délka J

leD / Jep J

= ) supf-délkal— > supf-délkaJ
/

J

1€D,INZ#D JEP,JNZAD




Z = {Xo, ..., Xn} délici body déleni Dy
S(f,D) — S(f,P) = Z supf-délka/ — Z sup f - délka J

leD ! Jep J

= ) supf-délkal— > supf-délkaJ
/

J

1€D,INZ#D JEP,JNZAD




Z = {Xo, ..., Xn} délici body déleni Dy
S(f,D) — S(f,P) = Z supf-délka/ — Z sup f - délka J

leD / Jep J

= ) supf-délkal— > supf-délkaJ
/

J

1€D,INZ#D JEP,JNZAD

<2Kv(D)2n < 4Kon




Dusledek 9.4
Necht f je omezena na [a, b] a {D,}:°, je posloupnost
déleni intervalu [a, b] splriujici lim,_,., v(D,) = 0. Potom

b b
/ f(x)dx = lim S(7, D), / f(x)dx = lim S(7,D,).

n—oo n—oo



Véta 9.5 (kritérium existence Riemannova
integralu)

Necht f je omezena funkce na intervalu [a, b]. Pak
f € R([a, b)), pravé kdyz

Ve € R,e > 03D, D je déleni intervalu [a, b] :

S(f, D) — S(f, D) < .



Definice

Rekneme, Ze funkce f je stejnomérné spojita na
intervalu /, jestlize plati

Ve>035 >0Vx e IVy € l: (|x—y| <0 = |f(xX)—f(y)| < e).



Véta 9.6

Necht funkce f je spojita na omezeném uzavieném
intervalu [a, b]. Pak f je stejnomerne spojita na [a, b).



Véta 9.6

Necht funkce f je spojita na omezeném uzavieném
intervalu [a, b]. Pak f je stejnomerne spojita na [a, b).

Véta 9.7

Necht funkce f je spojita na omezeném uzavieném
intervalu [a, b]. Pak f je riemannovsky integrovatelna na
[a, b].



Véta 9.8

Necht funkce f je monotonni na omezeném uzavieném
intervalu [a, b], a < b. Pak f je riemannovsky
integrovatelna na [a, b].



Véta 9.9 (vlastnosti Riemannova integralu)

(a) Necht'f,g € R([a, b]) a « € R. Potom
f+ g € R([a, b)), of € R([a, b]) a plati

b b b b b
/(f+g):/ f—i—/ g, /Oéf:Oé/ f.
a a a a a



Véta 9.9 (vlastnosti Riemannova integralu)

(a) Necht'f,g € R([a, b]) a « € R. Potom
f+ g € R([a, b)), of € R([a, b]) a plati

b b b b b
/(f+g):/ f—i—/ g, /Oéf:C(/ f.
a a a a a

(b) Necht' f,g e R([a,b]) af<g. Pak [P f< [’g.



Véta 9.9 (vlastnosti Riemannova integralu)

(a) Necht'f,g € R([a, b]) a « € R. Potom
f+ g € R([a, b)), of € R([a, b]) a plati

b b b b b
/(f+g):/ f—i—/ g, /Oéf:C(/ f.
a a a a a

(b) Necht' f,g e R([a,b]) af<g. Pak [P f< [’g.
(c) Necht a < b < c jsou realna cisla. Pak plati
e feR([a,c]) < (feR(la,b]) N feR([b,c])),



Véta 9.9 (vlastnosti Riemannova integralu)

(a) Necht'f,g € R([a, b]) a « € R. Potom
f+ g € R([a, b)), of € R([a, b]) a plati

b b b b b
/(f+g):/ f—i—/ g, /Oéf:C(/ f.
a a a a a

(b) Necht' f,g e R([a,b]) af<g. Pak [P f< [’g.
(c) Necht a < b < c jsou realna cisla. Pak plati
e feR([a,c]) < (feR(la b]) A feR[b c)),

e je-lif e R([a,c]), pak/ f_/ f+/f



Véta 9.9 (vlastnosti Riemannova integralu)

(a) Necht'f,g € R([a, b]) a « € R. Potom
f+ g € R([a, b)), of € R([a, b]) a plati

b b b b b
/(f+g):/ f—i—/ g, /Oéf:C(/ f.
a a a a a

(b) Necht' f,g e R([a,b]) af<g. Pak [P f< [’g.
(c) Necht a < b < c jsou realna cisla. Pak plati
e feR([a,c]) < (feR(la b]) A feR[b c)),

e je-lif e R([a,c]), pak/ f_/ f+/f

(d) Necht f € R([a, b]). Pak |f| € R([a, b]) a

| [2f < 1211



Véta 9.10

Necht J je nedegenerovany interval a f je funkce
definovana na J splriujici f € R([«, 5]) pro kazdé o, p € J.

Necht c je libovolny pevné zvoleny bod z J. Definujme na
J funkci

F(x) = / Kbyt



Véta 9.10

Necht J je nedegenerovany interval a f je funkce
definovana na J splriujici f € R([«, 5]) pro kazdé o, p € J.

Necht c je libovolny pevné zvoleny bod z J. Definujme na
J funkci

F(x) = / Kbyt

Potom plati
(i) F je spojita na J,



Véta 9.10

Necht J je nedegenerovany interval a f je funkce
definovana na J splriujici f € R([«, 5]) pro kazdé o, p € J.

Necht c je libovolny pevné zvoleny bod z J. Definujme na
J funkci

X
F(x) = / f(t) at.
(o
Potom plati
(i) F je spojita na J,
(i) je-li xo bod spojitosti funkce f, pak F'(xo) = f(Xo)-



Dusledek 9.11

(i) Jestlize je f spojita na intervalu (a, b), pak ma na
(a, b) primitivni funkci.



Dusledek 9.11

(i) Jestlize je f spojita na intervalu (a, b), pak ma na
(a, b) primitivni funkci.

(i) Necht f je spojita na intervalu [a, b], a,b € R a F je
funkce primitivni k f na (a, b). Potom existuji viastni
limity limy_, o, F(x), lim,_p_ F(x) a plati

/bf( ot = lim F(x)~ lim F(x).

X—b— X—a+



Véta 9.12

Necht a,b € R, a < b, a f je funkce definovana na [a, b].
Pak nasledujici dve tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) feR([a, b]),



Véta 9.12

Necht a,b € R, a < b, a f je funkce definovana na [a, b].
Pak nasledujici dve tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) feR([a,b]),
(i) existuje | € R takové, Ze pro kazdé < € R, ¢ > 0,
existuje 6 € R, § > 0, splriujici:

je-li D = {x;}7_ e/en/ intervalu [a, b], v(D) < ¢, a
ti € [xi_1, xi], / , N, pak



10. Newtonuv integral



Definice

Rekneme, ze Newtonuv integral funkce f na intervalu
(a,b), a < b, a, b € R*, existuje, jestlize f ma na (a, b)
primitivni funkci (oznacme ji F), limity lim,_, 5, F(x),
lim,_,_ F(x) existuji a jejich rozdil je definovan.



Definice

Rekneme, ze Newtonuv integral funkce f na intervalu
(a,b), a < b, a, b € R*, existuje, jestlize f ma na (a, b)
primitivni funkci (oznacme ji F), limity lim,_, 5, F(x),
lim,_,_ F(x) existuji a jejich rozdil je definovan.
Hodnotou Newtonova integralu funkce f pres interval
(a, b) pak rozumime cislo

X—b— X—a+

b
(N)/a f(tydt = lm F(x)— lim F(x).



Definice

Rekneme, ze Newtonuv integral funkce f na intervalu
(a,b), a < b, a, b € R*, existuje, jestlize f ma na (a, b)
primitivni funkci (oznacme ji F), limity lim,_, 5, F(x),
lim,_,_ F(x) existuji a jejich rozdil je definovan.
Hodnotou Newtonova integralu funkce f pres interval
(a, b) pak rozumime cislo

b

(N)/a f(t)dt = X'LT, F(x) — X|LFQ+ F(x).
Pokud (N) [2 f(t) dt existuje vlastni, pak fikame, ze
integral je konvergentni. Neni-li integral konvergentni,
fikame, Ze je divergentni.



Definice

Mnozinu vSech funkci f, které maji konvergentni
Newtonuv integral od a do b, znaéime N (a, b).



Véta 10.1 (vlastnosti Newtonova integralu)

(@) Necht f,g € N(a,b) aa € R. Potom f + g € N'(a, b),
af € N(a, b) a plati

b b b b b
/(f+g):/f+/ g, /af:a/ f.
a a a a a



Véta 10.1 (vlastnosti Newtonova integralu)

(@) Necht f,g € N(a,b) aa € R. Potom f + g € N'(a, b),
af € N(a, b) a plati

/ab(f+g /f+/ g, /abaf:a/:f.

(b) Nechtf,g e N(a,b)af<g. Pak [Lf< [Pg.



Véta 10.1 (vlastnosti Newtonova integralu)

(@) Necht f,g € N(a,b) aa € R. Potom f + g € N'(a, b),
af € N(a, b) a plati

b b b b b
/(f+g):/f+/ g, /af:a/ f.
a a a a a

(b) Necht f,ge N(a,b)af<g. Pakf:fgf:g.
(c) Necht —c <a<b<c<+ooafeN(ac). Potom
feN(ab), feN(bc)aplati [Sf=[2f+ [°F.



Véta 10.1 (vlastnosti Newtonova integralu)

(@) Necht f,g € N(a,b) aa € R. Potom f + g € N'(a, b),
af € N(a, b) a plati

b b b b b
/(f+g):/f+/ g, /af:a/ f.
a a a a a

(b) Necht f,ge N(a,b)af<g. Pakf:fgf:g.

(c) Necht —c <a<b<c<+ooafeN(ac). Potom
feN(ab), feN(bc)aplati [Sf=[2f+ [°F.

(d) Necht —o <a<b<c<+oo, feN(a,b),
fe N(b,c) af je spojita vb. Potom f € N(a,c).



Véta 10.2

Necht funkce F je primitivni k f na (a, b), G je primitivni
ke g na (a, b). Potom

b b
| oF=ter- [ e
a a

pokud je prava strana definovana.



Véta 10.3 (substituce pro urcity integral)

Necht w : (a, ) — (a, b) splriuje w((«, B)) = (a,b) aw ma
vlastni nenulovou derivaci na («, 3). Potom

b B
/a f(x)dx:/ (F 0 w)(1)|w/(B)] d,

pokud alespori jeden z integralu existuje.



Véta 10.4 (Bolzanova-Cauchyova podminka)

Necht a € R* a F je definovana na jistém prstencovém

okoli bodu a. Potom lim,_,, F(x) existuje vlastni, pravé

kdyZ je splnéna Bolzanova-Cauchyova podminka:
Vee Re>035€ R, >0

Vx,y € P(a,0): |[F(x)— F(y)| <e.



Necht f je omezena a spojita na omezeném intervalu
(a,b). Potom f € N'(a,b).

DA



Véta 10.6 (srovnavaci kritérium)

Necht — < a < b < +o0. JestliZe pro funkce f a g plati
0<f<gnalab),fjespojitanala b)age N(a,b).
Potom f € N(a, b).



Véta 10.7 (limitni srovnavaci kritérium)

Necht — < a < b < +o0. JestliZze pro nezaporné spojité
funkce f a g na [a, b) platilim,_,_f(x)/g(x) = c € (0, 00),
potom f € N'(a, b), pravé kdyz g € N(a, b).



Véta 10.8

Necht a,b € R, a< b, f: [a, b] — R je spojita,
g : [a, b] — R je nerostouci, nezdporna a spojita na |a, b].
Potom

g(a) |nf/f</fg<g sup
x€[a,b] x€la,b]



Véta 10.9 (Abelovo-Dirichletovo kritérium)

Necht —ococ < a< b < +oo, f: [a,b) — R je spojita. Jeji
primitivni funkci na (a, b) oznacme F. Dale necht
g : [a, b) — R je monotdnni a spojita na [a, b). Potom plati

(A) Jestlize f € N(a, b) a g je omezena, potom
fg € N(a,b).

(D) Jestlize je F omezena na (a, b) alimy_,,_ g(x) =0,
potom fg € N(a, b).



Véta 10.10 (prvni véta o stfedni hodnoté)

Necht a,b € R, a< b, f: [a, b] — R je spojita,
g : [a, b] — R je nezaporna, g € N'(a,b) afg € N(a,b).
Potom existuje £ € [a, b] takove, Ze

/:fg:f(&)/abg-



Véta 10.11 (druha véta o stredni hodnoté)

Necht a,b € R, a< b, f: [a, b] — R je spojita,
g : [a, b] — R je monotdnni a spojita na [a, b]. Potom
existuje ¢ € |a, b] takové, Ze

/}g:g(a)/jfw(b)ff.



Aplikace urcitého integralu

Definice

Kfivkou budeme rozumét zobrazeni ¢ : [a, b] — R”
(neN, a,beR, a< b)takové, ze ¢ = (¢1,...,pn) j€
tridy C', 1. ¢} je spojité na [a,b], i = 1,...,n, pficemz v

krajnich bodech [a, b] symbol ©(x) znali pfisluSnou
jednostrannou derivaci.



Aplikace urcitého integralu

Definice

Kfivkou budeme rozumét zobrazeni ¢ : [a, b] — R”
(neN, a,beR, a< b)takové, ze ¢ = (¢1,...,pn) j€
tridy C', 1. ¢} je spojité na [a,b], i = 1,...,n, pficemz v

krajnich bodech [a, b] symbol ©(x) znali pfisluSnou
jednostrannou derivaci. Geometrickym obrazem kfivky
¢ rozumime mnozinu (¢) = ¢([a, b]) C R".



Definice

Necht ¢: [a, b] — R” je kiivka. Délkou kFivky ¢
rozumime hodnotu

L(yp) = sup{L(y, D); D je déleni intervalu [a, b]},
kde pro déleni D = {x;}/, intervalu [a, b] definujeme

k

L, D) = 3 vadalenost (p(x1), ().
j=1



Lemma 10.12

Necht a,b e R,a< b, f=(fi,....f,):[a bl — R" je
spojita (1. f; je spojita, i = 1,...,n). Potom plati

1L A= e 8] s L1




Lemma 10.12

Necht a,b e R,a< b, f=(fi,....f,):[a bl — R" je
spojita (1. f; je spojita, i = 1,...,n). Potom plati

1L A= e 8] s L1

Véta 10.13 (délka kfivky)
Necht ¢ = (¢1,...,¢n) : [a@ b] — R" je kiivka. Potom plati

L(ﬂp):/ab\/(wé)2+---+(w’n)2 (= /:ngo'u).




Véta 10.14 (objem a povrch rotacniho télesa)

Necht f je spojita a nezaporna na intervalu [a, b],
a,be R, a< b. Oznacme

T={[x,y,z] € R% x € [a,b], Vy?+ 2% < f(x)}.



Véta 10.14 (objem a povrch rotacniho télesa)

Necht f je spojita a nezaporna na intervalu [a, b],
a,be R, a< b. Oznacme

T={[x,y,z2] €R% xlab], Vy?+ 22 < f(x)}.
Pak b
Objem (T) =7 / f(x)? dx.



Véta 10.14 (objem a povrch rotacniho télesa)

Necht f je spojita a nezaporna na intervalu [a, b],
a,be R, a< b. Oznacme

T={[x,y,z2] €R% xlab], Vy?+ 22 < f(x)}.
Pak b
Objem (T) =7 / f(x)? dx.

Je-li navic ' spojita na [a, b], pak

b
Povrch plaité (T) = 2r / FOO /A + (F(x))2 dx.
a



Véta 10.15 (integralni kritérium)

Necht f je nezdporna, nerostouci a spojita na [Ny, +0),
kde ny € N. Necht pro posloupnost realnych Cisel {a,}%° ,
plati a, = f(n) pron > ny.



Véta 10.15 (integralni kritérium)

Necht f je nezdporna, nerostouci a spojita na [Ny, +0),
kde ny € N. Necht pro posloupnost realnych Cisel {a,}7>
plati a, = f(n) pron > ny. Pak

/ f(x) dx konverguje, prave kdyz Z an konverguje.
no n=1



Véta 10.16 (zbytek Taylorova polynomu v
integralnim tvaru)

Necht a,x € R, a < x, a funkce f ma v kazdém bode
intervalu [a, x] viastni (n+ 1)-ni derivaci.



Véta 10.16 (zbytek Taylorova polynomu v
integralnim tvaru)

Necht a, x € R, a < x, a funkce f ma v kazdém bodé
intervalu [a, x] viastni (n+ 1)-ni derivaci. Potom

f(x) — Th3(x) = / ’ %f(”“)(t)(x — )" dt.



11. Metrické prostory 1



Definice

Metrickym prostorem budeme rozumét dvoijici (P, p),

kde P je mnozina, p: P x P — [0, o0) je funkce splnujici
(I) X,y € P: p(X,y)ZO<:>X:y,

(i) Vx,y € P: p(x,y) = p(y.X),

(i) Vx,y,z € P: p(x,z) < p(x,y) + p(y, 2).

Funkci p nazyvdme metrika na P.



Definice

Necht (P, p) je metricky prostor.

(i) Necht x € P, r > 0. Mnozinu B(x, r) definovanou
predpisem

B(x,r)={y € P;p(x,y) <r}

nazyvame otevienou kouli se stredem x a
polomérem r nebo také okolim bodu x.



Definice

Necht (P, p) je metricky prostor.

(i) Necht x € P, r > 0. Mnozinu B(x, r) definovanou
predpisem

B(x.r)={y € P;p(x,y) <r}

nazyvame otevienou kouli se stredem x a
polomérem r nebo také okolim bodu x.

(i) Necht x € P, r > 0. Mnozinu B(x, r) definovanou
predpisem

B(x,r)={y € Pip(x,y) <r}

nazyvame uzavrenou kouli se stredem x a
polomérem r



Definice

Necht (P, p) je metricky prostor.
(i) Necht M c P, x € P. Rekneme, ze x € P je
vnitfnim bodem mnoziny M, jestlize existuje r > 0
splnujici B(x, r) C M.



Definice

Necht (P, p) je metricky prostor.

(i) Necht M c P, x € P. Rekneme, ze x € P je
vnitfnim bodem mnoziny M, jestlize existuje r > 0
splnujici B(x, r) C M.

(i) Mnozina M C P se nazyvéa oteviena v (P, p), jestlize
kazdy jeji bod je jejim vnitfnim bodem.



Definice

Necht (P, p) je metricky prostor.

(i) Necht M c P, x € P. Rekneme, ze x € P je
vnitfnim bodem mnoziny M, jestlize existuje r > 0
splnujici B(x, r) C M.

(i) Mnozina M C P se nazyvéa oteviena v (P, p), jestlize
kazdy jeji bod je jejim vnitfnim bodem.

(iii) Vnittkem mnoziny M rozumime mnozinu vSech
vnitfnich bodd mnoziny M. Vnitfek mnoziny M
budeme znacit int M.



Véta 11.1 (vlastnosti otevienych mnozin)

Necht' (P, p) je metricky prostor.

(i) Prazdna mnoZina a cely prostor P jsou oteviené v
(P, p)-



Véta 11.1 (vlastnosti otevienych mnozin)

Necht' (P, p) je metricky prostor.
(i) Prazdna mnoZina a cely prostor P jsou oteviené v
(P, p).
(ii) Necht A je neprazdna mnoZina indexu. Necht
mnoziny G, C P, a € A, jsou oteviené v (P, p). Pak
Uaea Ga je oteviena mnozina v (P, p).



Véta 11.1 (vlastnosti otevienych mnozin)

Necht' (P, p) je metricky prostor.

(i) Prazdna mnoZina a cely prostor P jsou oteviené v
(P, p).

(ii) Necht A je neprazdna mnoZina indexu. Necht
mnoziny G, C P, a € A, jsou oteviené v (P, p). Pak
Uaea Ga je oteviena mnozina v (P, p).

(iiiy Necht m € N. Necht mnoZiny G;, i=1,...,m, jsou
oteviené v (P, p). Pak (N, G je oteviend mnoZina v
(P, p).



Definice

Necht (P, p) je metricky prostor.

(i) Necht M c P a x € P. Rekneme, Ze x je hraniénim
bodem mnoziny M, pokud pro kazdé r > 0 plati
B(x,r)NnM#0aB(x,r)yn(P\ M) # (.



Definice

Necht (P, p) je metricky prostor.

(i) Necht M c P a x € P. Rekneme, Ze x je hraniénim
bodem mnoziny M, pokud pro kazdé r > 0 plati
B(x,r)NnM#0aB(x,r)yn(P\ M) # (.

(i) Hranici mnoziny M rozumime mnozinu v§ech
hrani¢nich bodd M. Znacime ji H(M).



Definice

Necht (P, p) je metricky prostor.

(i) Necht M c P a x € P. Rekneme, Ze x je hraniénim
bodem mnoziny M, pokud pro kazdé r > 0 plati
B(x,r)NnM# @ aB(x,r)yn(P\ M) # 0.

(i) Hranici mnoziny M rozumime mnozinu v§ech
hrani¢nich bodd M. Znacime ji H(M).

(iii) Uzavérem mnoziny M rozumime mnozinu
M u H(M). Uzavér mnoziny M znagime M.



Definice

Necht (P, p) je metricky prostor.

(i) Necht M c P a x € P. Rekneme, Ze x je hraniénim
bodem mnoziny M, pokud pro kazdé r > 0 plati
B(x,r)NnM# @ aB(x,r)yn(P\ M) # 0.

(i) Hranici mnoziny M rozumime mnozinu v§ech
hrani¢nich bodd M. Znacime ji H(M).

(iii) Uzavérem mnoziny M rozumime mnozinu
M u H(M). Uzavér mnoziny M znagime M.

(iv) Rekneme, ze mnozina M je uzaviena v (P, p),
jestlize obsahuje vSechny své hranicni body (tj.
H(M) c M, neboli M = M).



Véta 11.2 (vlastnosti uzavienych mnozin)

Necht' (P, p) je metricky prostor.

(i) Necht F c P. Potom F je uzaviena v (P, p), pravé
kdyz P\ F je oteviena v (P, p).



Véta 11.2 (vlastnosti uzavienych mnozin)

Necht' (P, p) je metricky prostor.
(i) Necht F c P. Potom F je uzaviena v (P, p), pravé
kdyz P\ F je oteviena v (P, p).
(ii) Prazdna mnoZina a cely prostor P jsou uzaviené v
(P, p)



Véta 11.2 (vlastnosti uzavienych mnozin)

Necht' (P, p) je metricky prostor.
(i) Necht F c P. Potom F je uzaviena v (P, p), pravé
kdyz P\ F je oteviena v (P, p).
(ii) Prazdna mnoZina a cely prostor P jsou uzaviené v
(P.p).
(iii) Necht A je neprazdna mnoZina indexu. Necht
mnoZiny F, C P, a € A, jsou uzaviené v (P, p). Pak
(Naca Fa je uzaviena mnoZina v (P, p).



Véta 11.2 (vlastnosti uzavienych mnozin)

Necht' (P, p) je metricky prostor.

(i) Necht F c P. Potom F je uzaviena v (P, p), pravé
kdyz P\ F je oteviena v (P, p).

(ii) Prazdna mnoZina a cely prostor P jsou uzaviené v
(P.p).

(iii) Necht A je neprazdna mnoZina indexu. Necht
mnoZiny F, C P, a € A, jsou uzaviené v (P, p). Pak
(Naca Fa je uzaviena mnoZina v (P, p).

(iv) Necht m e N. Necht mnozZiny F;, i =1,..., m, jsou
uzaviené v (P, p). Pak !, Fi je uzaviena mnozina v
(P.p).



Definice

Necht (P, p) je metricky prostor, Ac P, A# (,a x € P.
Vzdalenosti bodu x od mnoziny A rozumime Cislo

p(x; A) = infH{p(x,y); ¥ € A}



Definice

Necht (P, p) je metricky prostor, Ac P, A# (,a x € P.
Vzdalenosti bodu x od mnoziny A rozumime Cislo

p(x, A) = inf{p(x.y); y € A}.
Diametrem neprdzdné mnoziny B C P rozumime
diam(B) = sup{p(x,): x.y € B}

a klademe diam(()) = 0. Pokud diam B < oo, pak fikame,
Ze B je omezena mnozina v (P, p).



Véta 11.3 (vlastnosti uzavéru)

Necht' (P, p) je metricky prostor, A C P, B C P. Pak plati:
i) 0=0,P=P,



Véta 11.3 (vlastnosti uzavéru)

Necht' (P, p) je metricky prostor, A C P, B C P. Pak plati:
(i) 0=0,P=P,

(i) pokud A C B, pak AC B,



Véta 11.3 (vlastnosti uzavéru)

Necht' (P, p) je metricky prostor, A C P, B C P. Pak plati:
(i) 0=0,P=P,
(i) pokud A C B, pak AC B,

(iii) A je uzaviend, tj. A=A,



Véta 11.3 (vlastnosti uzavéru)

Necht' (P, p) je metricky prostor, A C P, B C P. Pak plati:
(i) 0=0,P=P,

(i) pokud A C B, pak A C B,

(iii) A je uzaviend, tj. A=A,

(iv) AUB=AUB,



Véta 11.3 (vlastnosti uzavéru)

Necht' (P, p) je metricky prostor, A C P, B C P. Pak plati:
() 0=0,P=P,

(i) pokud A C B, pak AC B,

(iii

(iv
(v

)

) A je uzaviend, tj. A= A,

) AUB=AUB,

) A= {x e P; p(x,A) =0}, pokud A + 0,

> >



Véta 11.3 (vlastnosti uzavéru)

Necht' (P, p) je metricky prostor, A C P, B C P. Pak plati:
(i) 0=0,P=P,
(i) pokud A C B, pak AC B,
(iii) A je uzaviend, tj. A=A,
(ivy AUB=AUB,
(v) A= {x € P; p(x,A) = 0}, pokud A # 0,
)

(vi) diam A = diam A, a tedy A je omezena, pravé kdyz A
je omezena.



Definice

Necht (P, p) je metricky prostor a {x,}72, je posloupnost
prvkl P. Rekneme, Ze {x,}°°, konvergujek y € Pv
(P, p), jestlize plati lim_,o, p(Xn, y) = 0.



Definice

Necht (P, p) je metricky prostor a {x,}°°, je posloupnost
prvkil P. Rekneme, Ze {x,}>°, konvergujek y € Pv
(P, p), jestlize plati lim,_,o, p(Xn, ¥) = 0. Prvek y
nazyvame limitou posloupnosti {x,}>°, v (P, p).
Konvergentni posloupnosti v (P, p) rozumime kazdou
posloupnost prvka P, ktera ma limitu v (P, p).



Véta 11.4 (vlastnosti konvergence)

Necht (P, p) je metricky prostor. Pak plati:
(i) Necht {x,}>, je posloupnost prvki z P a existuji
ny € N, y € P takove, Ze x, = y pro kazdé n > ny.
Paklim, . X, =Y.



Véta 11.4 (vlastnosti konvergence)

Necht (P, p) je metricky prostor. Pak plati:

(i) Necht {x,}>, je posloupnost prvki z P a existuji
ny € N, y € P takove, Ze x, = y pro kazdé n > ny.
Paklim, . X, =Y.

(i) KaZda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.



Véta 11.4 (vlastnosti konvergence)

Necht (P, p) je metricky prostor. Pak plati:
(i) Necht {x,}>, je posloupnost prvki z P a existuji
ny € N, y € P takove, Ze x, = y pro kazdé n > ny.
Paklim, . X, =Y.
(i) KaZda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.
(iii) Necht A C P. MnoZina A je uzavrena, prave kdyZz
limita kazdé konvergentni posloupnosti prvku z A leZi
v A.



Véta 11.4 (vlastnosti konvergence)

Necht (P, p) je metricky prostor. Pak plati:

(i) Necht {x,}>, je posloupnost prvki z P a existuji
ny € N, y € P takove, Ze x, = y pro kazdé n > ny.
Paklim, . X, =Y.

(i) KaZda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

(iii) Necht A C P. MnoZina A je uzavrena, prave kdyZz
limita kazdé konvergentni posloupnosti prvku z A leZi
v A.

(iv) Necht {xn, }3>, je posloupnost vybrana z
posloupnosti {x,}>°, prvku P, tj., {n}%., je rostouci
posloupnost prirozenych cCisel. Jestlize
liMp_s 00 Xn =y, pak také limy_, X, = Y.



Necht (P, p) a (Q, o) jsou metrické prostory, f je

zobrazeniz Pdo Q,ac PaMcP.

DA



11.3 Spojita zobrazeni

Definice
Necht (P, p) a (Q, o) jsou metrické prostory, f je
zobrazeniz Pdo Q,ac PaMC P,
Rekneme, ze
m f je spojité v bodé a vzhledem k mnoziné M,
jestlize a € M a plati

VeeR,e>030€R,6>0Vxe M:
p(x,a) < o= o(f(x),f(a) <e;



11.3 Spojita zobrazeni

Definice
Necht (P, p) a (Q, o) jsou metrické prostory, f je
zobrazeniz Pdo Q,ac PaMC P,
Rekneme, ze
m f je spojité v bodé a vzhledem k mnoziné M,
jestlize a € M a plati

VeeR,e>030€R,6>0Vxe M:
p(x,a) < o= o(f(x),f(a) <e;

m f je spojité v bodé g, jestlize je spojité v a vzhledem
k P,



m f je spojité na M, jestlize je spojité v kazdém bodé
b € M vzhledem k M,



m f je spojité na M, jestlize je spojité v kazdém bodé
b € M vzhledem k M,
m f je spojité, jestlize je spojité na P.



Véta 11.5 (charakterizace spoijitosti)

Necht (P, p) a (Q, o) jsou metrické prostory, f : P — Q.
Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni.

(i) Zobrazeni f je spojité.



Véta 11.5 (charakterizace spoijitosti)

Necht (P, p) a (Q, o) jsou metrické prostory, f : P — Q.
Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni.

(i) Zobrazeni f je spojité.
(i) Pro kaZzdou otevienou mnoZinu G v prostoru (Q, o) je
f~1(G) oteviena v (P, p).



Véta 11.5 (charakterizace spoijitosti)
Necht (P, p) a (Q, o) jsou metrické prostory, f : P — Q.
Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni.
(i) Zobrazeni f je spojité.
(i) Pro kaZzdou otevienou mnoZinu G v prostoru (Q, o) je
f~1(G) oteviena v (P, p).

(iii) Pro kaZdou uzavienou mnoZinu F v prostoru (Q, o) je
f~'(F) uzaviena v (P, p).



Necht (X, p) je metricky prostor, M C X a x € X.

DA



Definice

Necht (X, p) je metricky prostor, M C X a x € X.
Rekneme, Ze x je hromadnym bodem mnoziny M,
jestlize

Ve € Re > 0: Mn(B(x,e)\ {x}) #0.

Mnozinu vSech hromadnych bodd mnoziny M znaCime M’
a nazyvame ji derivaci mnoziny M. Body z M\ M’
nazyvame izolovanymi body mnoziny M.



Definice

Necht (X, p) a (Y, o) jsou metrické prostory, f je
zobrazeni z X do Y, A C X anecht a € X je hromadnym
bodem mnoziny A.



Definice

Necht (X, p) a (Y, o) jsou metrické prostory, f je
zobrazeni z X do Y, A C X anecht a € X je hromadnym
bodem mnozZiny A. Rekneme, Ze prvek b € Y je limitou
zobrazeni f v bodé a vzhledem k mnoziné A, jestlize

plati

VeeR,e>036€R,6§>0
Vx € A, x # a: p(x,a) <d = o(f(x),b) <e.



Definice

Necht (X, p) a (Y, o) jsou metrické prostory, f je
zobrazeni z X do Y, A C X anecht a € X je hromadnym
bodem mnozZiny A. Rekneme, Ze prvek b € Y je limitou
zobrazeni f v bodé a vzhledem k mnoziné A, jestlize
plati

VeeR,e>036€R,6§>0
Vx € A, x # a: p(x,a) <d = o(f(x),b) <e.

Je-li A= X, rikame, ze f ma v bodé a limitu b.



Pokud limita f v bodé a vzhledem k A existuje, pak ji
znacime limy_, 4 xea f(X).

DA



Oznaceni

Pokud limita f v bodé a vzhledem k A existuje, pak ji
znacime limy_,z xea f(X). Misto lim,_, 5 xex f(x) piSeme jen
limy_, 5 f(x).



Véta 11.6 (Heineova véta)

Necht (X, p) a (Y, o) jsou metrické prostory, f je
zobrazenizX do Y, AC D(f),ac A, beY.



Véta 11.6 (Heineova véta)

Necht' (X, p) a (Y, o) jsou metrické prostory, f je
zobrazeniz X do Y, AC D(f),ac A, b e Y. Potom jsou
nasledujici dvé tvrzeni ekvivalentni:

(i) 1My axea f(X) = b,

(i) pro kaZdou posloupnost {x,} prvki mnoZiny A\ {a}
splnujici lim x, = a platilim f(x,) = b.



Véta 11.7 (spojitost slozeného zobrazeni v
bodé)

Necht (X, p), (Y,0) a (Z,w) jsou metrické prostory, f je
zobrazeniz X do 'Y a g je zobrazeni z Y do Z. Necht
ACX,ac A, BCY,f(a) e Baplati:

m existujed € R, § > 0, takové, Ze f(B(a,)) N A) C B,



Véta 11.7 (spojitost slozeného zobrazeni v
bodé)

Necht (X, p), (Y,0) a (Z,w) jsou metrické prostory, f je
zobrazeniz X do 'Y a g je zobrazeni z Y do Z. Necht
ACX,ac A, BCY,f(a) e Baplati:

m existujed € R, § > 0, takové, Ze f(B(a,)) N A) C B,
m f je spojité v bodé a vzhledem k A,



Véta 11.7 (spojitost slozeného zobrazeni v
bodé)

Necht (X, p), (Y,0) a (Z,w) jsou metrické prostory, f je
zobrazeniz X do 'Y a g je zobrazeni z Y do Z. Necht
ACX,ac A, BCY,f(a) e Baplati:

m existujed € R, § > 0, takové, Ze f(B(a,)) N A) C B,
m f je spojité v bodé a vzhledem k A,
m g je spojité v bodé f(a) vzhledem k B.



Véta 11.7 (spojitost slozeného zobrazeni v
bodé)

Necht (X, p), (Y,0) a (Z,w) jsou metrické prostory, f je
zobrazeniz X do 'Y a g je zobrazeni z Y do Z. Necht
ACX,ac A, BCY,f(a) e Baplati:

m existujed € R, § > 0, takové, Ze f(B(a,)) N A) C B,
m f je spojité v bodé a vzhledem k A,
m g je spojité v bodé f(a) vzhledem k B.

Pak zobrazeni g o f je spojité v bodé a vzhledem k A.



Véta 11.8 (spojitosti slozeného zobrazeni)

Necht (X, p), (Y,0) a (Z,w) jsou metrické prostory,
f:X—Yag:Y — Zjsou spojita zobrazeni. Pak
zobrazenigo f: X — Z je spojité.



Véta 11.9 (limita sloZzeného zobrazeni)

Necht (X, p), (Y,0) a (Z,w) jsou metrické prostory, f je
zobrazeniz X do Y a g je zobrazeniz Y do Z.



Véta 11.9 (limita sloZzeného zobrazeni)

Necht (X, p), (Y,0) a (Z,w) jsou metrické prostory, f je
zobrazeniz X do Y a g je zobrazeni z Y do Z. Necht
Ac X,acA,BCcY,beB,ceZaplati:
m existuje o € R, § > 0, takové, Ze
f((An B(a, )\ {a}) C B,



Véta 11.9 (limita sloZzeného zobrazeni)

Necht (X, p), (Y,0) a (Z,w) jsou metrické prostory, f je
zobrazeniz X do Y a g je zobrazeni z Y do Z. Necht
Ac X,acA,BCcY,beB,ceZaplati:
m existuje o € R, § > 0, takove, Ze
f((An B(a,0)) \{a}) C B,
m imy,axeaf(x) = b,



Véta 11.9 (limita sloZzeného zobrazeni)

Necht (X, p), (Y,0) a (Z,w) jsou metrické prostory, f je
zobrazeniz X do Y a g je zobrazeni z Y do Z. Necht
Ac X,acA,BCcY,beB,ceZaplati:

m existuje o € R, § > 0, takove, Ze
f((AnB(a,8))\ {a}) C B,

m imy,axeaf(x) = b,
mlimypye9(y) =cC.



Véta 11.9 (limita sloZzeného zobrazeni)

Necht (X, p), (Y,0) a (Z,w) jsou metrické prostory, f je
zobrazeniz X do Y a g je zobrazeni z Y do Z. Necht
Ac X,acA,BCcY,beB,ceZaplati:

m existuje o € R, § > 0, takové, Ze
f((AnB(a,d)) \{a}) C B,
B limy_axeaf(Xx) = b,
mlimypye9(y) =cC.
Pokud dale plati jedna z podminek
(P) existujen € R,n > 0, takove, Ze pro kaZzdé
x € B(a,n) N A, x # a, plati f(x) # b,



Véta 11.9 (limita sloZzeného zobrazeni)

Necht (X, p), (Y,0) a (Z,w) jsou metrické prostory, f je
zobrazeniz X do Y a g je zobrazeni z Y do Z. Necht
Ac X,acA,BCcY,beB,ceZaplati:

m existuje o € R, § > 0, takové, Ze
f(An B(a,d)) \{a}) C B,
B limy_axeaf(Xx) = b,
mlimypye9(y) =cC.
Pokud dale plati jedna z podminek
(P) existujen € R,n > 0, takove, Ze pro kaZzdé
x € B(a,n) N A, x # a, plati f(x) # b,
(S) zobrazeni g je spojité v bode b vzhledem k B,



Véta 11.9 (limita sloZzeného zobrazeni)

Necht (X, p), (Y,0) a (Z,w) jsou metrické prostory, f je
zobrazeniz X do Y a g je zobrazeni z Y do Z. Necht
Ac X,acA,BCcY,beB,ceZaplati:
m existuje o € R, § > 0, takové, Ze
f((An B(a,0)) \{a}) C B,
B limy_axeaf(Xx) = b,
mlimypye9(y) =cC.
Pokud dale plati jedna z podminek
(P) existujen € R,n > 0, takove, Ze pro kaZzdé
x € B(a,n) N A, x # a, plati f(x) # b,
(S) zobrazeni g je spojité v bode b vzhledem k B,
pak lim,_,axeag o f(x) = c.



f(x,y) =

Q>



f(x,y) =

Q>



Definice

Necht (X, p) a (Y, o) jsou metrické prostory, f: X — Y.
Rekneme, Ze zobrazeni f je homeomorfismus, jestlize je
prosté a na, je spojité a f~' je také spojité. Rekneme, Ze
prostory (X, p) a (Y, o) jsou homeomorfni, jestlize
existuje bijekce g : X — Y, ktera je homeomorfismem.



12. Funkce vice proménnych 1



Necht f je realna funkce n proménnych, a € R” a
1<i<n

DA



Definice

Necht f je realna funkce n proménnych, a € R" a
1 < i < n. Pak parcialni derivaci funkce f v bodé a
podle /-té proménné definujeme jako limitu

of f(a+ te') — f(a)

a_x,-(a) = !fg




Definice

Necht f je realna funkce n proménnych, a € R" a
1 < i < n. Pak parcialni derivaci funkce f v bodé a
podle /-té proménné definujeme jako limitu

of . . f(a+te)—f(a)
ax @ = '

Symbolem g—)'; oznacujeme parcialni derivaci funkce f

podle /-té proménné, tj. funkci definovanou predpisem

or. X — a—f(x)
8x,-' 8X,‘ ’
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Definice

Necht f je realna funkce n proménnych, a € R" a
L:R" — R je linearni zobrazeni.



Definice

Necht f je realna funkce n proménnych, a € R" a
L : R” — R je linearni zobrazeni. Rekneme, Ze L je
totalni diferencial funkce f v bodé a, jestlize plati

i f(a+h)—f(a) - L(h)

= 0.
h—o || hl|




Q>



<O < o«

Qe



Q>



Q>






<O < o«

Qe












Véta 12.1 (vztah totalniho diferencialu a
parcialni derivace)

Necht L je totalni diferencial funkce f v bodé a € R".
Potom existuji parcialni derivace

of of
0_)(1(3)’ P a_x,,(a)

a pro kazdé h € R" plati

of of
(@hi +---+—(a)hn.

L(hy,...,hy) = —
(1’ >n) 8X1 ax,,



a spojita.

Ma-li funkce f v bodé a € R" totalni diferencial, je f v bodé

DA



Lemma 12.3

Necht f je redlna funkce n proméennych,

I = (ov1,B1) x -+ x (an, Bn) C R", @, b e |. Necht'v
kazdém bodé | existuji parcialni derivace f podle vsech
proménnych. Potom existuji body ¢',. .., &" e | takové, Ze

Z 8x, ).






Véta 12.4

Necht f je redlna funkce n proménnych, a € R" a
IL jsou spojité funkce v bodé a.

ot
2.



Véta 12.4
of

Necht f je realna funkce n proménnych, a € R" a Be?
6‘9—); jsou spojité funkce v bodé a. Potom ma f v bodé a
totalni diferencial.



Definice

Necht f je realna funkce n proménnych, a € R"a v € R".

Pak derivaci funkce f v bodé a podle vektoru v

rozumime (vlastni) limitu
D, f(a) = lim fla+tv) — f(a)'

t—0




Definice

Necht f je realna funkce n proménnych, a € R"a v € R".
Pak derivaci funkce f v bodé a podle vektoru v
rozumime (vlastni) limitu

f(a+tv) —f(a)

D,f(a) = lim

t—0

Definice

Necht f je realna funkce n proménnych, a € R"” a f'(a)
existuje. Pak definujeme gradient funkce f v bodé a jako
vektor

Vi(a) = (%(a),%(a),...,%(a)) cR"
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Véta 12.5

Necht f je realna funkce n proménnych, a < R" av € R".
Necht existuje f'(a).



Véta 12.5

Necht f je realna funkce n proménnych, a < R" av € R".
Necht existuje f'(a). Pak plati

(i) f(a)(v) = Dvf(a),



Véta 12.5

Necht f je realna funkce n proménnych, a < R" av € R".
Necht existuje f'(a). Pak plati

() f'(a)(v) = D,f(a),
(i) max{D,f(a); ||| = 1} = |Vf(a)||.



Definice

Necht F je zobrazenizR"do R*x,ac R"aL:R" — Rkje
linearni zobrazeni.



Definice

Necht F je zobrazenizR"do R, ac R"aL:R" — R"je
linearni zobrazeni. Rekneme, ze L je derivaci zobrazeni
F v bodé a, jestlize plati

. |[F(a+h) - F(a) — L(h)||

lim

= 0.
h—o || hl|




Véta 12.6

Necht' F je zobrazeni z R" do R¥, které ma v bodé a ¢ R"
derivaci L. Potom je L reprezentovano matici

OF; OF;
g?(a) . g—é;(a)
w(@ ... i)
OF, . OF, .
(@ ... FEa)



Necht F je zobrazeni zR" do R¥, a € R" a F'(a) existuje.
Potom F je spojité v a.

DA



Véta 12.7

Necht' F je zobrazeni z R" do R¥, a ¢ R" a F'(a) existuje.
Potom F je spojité v a.

Véta 12.8
Necht F je zobrazeni zR" doR¥, a € R" a 38_2,
i=1,...,n,j=1,... k, jsou spajité v a. Potom F'(a)

existuje.



Lemma 12.9

Necht L: R" — RX je linedrni zobrazeni. Pak existuje
C € R takové, Ze ||L(x)|| < C||x|| pro kazdé x € R".



Lemma 12.9

Necht L: R" — RX je linedrni zobrazeni. Pak existuje
C < R takove, Ze ||L(x)|| < C||x|| pro kaZzdé x € R".

Definice

Normou linearniho zobrazeni L : R” — R* rozumime
Cislo 0
X
||IL|| = sup{|| ||(X||)||; xeR" x+# o} :




Lemma 12.10

Necht f je zobrazeni z R" do R, a € R" a f'(a) existuje.
Potom existuji C e R ad € R, § > 0, takové, Ze pro kaZzdé
h € B(o,9) plati ||f(a+ h) — f(a)|| < C||h||.



Lemma 12.10

Necht f je zobrazeni z R" do R¥, a € R" a f'(a) existuje.
Potom existuji C e R ad € R, § > 0, takové, Ze pro kaZzdé
h € B(o,9) plati ||f(a+ h) — f(a)|| < C||h||.

Véta 12.11 (derivace slozeného zobrazeni)

Necht f je zobrazeni z R" do R, g je zobrazeni z R* do
RS, ac R" a b = f(a) € R¥. JestliZe existuji f'(a) a g'(b),
pak existuje (g o f)'(a) a plati (g o f)'(a) = g'(b) o f'(a).



Dusledek 12.12 (fetizkové pravidlo)

Necht funkce fi, ..., fx zR" do R maji v bode a € R"
totalni diferencial a funkce g z RX do R ma v bodé

b = (fi(a),..., &(a)) totalni diferencial. Definujme funkci
h zR" do R predpisem

h(x) = g(fi(x),. .., f(x)).



Dusledek 12.12 (fetizkové pravidlo)

Necht funkce fi, ..., fx zR" do R maji v bode a € R"
totalni diferencial a funkce g z RX do R ma v bodé

b = (fi(a),..., &(a)) totalni diferencial. Definujme funkci
h zR" do R predpisem

h(x) = g(fi(x),. .., f(x)).

Potom ma h v bodé a totalni diferencial a pro
ie{1,...,n} plati



Véta 12.13 (o prirdstku funkce)

Necht f je funkce z R" do R, ktera ma diferencial v
kazdém bodé oteviené mnoZiny G C R". Necht' a,b € G
a usecka L spojujici body a, b je obsaZzena v G, t.
L={(1-tHa+tb;, tc[0,1]} C G.



Véta 12.13 (o prirdstku funkce)

Necht f je funkce z R" do R, ktera ma diferencial v
kazdém bodé oteviené mnoZiny G C R". Necht' a,b € G
a usecka L spojujici body a, b je obsaZzena v G, t.
L={(1—ta+tb; te[0,1]} C G. Pak existuje & € L

takove, Ze
f(b) — f(a) = f'(&)(b — a).



Definice

Rekneme, e mnozina A C R” je konvexni, jestlize pro
kazdé dva body z A plati, ze UsecCka, ktera je spojuje, je
obsazena v A.



Definice

Rekneme, e mnozina A C R” je konvexni, jestlize pro
kazdé dva body z A plati, ze UsecCka, ktera je spojuje, je
obsazena v A.

Véta 12.14 (véta o priristku vektorové funkce)

Necht n,k € N, K € R, G C R" je oteviena konvexni
mnozina, f: G — RX je zobrazeni majici derivaci v
kazdém bodé G a necht

sup{|If (x)[l; x € G} < K.



Definice

Rekneme, e mnozina A C R” je konvexni, jestlize pro
kazdé dva body z A plati, ze UsecCka, ktera je spojuje, je
obsazena v A.

Véta 12.14 (véta o priristku vektorové funkce)

Necht n,k € N, K € R, G C R" je oteviena konvexni
mnozina, f: G — RX je zobrazeni majici derivaci v
kazdém bodé G a necht

sup{||f'(x)|l; x € G} < K.
Pak f je lipschitzovskeé s konstantou K, t.

va,bc G: |[f(b) —f(a)|| < K||b— al|.



