
1 Logika, množiny, zobrazení ǎcíselné obory

1.1 Výroková a predikátová logika

Výrokem nazveme jakékoliv tvrzení, o němž má smysľríci, že platí (je pravdivé) nebo že neplatí
(je nepravdivé).

Definice. Negací¬A výrokuA rozumíme výrok:

Není pravda, že platíA.

A ¬A
0 1
1 0

Definice. Konjunkcí A ∧ B výrokůA aB nazveme výrok:

PlatíA i B.

Definice. DisjunkcíA ∨ B výrokůA aB nazveme výrok:

PlatíA neboB.

Definice. Implikací A ⇒ B nazýváme výrok:

Jestliže platí výrokA, potom platí výrokB.

Výroku A v implikaci seříkápremisa, výrokB se nazývázávěr.

Výrok A je postǎcující podmínkou pro platnostB aB je nutnou podmínkou pro platnost
A.

Definice. EkvivalencíA ⇔ B nazýváme výrok:

VýrokA platí tehdy a jen tehdy, když platí výrokB.

(Platnost výroku)A je nutnou a postǎcující podmínkou (platnosti výroku)B.

A B A ∧B A ∨ B A ⇒ B A ⇔ B
0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

Výrokovou formou budeme nazývat výraz

A(x1, x2, . . . xm),

z něhož vznikne výrok dosazením prvkůx1 ∈ M1, x2 ∈ M2, . . . , xm ∈ Mm z daných množin
M1, . . . ,Mm.



Definice. Nyní necht’A(x), x ∈ M , je výroková forma. Výrok

Pro všechnax ∈ M platíA(x).

zapisujeme ve tvaru:
∀x ∈ M : A(x).

Symbol∀ nazývámeobecným(velkým) kvantifikátorem .

Definice. Nyní necht’A(x), x ∈ M , je výroková forma. Výrok

Existujex ∈ M , pro které platíA(x).

zapisujeme ve tvaru:
∃x ∈ M : A(x).

Symbol∃ nazývámeexisteňcním (malým) kvantifikátorem .
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1.2 Množiny a množinové operace

Definice.

• Řekneme, že množinaA je částí množinyB (neboA je podmnožinouB), jestliže každý
prvek množinyA je rovňež prvkem množinyB. Tomuto vztahǔríkámeinkluze a znǎcíme
A ⊂ B.

• Dvě množiny jsou sirovny (A = B), jestliže mají stejné prvky.

• Prázdnou množinounazveme množinu, která neobsahuje žádný prvek. Označíme ji sym-
bolem∅.

Definice. SjednocenímmnožinA a B nazveme množinu vytvořenou všemi prvky, které patří
alespǒn do jedné z množinA či B. Sjednocení množinA aB znǎcíme symbolemA ∪ B.

Je-liA systém množin, pak jehosjednocení
⋃A definujeme jako množinu všech prvkůa,

pro které existujeA ∈ A takové, žea ∈ A.

Definice. Průnikemdvou množinA aB nazveme množinu všech prvků, které náležejí současňe
do A i do B. Průnik množinA a B znǎcíme symbolemA ∩ B. Mají-li dvě množiny prázdný
průnik, řekneme o nich, že jsoudisjunktní .

Je-li A neprázdný systém množin, pak jehoprůnik
⋂A definujeme jako množinu všech

prvkůa, které pro každéA ∈ A splňují a ∈ A.

Definice. • Rozdílem množinA aB (znǎcímeA \B) nazveme množinu prvků, které patří
do množinyA a nepaťrí do množinyB.

• Kartézským soǔcinemmnožinA1, . . . , An nazveme množinu všech uspořádanýchn-tic

A1 ×A2 × · · · × An = {[a1, a2, . . . , an]; a1 ∈ A1, . . . , an ∈ An}.



Věta 1.1(de Morganova pravidla). Necht’X je množina aA je neprázdný systém množin. Pak
platí

X \
⋃

A =
⋂

{X \ A; A ∈ A}
a dále

X \
⋂

A =
⋃

{X \ A; A ∈ A}.

1.3 Zobrazení

Definice. Necht’ A a B jsou množiny.Binární relací mezi prvky množinA a B rozumíme
libovolnou podmnožinu kartézského součinuA×B. Necht’R ⊂ A×B je binární relace. Místo
zápisu[a, b] ∈ R někdy píšemea R b. PokudA = B říkáme, žeR je relace naA.

Definice. Necht’A aB jsou množiny a necht’R ⊂ A × B je binární relace. Pak relaciR−1 ⊂
B × A definovanou p̌redpisem

[x, y] ∈ R−1 ⇔ [y, x] ∈ R

nazývámeinverzní relací k relaciR.

Definice. Necht’A aB jsou množiny. Binární relaciF ⊂ A×B nazývámezobrazením(někdy
též funkcí) z množinyA do množinyB, jestliže platí

∀x ∈ A ∀y1, y2 ∈ B :
(

([x, y1] ∈ F ∧ [x, y2] ∈ F ) ⇒ y1 = y2
)

.

Definičním oboremzobrazeníF nazýváme množinu

D(F ) = {x ∈ A; ∃y ∈ B : [x, y] ∈ F}.

Oborem hodnot zobrazeníF nazýváme množinu

R(F ) = {y ∈ B; ∃x ∈ A : [x, y] ∈ F}.

Poznámka.Necht’ F je zobrazení z množinyA do množinyB. Pro každéx ∈ D(F ) existuje
práv̌e jednoy takové, že[x, y] ∈ F . Takovéy znǎcímeF (x). Grafem zobrazeníF rozumíme
množinu{[x, F (x)]; x ∈ D(F )}.

Označení. Necht’A aB jsou množiny. Pak symbolemF : A → B znǎcíme fakt, že

• F je zobrazení z množinyA do množinyB,

• A je definǐcním oboremF ,

• obor hodnotF je podmnožinou množinyB.

Definice. Necht’A,B jsou neprázdné množiny af : A → B.



• ObrazemmnožinyX ⊂ A při zobrazeníf se nazývá množina

f(X) = {y ∈ B; ∃x ∈ X : f(x) = y} = {f(x); x ∈ X}.

• Vzorem množinyY ⊂ B při zobrazeníf nazveme množinu

f−1(Y ) = {x ∈ A; f(x) ∈ Y }.

Definice. Necht’A aB jsou množiny af : A → B je zobrazení.

(a) Řekneme, žef je prosté (injektivní ), jestliže

∀x, y ∈ A : (f(x) = f(y) ⇒ x = y).

(b) Řekneme, žef je na (surjektivní ), jestliže

∀y ∈ B ∃x ∈ A : f(x) = y.

(c) Řekneme, žef je bijekce (vzájemně jednoznǎcné), jestliže je zárověn prosté a na.
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Definice. Necht’ A a B jsou množiny,f : A → B je zobrazení aC ⊂ A. Pak zobrazení
g : C → B definované p̌redpisemg(x) = f(x) pro x ∈ C nazývámerestrikcí (zúženímnebo
parcializací) zobrazeníf na množinuC. Zobrazeníg oznǎcujeme symbolemf |C.

Definice. Necht’f ag jsou zobrazení. Pak zobrazeníg ◦f je definováno p̌redpisem(g ◦f)(x) =
g
(

f(x)
)

pro všechnax ∈ D(f) taková, žef(x) ∈ D(g). Zobrazeníg◦f nazývámesloženým zo-
brazením (složením zobrazení) f ag, přičemžg nazývámevnějšímzobrazením af nazýváme
vnit řním zobrazením.

Definice. Necht’A aB jsou množiny af : A → B je prosté zobrazení. Pakinverzní zobrazení
k f je definováno jako inverzní relace kf . Inverzní zobrazení kf znǎcímef−1.

1.4 Mohutnost množin

Definice.

• Říkáme, že množinyA,B mají stejnou mohutnost a píšemeA ≈ B, jestliže existuje
bijekceA naB.

• Říkáme, že množinaA má mohutnost menší nebo rovnou mohutnosti množinyB a
píšemeA � B, jestliže existuje prosté zobrazeníA doB.

• SymbolA ≺ B znǎcí situaci, kdyA � B a neplatíA ≈ B.



Definice. Řekneme, že množinaX je konečná, pokud je bud’ prázdná, nebo existujen ∈
N takové, žeX má stejnou mohutnost jako množina{1, . . . , n}. Řekneme, že množinaX je
nekoněcná, pokud není koněcná.Řekneme, že množinaX je spǒcetná, jestliže je koněcná nebo
má stejnou mohutnost jakoN. Nekoněcná množina, která není spočetná, se nazývánespǒcetná.

Poznámka.Pro pǒcet prvků koněcné množinyX používáměcasto znǎcení |X|. Dvě koněcné
množinyX, Y mají stejnou mohutnost právě tehdy, když|X| = |Y |.

Věta 1.2(Cantor–Bernstein). Necht’A,B jsou množiny takové, žeA � B a zároveňB � A.
PakA a B mají stejnou mohutnost.

Definice. Necht’ X je množina. Potompotenční množinou množinyX rozumíme množinu
P(X) všech podmnožin množinyX.

Věta 1.3(Cantor). Necht’X je množina. PakX ≺ P (X).

Věta 1.4(vlastnosti spǒcetných množin).

(a) Podmnožina spočetné množiny je spočetná.

(b) Necht’ zobrazeníf : A → N je prosté. Potom je množinaA spočetná.

(c) Sjednocení spočetně mnoha spočetných množin je spoˇcetné.

(d) Obraz spočetné množiny je spočetná množina.

(e) Každá nekonečná množina obsahuje nekonečnou spočetnou podmnožinu.

1.5 Reálnáčísla

Množinu reálnýcȟcíselR lze popsat jako množinu, na níž jsou definovány operacesčítání a
násobení, které budeme značit obvyklým způsobem, a relaceuspǒrádání (≤), přičemž jsou
splňeny následující tři skupiny vlastností.

I. Vlastnosti šcítání a násobení a jejich vzájemný vztah

II. Vztah uspǒrádání a operací sčítání a násobení

III. Axiom suprema

I. Vlastnosti sčítání a násobení a jejich vzájemný vztah

• ∀x, y, z ∈ R : x+ (y + z) = (x+ y) + z (asociativita šcítání),

• ∀x, y ∈ R : x+ y = y + x (komutativita sčítání),

• ∃w ∈ R ∀x ∈ R : w + x = x (prvekw je uřcen jednoznǎcně, znǎcíme ho0 a říkáme mu
nulový prvek),



• ∀x ∈ R ∃z ∈ R : x + z = 0 (z je tzv. opačné číslok číslux, je uřceno jednoznǎcně a
znǎcíme ho−x),

• ∀x, y, z ∈ R : x · (y · z) = (x · y) · z (asociativita násobení),

• ∀x, y ∈ R : x · y = y · x (komutativita násobení),

• ∃v ∈ R \ {0} ∀x ∈ R : v · x = x (prvekv je uřcen jednoznǎcně, znǎcíme ho1 a říkáme
mu jednotkový prvek),

• ∀x ∈ R \ {0} ∃y ∈ R : x · y = 1 (prveky je uřcen jednoznǎcně a znǎcíme hox−1 nebo
1
x
),

• ∀x, y, z ∈ R : (x+ y) · z = x · z + y · z (distributivita ).

II. Vztah uspořádání a operací šcítání a násobení

• ∀x, y, z ∈ R : (x ≤ y ∧ y ≤ z) ⇒ x ≤ z (tranzitivita ),

• ∀x, y ∈ R : (x ≤ y ∧ y ≤ x) ⇒ x = y (slabá antisymetrie),

• ∀x, y ∈ R : x ≤ y ∨ y ≤ x,

• ∀x, y, z ∈ R : x ≤ y ⇒ x+ z ≤ y + z,

• ∀x, y ∈ R : (0 ≤ x ∧ 0 ≤ y) ⇒ 0 ≤ x · y.

Označení.

• Oznǎceníx ≥ y znamená totéž coy ≤ x. Symbolemx < y budeme znǎcit situaci, kdy
x ≤ y, alex 6= y (tzv. ostrá nerovnost).

• Reálnáčísla, pro ňežx > 0 (resp.x < 0), budeme nazývatkladnými (resp.zápornými).

• Reálnáčísla, pro ňežx ≥ 0 (resp.x ≤ 0), budeme nazývatnezápornými (resp.neklad-
nými).
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Definice.

• Řekneme, že množinaM ⊂ R je omezená zdola, jestliže existujěcísloa ∈ R takové, že
pro každéx ∈ M platíx ≥ a.

Takovéčísloa se nazývádolní závoroumnožinyM .

• Analogicky definujeme pojmymnožina omezená shoraahorní závora.

• Řekneme, že množinaM ⊂ R je omezená, je-li omezená shora i zdola.



Definice. Necht’M ⊂ R. ČísloG ∈ R splňující

• ∀x ∈ M : x ≤ G,

• ∀G′ ∈ R, G′ < G ∃x ∈ M : x > G′,

nazývámesuprememmnožinyM .

Poznámka.Necht’M ⊂ R. Má-li množinaM supremum, je toto určeno jednoznǎcně a znǎcíme
jej supM .

Definice. Necht’M ⊂ R. Řekneme, žea je největší prvek (maximum) množinyM , jestliže
a ∈ M a a je horní závorou množinyM . Analogicky definujemenejmenší prvek (minimum )
M . Maximum a minimum jsou určeny jednoznǎcně (pokud existují) a znǎcíme jemaxM a
minM .

III. Axiom suprema

• Každá neprázdná shora omezená podmnožinaR má supremum.

Věta 1.5. Existuje čtveřice(R,+, ·,≤) splňující podmínky I–III, přičemž je těmito podmínkami
určena jednoznačně v následujícím smyslu. Pokud čtveˇrice (R̃,⊕,⊙,≤∗) splňuje mutatis mutan-
dis podmínky I–III, pak existuje bijekceϕ : R → R̃ taková, že pro každéx, y ∈ R platí

• ϕ(x+ y) = ϕ(x)⊕ ϕ(y),

• ϕ(x · y) = ϕ(x)⊙ ϕ(y),

• x ≤ y ⇒ ϕ(x) ≤∗ ϕ(y).

Definice. Necht’M ⊂ R. Číslog ∈ R splňující

• ∀x ∈ M : x ≥ g,

• ∀g′ ∈ R, g′ > g ∃x ∈ M : x < g′,

nazývámeinfimem množinyM .

Poznámka.Necht’M ⊂ R. Má-li množinaM infimum, je toto uřceno jednoznǎcně a znǎcíme
jej inf M .

Věta 1.6. Necht’M ⊂ R je neprázdná zdola omezená množina. Pak existuje infimum množiny
M .

Věta 1.7.Pro každér ∈ R existuje právě jedno číslok ∈ Z takové, žek ≤ r < k + 1.
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Věta 1.8.Ke každémux ∈ R existujen ∈ N splňujícíx < n.

Věta 1.9. Pro každén ∈ N a x ∈ R, x ≥ 0, existuje právě jednoy ∈ R, y ≥ 0, splňující
yn = x.

Věta 1.10.Necht’a, b ∈ R, a < b. Pak existujeq ∈ Q takové, žea < q < b.



1.6 Komplexní čísla

Množinu komplexních číselC definujeme jako množinu všech uspořádaných dvojic(a, b), kde
a, b ∈ R, přičemž pro komplexní̌císlax = (a, b), y = (c, d) definujeme operacesčítání a
násobenítakto

• x+ y = (a+ c, b+ d),

• x · y = (ac− bd, ad+ bc).

Necht’ x = (a, b) ∈ C. Prveka nazývámereálnou částíx, prvekb nazývámeimaginární
částíx. Absolutní hodnotou komplexníhočíslax rozumíme

√
a2 + b2. Dále definujeme0 =

(0, 0), 1 = (1, 0) (sic!) a i = (0, 1). Komplexně sdruženýmčíslemk x rozumímečíslox =
(a,−b); symbol−x znǎcí číslo (−a,−b) a symbol1/x znǎcí prox 6= 0 (jednoznǎcně uřcené)
číslo spľnujícíx · 1

x
= 1.



2 Limita posloupnosti

2.1 Úvod

Definice. Zobrazení p̌riřazující každému p̌rirozenémǔcíslun reálnéčísloan nazývámeposloup-
nost reálnýchčísel. Znǎcíme{an}∞n=1. Čísloan nazvemen-tým členemtéto posloupnosti.

Definice. Řekneme, že posloupnost{an} je

• shora omezená, jestliže množina všecȟclenů této posloupnosti je shora omezená,

• zdola omezená, jestliže množina všecȟclenů této posloupnosti je zdola omezená,

• omezená, jestliže množina všecȟclenů této posloupnosti je omezená.

Definice. Řekneme, že posloupnost{an} je

• neklesající, je-li an ≤ an+1 pro každén ∈ N,

• rostoucí, je-li an < an+1 pro každén ∈ N,

• nerostoucí, je-li an ≥ an+1 pro každén ∈ N,

• klesající, je-li an > an+1 pro každén ∈ N.

Posloupnost{an} je monotónní, pokud spľnuje ňekterou z výše uvedených podmínek. Posloup-
nost{an} je ryze monotónní, pokud je rostoucí̌ci klesající.

2.2 Konvergence posloupnosti

Definice. Řekneme, že posloupnost{an} má limitu rovnou reálnémǔcísluA, jestliže platí

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : |an −A| < ε.
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Věta 2.1(jednoznǎcnost limity). Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu.

Definice. Má-li posloupnost{an} limitu rovnou čísluA ∈ R, pak píšemelim
n→∞

an = A nebo

jenom lim an = A. Řekneme, že posloupnost{an} je konvergentní, pokud existujeA ∈ R

takové, želim an = A.

Věta 2.2.Necht’K ∈ R, K > 0, A ∈ R. Jestliže posloupnost{an} splňuje podmínku

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : |an −A| < Kε.

potomlim an = A.
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Věta 2.3.Každá konvergentní posloupnost je omezená.

Definice. Necht’{an}∞n=1 je posloupnost reálnýcȟcísel. Jestliže{nk}∞k=1 je rostoucí posloupnost
přirozenýchčísel, pak{ank

}∞k=1 se nazývávybranou posloupností z{an}∞n=1.

Věta 2.4.Necht’{ank
}∞k=1 je vybraná posloupnost z posloupnosti{an}∞n=1. Jestliže platílimn→∞ an =

A ∈ R, pak takélimk→∞ ank
= A.

Věta 2.5(limita a aritmetické operace). Necht’lim an = A ∈ R a lim bn = B ∈ R. Potom platí:

(a) lim (an + bn) = A+B,

(b) lim (an · bn) = A · B,

(c) je-li B 6= 0 a bn 6= 0 pro všechnan ∈ N, je lim(an/bn) = A/B.

Věta 2.6.Necht’lim an = 0 a necht’ posloupnost{bn} je omezená. Potomlim anbn = 0.
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Věta 2.7.Necht’lim an = A ∈ R. Potomlim |an| = |A|.

Věta 2.8(limita a uspǒrádání). Necht’lim an = A ∈ R a lim bn = B ∈ R.

(a) Necht’ existujen0 ∈ N takové, že pro každé přirozenén ≥ n0 je an ≥ bn. PotomA ≥ B.

(b) Necht’A < B. Potom existujen0 ∈ N takové, že pro každé přirozenén ≥ n0 je an < bn.

Věta 2.9(o dvou strážnících). Necht’{an}, {bn} jsou dvě konvergentní posloupnosti a{cn} je
posloupnost splňující:

(a) ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : an ≤ cn ≤ bn,

(b) lim an = lim bn.

Potom existujelim cn a platí lim cn = lim an.

2.3 Nevlastní limita posloupnosti

Definice. Řekneme, že posloupnost{an} má limitu∞, jestliže

∀L ∈ R ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : an ≥ L.

Řekneme, že posloupnost{an} má limitu−∞, jestliže

∀K ∈ R ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : an ≤ K.
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Věta 2.10(jednoznǎcnost limity podruhé). Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu vR⋆.

Věta 2.11(aritmetika limit podruhé). Necht’lim an = A ∈ R⋆ a lim bn = B ∈ R⋆. Potom platí:

(i) lim (an + bn) = A+B, pokud je pravá strana definována,

(ii) lim (an · bn) = A · B, pokud je pravá strana definována,

(iii) lim an/bn = A/B, pokud je pravá strana definována.

Věta 2.12.Necht’ lim an = A ∈ R⋆, A > 0, lim bn = 0 a existujen0 ∈ N, že pro každé
n ∈ N, n ≥ n0, platí bn > 0. Paklim an/bn = ∞.

Definice. Necht’M ⊂ R⋆. ČísloG ∈ R⋆ splňující

• ∀x ∈ M : x ≤ G,

• ∀G′ ∈ R⋆, G′ < G ∃x ∈ M : x > G′,

nazývámesuprememmnožinyM . Infimum množinyM definujeme analogicky.
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2.4 Hlubší v̌ety o limit ě posloupnosti

Věta 2.13.Každá monotónní posloupnost má limitu.

Věta 2.14(Cantorův princip vložených intervalů). Necht’ {In}∞n=1 je posloupnost uzavřených
intervalů splňující:

• ∀n ∈ N : In+1 ⊂ In,

• limn→∞ délkaIn = 0.

Potom
⋂

∞

n=1 In je jednobodová množina.

Věta 2.15(Bolzanova-Weierstrassova věta). Z každé omezené posloupnosti lze vybrat konver-
gentní podposloupnost.
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Definice. Necht’{an} je posloupnost reálnýcȟcísel. Pak definujeme

lim sup
n→∞

an =























limn→∞ sup{ak; k ≥ n}, jestliže je{an}
shora omezená,

∞, jestliže není{an}
shora omezená.

Tuto hodnotu nazývámelimes superiorposloupnosti{an}. Obdobňe definujemelimes inferior posloup-
nosti{an} předpisem

lim inf
n→∞

an =























limn→∞ inf{ak; k ≥ n}, jestliže je{an}
zdola omezená,

−∞, jestliže není{an}
zdola omezená.

Věta 2.16(o vztahu limity, limes superior a limes inferior). Necht’{an} je posloupnost reálných
čísel aA ∈ R∗. Potomlim an = A právě tehdy, kdyžlim sup an = lim inf an = A.

Věta 2.17.Necht’{an}, {bn} jsou posloupnosti reálných čísel,n0 ∈ N a platían ≤ bn pro každé
n ∈ N, n ≥ n0. Pak platí

lim inf an ≤ lim inf bn a lim sup an ≤ lim sup bn.

Definice. Necht’ {an} je posloupnost reálnýcȟcísel aA ∈ R∗. Řekneme, žeA je hromadná
hodnota posloupnosti{an}, jestliže existuje vybraná posloupnost{ank

}∞k=1 taková, že platí
limk→∞ ank

= A. Množinu všech hromadných hodnot posloupnosti{an} znǎcímeH({an}).
Věta 2.18(o vztahu limes superior, limes inferior a hromadných hodnot). Necht’{an} je posloup-
nost reálných čísel. Potomlim sup an a lim inf an jsou hromadnými hodnotami posloupnosti{an}
a pro každou hromadnou hodnotuA posloupnosti{an} platí lim inf an ≤ A ≤ lim sup an.

Konec 11. p̌rednášky, 13. 11. 2014

Důsledek 2.19.Necht’{an} je posloupnost reálných čísel a necht’A ∈ R∗. Je-li lim an = A,
pakH({an}) = {A}.

Definice. Necht’ {an} je posloupnost reálnýcȟcísel. Řekneme, že{an} splňuje Bolzanovu–
Cauchyovu podmínku, jestliže

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃n0 ∈ N

∀m,n ∈ N, n ≥ n0, m ≥ n0 : |an − am| < ε.

Věta 2.20.Posloupnost{an} má vlastní limitu právě tehdy, když splňuje Bolzanovu–Cauchyovu
podmínku.

Věta 2.21(Borelova v̌eta). Necht’ I je uzavřený interval aS je množina otevřených intervalů
taková, žeI ⊂ ⋃S. Potom existuje konečná množinaS0 ⊂ S taková, žeI ⊂ ⋃S0.



3 Číselnéřady

3.1 Základní pojmy

Definice. Necht’{an} je posloupnost. Prom ∈ N položme

sm = a1 + a2 + · · ·+ am.

Číslosm nazvemem-tým částěcným soǔctem řady
∑

∞

n=1 an. Prvekan budeme nazývatn-tým
členem řady

∑

∞

n=1 an. Soǔctem nekoněcnéřady
∑

∞

n=1 an nazveme limitu posloupnosti{sm},
pokud tato limita existuje. Součet řady budeme znǎcit symbolem

∑

∞

n=1 an. Řekneme, žěrada
konverguje, je-li její soǔcet reálné̌císlo. V opǎcném p̌rípaďe řekneme, žěradadiverguje.
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Věta 3.1(nutná podmínka konvergenceřady). Jestliže řada
∑

∞

n=1 an konverguje, paklim an =
0.

Věta 3.2. (i) Necht’α ∈ R, α 6= 0. Potom
∑

∞

n=1 an konverguje, právě když
∑

∞

n=1 αan kon-
verguje.

(ii) Necht’
∑

∞

n=1 an a
∑

∞

n=1 bn jsou konvergentní řady. Potom
∑

∞

n=1(an + bn) konverguje.

(iii) Řada
∑

∞

n=1 an konverguje, právě když platí

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0

∀m ∈ N, m > n :
∣

∣

∣

m
∑

j=n+1

aj

∣

∣

∣
< ε.

3.2 Řady s nezápornýmičleny

Věta 3.3(srovnávací kritérium). Necht’n0 ∈ N. Dále necht’
∑

∞

n=1 an a
∑

∞

n=1 bn jsou dvě řady
splňující0 ≤ an ≤ bn pro každén ∈ N, n ≥ n0.

(i) Je-li
∑

∞

n=1 bn konvergentní, je rovněž
∑

∞

n=1 an konvergentní.

(ii) Je-li
∑

∞

n=1 an divergentní, je rovněž
∑

∞

n=1 bn divergentní.

Věta 3.4(limitní srovnávací kritérium). Necht’
∑

∞

n=1 an a
∑

∞

n=1 bn jsou řady s nezápornými
členy alimn→∞ an/bn = c ∈ R⋆.

(i) Necht’ c ∈ (0,∞). Potom
∑

∞

n=1 an konverguje, právě když konverguje
∑

∞

n=1 bn.

(ii) Necht’ c = 0. Pak konverguje-li
∑

∞

n=1 bn, konverguje i
∑

∞

n=1 an.

(iii) Necht’ c = ∞. Pak konverguje-li
∑

∞

n=1 an, konverguje i
∑

∞

n=1 bn.
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Věta 3.5(Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht’
∑

∞

n=1 an je řada s nezápornými členy.
Potom platí:

(i) Existuje-liq ∈ (0, 1) takové, že

∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : n
√
an < q,

potom
∑

∞

n=1 an konverguje.

(ii) Je-li lim sup n
√
an < 1, pak je

∑

∞

n=1 an konvergentní.

(iii) Je-li lim n
√
an < 1, pak je

∑

∞

n=1 an konvergentní.

(iv) Je-li lim sup n
√
an > 1, pak neplatílim an = 0 a

∑

∞

n=1 an je divergentní.

(v) Je-li lim n
√
an > 1, pak neplatílim an = 0 a

∑

∞

n=1 an je divergentní.

Věta 3.6(d’Alembertovo podílové kritérium). Necht’
∑

∞

n=1 an je řada s kladnými členy.

(i) Existuje-liq ∈ (0, 1) takové, že

∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 :
an+1

an
< q,

potom
∑

∞

n=1 an konverguje.

(ii) Je-li lim sup an+1

an
< 1, pak je

∑

∞

n=1 an konvergentní.

(iii) Je-li lim an+1

an
< 1, pak je

∑

∞

n=1 an konvergentní.

(iv) Je-li lim an+1

an
> 1, pak neplatílim an = 0 a

∑

∞

n=1 an je divergentní.

Věta 3.7(Raabeovo kritérium). Necht’
∑

∞

n=1 an je řada s kladnými členy.

(i) Je-li limn
(

an
an+1

− 1
)

> 1, pak je
∑

∞

n=1 an konvergentní.

(ii) Je-li limn
(

an
an+1

− 1
)

< 1, pak je
∑

∞

n=1 an divergentní.

Věta 3.8.Necht’α ∈ R. Řada
∑

∞

n=1 1/n
α konverguje právě tehdy, kdyžα > 1.

Věta 3.9(kondenzǎcní kritérium). Necht’{an} je nerostoucí posloupnost nezáporných čísel. Pak
řada

∑

∞

n=1 an konverguje právě tehdy, když konverguje řada
∑

∞

n=0 2
na2n .



3.3 Řady s obecnýmičleny

Lemma 3.10(Abelova parciální sumace). Necht’m ∈ N a a1, . . . , am, b1, . . . , bm jsou reálná
čísla.

(a) Necht’n ∈ N, n ≤ m, a σk =
∑k

j=n aj , k = n, . . . , m. Pak platí

m
∑

j=n

ajbj =

m−1
∑

j=n

σj(bj − bj+1) + σmbm.

(b) Označmesk =
∑k

j=1 aj , k = 0, . . . , m. Pak pro každén ∈ N, n ≤ m, platí

m
∑

j=n

ajbj = −sn−1bn +
m−1
∑

j=n

sj(bj − bj+1) + smbm.
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Věta 3.11(Abelovo-Dirichletovo kritérium). Necht’ {an} a {bn} jsou posloupnosti, přičemž
{bn} je monotónní. Necht’ je navíc splněna alespoň jedna z následujících dvou podmínek:

(A) posloupnost{bn} je omezená a řada
∑

∞

n=1 an konverguje,

(D) lim bn = 0 a posloupnost částečných součtů řady
∑

∞

n=1 an je omezená.

Pak řada
∑

∞

n=1 anbn konverguje.

Věta 3.12(Leibniz). Necht’{an}∞n=1 je monotónní posloupnost, která konverguje k0. Pak řada
řada

∑

∞

n=1(−1)nan konverguje.

3.4 Absolutní konvergence

Definice. Řekneme, žěrada
∑

∞

n=1 an je absolutně konvergentní, jestliže jeřada
∑

∞

n=1 |an|
konvergentní. Je-lǐrada

∑

∞

n=1 an konvergentní, ale není absolutně konvergentní,̌ríkáme, že je
neabsolutňe konvergentní.

Věta 3.13.Je-li řada
∑

∞

n=1 an absolutně konvergentní, je rovněž konvergentní.



4 Limita a spojitost funkce

4.1 Základní pojmy

Definice. Funkcef jedné reálné proměnné(dále jenfunkce) je zobrazeníf : M → R, kdeM
je podmnožinou množiny reálnýchčísel.

Definice. Funkcef : J → R je rostoucí na intervaluJ , jestliže pro každou dvojicix1, x2 ∈
J, x1 < x2, platí nerovnostf(x1) < f(x2). Analogicky definujeme funkciklesající(neklesající,
nerostoucí) na intervaluJ .

Definice. Monotónní funkcí (resp.ryze monotónní funkcí) na intervaluJ rozumíme funkci,
která je neklesající nebo nerostoucí (resp. rostoucí nebo klesající) naJ .

Definice. Necht’f je funkce aM ⊂ Df . Řekneme, že funkcef je

• lichá, jestliže pro každéx ∈ Df platí−x ∈ Df af(−x) = −f(x),

• sudá, jestliže pro každéx ∈ Df platí−x ∈ Df af(−x) = f(x),

• periodická s periodoua ∈ R, a > 0, jestliže pro každéx ∈ Df platíx+a ∈ Df , x−a ∈
Df af(x+ a) = f(x− a) = f(x),

• shora omezenánaM , jestliže existujěcísloK ∈ R takové, že pro všechnax ∈ M je
f(x) ≤ K,

• zdola omezenánaM , jestliže existujěcísloK ∈ R takové, že pro všechnax ∈ M je
f(x) ≥ K,

• omezenánaM , jestliže existujěcísloK ∈ R takové, že pro všechnax ∈ M je |f(x)| ≤
K,

• konstantní naM , jestliže pro všechnax, y ∈ M platíf(x) = f(y).

4.2 Limita funkce

Definice. Necht’c ∈ R aε > 0. Potom definujeme

• okolí bodu c jakoB(c, ε) = (c− ε, c+ ε),

• prstencové okolí boduc jakoP (c, ε) = (c− ε, c+ ε) \ {c},

Okolí a prstencové okolí bodu∞ (resp.−∞) definujeme takto:

P (∞, ε) = B(∞, ε) = (1/ε,∞),

P (−∞, ε) = B(−∞, ε) = (−∞,−1/ε).



Definice. Řekneme, žěcísloA ∈ R⋆ je limitou funkce f v bodě c ∈ R⋆, jestliže

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ P (c, δ) : f(x) ∈ B(A, ε).

To oznǎcujeme symbolemlim
x→c

f(x) = A.

Definice. Necht’c ∈ R aε ∈ R, ε > 0. Potom definujeme

• pravé okolí bodu c jakoB+(c, ε) = [c, c+ ε),

• levé okolí boduc jakoB−(c, ε) = (c− ε, c],

• pravé prstencové okolí boduc jakoP+(c, ε) = (c, c+ ε),

• levé prstencové okolí boduc jakoP−(c, ε) = (c− ε, c).

Definice. Dále definujeme

• levé okolí bodu∞ jakoB−(∞, ε) = (1/ε,∞),

• pravé okolí bodu−∞ jakoB+(−∞, ε) = (−∞,−1/ε),

• levé prstencové okolí bodu∞ jakoP−(∞, ε) = B−(∞, ε),

• pravé prstencové okolí bodu−∞ jakoP+(−∞, ε) = B+(−∞, ε).

Definice. Necht’A ∈ R⋆, c ∈ R ∪ {−∞}. Řekneme, že funkcef má v boďe c limitu zprava
rovnouA (znǎcíme lim

x→c+
f(x) = A), jestliže

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ P+(c, δ) : f(x) ∈ B(A, ε).

Analogicky definujeme pojemlimity zleva v boďe c ∈ R ∪ {∞}. Pro limitu zleva funkcef v
boďe c užíváme symbollim

x→c−
f(x).

Definice. Řekneme, že funkcef je spojitá v bodě c, jestliželim
x→c

f(x) = f(c).
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Definice. Necht’ c ∈ R. Řekneme, že funkcef je v boďe c spojitá zprava (resp.zleva), jestliže
limx→c+ f(x) = f(c) (resp.limx→c− f(x) = f(c)).

Definice. Necht’J ⊂ R je nedegenerovaný interval (neboli obsahuje nekonečně mnoho bodů).
Funkcef : J → R je spojitá na intervalu J , jestliže platí:

• f je spojitá zprava v levém krajním bodě intervaluJ , pokud tento bod patří doJ ,

• f je spojitá zleva v pravém krajním bodě intervaluJ , pokud tento bod patří doJ ,

• f je spojitá v každém vnitřním boďeJ .



4.3 Věty o limitách

Věta 4.1.Funkcef má v daném bodě nejvýše jednu limitu.

Věta 4.2.Necht’ funkcef má vlastní limitu v boděc ∈ R⋆. Pak existujeδ > 0 takové, žef je na
P (c, δ) omezená.

Věta 4.3(aritmetika limit). Necht’c ∈ R⋆. Necht’limx→c f(x) = A ∈ R⋆ a limx→c g(x) = B ∈
R⋆. Potom platí:

(i) limx→c(f(x) + g(x)) = A+ B, pokud je výrazA+B definován,

(ii) limx→c f(x)g(x) = AB, pokud je výrazAB definován,

(iii) limx→c f(x)/g(x) = A/B, pokud je výrazA/B definován.
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Věta 4.4. Necht’ c ∈ R⋆. Necht’ limx→c g(x) = 0, limx→c f(x) = A ∈ R⋆ a A > 0. Jestliže
existujeη > 0 takové, že funkceg je kladná naP (c, η), paklimx→c(f(x)/g(x)) = ∞.

Věta 4.5(limita funkce a uspǒrádání). Mějmec ∈ R⋆.

(i) Necht’
lim
x→c

f(x) > lim
x→c

g(x).

Pak existuje prstencové okolíP (c, δ) takové, že platí

∀x ∈ P (c, δ) : f(x) > g(x).

(ii) Necht’ existuje prstencové okolíP (c, δ) takové, že platí

∀x ∈ P (c, δ) : f(x) ≤ g(x).

Necht’ existujílimx→c f(x) a limx→c g(x). Potom platí

lim
x→c

f(x) ≤ lim
x→c

g(x).

(iii) (o dvou strážnících) Necht’ na nějakém prstencovém okolíP (c, δ) platí

f(x) ≤ h(x) ≤ g(x).

Necht’limx→c f(x) = limx→c g(x). Potom existuje rovněžlimx→c h(x) a všechny tři limity
jsou si rovny.

Věta 4.6.Necht’c,D,A ∈ R⋆, limx→c g(x) = D, limy→D f(y) = A a je splněna alespoň jedna
z podmínek



(P) ∃η ∈ R, η > 0 ∀x ∈ P (c, η) : g(x) 6= D,

(S) f je spojitá vD.

Potomlimx→c f
(

g(x)
)

= A.
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Věta 4.7(Heine). Necht’c ∈ R⋆, A ∈ R⋆ a funkcef je definována na prstencovém okolí bodu
c. Pak jsou výroky(i) a (ii) ekvivalentní.

(i) Platí limx→c f(x) = A.

(ii) Pro každou posloupnost{xn} splňující xn ∈ D(f), xn 6= c pro všechnan ∈ N a
limn→∞ xn = c, platí limn→∞ f(xn) = A.

Věta 4.8 (limita monotónní funkce). Necht’ a, b ∈ R⋆, a < b, a funkcef je monotónní na
intervalu(a, b). Potom existujílimx→a+ f(x) a limx→b− f(x), přičemž platí:

(a) Je-li f na (a, b) neklesající, pak

lim
x→a+

f(x) = inf f
(

(a, b)
)

a lim
x→b−

f(x) = sup f
(

(a, b)
)

.

(b) Je-li f na (a, b) nerostoucí, pak

lim
x→a+

f(x) = sup f
(

(a, b)
)

a lim
x→b−

f(x) = inf f
(

(a, b)
)

.
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4.4 Funkce spojité na intervalu

Věta 4.9(Bolzano). Necht’ funkcef je spojitá na intervalu[a, b] a předpokládejme, žef(a) <
f(b). Potom pro každéC ∈ (f(a), f(b)) existujeξ ∈ (a, b) takové, že platíf(ξ) = C.

Lemma 4.10.Necht’M ⊂ R a platí

∀x, y ∈ M ∀z ∈ R : x < z < y ⇒ z ∈ M.

PakM je interval.

Věta 4.11(zobrazení intervalu spojitou funkcí). Necht’ J je nedegenerovaný interval. Necht’
funkcef : J → R je spojitá naJ . Potom jef(J) interval.

Věta 4.12.Necht’f je spojitá funkce na intervalu[a, b]. Potom jef na [a, b] omezená.



Definice. Necht’ M ⊂ R, x ∈ M a funkcef je definována alespoň naM (tj. M ⊂ Df ).
Řekneme, žef nabývá v boďex maxima (resp.minima) na M , jestliže platí

∀y ∈ M : f(y) ≤ f(x) (resp.∀y ∈ M : f(y) ≥ f(x)).

Bodx pak nazývámebodem maxima(resp.minima) funkcef na množiňeM . SymbolmaxM f
(resp.minM f ) oznǎcuje nejv̌etší (resp. nejmenší) hodnotu, které funkcef na množiňeM nabývá
(pokud taková hodnota existuje).

Definice. Necht’M ⊂ R,x ∈ M a funkcef je definována alespoň naM (tj. M ⊂ Df ).Řekneme,
že funkcef má v boďex

• lokální maximum vzhledem k M , jestliže existujeδ > 0 takové, že pro každéy ∈
P (x, δ) ∩M : f(y) ≤ f(x),

• lokální minimum vzhledem k M , jestliže existujeδ > 0 takové, že pro každéy ∈
P (x, δ) ∩M : f(y) ≥ f(x),

Věta 4.13.Necht’f je spojitá funkce na intervalu[a, b], kdea, b ∈ R, a < b. Potom funkcef
nabývá na[a, b] své největší hodnoty (maxima) a své nejmenší hodnoty (minima).

Věta 4.14(o inverzní funkci). Necht’f spojitá a rostoucí (klesající) funkce na intervaluJ . Potom
funkcef−1 je spojitá a rostoucí (klesající) na intervaluf(J).
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5 Derivace a elementární funkce

5.1 Definice a základní vztahy

Definice. Necht’f je reálná funkce aa ∈ R. Pak

• derivací funkce f v boděa budeme rozum̌et

f ′(a) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
;

• derivací funkce f v boděa zprava budeme rozum̌et

f ′

+(a) = lim
h→0+

f(a+ h)− f(a)

h
;

analogicky definujemederivaci funkce f v boděa zleva.

Věta 5.1.Necht’ funkcef má v boděa ∈ R vlastní derivaci. Potom je funkcef v boděa spojitá.

Věta 5.2(aritmetika derivací). Necht’a ∈ R a funkcef a g jsou definované na nějakém okolí
bodua. Necht’ existujíf ′(a) ∈ R⋆ a g′(a) ∈ R⋆.

(a) Pak platí
(f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a),

je-li výraz na pravé straně definován.

(b) Je-li alespoň jedna z funkcíf , g spojitá v boděa, pak

(fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a),

je-li výraz na pravé straně definován.

(c) Je-li funkceg spojitá v boděa a navícg(a) 6= 0, pak

(

f

g

)

′

(a) =
f ′(a)g(a)− f(a)g′(a)

g(a)2
,

je-li výraz na pravé straně definován.

Věta 5.3(derivace složené funkce). Necht’ funkceg je spojitá v boděa ∈ R a má v tomto bodě
derivaci. Necht’ funkcef má derivaci v boděg(a). Pak

(f ◦ g)′(a) = f ′(g(a))g′(a),

je-li výraz na pravé straně definován.



Věta 5.4(derivace inverzní funkce). Necht’I je nedegenerovaný interval a necht’a je vnitřním
bodemI. Necht’f je spojitá a ryze monotónní funkce naI. Označmeb = f(a). Pak platí násle-
dující tvrzení.

(a) Má-li f v boděa nenulovou derivaci, pak

(

f−1
)

′

(b) =
1

f ′(a)
.

(b) Je-li f ′(a) = 0 a f je rostoucí naI, pak
(

f−1
)

′

(b) = ∞.

(c) Je-li f ′(a) = 0 a f je klesající naI, pak
(

f−1
)

′

(b) = −∞.

Věta 5.5(nutná podmínka lokálního extrému). Necht’ f je reálná funkce. Jestližea je bodem
lokálního extrému funkcef , potom bud’f ′(a) neexistuje nebof ′(a) = 0.

5.2 Věty o sťrední hodnotě

Věta 5.6(Rolle). Necht’ funkcef má následující vlastnosti:

(i) je spojitá na intervalu[a, b],

(ii) má derivaci (vlastní či nevlastní) v každém bodě otevřeného intervalu(a, b),

(iii) platí, žef(a) = f(b).

Potom existujeξ ∈ (a, b) takové, že platíf ′(ξ) = 0.

Věta 5.7 (Lagrange). Necht’ funkcef je spojitá na intervalu[a, b] a má derivaci (vlastní či
nevlastní) v každém bodě intervalu(a, b). Potom existujeξ ∈ (a, b) takové, že platí

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Věta 5.8(Cauchy). Necht’ funkcef , g jsou spojité na intervalu[a, b] a takové, žef má derivaci
(vlastní či nevlastní) v každém bodě intervalu(a, b) a g má v každém bodě intervalu(a, b) vlastní
a nenulovou derivaci. Potom existujeξ ∈ (a, b) takové, že platí

f ′(ξ)

g′(ξ)
=

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.
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Věta 5.9(vztah derivace a monotonie). Necht’J ⊂ R je nedegenerovaný interval. Necht’f je
spojitá naJ a v každém vnitřním boděJ (množinu vnitřních bodů intervaluJ označme jako
int J) má derivaci.

(i) Je-li f ′(x) > 0 pro všechnax ∈ int J , pakf je rostoucí naJ .

(ii) Je-li f ′(x) < 0 pro všechnax ∈ int J , pakf je klesající naJ .

(iii) Je-li f ′(x) ≥ 0 pro všechnax ∈ int J , pakf je neklesající naJ .

(iv) Je-li f ′(x) ≤ 0 pro všechnax ∈ int J , pakf je nerostoucí naJ .

Věta 5.10(l’Hospitalovo pravidlo). (i) Necht’a ∈ R∪{−∞}, limx→a+ f(x) = limx→a+ g(x) =

0, f a g mají na jistém pravém prstencovém okolí bodua vlastní derivaci a existujelimx→a+
f ′(x)
g′(x)

.
Pak

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+

f ′(x)

g′(x)
.

(ii) Necht’a ∈ R∪{−∞}, limx→a+ |g(x)| = +∞, f a g mají na jistém pravém prstencovém
okolí bodua vlastní derivaci a existujelimx→a+

f ′(x)
g′(x)

. Pak

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+

f ′(x)

g′(x)
.

Věta 5.11.Necht’ f je spojitá zprava v boděa ∈ R a existujelimx→a+ f ′(x). Potom existuje
f ′

+(a) a platí rovnost
f ′

+(a) = lim
x→a+

f ′(x).

Definice. Necht’n ∈ N, a ∈ R a f má vlastnín-tou derivaci na okolí bodua. Pak(n + 1)-ní
derivací funkcef v boďea budeme rozum̌et

f (n+1)(a) = lim
h→0

f (n)(a+ h)− f (n)(a)

h
.

5.3 Konvexní a konkávní funkce

Definice. Necht’f má vlastní derivaci v boďea ∈ R. Oznǎcme

Ta = {[x, y] ∈ R2; y = f(a) + f ′(a)(x− a)}.

Řekneme, že bod[x, f(x)] leží pod těcnouTa, jestliže

f(x) < f(a) + f ′(a) · (x− a).

Platí-li opǎcná nerovnost,̌rekneme, že bod[x, f(x)] leží nad těcnouTa.



Definice. Necht’f ′(a) ∈ R. Řekneme, žea je inflexním bodemfunkcef , jestliže existujeδ > 0
takové, že platí

(i) ∀x ∈ (a− δ, a) : [x, f(x)] leží pod těcnouTa,

(ii) ∀x ∈ (a, a + δ) : [x, f(x)] leží nad těcnouTa

nebo

(i) ∀x ∈ (a− δ, a) : [x, f(x)] leží nad těcnouTa,

(ii) ∀x ∈ (a, a + δ) : [x, f(x)] leží pod těcnouTa.

Věta 5.12(nutná podmínka pro inflexi). Necht’ a ∈ R je inflexní bod funkcef . Potomf ′′(a)
neexistuje nebo je rovna nule.

Věta 5.13(postǎcující podmínka pro inflexi). Necht’ funkcef má spojitou první derivaci na
intervalu(a, b) a z ∈ (a, b). Necht’ platí:

• ∀x ∈ (a, z) : f ′′(x) > 0,

• ∀x ∈ (z, b) : f ′′(x) < 0.

Potomz je inflexním bodem funkcef .

Definice. Řekneme, že funkcef : I → R je konvexní na intervalu I, jestliže

∀x1, x2 ∈ I ∀λ ∈ [0, 1] : f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2).

Řekneme, že funkcef : I → R je ryze konvexní na intervalu I, jestliže

∀x1, x2 ∈ I, x1 6= x2 ∀λ ∈ (0, 1) : f(λx1 + (1− λ)x2) < λf(x1) + (1− λ)f(x2).

Lemma 5.14.Funkcef je na intervaluI konvexní, právě když

∀x1, x2, x3 ∈ I, x1 < x2 < x3 :
f(x2)− f(x1)

x2 − x1

≤ f(x3)− f(x2)

x3 − x2

.

Věta 5.15.Necht’ f je konvexní na intervaluJ a necht’a ∈ int J . Pak existujíf ′

+(a) ∈ R,
f ′

−
(a) ∈ R.

Věta 5.16.Necht’f je konvexní na otevřeném intervaluJ . Pakf je spojitá naJ .

Věta 5.17.Necht’f : (a, b) → R, a < b.

(i) Jestližef ′′(x) > 0 pro každéx ∈ (a, b), pakf je ryze konvexní na(a, b).

(ii) Jestližef ′′(x) < 0 pro každéx ∈ (a, b), pakf je ryze konkávní na(a, b).

(iii) Jestližef ′′(x) ≥ 0 pro každéx ∈ (a, b), pakf je konvexní na(a, b).

(iv) Jestližef ′′(x) ≤ 0 pro každéx ∈ (a, b), pakf je konkávní na(a, b).



5.4 Průběh funkce

Věta 5.18.Necht’f ′(a) = 0, f ′′(a) > 0 (resp.f ′′(a) < 0). Potomf má va lokální minimum
(resp. lokální maximum).

Definice. Řekneme, že funkcex 7→ ax + b, a, b ∈ R, je asymptotou funkcef v +∞ (resp. v
−∞), jestliže

lim
x→+∞

(f(x)− ax− b) = 0, (resp. lim
x→−∞

(f(x)− ax− b) = 0).

Věta 5.19.Funkcef má v∞ asymptotux 7→ ax+ b, a, b ∈ R, právě když

lim
x→+∞

f(x)

x
= a ∈ R, lim

x→+∞

(f(x)− ax) = b ∈ R.

Vyšeťrení průběhu funkce

1. Určíme definǐcní obor a obor spojitosti funkce.
2. Zjistíme symetrie funkce: lichost, sudost, periodicita.
3. Dopǒcítáme limity v „krajních bodech definičního oboru“.
4. Spǒcteme první derivaci, určíme intervaly monotonie a nalezneme lokální a globální ex-

trémy. Uřcíme obor hodnot.
5. Spǒcteme druhou derivaci a určíme intervaly, kde funkcef je konvexní nebo konkávní.

Určíme inflexní body.
6. Vypočteme asymptoty funkce.
7. Nǎcrtneme graf funkce.
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