1 Logika, mnoziny, zobrazeni aCiselné obory

1.1 Vyrokova a predikatova logika
Vyrokem nazveme jakékoliv tvrzeni, c@mz ma smydlici, Ze plati (je pravdivé) nebo Ze neplati
(je nepravdive).

Definice. Negaci~A vyroku A rozumime vyrok:
Neni pravda, Ze platil.

Al -A

0| 1

1

Definice. Konjunkci A A B vyrokll A a B nazveme vyrok:

Plati Ai B.

Definice. Disjunkci A vV B vyrokl A a B nazveme vyrok:
Plati A neboB.
Definice. Implikaci A = B nazyvame vyrok:
Jestlize plati vyrokd, potom plati vyroks.

Vyroku A v implikaci sefika premisa, vyrok B se nazyvaaver.

Vyrok A je postaCujici podminkou pro platnostB a B je nuthou podminkou pro platnost
A.

Definice. EkvivalenciA < B nazyvame vyrok:
Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyz plati vyrék

(Platnost vyroku} je nutnou a postaujici podminkou (platnosti vyrokuly.

A B|ANB|AVB|A=B| A& B
0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

Vyrokovou formou budeme nazyvat vyraz
Az, T2, . Ty,

z néhoz vznikne vyrok dosazenim prvkiy € M,, x5 € M, ..., x,, € M,, z danych mnoZin
My, ..., M,,.



Definice. Nyni necht A(z), x € M, je vyrokova forma. Vyrok
Pro vSechnar € M plati A(x).

zapisujeme ve tvaru:
Ve e M : A(z).

SymbolV nazyvamebecnym(velkym) kvantifikatorem .
Definice. Nyni necht A(x), = € M, je vyrokovéa forma. Vyrok
Existujer € M, pro které platiA(z).

zapisujeme ve tvaru:
dre M: A(x).

Symbol3 nazyvameexistertnim (malym) kvantifikatorem .
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1.2 MnoZiny a mnozinové operace
Definice.

e Rekneme, Ze mnoZind je &asti mnoZiny B (neboA je podmnoZinou B), jestlize kazdy
prvek mnozinyA je rovréz prvkem mnoziny3. Tomuto vztahdikameinkluze a zn&ime
ACB.

e Dvé mnoziny jsou siovny (A = B), jestlize maiji stejné prvky.

e Prazdnou mnozinounazveme mnozinu, ktera neobsahuje zadny prvek. &areji sym-
bolem(.

Definice. SjednocenimmnozZin A a B nazveme mnozinu vyt¥enou vSemi prvky, které pit
alesp@ do jedné z mnozir Ci B. Sjednoceni mnozid a B zna&ime symbolemA U B.

Je-li A systém mnozin, pak jehsiednocenil J A definujeme jako mnoZzinu vSech prvid
pro které existujel € A takové, zer € A.

Definice. Priinikemdvou mnozind a B nazveme mnozinu vSech prvki, které naleZejtasm
do A i do B. Priinik mnozinA a B zn&ime symbolemd N B. Maji-li dvé mnoziny prazdny
priinik, fekneme o nich, Ze jsadisjunktni .

Je-li A neprazdny systém mnozin, pak jepadinik ().A definujeme jako mnoZinu vSech
prvki a, které pro kazdél € A spiiujia € A.

Definice. e Rozdilem mnozinA a B (zn&ime A \ B) nazveme mnoZinu prvk{, které pat
do mnoZinyA a nepati do mnozinyB.

e Kartézskym sowinemmnozinAg, ..., A, nazveme mnozinu vSech uspdanych-tic

Ay X Ag X -+ x Ay ={[a1,aq,...,a,); a1 € Ay, ... a, € A}



Veéta 1.1(de Morganova pravidla)Necht X je mnoZzina a4 je neprazdny systém mnozin. Pak
plati

X\[JA={x\4 Ac A4
a déle

X\[NA=[J{x\4; Ac A}

1.3 Zobrazeni

Definice. Necht A a B jsou mnoziny.Binarni relaci mezi prvky mnozinA a B rozumime
libovolnou podmnoZzinu kartézského $inmu A x B. Necht R C A x B je binarni relace. Misto
zapisu[a, b] € R nékdy piSeme R b. PokudA = B fikame, ZeR je relace naA.

Definice. Necht A a B jsou mnoziny a necht? C A x B je binarni relace. Pak relaéi~! C
B x A definovanou pedpisem

[z, e R & [y, 2] € R
nazyvamenverzni relaci k relaci R.

Definice. Necht' A a B jsou mnoziny. Binarni reladi’ C A x B nazyvamezobrazenim(nékdy
téZ funkci) z mnozinyA do mnozinyB, jestlize plati

Ve € AVy,,ys € B: (([x,yl] eEFANx,yo] € F) =y :yg).
Definiénim oboremzobrazenit” nazyvame mnozinu
D(F)={x€ A; Jy € B: [z,y] € F}.
Oborem hodnot zobrazeniF' nazyvame mnozinu
R(F)={ye€ B; Jx € A: [x,y] € F}.

PozndmkaNecht F' je zobrazeni z mnozinyt do mnozinyB. Pro kazdér € D(F’) existuje
prae jednoy takove, zez, y| € F. Takovéy zna&ime F(x). Grafem zobrazeni F rozumime
mnozinu{[x, F(x)]; = € D(F)}.

Oznaceni. Necht' A a B jsou mnoziny. Pak symbolei: A — B zn&ime fakt, Ze
e F'je zobrazeni z mnoziny do mnozinyB,
e A je defintnim oboreny¥’,
e obor hodnotF' je podmnozinou mnozinys.

Definice. Necht' A, B jsou neprazdné mnozinyfa A — B.



e Obrazemmnoziny X C A pfi zobrazenif se nazyva mnozina
f(X)={yeB; dwe X: f(z) =y} = {f(2); z € X}.
e VVzorem mnozinyY C B pfi zobrazenif nazveme mnozinu
fFIY)={r e 4 f(x) eV}
Definice. Necht' A a B jsou mnoziny af : A — B je zobrazeni.
(a) Rekneme, 7¢ je prosté (injektivni ), jestlize
Ve,y € A (f(x) = f(y) =z =y).
(b) Rekneme, Z¢ je na (surjektivni), jestlize
Vye Bdr e A: f(x) =y.

(c) Rekneme, Z¢ je bijekce (vzajemne jednozn&né), jestliZze je zarovié prosté a na.
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Definice. Necht A a B jsou mnoziny,f: A — B je zobrazeni & C A. Pak zobrazeni
g: C — B definované pedpiseny(z) = f(z) prox € C nazyvameaestrikci (zdZzenimnebo
parcializaci) zobrazenif na mnozinuC'. Zobrazeni ozn&ujeme symbolent|c.

Definice. Necht f a g jsou zobrazeni. Pak zobrazeni f je definovano fedpisem(go f)(z) =
g(f(z)) provSechna € D(f)takova, Zef (z) € D(g). Zobrazenjo f nazyvdmeslozenym zo-
brazenim (slozenim zobrazeni f a g, pficemzg nazyvamernéjSim zobrazenim g nazyvame
vnitfnim zobrazenim.

Definice. Necht' A a B jsou mnoziny af : A — B je prosté zobrazeni. Pakverzni zobrazeni
k f je definovano jako inverzni relacefk Inverzni zobrazeni i znaime f .

1.4 Mohutnost mnozin

Definice.

e Rikame, Ze mnoZinyl, B maji stejnou mohutnosta pisemed ~ B, jestlize existuje
bijekce A naB.

e Rikdme, Ze mnoZinal m& mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti mnoziny3 a
piSemeA < B, jestlize existuje prosté zobrazetido B.

e SymbolA < B zn&i situaci, kdyA < B a neplatid ~ B.



Definice. Rekneme, Ze mnozin& je konetnd, pokud je bud’ prazdna, nebo existuje €
N takové, zeX ma stejnou mohutnost jako mnoziga, ..., n}. Rekneme, Ze mnoZini je
nekon&nd, pokud neni konéna.Rekneme, Ze mnozink je spatetnd, jestlize je konéna nebo
ma stejnou mohutnost jakd. Nekon€na mnozina, ktera neni spetna, se nazyvdespaetna

PozndmkaPro pdet prvkli konéné mnozinyX pouzivdmetasto znéeni|X|. Dvé kon&né
mnoziny X, Y maji stejnou mohutnost préatehdy, kdyd X | = |Y|.

Véta 1.2(Cantor-Bernstein)Necht A, B jsou mnoziny takove, z& < B a zarovenB =< A.
Pak A a B maiji stejnou mohutnost.

Definice. Necht' X je mnozina. Potonpotentni mnozinou mnoziny X rozumime mnoZzinu
P(X) vS8ech podmnozin mnoziny .

Véta 1.3(Cantor) Necht X je mnozina. Pakl' < P(X).
Veéta 1.4(vlastnosti spéetnych mnoZzin)
(a) Podmnozina spoCetné mnoziny je spocetna.
(b) Necht zobrazenf: A — N je prosté. Potom je mnozind spocetna.
(c) Sjednoceni spoCetné mnoha spocetnych mnozinges@o”
(d) Obraz spocetné mnoziny je spoCetna mnozina.

(e) Kazda nekonetna mnozina obsahuje nekonec¢nou spogebdmnozinu.

1.5 Realnacisla

MnoZinu realnychtisel R Ize popsat jako mnoZzinu, na niz jsou definovany opesidéni a
nasobenj které budeme zii@ obvyklym zplisobem, a relaagspaadani (<), pficemz jsou
splrény nasledujicift skupiny viastnosti.

I. Vlastnosti €itani a nasobeni a jejich vzajemny vztah
Il. Vztah uspdadani a operactéani a nasobeni
[ll. Axiom suprema
l. Vlastnosti sCitani a nasobeni a jejich vzajemny vztah
e Vr,y,z€ R: 2+ (y+ 2) = (z + y) + 2 (asociativita itani),
o Vz,y € R: v +y =y + x (komutativita scitani),

e Jw e RVer € R: w+ z =z (prvekw je urCen jednoznéne, zn&ime hol afikame mu
nulovy prvek),



Vr € Rz € R: x+ 2z =0 (z]je tzv.opatnécislok Cisluz, je uteno jednoznané a
zn&ime ho—x),

e Vry,z€R: x-(y-2) = (z-y)- 2 (asociativita nasobeny,
e Vz,y € R: x-y=y- 2z (komutativita nasoben),

e we R\ {0}V € R: v-z =z (prvekv je uren jednoznénré, zn&ime hol afikame
mu jednotkovy prvek),

e Ve R\ {0} Iye R: z-y =1 (prveky je urten jednoznéné a zn&ime hozr~! nebo
2);
e Vr,yzeR: (z+vy) z=x-2+y-z (distributivita ).

Il. Vztah usporadani a operaci €itani a nasobeni

e Vr,yzeR: (x <y A y<z) =z <z (tranzitivita),

Ve,y e R: (z <y A y <z) =z =y (slaba antisymetrie,

Ve,ye R: x <yVy<uz,

Ve,yze R: e <y=zx+2<y+z
eVrycR: (0<z AN0<y)=0<z-v.
Oznaceni.

e Ozn&enix > y znamena totéz cg < x. Symbolemr < y budeme znét situaci, kdy
x <y, alex # y (tzv. ostrd nerovnos).

J e

e Realn&isla, pro @Zx > 0 (resp.z < 0), budeme nazyvddadnymi (resp.zapornymi).

e Realn&isla, pro @zx > 0 (resp.x < 0), budeme nazyvatezapornymi (resp.neklad-
nymi).
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Definice.

e Rekneme, e mnoZin® C R je omezené zdolajestlize existuj&isloa € R takové, Ze
pro kazdér € M platiz > a.

Takovécisloa se nazyvaolni zavoroumnoziny M.
¢ Analogicky definujeme pojmynnozina omezena shorahorni zavora.

e Rekneme, Ze mnoZind C R je omezenaje-li omezena shora i zdola.



Definice. Necht M/ c R. CisloG € R spliujici
e Ve M: z<Q(,
e VG' e R,G'<GdxeM: x>,
nazyvamesuprememmnoziny M.

PoznamkaNecht M C R. M&-li mnozinaM supremum, je toto @eno jednoznané a zn&ime
jej supM.

Definice. Necht M/ c R. Rekneme, Ze je nejvétsi prvek (maximum) mnoziny M, jestlize
a € M aa je horni zavorou mnoziny/. Analogicky definujemeejmensi prvek (minimum)
M. Maximum a minimum jsou @eny jednoznéné (pokud existuji) a zrdme jemax M a
min M.

[ll. Axiom suprema
e Kazda neprdzdna shora omezena podmndimaa supremum.

Véta 1.5. Existuje CtveficgR, +, -, <) spliiujici podminky I-ll, pficemz je témito podminkam
urcena jednoznacné v nasledujicim smyslu. PokudiCe/ R, ®, ©, <*) splhuje mutatis mutan-
dis podminky I-l1l, pak existuje bijekge: R — R takova, Ze pro kazde y € R plati

° p(z+y) = e(x)®ey),
o o(z-y) = p(x) ©py),
o <y =) <" p(y).

Definice. Necht M C R. Cislog € R splhujici
eVreM: x>y,
eVgeR, ¢d>gdreM: x<(g,
nazyvamenfimem mnoziny M.

PoznamkaNecht M C R. Ma-li mnozinaM infimum, je toto u€eno jednoznané a zn@ime
jejinf M.

Véta 1.6. Necht M C R je neprdzdna zdola omezen& mnoZina. Pak existuje infimuraimyno
M.

Véta 1.7.Pro kazdé € R existuje prave jedno Cislo € Z takové, zé& < r < k + 1.

Konec 4. pednasky, 14.10.2014

Véta 1.8.Ke kazdému € R existujen € N splnhujiciz < n.

Véta 1.9.Pro kazdén € N ax € R, z > 0, existuje pravé jedng € R, y > 0, splhujici
y" = x.

Véta 1.10.Necht'a,b € R, a < b. Pak existuje; € Q takove, Zzer < ¢ < b.



1.6 Komplexnicisla

MnoZinu komplexnich €iselC definujeme jako mnoZinu vSech usadanych dvojida, b), kde
a,b € R, pficemz pro komplexn€islaz = (a,b), y = (¢, d) definujeme operacstitani a
nasobenitakto

° x+y:(a+c,b+d),
o 1.y = (ac—bd,ad+ bc).

Necht z = (a,b) € C. Prveka nazyvameaealnou Castiz, prvekb nazyvameamaginarni
casti x. Absolutni hodnotou komplexnihoCislax rozumimeva? + b?. Dale definujemé =
(0,0),1 = (1,0) (sic!) ai = (0,1). Komplexné sdruzenymcislemk x rozumime€isloz =
(a,—b); symbol— x zn&i Cislo (—a, —b) a symboll/xz zn&i proz # 0 (jednozn&né urcené)
élslo sphujiciz - — = 1.



2 Limita posloupnosti

2.1 Uvod

Definice. Zobrazeni fifazujici kazdémuiirozenémiEislun realnécisloa,, nazyvameposloup-
nostrealnychcisel. Zn&ime{a, }> ,. Cisloa, nazvemen-tym clenemtéto posloupnosti.

Definice. Rekneme, Ze posloupnot, ! je

¢ shora omezendjestlize mnozina vSectienl této posloupnosti je shora omezena,
e zdola omezendjestlize mnoZina vSectlenll této posloupnosti je zdola omezena,

e omezenajestlize mnozina vSectienl této posloupnosti je omezena.

Definice. Rekneme, Ze posloupnost, } je
¢ neklesajici je-li a,, < a, 1 pro kazdén € N,
e rostouci, je-li a,, < a, 1 pro kazdén € N,
e nerostouci je-li a,, > a,, pro kazdé: € N,
e klesajici, je-li a,, > a, 1 pro kazdé: € N.
Posloupnos{a, } je monotonni, pokud sphuje rékterou z vySe uvedenych podminek. Posloup-

nost{a, } je ryze monotonni, pokud je rostoucti klesajici.

2.2 Konvergence posloupnosti

Definice. Rekneme, Ze posloupnagt, } malimitu rovnou redlnémaislu A, jestlize plati

VeeR,e>03dng e NVne N;n>ng: |a, — A| <e.
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Véta 2.1(jednozn&nost limity) Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Definice. Ma-li posloupnosta,,} limitu rovnou€islu A € R, pak piSemelim a,, = A nebo
n—o0

jenomlima, = A. Rekneme, Ze posloupnoét,, } je konvergentni, pokud existujeA € R
takové, Zdima,, = A.

Véta2.2.Necht K € R, K > 0, A € R. JestliZze posloupnogt., } splhuje podminku
VeeR,e>03ng e NVYne N,n>ng: |a, — Al < Ke.

potomlim a,, = A.
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Véta 2.3. Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

Definice. Necht' {a, }° , je posloupnost realnyatisel. Jestliz€n, }° , je rostouci posloupnost
prirozenychCisel, pak{a,, }>, se nazyvaybranou posloupnosti z{a, }°° ;.

Véta 2.4.Necht'{a,, }32, je vybrana posloupnost z posloupndstj } 7° , . Jestlize platlim,,, o a, =
A € R, pak takdimy,_, a,, = A.

Véta 2.5(limita a aritmetické operaceNechtlima, = A € Ralimb, = B € R. Potom plati:
(@) lim (a, +b,) = A+ B,
(b) lim (a,, - b,) = A- B,
(c) je-li B # 0ab, # 0provSechna € N, jelim(a,/b,) = A/B.

Véta 2.6.Necht'lim a,, = 0 a necht posloupnosih,, } je omezena. Pototim a,,b,, = 0.
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Véta 2.7.Nechtlima,, = A € R. Potomlim |a,| = |A|.

Véta 2.8(limita a uspdadani) Nechtlima, = A € Ralimb, = B € R.
(&) Necht existujen, € N takové, Ze pro kazdé pfirozené&> ny je a,, > b,. PotomA > B.
(b) Necht A < B. Potom existuje,, € N takové, Ze pro kazdé pfirozené> ng je a,, < b,,.

Véta 2.9(o dvou strdZnicich)Necht {a, }, {b,,} jsou dvé konvergentni posloupnost{@,} je
posloupnost splhujici:

(@) dng e NVne N,n>ng: a, <c, <b,,
(b) lima, = limb,.

Potom existujéim c,, a platilim ¢, = lim a,,.

2.3 Nevlastni limita posloupnosti

Definice. Rekneme, Ze posloupnagt, } mé limitu oo, jestlize
VL e Rdng e NVne N.,n>nqg: a, > L.
Rekneme, Ze posloupnast, } ma limitu —co, jestlize

VK eRInge NVne N,n>ng: a, < K.
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Veéta 2.10(jednozn&nost limity podruhé) Kazda posloupnost mé nejvyse jednu limifd v
Veéta 2.11(aritmetika limit podruhé)Necht'lima,, = A € R*alimb, = B € R*. Potom plati:
(i) lim(a, +b,) = A+ B, pokud je prava strana definovana,
(i) lim(a,-b,) = A- B, pokud je prava strana definovana,
(i) lima,/b, = A/B, pokud je prava strana definovana.

Véta 2.12.Necht'lima, = A € R*, A > 0, limb, = 0 a existujeny, € N, Ze pro kazdé
n € N, n > ng, platib, > 0. Paklim a,, /b,, = co.

Definice. Necht M c R*. CisloG € R* sphujici

e Vz e M: z<d(,
e VG&' c R*G'<GIreM: x>,

nazyvamesuprememmnoziny M. Infimum mnoziny M definujeme analogicky.
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2.4 HIlubsi vety o limité posloupnosti

Véta 2.13.Kazda monotonni posloupnost ma limitu.

Véta 2.14(Cantorliv princip vloZenych intervalliNecht {I,,}°2, je posloupnost uzavienych
intervalll spliujici:

e VneN: I, ClI,,
e lim, . délkal,, = 0.
Potom(’_, I, je jednobodova mnoZina.

Véta 2.15(Bolzanova-Weierstrassovata) Z kazdé omezené posloupnosti Ize vybrat konver-
gentni podposloupnost.
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Definice. Necht {a, } je posloupnost realnyctisel. Pak definujeme

lim,, o sup{ax; k> n}, jestlize je{a,}
. shora omezena
limsupa, = L .
n—00 00, jestlize nen{a,, }
shora omezena
Tuto hodnotu nazyvamlemes superior posloupnosti{a,, }. Obdobr@ definujemedimes inferior posloup-
nosti{a, } pfedpisem

lim,, o inf{ax; kK >n}, jestlize je{a,}
o zdola omezena
liminf a,, = . .
n—o0 —00, jestlize neni{a,, }
zdola omezena

Véta 2.16(o vztahu limity, limes superior a limes inferioNecht' {a, } je posloupnost realnych
Cisel aA € R*. Potomlim a,, = A prave tehdy, kdyém sup a,, = liminf a,, = A.

Véta 2.17.Necht'{a,}, {b,} jsou posloupnosti redlnych Cisel € N a platia, < b, prokazdé
n € N, n > ng. Pak plati

liminf a, < liminf b, a limsup a,, < limsup b,.

Definice. Necht {a,} je posloupnost redlnychisel adA € R*. Rekneme, Zel je hromadna
hodnota posloupnosti{a, }, jestlize existuje vybrana posloupnogt,, }7°, takova, Ze plati
limy,_,o a,, = A. Mnozinu vSech hromadnych hodnot posloupnésti} zn&Cime H ({a,, }).

Véta 2.18(o vztahu limes superior, limes inferior a hromadnych hdagrigecht'{a,, } je posloup-
nost realnych €isel. Potolm sup a,, alim inf a,, jsou hromadnymi hodnotami posloupndstj }
a pro kazdou hromadnou hodnatuposloupnost{a, } platiliminf a, < A < limsup a,.
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DUsledek 2.19.Necht {a,} je posloupnost redlnych €isel a nechit € R*. Je-lilima, = A,
pakH ({an}) = {A}.

Definice. Necht {a,} je posloupnost redlnychisel. Rekneme, Zda,} splhuje Bolzanovu—
Cauchyovu podminky, jestlize

VeeR,e>0dngeN

Vm,n € N;n > ng,m>ng: |a, — ap| < e.

Véta 2.20.Posloupnos{a, } ma vlastni limitu pravé tehdy, kdyZ spliuje Bolzanovusgbgiovu
podminku.

Véta 2.21(Borelova \eta) Necht I je uzavieny interval & je mnozina otevienych intervalll
takovd, zd C | JS. Potom existuje kone€na mnoziaC S takova, zd C |J So.



3 Ciselnérady

3.1 Z&kladni pojmy

Definice. Necht {a, } je posloupnost. Prev € N poloZme
Sm =a1 +ag+ -+ ap.

Cislos,, nazvemen-tym East&nym soustem fady "> | a,. Prveka, budeme nazyvat-tym

Clenemfady Y | a,. Sowtem nekon&néfady > > | a, nazveme limitu posloupnosfi,, },

pokud tato limita existuje. S@etfady budeme zr&@t symbolem) " | a,,. Rekneme, Z&ada
konverguije, je-li jeji solLet redln&islo. V op&ném gipace fekneme, Zéadadiverguje.
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Véta 3.1(nutnd podminka konvergengady). Jestlize fada) " | a,, konverguje, pakima,, =
0.

Véta3.2. (i) Nechta € R, o # 0. Potom}_ >, a,, konverguje, pravé kdy¥ >~ , aa, kon-
verguije.

(i) Necht > a,a) - b, jsoukonvergentni fady. Potom >, (a, + b,) konverguije.
(i) F“eadaz;jil a, konverguje, prave kdyz plati
Ve e R,e>0dng e NVn € N,n > ng

m
VmGN,m>n:’Z a;| <e.

j=n+1

3.2 Rady s nezapornymicleny

Véta 3.3(srovnavaci kritérium)Necht n, € N. Dale necht)_ >, a, a >~ b, jsou dvé fady
spliujicio < a,, < b, pro kazdén € N, n > nq.

(i) Je-li Y>>, b, konvergentni, je rovn&%. | a,, konvergentni.
(ii) Je-li >>° | a, divergentni, je rovnég_ ~ b, divergentni.

Véta 3.4 (limitni srovnavaci kritérium)Necht "> a, @ >~ b, jsou fady s nezapornymi
Cleny alim,, ,, a,, /b, = ¢ € R*.

(i) Nechtc e (0,00). Potom)_ | a, konverguje, pravé kdyz konverggje~  b,.
(i) Necht ¢ = 0. Pak konverguje-Ip_" | b,, konverguje D7 | a,.

(iii) Necht ¢ = co. Pak konverguje-Id">° | a,,, konverguje D>, b,,.
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Véta 3.5(Cauchyovo odmocninové kritériumNecht >~ | a,, je fada s nezapornymi cleny.
Potom plati:

(i) Existuje-lig € (0, 1) takoveé, ze
dng e NVn e N,n >ng: a, <q,
potom)_ " | a, konverguije.

(ii) Je-li limsup {/a, < 1, pakjed " a, konvergentni.
(iii) Je-li lim {/a,, < 1, pakjed_ ~  a, konvergentni.
(iv) Je-lilimsup {/a, > 1, pak neplatlima, =0a}_ ° a, je divergentni.

(v) Je-lilim {/a, > 1, pak neplatlima, =0ay_ -, a, je divergentni.

Véta 3.6(d’Alembertovo podilové kritérium)Necht' "> | a, je fada s kladnymi Cleny.

(i) Existuje-lig € (0, 1) takové, ze

a
Jne € NVn € N,n > ng: —!

<4q,

potom)_ | a, konverguije.

(i) Je-li limsup === < 1, pakjed ", a, konvergentni.

(iii) Je-li lim ==+ < 1, pak je) | a, konvergentni.

(iv) Je-lilim “= > 1, pak neplatlima, =0a} " a, je divergentni.
Véta 3.7(Raabeovo kritérium)Necht'y "> | a, je fada s kladnymi Cleny.

() Je-lilimn( % —1) > 1, pak je>"", a, konvergentni.

(i) Je-li limn(#z1 —1) <1, pakjed> > a, divergentni.

Véta 3.8.Necht o € R. Fveadazz‘;1 1/n® konverguje prave tehdy, kdyz> 1.

Véta 3.9(kondenzani kritérium) Necht'{a, } je nerostouci posloupnost nezapornych Cisel. Pak
fada >  a, konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje rade ;2" aon.



3.3 Rady s obecnymitleny

Lemma 3.10(Abelova parcialni sumaceNecht m € N aay, ..., ay, b1,..., b, jSOU redlna
Cisla.
(@) Nechtn € N,n <m, ao, = Zf:n a;j, k =mn,...,m.Pak plati
m m—1
Y ashy =Y 05(b; = bj1) + Trbp.
j=n j=n

(b) Oznatme,, = >*

i=1aj, k=0,...,m. Pak prokazdé € N, n < m, plati

m m—1
> ajbj = —=suaby+ Y si(bj = bjs1) + Smbm.
j=n j=n
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Véta 3.11(Abelovo-Dirichletovo kritérium) Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti, pficemz
{b,} je monotonni. Necht je navic spinéna alespon jedna zedésicich dvou podminek:

(A) posloupnostb, } je omezena afadd -, a, konverguje,
(D) limb, = 0 a posloupnost ¢aste¢nych souttl rgdy” , a, je omezena.
Pak fada) >~ | a,b, konverguije.
Véta 3.12(Leibniz). Necht {a,, }>° , je monoténni posloupnost, kterd konverguje RPak fada

fada)">  (—1)"a, konverguje.

3.4 Absolutni konvergence

Definice. Rekneme, Z&ada) ~  a, je absolutré konvergentni jestlize jefada " | |a,|
konvergentni. Je-fada) " ° | a, konvergentni, ale neni absol&tkonvergentnitfikame, Ze je
neabsolutré konvergentni

Véta 3.13.Je-lifada " -, a, absolutné konvergentni, je rovnéz konvergentni.



4 Limita a spojitost funkce

4.1 Zakladni pojmy

Definice. Funkcef jedné reélné proménné(dale jenfunkce) je zobrazenj: M — R, kde M
je podmnozinou mnoziny reélnydisel.

Definice. Funkcef: J — R je rostouci na intervaluJ, jestlize pro kazdou dvojict, x5 €
J, 1 < x9, plati nerovnosyf (z1) < f(z2). Analogicky definujeme funkdilesajici (neklesajici
nerostouci na intervalu/.

Definice. Monotonni funkci (resp.ryze monotonni funkci) na intervaluJ rozumime funkci,
kterd je neklesajici nebo nerostouci (resp. rostouci nkdsajkci) naJ.

Definice. Necht f je funkce a\l C Dy. Rekneme, Ze funkcé je
e lichd, jestlize pro kazdé € Dy plati—z € Dy a f(—xz) = —f(x),
e sudj jestlize pro kazdé € Dy plati—x € Dy a f(—z) = f(x),

e periodicka s periodoua € R, a > 0, jestlize pro kazdé € D; platiz+a € Dy, z—a €
Dyaf(z+a) = f(z —a) = f(x),

e shora omezenana M, jestlize existujeislo K € R takové, Ze pro vSechna € M je
f(z) <K,

e zdola omezenana M, jestlize existujetislo K € R takoveé, Ze pro vSechna € M je
flz) = K,

e omezenéna M, jestlize existuj€islo K € R takové, Ze pro vSechnac M je |f(z)| <
K,

e konstantni na M, jestlize pro vSechna, y € M plati f(x) = f(y).

4.2 Limita funkce

Definice. Necht ¢ € R as > 0. Potom definujeme
e okoli bodu ¢ jako B(c,e) = (¢ —¢,c+ ¢),
e prstencové okoli boduc jako P(c,e) = (¢ —e,c+¢) \ {c},

Okoli a prstencové okoli bodw (resp.—oo) definujeme takto:

P(00,e) = B(oo,¢e) = (1/e, ),
P(—00,¢) = B(—00,¢) = (—o0, —1/e¢).



Definice. Rekneme, ?&islo A € R* je limitou funkce f v bodéc € R, jestlize
VeeR,e>030 € R,0 >0Vx € P(c,d): f(x) € B(A,¢).

To ozn&ujeme symbolerii_% f(z) = A.

Definice. Necht ¢ € R ae € R, > 0. Potom definujeme

e praveé okoli boduc jako Bt (c,e) = [¢,c + ¢),

e levé okoli boduc jako B~ (¢, e) = (¢ — ¢, ],

e pravé prstencoveé okoli bodue jako P*(c,e) = (¢, c + ),

e leveé prstencové okoli bodu: jako P~(c,¢) = (¢ — ¢, ¢).

Definice. Dale definujeme

e levé okoli boduoc jako B~ (00, ¢) = (1/¢, ),

e praveé okoli bodu —oo jako BT (—o0,¢) = (—o0, —1/¢),

e levé prstencové okoli boduc jako P~ (oo, &) = B~ (00, €),

e praveé prstencové okoli bodu—oc jako P (—o0,e) = BT (—o0, €).
Definice. Necht A € R*, ¢ € R U {—oc}. Rekneme, Ze funkcé ma v bod ¢ limitu zprava
rovnouA (znale'meggli}?+ f(z) = A), jestlize

Ve e R,e > 035 € R, 5 >0Vx € PT(c,0): f(x) € B(A,¢).

Analogicky definujeme pojertimity zleva v bode ¢ € R U {oc}. Pro limitu zleva funkcef v
bocé c uzivame symbollim f(z).

Definice. Rekneme, Ze funkcg je spojita v bodg ¢, jestlizelim f(z) = f(c).

Tr—cC
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Definice. Necht ¢ € R. Rekneme, Ze funkcé je v boc ¢ spojita zprava (resp.zleva), jestlize
lim,cq f(z) = f(c) (resplim, . f(z) = f(c)).

Definice. Necht J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje nekn@ennoho bodu).
Funkcef: J — R je spojitd na intervalu J, jestlize plati:

e [ je spojita zprava v levém krajnim bédntervalu/, pokud tento bod pétdo J,
e f je spojita zleva v pravém krajnim bédntervalu./, pokud tento bod pétdo J,

e f je spojita v kazdém vribim bode J.



4.3 ety o limitach
Véta 4.1. Funkcef ma v daném bodé nejvySe jednu limitu.

Véta 4.2. Necht funkcef ma vlastni limitu v bodé € R*. Pak existuj&y > 0 takové, z¢f je na
P(c,§) omezena.

Véta 4.3(aritmetika limit) Necht'c € R*. Nechtlim,_,. f(z) = A € R*alim, .. g(z) = B €
R*. Potom plati:

(i) lim,.(f(x)+ g(x)) = A+ B, pokud je vyrazd + B definovan,
(i) lim, . f(x)g(x) = AB, pokud je vyrazA B definovan,
(iii) lim,_. f(x)/g(x) = A/B, pokud je vyrazA/B definovan.
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Véta 4.4.Necht ¢ € R*. Necht'lim, . g(z) = 0, lim,_,. f(z) = A € R*a A > 0. Jestlize
existujen > 0 takové, Ze funkceje kladna naP(c,n), paklim,_,.(f(z)/g(x)) = occ.

Véta 4.5(limita funkce a uspadani) Méjmec € R*.
(i) Necht
lim f(x) > lim g(x).
Tr—cC Tr—C

Pak existuje prstencové okdfi(c, §) takové, Ze plati

Vo € P(c,0): f(x) > g(x).

(i) Necht existuje prstencové okdfi(c, 9) takové, Ze plati
Ve € P(c,0): f(x) < g(x).
Necht existujilim, .. f(z) alim,_,. g(x). Potom plati

lim f(z) < lim g(x).

Tr—rC Tr—cC
(iii) (o dvou strédznicich) Necht na néjakém prstencovém dkelio) plati

f(z) < h(x) < g(x).

Nechtlim, .. f(z) = lim,_,. g(z). Potom existuje rovn8#n,_,. h(z) a vSechny tfi limity
jsou si rovny.

Véta 4.6.Nechtc, D, A € R*, lim,_,. g(z) = D, lim,_,p f(y) = A aje splnéna alespoi jedna
z podminek



(P) IneR,n>0Vz € Ple,n): g(x) # D,
(S) f je spojitavD.
Potomlim,_.. f (g(z)) = A.

Konec 17. pednasky, 4. 12. 2014

Véta 4.7(Heine) Nechtc € R*, A € R* a funkcef je definovana na prstencovém okoli bodu
c. Pak jsou vyrokyi) a (ii) ekvivalentni.

(i) Platilim,_,. f(z) = A.

(i) Pro kazdou posloupnosdtz,} splhujiciz, € D(f), x, # c pro vSechnan € N a
lim,, o0 T, = ¢, platilim,, ., f(z,) = A.

Veéta 4.8 (limita monoténni funkce)Necht a,b € R*, a < b, a funkcef je monotonni na
intervalu (a, b). Potom existujlim,_,,, f(z) alim,,_ f(z), pficemz plati:

(@) Je-li f na(a,b) neklesajici, pak

lim f(z) = inf f((a,b)) a $llg17 f(z) = sup f((a,b)).

ZE%G,_F
(b) Je-li f na(a,b) nerostouci, pak

lim f(z) =sup f((a,b)) a xliglﬁ f(z) =inf f((a,b)).

T—a4
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4.4 Funkce spojité na intervalu

Véta 4.9(Bolzano) Necht funkcef je spojité na intervalda, b] a pfedpokladejme, Z¢(a) <
f(b). Potom pro kazdé' € (f(a), f(b)) existujet € (a, b) takové, Ze platf (&) = C.

Lemma 4.10.Necht M C R a plati
Ve,ye MVzeR: z<z<y=z¢e M.

Pak M je interval.

Véta 4.11(zobrazeni intervalu spojitou funkciNecht' J je nedegenerovany interval. Necht
funkcef: J — R je spojitd na/. Potom jef(.J) interval.

Véta 4.12.Necht f je spojita funkce na intervalia, b]. Potom jef naf[a, b] omezena.



Definice. Necht M C R, z € M a funkcef je definovana alesgona M (tj. M C Dy).
Rekneme, Zz¢ nabyva v bod x maxima (resp.minima) na M, jestlize plati

Vye M: f(y) < f(x) (resp.Vye M: f(y) = f(x)).

Bod x pak nazyvaméodem maxima(resp.minima) funkce f na mnozi@ M. Symbolmax,, f
(resp.miny, f) ozn&uje nej\etsi (resp. nejmensi) hodnotu, které funeea mnozi@ M nabyva
(pokud takova hodnota existuje).

Definice.Necht M C R, x € M afunkcef je definovana alespmal (tj. M C Df).lfzekneme,
Ze funkcef ma v boe x

e lokalni maximum vzhledem k M, jestlize existujed > 0 takové, Ze pro kazdg €
P(z,0) N M: f(y) < f(z),

e lokalni minimum vzhledem k M, jestlize existujed > 0 takové, Ze pro kazdé €
P(z,0)nM: f(y) = f(z),

Véta 4.13.Necht f je spojita funkce na interval{u, b], kdea,b € R,a < b. Potom funkcef
nabyva nda, b] své nejvétSi hodnoty (maxima) a své nejmensi hodnotynfaini

Veéta 4.14(o inverzni funkci) Necht f spojita a rostouci (klesajici) funkce na intervaluPotom
funkcef~! je spojita a rostouci (klesajici) na intervali(/).
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5 Derivace a elementarni funkce

5.1 Definice a zakladni vztahy

Definice. Necht f je realna funkce a € R. Pak

e derivaci funkce f v bodé a budeme rozurét

o flath) = fla).
f'(a) = tim P 1,

h—0

e derivaci funkce f v bodé a zprava budeme rozurét

) = 1 LR =)

h—0+ h ’

analogicky definujemderivaci funkce f v bodeé a zleva
Véta 5.1. Necht funkcef ma v bodé& € R vlastni derivaci. Potom je funkcév bodéa spoijita.

Véta 5.2(aritmetika derivaci)Necht e € R a funkcef a g jsou definované na néjakém okoli
bodua. Necht existujif’(a) € R*a¢'(a) € R*.

(a) Pak plati
(f +9)'(a) = f'(a) + ¢'(a),

je-li vyraz na pravé strané definovan.
(b) Je-li alespon jedna z funkgi ¢ spojita v bode:, pak
(f9)'(a) = f(a)g(a) + f(a)g'(a),
je-li vyraz na pravé strané definovan.

(c) Je-li funkcey spojitd v bodé&: a navicg(a) # 0, pak

(i)' (a) = f'(a)g(a) = f(a)g'(a)

g g(a)? ’

je-li vyraz na pravé strané definovan.

Véta 5.3(derivace sloZzené funkcelNecht funkcey je spojita v bodé& € R a ma v tomto bodé
derivaci. Necht funkcg mé derivaci v bod@(a). Pak

(fog)(a)= f'(g(a))g'(a),

je-li vyraz na pravé strané definovan.



Véta 5.4(derivace inverzni funkcelNecht I je nedegenerovany interval a nechte vnitfnim
bodem!. Necht f je spojitéa a ryze monotonni funkce haOznacmeé = f(a). Pak plati nasle-
dujici tvrzeni.

(a) Ma-li f v bodéa nenulovou derivaci, pak

(b) Je-li f'(a) = 0 a f je rostouci nal, pak (=)' (b) = oc.
(c) Je-li f'(a) = 0 a f je Klesajici nal, pak (f~)(b) = —c.
Véta 5.5(nutna podminka lokalniho extréemu)echt f je realna funkce. Jestlize je bodem

lokalniho extrému funkcg, potom bud’f’(a) neexistuje nebg’(a) = 0.

5.2 Veéty o stedni hodnoté
Véta 5.6(Rolle). Necht' funkcef ma nasledujici vlastnosti:
(i) je spojita na intervalda, bl
(i) ma derivaci (vlastni i nevlastni) v kaZzdém bodé otefiierintervalu(a, b),
(iii) plati, zef(a) = f(b).
Potom existujé < (a, b) takové, Ze platf’(¢) = 0.

Véta 5.7 (Lagrange) Necht' funkcef je spojita na intervalula, b] a ma derivaci (vlastni Ci
nevlastni) v kazdém bodé intervaty b). Potom existuj& € (a, b) takové, Ze plati

Fb) = fa)

R

Véta 5.8(Cauchy) Necht funkcef, ¢ jsou spojité na intervallie, b] a takové, Zz¢ mé derivaci
(vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé intervalub) a ¢ ma v kazdém bodé intervalu, b) vlastni
a nenulovou derivaci. Potom existujes (a, b) takové, ze plati
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Veéta 5.9(vztah derivace a monotonielNecht J C R je nedegenerovany interval. Neclitje
spojitd naJ a v kazdém vnitfnim bod& (mnoZinu vnitfnich bod intervald ozna¢me jako
int J) ma derivaci.

(i) Je-li f'(x) > 0 pro vSechna: € int J, pak f je rostouci naJ.
(i) Je-li f'(z

(i) Je-li f'(x
(iv) Je-li f'(z

Véta 5.10(I'Hospitalovo pravidlo) (i) Nechta € RU{—o0}, lim, ¢ f(x) = lim, . g( ) =
0, f ag maji na jistém pravém prstencovem okoli baddastni derivaci a existujgm,, ,, E ))
Pak )
lim _f(:p) = lim / (x)
z—a+ g(:p) T—ra+ g’(x)
(i) Nechta € RU{—o0}, lim, .. |g(2)| = +oo f ag maji na jistém pravém prstencovém
okoli bodua vlastni derivaci a emstuﬂamﬁa+ . Pak

lim @ = lim f'(@)

Tr—a+ g(;(j) o r—a+ g’(gj‘) )

)

) < 0 pro vSechna: € int J, pak f je klesajici naJ.

) > 0 pro vSechna € int J, pak f je neklesajici na/.
) <

0 pro vSechna € int J, pak f je nerostouci na/.

Véta 5.11.Necht f je spojith zprava v bodé € R a existujelim,_,,. f'(x). Potom existuje
f! (a) a plati rovnost

Definice. Necht n € N, a € R a f ma vlastnin-tou derivaci na okoli bodu. Pak(n + 1)-ni
derivaci funkce f v bodé a budeme rozurét

5.3 Konvexni a konkavni funkce

Definice. Necht' f ma vlastni derivaci v bagla € R. Ozn&me
T, = {[z,y] € R* y = f(a) + f'(a)(z — a)}.
Rekneme, Ze boft, f(x)] leZi pod t&nou T, jestlize

f(@) < fla) + f'(a) - (x — a).

Plati-li opa&néa nerovnostekneme, Ze bof, f(x)] lezi nad t&nou 7.



Definice. Necht f'(a) € R. Rekneme, 7e je inflexnim bodemfunkce, jestlize existuj@ > 0
takové, Ze plati

(i) Vx € (a —0,a) : [z, f(x)] leZi pod t&€nouT,,

(i) Vz € (a,a+9): [z, f(z)] leZzi nad ténouT,
nebo

(i) Vx € (a —d,a) : [z, f(z)] leZi nad ténouT,,

(i) Vz € (a,a+9): [z, f(z)] leZi pod t€nouT,.

Véta 5.12(nutna podminka pro inflexi)Necht a € R je inflexni bod funkc¢g. Potom f”(a)
neexistuje nebo je rovna nule.

Véta 5.13(post&ujici podminka pro inflexi)Necht funkcef ma spojitou prvni derivaci na
intervalu(a,b) a z € (a,b). Necht plati:

o V€ (a,2): f'(x)>0,

o Vx e (z,b): f'(x)<0.
Potomz je inflexnim bodem funkce
Definice. Rekneme, Ze funkcg: I — R je konvexni na intervalu 7, jestlize

Vay,xg € IV € [0,1]: f(Azy 4+ (1 — Nag) < Af(z1) + (1 — A) f(x2).
Rekneme, 7e funkcg: I — R je ryze konvexni na intervalu I, jestlize
Vg, g € Iyxy # 2o YA € (0,1): f(Axy 4+ (1 — Nag) < Af(z1) + (1 = N) f(z).

Lemma 5.14. Funkcef je naintervalul konvexni, pravé kdyz

f(za) — f(21) < f(z3) — f(fcz)

To — X1 - T3 — X9

Vo, 2,23 € 1,01 < 19 < x3:

Véta 5.15.Necht f je konvexni na intervald a nechta < int J. Pak existujif’ (a) € R,
I (a) € R.

Véta 5.16.Necht f je konvexni na otevieném intervaluPak f je spojitd naJ.

Véta 5.17.Necht' f: (a,b) - R,a < b.

(i) Jestlizef”(x) > 0 pro kazdér € (a,b), pak f je ryze konvexni néu, b).

S o

!
!

(a,b)
(i) Jestlizef”(z) < 0 pro kazdér € (a,b), pakf je ryze konkavni néu, b).
(iii) Jestlizef”(z) > 0 pro kazdér € (a,b), pak f je konvexni nda, b).
) (a,b)

(iv) Jestlizef”(x) < 0 pro kazdér € (a,b), pak f je konkavni nda, b).



5.4 Prtbéh funkce

Véta 5.18.Necht f'(a) = 0, f"(a) > 0 (resp.f”(a) < 0). Potomf ma va lokalni minimum
(resp. lokalni maximum).

Definice. Rekneme, Ze funkce — az + b, a,b € R, je asymptotou funkce f v +oo (resp. v
—0), jestlize

lim (f(x) —azx —b) =0, (resp. lim (f(x) —ax —b)=0).

T—r+400 T—r—00

Véta 5.19.Funkcef ma voo asymptotu: — ax + b, a,b € R, prave kdyz

lim M:aeR, lim (f(z) —azx) =0€ R.

r—+oo I T—r+00
Vysetfeni prlib éhu funkce

1. UrCime defin€ni obor a obor spojitosti funkce.

2. Zjistime symetrie funkce: lichost, sudost, periodicita

3. Dopcitame limity v ,krajnich bodech defiéiniho oboru®.

4. Spdateme prvni derivaci, Gime intervaly monotonie a nalezneme lokalni a globalni ex-
trémy. U€ime obor hodnot.

5. Sp&teme druhou derivaci a ¢ime intervaly, kde funkcég je konvexni nebo konkavni.
UrCime inflexni body.

6. Vypocteme asymptoty funkce.

7. N&rtneme graf funkce.
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