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Navod k pouziti kurzu
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m udéleni z4poctu,
m sloZeni zkousky.



Navod k pouziti kurzu

Coje
m prednaska,
m cviCeni,
m konzultace,
B proseminar.

Podminky

m udéleni z4poctu,
m sloZeni zkousky.



1. Logika, mnoziny, zobrazeni a Ciselné obory



1.1 Vyrokova a predikatova logika

Vyrokem nazveme jakékoliv tvrzeni, o némz ma smysl
fici, Ze plati (je pravdivé) nebo Ze neplati (je nepravdivé).



1.1 Vyrokova a predikatova logika

Vyrokem nazveme jakékoliv tvrzeni, o némz ma smysl
fici, Ze plati (je pravdivé) nebo Ze neplati (je nepravdivé).

Definice
Negaci —A vyroku A rozumime vyrok:

Neni pravda, Ze plati A.



1.1 Vyrokova a predikatova logika

Vyrokem nazveme jakékoliv tvrzeni, o némz ma smysl
fici, Ze plati (je pravdivé) nebo Ze neplati (je nepravdivé).

Definice
Negaci —A vyroku A rozumime vyrok:

Neni pravda, Ze plati A.



1.1 Vyrokova a predikatova logika

Vyrokem nazveme jakékoliv tvrzeni, o némz ma smysl
fici, Ze plati (je pravdivé) nebo Ze neplati (je nepravdivé).

Definice
Negaci —A vyroku A rozumime vyrok:

Neni pravda, Ze plati A.



Konjunkci A A B vyrokll A a B nazveme vyrok:

Plati AiB.

DA



Konjunkci A A B vyrokll A a B nazveme vyrok:

Plati AiB.

A B|AAB
0 0] O

DA



Konjunkci A A B vyrokll A a B nazveme vyrok:

Plati AiB.
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Konjunkci A A B vyrokll A a B nazveme vyrok:
Plati Ai B.
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Konjunkci A A B vyrokll A a B nazveme vyrok:
Plati Ai B.
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Disjunkci AV B vyrok{ A a B nazveme vyrok:

Plati A nebo B.

DA



Disjunkci AV B vyrok{ A a B nazveme vyrok:

Plati A nebo B.

A B|AVB
0 0] O

DA



Disjunkci AV B vyrok{ A a B nazveme vyrok:

Plati A nebo B.

A B|AVB
0 0| O
0 1| 1

DA



Disjunkci AV B vyrok{ A a B nazveme vyrok:

Plati A nebo B.

A B|AVB
0 0| O
0 1| 1
1 0| 1

DA



Disjunkci AV B vyrok{ A a B nazveme vyrok:
Plati A nebo B.
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Implikaci A = B nazyvame vyrok:

Jestlize plati vyrok A, potom plati vyrok B.

DA



Implikaci A = B nazyvame vyrok:

Jestlize plati vyrok A, potom plati vyrok B.

A B|A=B
0 0| 1

DA



Implikaci A = B nazyvame vyrok:

Jestlize plati vyrok A, potom plati vyrok B.

A B|A=B
0 0] 1
0 1| 1

DA



Implikaci A = B nazyvame vyrok:

Jestlize plati vyrok A, potom plati vyrok B.

A=B
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Implikaci A = B nazyvame vyrok:

Jestlize plati vyrok A, potom plati vyrok B.

A=B
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Vyroku A v implikaci se fik& premisa , vyrok B se nazyva
zaver.
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1.1 Vyrokova a predikatova logika

Vyroku A v implikaci se fik& premisa , vyrok B se nazyva
zaver.

Vyrok A je posta Cujici podminkou pro platnost B a B je
nutnou podminkou pro platnost A.



Ekvivalenci A < B nazyvame vyrok:

Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyz plati vyrok B.

DA



Ekvivalenci A < B nazyvame vyrok:

Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyZ plati vyrok B.

A B|A&B
0 0| 1

DA



Ekvivalenci A < B nazyvame vyrok:

Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyZ plati vyrok B.

A B|A&B
0 0] 1
0 1| o

DA



1.1 Vyrokova a predikatova logika

Definice
Ekvivalenci A < B nazyvame vyrok:

Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyZ plati vyrok B.

A B|A&B
0 0] 1
0 1| o0
1 0| O



1.1 Vyrokova a predikatova logika

Definice
Ekvivalenci A < B nazyvame vyrok:

Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyZ plati vyrok B.

A B|A&B
0 O 1
0 1 0
1 0 0
11 1




1.1 Vyrokova a predikatova logika

Definice
Ekvivalenci A < B nazyvame vyrok:

Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyZ plati vyrok B.

A B|A&B
0 O 1
0 1 0
1 0 0
11 1

(Platnost vyroku) A je nutnou a posta Cujici podminkou
(platnosti vyroku) B.



1.1 Vyrokova a predikatova logika

Vyrokovou formou budeme nazyvat vyraz
A(X1, X2, - - - Xm),
z néhoz vznikne vyrok dosazenim prvkl

X1 € My, X2 € My, ..., Xm € M, Z danych mnozin
Ml,...,Mm.



1.1 Vyrokova a predikatova logika

Definice
Nyni necht A(x), x € M, je vyrokova forma. Vyrok
Pro vS8echna x € M plati A(x).

zapisujeme ve tvaru:

VX € M : A(X).



1.1 Vyrokova a predikatova logika

Definice
Nyni necht A(x), x € M, je vyrokova forma. Vyrok
Pro vS8echna x € M plati A(x).

zapisujeme ve tvaru:
VX € M : A(X).

Symbol ¥V nazyvame obecnym (velkym )
kvantifikatorem .



1.1 Vyrokova a predikatova logika

Definice
Nyni necht A(x), x € M, je vyrokova forma. Vyrok
Existuje x € M, pro které plati A(x).

zapisujeme ve tvaru:

Ix e M A(x).



1.1 Vyrokova a predikatova logika

Definice
Nyni necht A(x), x € M, je vyrokova forma. Vyrok
Existuje x € M, pro které plati A(x).

zapisujeme ve tvaru:
Ix e M A(x).

Symbol 3 nazyvame existen ¢nim (malym)
kvantifikatorem .



1.2 Mnoziny a mnozinové operace

Definice

m Rekneme, Ze mnoZina A je ¢asti mnoZiny B (nebo A
je podmnozinou B), jestlize kazdy prvek mnoziny A
je rovnéz prvkem mnoziny B. Tomuto vztahu fikame
inkluze a znacCime A C B.



1.2 Mnoziny a mnozinové operace

Definice

m Rekneme, Ze mnoZina A je ¢asti mnoZiny B (nebo A
je podmnozinou B), jestlize kazdy prvek mnoziny A
je rovnéz prvkem mnoziny B. Tomuto vztahu fikame
inkluze a znaCime A C B.

m Dvé mnoziny jsou si rovny (A = B), jestlize maji
stejné prvky.



1.2 Mnoziny a mnozinové operace

Definice

m Rekneme, Ze mnoZina A je ¢asti mnoZiny B (nebo A
je podmnozinou B), jestlize kazdy prvek mnoziny A
je rovnéz prvkem mnoziny B. Tomuto vztahu fikame
inkluze a znaCime A C B.

m Dvé mnoziny jsou si rovny (A = B), jestlize maji
stejné prvky.

m Prdzdnou mnozinou nazveme mnoZinu, ktera
neobsahuje Zadny prvek. Oznacime ji symbolem 0.



Definice

Sjednocenim mnozin A a B hazveme mnozinu
vytvofenou vSemi prvky, které patfi alespon do jedné
z mnozin A Ci B.



Definice

Sjednocenim mnozin A a B hazveme mnozinu
vytvorenou vSemi prvky, které patfi alespon do jedné
z mnozin A Ci B. Sjednoceni mnozin A a B znacime
symbolem A U B.



Definice

Sjednocenim mnozin A a B hazveme mnozinu
vytvorenou vSemi prvky, které patfi alespon do jedné

z mnozin A Ci B. Sjednoceni mnozin A a B znacime
symbolem A U B.

Je-li A systém mnoZzin, pak jeho sjednoceni |J.A
definujeme jako mnoZzinu vSech prvk{ a, pro které existuje
A € Atakové, Zze a € A.



Definice

Prdnikem dvou mnozin A a B nazveme mnozinu vSech
prvki, které naleZeji soucasné do A i do B. Prlinik
mnozin A a B znaCime symbolem A N B.



Definice

Prlinikem dvou mnoZin A a B nazveme mnozinu vSech
prvki, které naleZeji soucasné do A i do B. Prlinik
mnozin A a B znaCime symbolem A N B. Maji-li dvé
mnoziny prazdny prinik, fekneme o nich, Ze jsou
disjunktni .



Definice

Prlinikem dvou mnoZin A a B nazveme mnozinu vSech
prvki, které naleZeji soucasné do A i do B. Prlinik
mnozin A a B znaCime symbolem A N B. Maji-li dvé
mnoziny prazdny prinik, fekneme o nich, Ze jsou
disjunktni .

Je-li A neprazdny systém mnozin, pak jeho prinik (.A
definujeme jako mnoZinu vSech prvkl a, které pro kazdé
A € Asplnuji a € A.



Definice

m Rozdilem mnozZin A a B (znaCime A\ B) nazveme
mnozinu prvk{, které patii do mnoziny A a nepatfi do
mnoziny B.



Definice

m Rozdilem mnozZin A a B (znaCime A\ B) nazveme
mnozinu prvk{, které patii do mnoziny A a nepatfi do
mnoziny B.

m Kartézskym sou ¢inem mnozin Ag, ..., A, nazveme
mnozinu vSech usporfadanych n-tic

Al X Ay X -+ X Ap
={[as,az2,...,aq]; a1 € Aq,...,an € An}.



Véta 1.1 (de Morganova pravidla)
Necht' X je mnozina a A je neprazdny systém mnozin.
Pak plati

X\ JA={X\A Ac A}

a dale

X\ A= J{X\A Ac A}



1.3 Zobrazeni

Definice

Necht A a B jsou mnoziny. Binarni relaci mezi prvky
mnoZzin A a B rozumime libovolnou podmnoZzinu
kartézského soucinu A x B. Necht R C A x B je binarni
relace. Misto z4pisu [a, b] € R nékdy piSeme aR b.
Pokud A = B fikame, Ze R je relace na A.



Definice

Necht A a B jsou mnoziny a necht R C A x B je binarni
relace. Pak relaci R~! ¢ B x A definovanou predpisem

x,y]eR < [y,x] €R

nazyvame inverzni relaci k relaci R.



Definice

Necht A a B jsou mnoziny. Binarni relaci F C A x B
nazyvame zobrazenim (nékdy téz funkci) z mnoziny A
do mnoziny B, jestliZze plati

VX € AVY1, Y2 € B: (([X,y1] €F A[X,Y2] €F) = y1 =Ys).



Definice

Necht A a B jsou mnoziny. Binarni relaci F C A x B
nazyvame zobrazenim (nékdy téz funkci) z mnoziny A
do mnoziny B, jestliZze plati

VX € AVY1, Y2 € B: (([X,y1] €F A[X,Y2] €F) = y1 =Ys).

Defini ¢nim oborem zobrazeni F nazyvame mnoZinu

DF)={x €A dyeB: [x,y] e F}.



Definice
Necht A a B jsou mnoziny. Binarni relaci F C A x B

nazyvame zobrazenim (nékdy téz funkci) z mnoziny A

do mnoziny B, jestliZze plati

VX € AVY1, Y2 € B: (([X,y1] €F A[X,Y2] €F) = y1 =Ys).

Defini ¢nim oborem zobrazeni F nazyvame mnoZinu
DF)={x €A dyeB: [x,y] e F}.

Oborem hodnot zobrazeni F nazyvame mnoZzinu

R(F)={y €B; I3x e A: [x,y] € F}.



Poznamka

Necht F je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B. Pro
kazdé x € D(F) existuje pravé jedno y takové, ze

[X,y] € F. Takoveé y znaCime F(x). Grafem zobrazeni F
rozumime mnozinu {[x, F(x)]; x € D(F)}.



Necht A a B jsou mnoziny. Pak symbolem F: A — B
znaCime fakt, Ze

DA



Oznaceni

Necht A a B jsou mnoziny. Pak symbolem F: A — B
znaCime fakt, Ze

m F je zobrazeni z mnoziny A do mnoZziny B,



Oznaceni
Necht A a B jsou mnoziny. Pak symbolem F: A — B
znaCime fakt, Ze

m F je zobrazeni z mnoziny A do mnoZziny B,

m A je defini¢énim oborem F,



Oznaceni
Necht A a B jsou mnoziny. Pak symbolem F: A — B
znaCime fakt, Ze

m F je zobrazeni z mnoziny A do mnoZziny B,

m A je defini¢énim oborem F,

m obor hodnot F je podmnoZinou mnoziny B.



Definice
Necht A, B jsou neprazdné mnoziny af: A — B.
m Obrazem mnoZiny X C A pfi zobrazeni f se nazyvé
mnozina

f(X)={yeB; IxeX:f(x)=y}



Definice
Necht A, B jsou neprazdné mnoziny af: A — B.
m Obrazem mnoZiny X C A pfi zobrazeni f se nazyvé
mnozina

f(X)={y eB; Ix e X: f(x) =y} = {f(x); x € X}.



Definice
Necht A, B jsou neprazdné mnoziny af: A — B.

m Obrazem mnoZiny X C A pfi zobrazeni f se nazyvé
mnozina

f(X)={y eB; Ix e X: f(x) =y} = {f(x); x € X}.

m Vzorem mnoZziny Y C B pfi zobrazeni f nazveme
mnozinu

fHY)={xeA f(x)eY}



Definice

Necht A a B jsou mnoziny a f: A — B je zobrazeni.
(a) Rekneme, Ze f je prosté (injektivni ), jestlize

X,y € A: (f(x) =f(y) =x=Yy).



Definice

Necht A a B jsou mnoziny a f: A — B je zobrazeni.
(a) Rekneme, Ze f je prosté (injektivni ), jestlize

X,y € A: (f(x) =f(y) =x=Yy).

(b) Rekneme, Ze f je na (surjektivni ), jestlize

Vy e BaIx e A: f(x) =Y.



Definice

Necht A a B jsou mnoziny a f: A — B je zobrazeni.
(a) Rekneme, Ze f je prosté (injektivni ), jestlize

X,y € A: (f(x) =f(y) =x=Yy).

(b) Rekneme, Ze f je na (surjektivni ), jestlize

Vy e BaIx e A: f(x) =Y.

(c) Rekneme, Ze f je bijekce (vzajemn & jednozna €né),
jestlize je zaroven prosté a na.



Definice

Necht A a B jsou mnoziny, f: A — B je zobrazeni a

C C A. Pak zobrazeni g: C — B definované predpisem
g(x) = f(x) pro x € C nazyvame restrikci (zuzenim
nebo parcializaci ) zobrazeni f na mnozinu C. Zobrazeni
g oznacCujeme symbolem f|c.



Definice

Necht f a g jsou zobrazeni. Pak zobrazeni g of je
definovano pfedpisem (g o f)(x) = g(f(x)) pro vSechna
x € D(f) takova, ze f(x) € D(9).



Definice

Necht f a g jsou zobrazeni. Pak zobrazeni g of je
definovano pfedpisem (g o f)(x) = g(f(x)) pro vSechna
x € D(f) takova, ze f(x) € D(g). Zobrazeni g o f
nazyvame sloZzenym zobrazenim (sloZenim zobrazeni )
f a g, pficemzZ g nazyvame vnéjSim zobrazenim a f
nazyvame vnit Fnim zobrazenim.



Definice

Necht A a B jsou mnoziny af: A — B je prosté
zobrazeni. Pak inverzni zobrazeni k f je definovano jako
inverzni relace k f. Inverzni zobrazeni k f zna¢ime f—2.



~

m Rikame, Ze mnoziny A, B maji stejnou mohutnost

piSeme A ~ B, jestliZe existuje bijekce A na B.

a

DA



1.4 Mohutnost mnozin

Definice

m Rikame, Ze mnoziny A, B maji stejnou mohutnost a
piSeme A = B, jestlize existuje bijekce A na B.

m Rikdme, Ze mnozina A ma mohutnost mensi nebo
rovnou mohutnosti mnoziny B a piSeme A < B,
jestlize existuje prosté zobrazeni A do B.



1.4 Mohutnost mnozin

Definice

m Rikame, Ze mnoziny A, B maji stejnou mohutnost a
piSeme A = B, jestlize existuje bijekce A na B.

m Rikdme, Ze mnozina A ma mohutnost mensi nebo
rovnou mohutnosti mnoziny B a piSeme A < B,
jestlize existuje prosté zobrazeni A do B.

m Symbol A < B znaci situaci, kdy A < B a neplati
A ~ B.



Definice

Rekneme, Ze mnozina X je kone &n&, pokud je bud
prazdnd, nebo existuje n € N takové, ze X ma stejnou
mohutnost jako mnozina {1,...,n}.



Definice

Rekneme, Ze mnozina X je kone &n&, pokud je bud
prazdnd, nebo existuje n € N takové, ze X ma stejnou
mohutnost jako mnoZina {1,...,n}. Rekneme, Ze
mnoZzina X je nekone ¢na, pokud neni konec€na.



Definice

Rekneme, Ze mnozina X je kone &n&, pokud je bud
prazdnd, nebo existuje n € N takové, ze X ma stejnou
mohutnost jako mnoZina {1,...,n}. Rekneme, Ze
mnoZzina X je nekone ¢na, pokud neni konec€na.
Rekneme, Ze mnoZina X je spo &etna, jestlize je kone¢na
nebo ma stejnou mohutnost jako N.



Definice

Rekneme, Ze mnozina X je kone &n&, pokud je bud
prazdnd, nebo existuje n € N takové, ze X ma stejnou
mohutnost jako mnoZina {1,...,n}. Rekneme, Ze
mnoZzina X je nekone ¢na, pokud neni konec€na.
Rekneme, Ze mnoZina X je spo &etna, jestlize je kone¢na
nebo ma stejnou mohutnost jako N. Nekonecna mnoZzina,
ktera neni spocetna, se nazyva nespo Cetna.



Definice

Rekneme, Ze mnozina X je kone &n&, pokud je bud
prazdnd, nebo existuje n € N takové, ze X ma stejnou
mohutnost jako mnoZina {1,...,n}. Rekneme, Ze
mnoZzina X je nekone ¢na, pokud neni konecna.
Rekneme, Ze mnoZina X je spo &etna, jestlize je kone¢na
nebo ma stejnou mohutnost jako N. Nekonecna mnoZzina,
ktera neni spocetna, se nazyva nespo Cetna.

Poznamka

Pro pocet prvkll konecné mnoZziny X pouzivame ¢asto
znaceni |X|. Dvé konecné mnoziny X, Y maji stejnou
mohutnost pravé tehdy, kdyz |X| = |Y|.



Véta 1.2 (Cantor—Bernstein)

Necht A, B jsou mnoziny takové, Zze A < B a zaroven
B < A. Pak A a B maji stejnou mohutnost.



Definice

Necht X je mnoZina. Potom poten ¢ni mnozinou mnoZziny
X rozumime mnoZzinu P(X) vSech podmnoZin mnoziny X.



Definice

Necht' X je mnozina. Potom poten ¢ni mnozinou mnoZiny
X rozumime mnoZzinu P(X) vSech podmnoZin mnoziny X.

Véta 1.3 (Cantor)
Necht' X je mnoZina. Pak X < P(X).



Véta 1.4 (vlastnosti spocetnych mnozin)

(a) PodmnoZzina spocetné mnoziny je spocetna.



Véta 1.4 (vlastnosti spocetnych mnozin)

(a) PodmnoZzina spocetné mnoziny je spocetna.
(b) Necht zobrazeni f: A — N je prosté. Potom je
mnozina A spocetna.



Véta 1.4 (vlastnosti spocetnych mnozin)

(a) PodmnoZzina spocetné mnoziny je spocetna.

(b) Necht zobrazeni f: A — N je prosté. Potom je
mnozina A spocetna.

(c) Sjednoceni spocetné mnoha spocetnych mnozin je
spocetné.



Véta 1.4 (vlastnosti spocetnych mnozin)

(a) PodmnoZzina spocetné mnoziny je spocetna.

(b) Necht zobrazeni f: A — N je prosté. Potom je
mnozina A spocetna.

(c) Sjednoceni spocetné mnoha spocetnych mnozin je
spocetné.

(d) Obraz spocetné mnoziny je spocetna mnozina.



Véta 1.4 (vlastnosti spocetnych mnozin)

(a) PodmnoZzina spocetné mnoziny je spocetna.

(b) Necht zobrazeni f: A — N je prosté. Potom je
mnozina A spocetna.

(c) Sjednoceni spocetné mnoha spocetnych mnozin je
spocetné.

(d) Obraz spocetné mnoziny je spocetna mnozina.

(e) Kazda nekoneCna mnozina obsahuje nekonecnou
spocCetnou podmnozZinu.



1.5 Realn sla

QD
9(

MnoZzinu realnych Cisel R Ize popsat jako mnoZinu, na niz
jsou definovany operace scitani a ndsobeni , které
budeme znacit obvyklym zplisobem, a relace uspo radani
(<), pficemz jsou splnény néasleduijici tfi skupiny
vlastnosti.



1.5 Realna Cisla

MnoZzinu realnych Cisel R Ize popsat jako mnoZinu, na niz
jsou definovany operace scitani a ndsobeni , které
budeme znacit obvyklym zplisobem, a relace uspo radani
(<), pficemz jsou splnény néasleduijici tfi skupiny
vlastnosti.
I. Vlastnosti sCitani a nasobeni a jejich vzdjemny vztah
[I. Vztah usporadani a operaci scitani a nasobeni

lll. Axiom suprema



vztah

I. Vlastnosti s Citani a nasobeni a jejich vzdjemny

scitani),

mVX,y,Zz€R: X+ (y+2z)=(x+Y)+z (asociativita

O» «F » «

it
a
int

DA



1.5 Realna Cisla

l. Vlastnosti s Citani a nasobeni a jejich vzajemny
vztah

mVYX,y,Z€R: X+ (y+2)=(X+Y)+ z (asociativita
scitani),
mVYX,y e R: x+y =y +x (komutativita s Citani),



1.5 Realna Cisla

l. Vlastnosti s Citani a nasobeni a jejich vzajemny
vztah

mVYX,y,Z€R: X+ (y+2)=(X+Y)+ z (asociativita
scitani),
mVYX,y e R: x+y =y +x (komutativita s Citani),

BIweRWYXER: w+x=x(prvek w je urCen
jednoznacné, znacime ho 0 a fikame mu nulovy
prvek),



1.5 Realna Cisla

l. Vlastnosti s Citani a nasobeni a jejich vzajemny
vztah

mVYX,y,Z€R: X+ (y+2)=(X+Y)+ z (asociativita
scitani),
mVYX,y e R: x+y =y +x (komutativita s Citani),

BIweRWXER: w+x=x (prvek w je urCen
jednoznacné, znacime ho 0 a fikame mu nulovy
prvek),

mYx eRJzeR: x+2z=0(zjetzv. opacné Cislo k
Cislu x, je ur€eno jednoznacné a znacime ho —x),



mVYX,y,zeR: x-(y-z)=(x-y)-z (asociativita
nasobeni ),

DA



mVYX,y,zeR: x-(y-z)=(x-y)-z (asociativita
nasobeni ),

mVYX,y € R: x-y =y -x (komutativita nasobeni ),

DA
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1.5 Realn

BVYX,y,Zz€eR: xX-(y-2z)=(X-Y)-z (asociativita
nasobeni),

B VX,y € R: x-y =y -x (komutativita ndsobeni ),

mIveR\{0}¥WeR: v-x=x(prvekv je urCen
jednoznacné, znaCime ho 1 a fikame mu jednotkovy
prvek),
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1.5 Realn

mVYX,y,zeR: Xx-(y-z)=(x-y)-z (asociativita
nasobeni),

mVYXx,y € R: x-y =y -x (komutativita nasobeni ),

mIveR\{0}¥WeR: v-x=x(prvekv je urCen
jednoznacné, znaCime ho 1 a fikame mu jednotkovy
prvek),

mvYx e R\{0} Iy eR: x-y =1 (prveky je uren
jednoznacné a znacime ho x ! nebo %),
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1.5 Realn

BVYX,y,Zz€eR: xX-(y-2z)=(X-Y)-z (asociativita
nasobeni),

B VX,y € R: x-y =y -x (komutativita ndsobeni ),

mIveR\{0}¥WeR: v-x=x(prvekv je urCen
jednoznacné, znaCime ho 1 a fikame mu jednotkovy
prvek),

mvYx e R\{0} Iy eR: x-y =1 (prveky je uren
jednoznacné a znacime ho x ! nebo %),
mVYX,y,Zz€eR: (X+Yy)-Z=x-z+Y -z (distributivita ).



Il. Vztah uspo fadani a operaci s Citani a nasobeni
mVYX,y,zeER: X<y ANy<z)=x<z
(tranzitivita ),

«0O0>» «F)>r « =)
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Il. Vztah uspo fadani a operaci s citani a nasobeni
mYX,y,ZzeR: X<y ANy<z)=x<z
(tranzitivita ),

BYX,yeR: X<y Ay <X)=Xx=y (slaba
antisymetrie ),
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1.5 Realn

Il. Vztah uspo fadani a operaci s citani a nasobeni
mYX,y,ZzeR: X<y ANy<z)=x<z
(tranzitivita ),
BYX,yeR: X<y Ay <X)=Xx=y (slaba
antisymetrie ),
BYX,y cR: x<yvVvy <X,
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1.5 Realn

Il. Vztah uspo fadani a operaci s citani a nasobeni
mYX,y,ZzeR: X<y ANy<z)=x<z
(tranzitivita ),
BYX,yeR: X<y Ay <X)=Xx=y (slaba
antisymetrie ),
BYX,y cR: x<yvVvy <X,
BmVX,y,ZzeR: x<y=x+z<y+z,
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1.5 Realn

Il. Vztah uspo fadani a operaci s citani a nasobeni

mYX,y,ZzeR: X<y ANy<z)=x<z
(tranzitivita ),

BYX,yeR: X<y Ay <X)=Xx=y (slaba
antisymetrie ),

BYX,y cR: x<yvVvy <X,

BmVX,y,ZzeR: x<y=x+z<y+z,

BYX,yceR: (0<x A0<y)=0<x"y.



m Oznaceni X >y znamend totéZz coy < X.
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1.5 Realna Cisla

Oznaceni

m Oznaceni X >y znamend totéZ coy < x. Symbolem
X <y budeme znacit situaci, kdy x <y, alex £y
(tzv. ostra nerovnost ).



1.5 Realna Cisla

Oznaceni

m Oznaceni X >y znamend totéZ coy < x. Symbolem
X <y budeme znacit situaci, kdy x <y, alex £y
(tzv. ostra nerovnost ).

m Redlna Cisla, pro néz x > 0 (resp. x < 0), budeme
nazyvat kladnymi (resp. zapornymi ).



1.5 Realna Cisla

Oznaceni

m Oznaceni X >y znamend totéZ coy < x. Symbolem
X <y budeme znacit situaci, kdy x <y, alex £y
(tzv. ostra nerovnost ).

m Redlna Cisla, pro néz x > 0 (resp. x < 0), budeme
nazyvat kladnymi (resp. zapornymi ).

m Redlna Cisla, pro néz x > 0 (resp. x < 0), budeme
nazyvat nezapornymi (resp. nekladnymi ).



1.5 Realna Cisla

Definice

m Rekneme, e mnoZina M C R je omezené zdola ,
jestlize existuje Cislo a € R takove, Ze pro kazdé
X € M plati x > a.



1.5 Realna Cisla

Definice

m Rekneme, e mnoZina M C R je omezené zdola ,
jestlize existuje Cislo a € R takove, Ze pro kazdé
X € M plati x > a.
Takoveé Cislo a se nazyva dolni zavorou mnoziny M.



1.5 Realna Cisla

Definice

m Rekneme, e mnoZina M C R je omezené zdola ,
jestlize existuje Cislo a € R takove, Ze pro kazdé
X € M plati x > a.
Takoveé Cislo a se nazyva dolni zavorou mnoziny M.

m Analogicky definujeme pojmy mnoZina omezena
shora a horni zavora .



1.5 Realna Cisla

Definice

m Rekneme, e mnoZina M C R je omezené zdola ,
jestlize existuje Cislo a € R takove, Ze pro kazdé
X € M plati x > a.
Takoveé Cislo a se nazyva dolni zavorou mnoziny M.
m Analogicky definujeme pojmy mnoZina omezena
shora a horni zavora .
m Rekneme, e mnoZina M C R je omezena, je-li
omezena shora i zdola.



Necht M c R. Cislo G € R spliiujici
BYxeM: x <G,

mYVG' eR, G <GIxeM: x>GCG,
nazyvame supremem mnoziny M.

DA



1.5 Realna Cisla

Definice
Necht M c R. Cislo G e R splfiujici

mBYXeM: x <G,
BYVG' eR G <GIxeM: x>G,

nazyvame supremem mnoziny M.

Poznamka

Necht M C R. M&-li mnozina M supremum, je toto ur€eno
jednoznacné a znacime jej sup M.



Necht M C R. Rekneme, Ze a je nejv &t3i prvek

(maximum ) mnoziny M, jestlize a € M a a je horni
zavorou mnoziny M.
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Definice

Necht M C R. Rekneme, Ze a je nejv &tsf prvek
(maximum ) mnoziny M, jestlize a € M a a je horni
zavorou mnoziny M. Analogicky definujeme nejmensi
prvek (minimum ) M.
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1.5 Realn

Definice

Necht M C R. Rekneme, Ze a je nejv &tsf prvek
(maximum ) mnoziny M, jestlize a € M a a je horni
zavorou mnoziny M. Analogicky definujeme nejmensi
prvek (minimum ) M. Maximum a minimum jsou urceny
jednoznacné (pokud existuji) a znaCime je maxM a

min M.



[ll. Axiom suprema

m Kazda neprazdna shora omezena podmnozina R ma
supremum.
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1.5 Realna Cisla

Véta 1.5
Existuje Ctvefice (R, +, -, <) spliujici podminky I-IIl,
pricemz je témito podminkami urCena jednoznacné v
nasledujicim smyslu. Pokud Ctvefice (R, ®, ®, <*) spliiuje
mutatis mutandis podminky I-lll, pak existuje bijekce
¢ : R — R takova, Ze pro kazdé x,y € R plati

B o(X +Y)=¢(X) DY),

B (X -y) = p(X)©e(y)

B X<y = o(X) <o)



Necht M c R. Cislo g € R spliujici
mYxeM: x>g,

BVYg eER, g>gxXxXeM: x<¢g,
nazyvame infimem mnoziny M.

DA



1.5 Realna Cisla

Definice

Necht M c R. Cislo g € R splfiujici
BYXeM: x>g,
mYg' eR, g >gIxeM: x<dg,

nazyvame infimem mnoziny M.

Poznamka

Necht M C R. Ma-li mnozina M infimum, je toto ur¢eno
jednoznacné a znaCime jej inf M.



Necht M C R je neprazdna zdola omezena mnoZzina. Pak
existuje infimum mnoziny M.
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Pro kazdé r € R existuje pravé jedno Cislo k € Z takové,
zek <r <k+1.
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Pro kazdé r € R existuje pravé jedno Cislo k € Z takové,
zek <r <k+1.

Ke kazdému x € R existuje n € N spliujici x < n.
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Pro kazdé n € Nax € R, x > 0, existuje pravé jedno
y € R,y > 0, spliujici y" = x.

DA



Pro kazdé n € Nax € R, x > 0, existuje pravé jedno
y € R,y > 0, spliujici y" = x.

Necht a,b € R, a < b. Pak existuje q € Q takové, ze
a<q<hb.

DA



1.6 Komplexni Cisla

MnoZzinu komplexnich Cisel C definujeme jako mnoZzinu
vSech usporadanych dvojic (a,b), kde a,b € R, pficemz
pro komplexni Cisla x = (a,b), y = (c, d) definujeme
operace scCitani a nasobeni takto
mX+y=(a+c,b+d),
m X y=(ac —bd,ad + bc).



Necht x = (a,b) € C. Prvek a nazyvame reélnou ¢asti x,
prvek b nazyvame imaginarni Casti x.
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1.6 Komplexni Cisla

Necht x = (a,b) € C. Prvek a nazyvame realnou casti x,
prvek b nazyvame imaginarni casti x. Absolutni
hodnotou komplexniho €isla x rozumime /a2 + b2,



1.6 Komplexni Cisla

Necht x = (a,b) € C. Prvek a nazyvame realnou casti x,
prvek b nazyvame imaginarni casti x. Absolutni
hodnotou komplexniho Cisla x rozumime v/a? + b?. Déle
definujeme 0 = (0,0), 1 = (1,0) (sic) ai = (0, 1).



1.6 Komplexni Cisla

Necht x = (a,b) € C. Prvek a nazyvame realnou casti x,
prvek b nazyvame imaginarni casti x. Absolutni
hodnotou komplexniho Cisla x rozumime v/a? + b?. Déle
definujeme 0 = (0,0), 1 = (1,0) (sic) ai = (0, 1).
Komplexn € sdruzenym cislem k x rozumime Cislo

X = (a,—b); symbol —x znaci Cislo (—a, —b) a symbol
1/x znaci pro x # 0 (jednoznacné urcené) Cislo splnujici
x-1=1



2. Limita posloupnosti



Zobrazeni pfifazujici kazdému pfirozenému Cislu n reélné
{an}nes-

Cislo a, nazyvame posloupnost realnych Cisel. Znacime
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2.1 Uvod

Definice

Zobrazeni pfifazujici kazdému pfirozenému Cislu n realné
Cislo a, nazyvame posloupnost realnych Cisel. Znacime
{an},. Cislo a, nazveme n-tym ¢lenem této
posloupnosti.



Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je

m shora omezena , jestlize mnozina vSech ¢lend této
posloupnosti je shora omezena,



Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je

m shora omezena , jestlize mnozina vSech ¢lend této
posloupnosti je shora omezena,

m zdola omezena , jestlize mnozina vSech ¢lenl této
posloupnosti je zdola omezena,



Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
m shora omezena , jestlize mnozina vSech ¢lend této
posloupnosti je shora omezena,
m zdola omezena , jestlize mnozina vSech ¢lenl této
posloupnosti je zdola omezena,
m omezena, jestlize mnozina vSech ¢lenl této
posloupnosti je omezena.



Definice

Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
m neklesajici , je-li a, < a,;1 pro kazdé n € N,
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m rostouci , je-lia, < a1 pro kazdé n € N,
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Definice

Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
m neklesajici , je-li a, < a,;1 pro kazdé n € N,
m rostouci , je-lia, < a1 pro kazdé n € N,
B nerostouci , je-lia, > an,; pro kazdé n € N,
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Definice

Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
m neklesajici , je-li a, < a,;1 pro kazdé n € N,
m rostouci , je-lia, < a1 pro kazdé n € N,
B nerostouci , je-lia, > an,; pro kazdé n € N,
m klesajici, je-li a, > a1 pro kazdé n € N.

Posloupnost {a,} je monoténni , pokud splfiuje nékterou
z vySe uvedenych podminek.



Definice

Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
m neklesajici , je-li a, < a,;1 pro kazdé n € N,
m rostouci , je-lia, < a1 pro kazdé n € N,
B nerostouci , je-lia, > an,; pro kazdé n € N,
m klesajici, je-li a, > a1 pro kazdé n € N.

Posloupnost {a,} je monoténni , pokud splfiuje nékterou
z vySe uvedenych podminek. Posloupnost {a,} je ryze
monotdénni , pokud je rostouci Ci klesajici.



Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu rovnou
realnému Cislu A, jestlize plati

VeeR,e>03ngeNVneN,n>ng: |a, — Al <e.
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Kazd& posloupnost ma nejvyse jednu limitu.
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Véta 2.1 (jednoznacnost limity)

Kazd& posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Definice

Ma-li posloupnost {a,} limitu rovnou Cislu A € R, pak
piSeme lim a, = A nebo jenom lima, = A.

n—o0



Véta 2.1 (jednoznacnost limity)

Kazd& posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Definice

Ma-li posloupnost {a,} limitu rovnou Cislu A € R, pak
piSeme lim a, = A nebo jenom lima,, = A. Rekneme, Ze

n—o0

posloupnost {a,} je konvergentni , pokud existuje A € R
takové, ze lima, = A.



Véta 2.2

Necht K € R, K > 0, A € R. JestliZze posloupnost {a,}
splfiuje podminku

VeeR,e>03dng e NVneN,n>ng: |a, — Al <Ke.

potom lima, = A.



Kazda konvergentni posloupnost je omezena.
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Véta 2.3

Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

Definice

Necht {a,}:° , je posloupnost realnych Cisel. Jestlize
{nk }2, je rostouci posloupnost prirozenych Cisel, pak
{an, }v2, se nazyva vybranou posloupnosti z  {a,} ;.



Véta 2.4

Necht {a,, }>, je vybrana posloupnost z posloupnosti
{an}2,. Jestlize plati lim,_,. an, = A € R, pak také
limg oo @y, = A.
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{an}2,. Jestlize plati lim,_,. an, = A € R, pak také
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Véta 2.5 (limita a aritmetické operace)

Necht lima, = A € Ralimb, = B € R. Potom plati:



Véta 2.4

Necht {a,, }>, je vybrana posloupnost z posloupnosti
{an}2,. Jestlize plati lim,_,. an, = A € R, pak také
limg oo @y, = A.

Véta 2.5 (limita a aritmetické operace)

Necht lima, = A € Ralimb, = B € R. Potom plati:
(b) lim(a, - by) =A-B,



Véta 2.4

Necht {a,, }>, je vybrana posloupnost z posloupnosti
{an}2,. Jestlize plati lim,_,. an, = A € R, pak také
limg oo @y, = A.

Véta 2.5 (limita a aritmetické operace)

Necht lima, = A € Ralimb, = B € R. Potom plati:
(b) lim(a, - by) =A-B,

(c) je-liB #£0ab,#0provSechnan €N, je
lim(an/bn) = A/B.



Véta 2.4

Necht {a,, }>, je vybrana posloupnost z posloupnosti
{an}2,. Jestlize plati lim,_,. an, = A € R, pak také
limg oo @y, = A.

Véta 2.5 (limita a aritmetické operace)

Necht lima, = A € Ralimb, = B € R. Potom plati:
(@ lim(a, +bn) =A+B,
(b) lim(a, - by) =A-B,

(c) je-liB #£0ab,#0provSechnan €N, je
lim(an/bn) = A/B.



Véta 2.4

Necht {a,, }>, je vybrana posloupnost z posloupnosti
{an}2,. Jestlize plati lim,_,. an, = A € R, pak také
limg oo @y, = A.

Véta 2.5 (limita a aritmetické operace)

Necht lima, = A € Ralimb, = B € R. Potom plati:
(b) lim(a, - by) =A-B,

(c) je-liB #£0ab,#0provSechnan €N, je
lim(an/bn) = A/B.



Véta 2.4

Necht {a,, }>, je vybrana posloupnost z posloupnosti
{an}2,. Jestlize plati lim,_,. an, = A € R, pak také
limg oo @y, = A.

Véta 2.5 (limita a aritmetické operace)

Necht lima, = A € Ralimb, = B € R. Potom plati:
(b) lim(a, - by) =A-B,

(c) je-liB #0ab,#0provSechnan €N, je
lim(a,/b,) = A/B.



Necht lima, = 0 a necht posloupnost {b,} je omezena.
Potom lim a,b,, = 0.

DA



Necht lima, = A € R. Potom lim |a,| = |A|.
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Necht lima, =A € Ralimb, =B € R.

DA



Véta 2.8 (limita a usporadani)

Necht lima, =A € Ralimb, =B € R.

(& Necht existuje ng € N takové, Ze pro kazdé pfirozené
n>ngje a, > b,. Potom A > B.



Véta 2.8 (limita a usporadani)

Necht lima, =A € Ralimb, =B € R.

(& Necht existuje ng € N takové, Ze pro kazdé pfirozené
n>ngje a, > b,. Potom A > B.

(b) Necht' A < B. Potom existuje ny € N takové, Ze pro
kazdé pfirozené n > ng je a, < b,.



Véta 2.8 (limita a usporadani)

Necht lima, =A € Ralimb, =B € R.

(& Necht existuje ng € N takové, Ze pro kazdé pfirozené
n > ngje a, > b,. Potom A > B.

(b) Necht' A < B. Potom existuje ny € N takové, Ze pro
kazdé pfirozené n > ng je a, < b,.



Véta 2.8 (limita a usporadani)

Necht lima, =A € Ralimb, =B € R.

(& Necht existuje ng € N takové, Ze pro kazdé pfirozené
n>ngje a, > b,. Potom A > B.

(b) Necht A < B. Potom existuje ny € N takové, Ze pro
kazdé pfirozené n > ng je a, < by.



Véta 2.9 (o dvou stréznicich)

Necht {a,}, {b,} jsou dvé konvergentni posloupnosti a
{cn} je posloupnost spliiujici:
(@ dng e NVn e N,n>ng: a, < ¢, < by,



Véta 2.9 (o dvou stréznicich)

Necht {a,}, {b,} jsou dvé konvergentni posloupnosti a
{cn} je posloupnost spliiujici:

(@ dng e NVn e N,n>ng: a, < ¢, < by,

(b) lima, = limb,.



Véta 2.9 (o dvou stréznicich)

Necht {a,}, {b,} jsou dvé konvergentni posloupnosti a
{cn} je posloupnost spliiujici:

(@ dng e NVn e N,n>ng: a, < ¢, < by,
(b) lima, = limb,,.
Potom existuje limc, a plati limc,, = lim a,.



Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu oo, jestlize

VLeRdng e NVneN,n>ng: a, > L.

0> «F»

DA



2.3 Nevlastni limita posloupnosti

Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu oo, jestlize

VLe Rdng e NVneN,n>ng: a, > L.
Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu —oo, jestlize

VK eRdng e NVne N,.n>np: a, <K.



Véta 2.10 (jednoznacnost limity podruhé)

Kazda posloupnost ma nejvySe jednu limitu v R*.



Necht lima, = A€ R*alimb, =B € R~

DA



Véta 2.11 (aritmetika limit podruhé)

Necht lima, = A € R*alimb,, = B € R*. Potom plati:

(i) lim(a, + b,) = A+ B, pokud je prava strana
definovana,



Véta 2.11 (aritmetika limit podruhé)

Necht lima, = A € R*alimb,, = B € R*. Potom plati:

(i) lim(a, + b,) = A+ B, pokud je prava strana
definovana,

(ii) lim(a, - by) = A-B, pokud je prava strana definovana,



Véta 2.11 (aritmetika limit podruhé)

Necht lima, = A € R*alimb,, = B € R*. Potom plati:

(i) lim(a, + b,) = A+ B, pokud je prava strana
definovana,

(ii) lim(a, - by) = A-B, pokud je prava strana definovana,
(iii) lima,/b, = A/B, pokud je prava strana definovana.



Véta 2.12

Necht lima, = A € R*, A> 0, limb, = 0 a existuje ng € N,
Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati b, > 0. Pak
lima, /b, = cc.



Definice

Necht M c R*. Cislo G € R* splfiujici
BYXeM: x <G,
BYG' eR* G <GIXxeM:x >GC,

nazyvame supremem mnoziny M. Infimum mnoZziny M
definujeme analogicky.



Kazd& monoténni posloupnost ma limitu.
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Véta 2.13

Kazda monotonni posloupnost ma limitu.

Véta 2.14 (CantorQv princip vloZenych intervalll)

Necht {I,}>2, je posloupnost uzavienych intervalll
spliujici:



Véta 2.13

Kazda monotonni posloupnost ma limitu.

Véta 2.14 (CantorQv princip vloZenych intervalll)
Necht {I,}>2, je posloupnost uzavienych intervalll
spliujici:

mYneN: I Cly,

m lim,_ . délkal, =0.



Véta 2.13

Kazda monotonni posloupnost ma limitu.

Véta 2.14 (CantorQv princip vloZenych intervalll)
Necht {I,}>2, je posloupnost uzavienych intervalll
spliujici:

mVYneN: Iy Cly,

m lim,_ . délkal, =0.
Potom (.2, I je jednobodova mnoZzina.



Véta 2.15 (Bolzanova-Weierstrassova véta)

Z kazdé omezené posloupnosti Ize vybrat konvergentni
podposloupnost.



Definice

Necht {an} je posloupnost realnych Cisel. Pak definujeme

limn—00 SUp{ax; kK > n}, jestlize je {an}
) shora omezena,
limsupa, = . i
n— oo 00, jestlize neni {an}
shora omezena.

Tuto hodnotu nazyvame limes superior posloupnosti {a}.



Definice

Necht {an} je posloupnost realnych Cisel. Pak definujeme

limn—00 SUp{ax; kK > n}, jestlize je {an}
) shora omezena,
limsupa, = L i
n— oo 00, jestlize neni {an}
shora omezena.

Tuto hodnotu nazyvame limes superior posloupnosti {a}.
Obdobné definujeme limes inferior posloupnosti {an}
predpisem

limn_ o inf{ax; k > n}, jestlize je {an}
o zdola omezena,
liminfa, = L i
N—+co —00, jestlize neni {an}
zdola omezena.



Véta 2.16 (o vztahu limity, limes superior a limes
inferior)

Necht' {a,} je posloupnost realnych Cisel a A € R*. Potom
lima, = A pravé tehdy, kdyZ limsup a, = liminfa, = A.



Véta 2.17

Necht' {a,}, {bn} jsou posloupnosti realnych Cisel, np € N
a plati a, < b, pro kazdé n € N, n > nq. Pak plati

liminfa, < Iliminfb, a limsupa, < limsupb,.



Definice

Necht' {a,} je posloupnost reélnych Cisel a A € R*.
Rekneme, Ze A je hromadna hodnota posloupnosti {a,},
jestlize existuje vybrana posloupnost {an, }¢>, takova, ze
plati limy_, a, = A. Mnozinu vSech hromadnych hodnot
posloupnosti {a,} znaCime H({a,}).



Véta 2.18 (o vztahu limes superior, limes inferior
a hromadnych hodnot)

Necht' {a,} je posloupnost realnych Cisel. Potom
limsup a, aliminfa, jsou hromadnymi hodnotami
posloupnosti {a,} a pro kazdou hromadnou hodnotu A
posloupnosti {a,} plati liminfa, < A <limsup a,.



Véta 2.18 (o vztahu limes superior, limes inferior
a hromadnych hodnot)

Necht' {a,} je posloupnost realnych Cisel. Potom
limsup a, aliminfa, jsou hromadnymi hodnotami
posloupnosti {a,} a pro kazdou hromadnou hodnotu A
posloupnosti {a,} plati liminfa, < A <limsup a,.

Dusledek 2.19

Necht' {a,} je posloupnost reélnych Cisel a necht' A € R*.
Je-lilima, = A, pak H({an}) = {A}.



Definice
Necht {a,} je posloupnost redlnych &isel. Rekneme, Ze
{an} splnuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku , jestlize

Ve e R,e >04dng e N
vm,n € N,n > ng,m > ng: |a, — am| < €.



Definice
Necht {a,} je posloupnost redlnych &isel. Rekneme, Ze
{an} splnuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku , jestlize

Ve e R,e >04dng e N
vVm,n € N,n > ng,m > ng: |a, — an| < c.

Véta 2.20

Posloupnost {a,} mé vlastni limitu pravé tehdy, kdyz
splfiuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku.



Véta 2.21 (Borelova véta)

Necht' | je uzavieny interval a S je mnozina otevienych
intervalll takova, ze | c | JS. Potom existuje kone¢na
mnoZzina Sy C S takova, Ze | C | So.



3. Ciselné fady



3. Ciselné fady

Definice

Necht' {a,} je posloupnost. Pro m € N poloZme

Cislo s, nazveme m-tym caste cnym sou ¢tem fady

D e @



3. Ciselné fady

Definice
Necht' {a,} je posloupnost. Pro m € N poloZme

Cislo sm hazveme m-tym &aste &nym sou étem Fady
Y e ; an. Prvek a, budeme nazyvat n-tym ¢lenem fady

> nep @n-



3. Ciselné fady

Definice

Necht' {a,} je posloupnost. Pro m € N poloZme

Cislo sm hazveme m-tym &aste &nym sou étem Fady

Y e ; an. Prvek a, budeme nazyvat n-tym ¢lenem fady
Y me1 @n. Souctem nekonecné fady Y | a, nazveme
limitu posloupnosti {sy, }, pokud tato limita existuje.



3. Ciselné fady

Definice
Necht' {a,} je posloupnost. Pro m € N poloZme

Cislo sm hazveme m-tym &aste &nym sou étem Fady

Y e ; an. Prvek a, budeme nazyvat n-tym ¢lenem fady
> o, an. Souctem nekonecné fady > . ° ; a, hazveme
limitu posloupnosti {sy, }, pokud tato limita existuje.
Soucet fady budeme znacit symbolem »" * | a,.



3. Ciselné fady

Definice
Necht' {a,} je posloupnost. Pro m € N poloZme

Cislo sm hazveme m-tym &aste &nym sou étem Fady

Y e ; an. Prvek a, budeme nazyvat n-tym ¢lenem fady
> o, an. Souctem nekonecné fady > . ° ; a, hazveme
limitu posloupnosti {sy, }, pokud tato limita existuje.
Soucet fady budeme znacit symbolem " *  a,.
Rekneme, Ze fada konverguje , je-li jeji soucet realné
Cislo. V opacném pfipadé fekneme, Ze fada diverguje .



Jestlize fada "2 ; a, konverguje, pak lima, = 0.

«0O0>» «F)>r « =)
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Véta 3.2

() Necht a € R, a # 0. Potom )" * | a, konverguje,
pravé kdyz > , aa, konverguije.
(i) Necht >, a,a> .-, by jsou konvergentni fady.
Potom >, (a, + b,) konverguije.
(i) Rada >°>°, a, konverguje, pravé kdyz plati

Ve eR,e>0dng e NVn € N,n > ng

m
VmeN,m>n:)Z aj‘<g.
j=n+1



Véta 3.3 (srovnavaci kritérium)

Necht ng € N. Déle necht' > a,a .-, b, jsou dvé
fady splnujici 0 < a, < b, pro kazdé n € N, n > nq.

(i) Je-li Y2, b, konvergentni, je rovnéz ", an
konvergentni.



Véta 3.3 (srovnavaci kritérium)

Necht ng € N. Déle necht' > a,a .-, b, jsou dvé
fady splnujici 0 < a, < b, pro kazdé n € N, n > nq.
(i) Je-li -7, b, konvergentni, je rovnéz > a,
konvergentni.
(i) Je-li Y2, a, divergentni, je rovnéz >~ * b,
divergentni.



Véta 3.4 (limitni srovnavaci kritérium)
Necht > ° a,a) -, b, jsou fady s nezapornymi cleny
a ||mn_>oo an/bn =Cc R*.

(i) Necht ¢ € (0, ). Potom >, a, konverguje, praveé
kdyZ konverguje >, bp.
(i) Necht ¢ = 0. Pak konverguje-li > ° , by, konverguje i
2 ne1 an.
(i) Necht ¢ = co. Pak konverguje-li >~ ", a,, konverguje

i > 02 b



Véta 3.5 (Cauchyovo odmocninové kritérium)
Necht )" a, je fada s nezapornymi €leny. Potom plati:
(i) Existuje-liq € (0, 1) takové, Ze
dng e NVneN,n>ng: Va, <q,
potom »_* , a, konverguije.

(ii) Je-lilimsup y/a, < 1, pak je >, a, konvergentni.
(iii) Je-lilim y/a, < 1, pak je ", a, konvergentni.



Véta 3.5 (Cauchyovo odmocninové kritérium)

Necht )" a, je fada s nezapornymi €leny. Potom plati:
(i) Existuje-liq € (0, 1) takové, Ze

dng e NVneN,n>ng: Va, <q,

potom »_* , a, konverguije.
(ii) Je-lilimsup y/a, < 1, pak je >, a, konvergentni.
(iii) Je-lilim y/a, < 1, pak je ", a, konvergentni.

(iv) Je-li limsup y/a, > 1, pak neplati lima, =0a ), a,
je divergentni.

(v) Je-li lim y/a, > 1, pak neplati ima, =0a ) >, an je
divergentni.



Véta 3.6 (d’Alembertovo podilové kritérium)

Necht )" a, je fada s kladnymi Cleny.
(i) Existuje-liq € (0, 1) takové, Ze

a
Jng e NVn € N,n > ng : ;+1<q,

n
potom >, a, konverguije.
(i) Je-li limsup %t < 1, pak je Y°°, a, konvergentni.
(iii) Je-li lim % <1, pakje > 7 a, konvergentni.

(iv) Je-lilim 222 > 1, pak neplati lima, =0a ", a, je
divergentni.



Véta 3.7 (Raabeovo kritérium)
Necht Y, a, je fada s kladnymi Cleny.

(i) Je-lilim n(ﬁ1 —1) > 1, pak je >~ ; an konvergentni.
(ii) Je-li lim n(ﬁl —1) < 1, pak je > . ; a, divergentni.



Necht a € R. Rada $_°°, 1/n® konverguije pravé tehdy,
kdyz a > 1.

DA



Véta 3.8

Necht o € R. Rada >_>°, 1/n® konverguje pravé tehdy,
kdyz o > 1.

Véta 3.9 (kondenzacni kritérium)

Necht {a,} je nerostouci posloupnost nezapornych Cisel.
Pak fada ), ; a, konverguje pravé tehdy, kdyz
konverguje fada >~ , 2"apn.



3.3 Rady s obecnymi Eleny

Lemma 3.10 (Abelova parcialni sumace)

Necht me Naay,...,an, by,...,by jsou realna Cisla.
(@) NechtneN,n<m,ac =3 a,k=n_..m
Pak plati

3
.L

0;(bj — bj11) + Tmbm.

Lae

I
S



3.3 Rady s obecnymi Eleny

Lemma 3.10 (Abelova parcialni sumace)

Necht me Naay,...,an, by,...,by jsou realna Cisla.
(@) NechtneN,n<m,ac =3 a,k=n_..m
Pak plati

3
.L

0;(bj — bj11) + Tmbm.

Lae

] n

(b) Oznacme sy = ZJ _, &,k =0,...,m. Pak pro kazdé
n e N, n<m, plati



Véta 3.11 (Abelovo-Dirichletovo kritérium)

Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti, pficemz {b,} je
monotonni. Necht' je navic splnéna alespon jedna z
nésledujicich dvou podminek:

(A) posloupnost {b,} je omezend afada ) -, a,
konverguije,



Véta 3.11 (Abelovo-Dirichletovo kritérium)

Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti, pficemz {b,} je

monotonni. Necht' je navic splnéna alespon jedna z

nésledujicich dvou podminek:

(A) posloupnost {b,} je omezend afada ) -, a,
konverguije,

(D) limb, = 0 a posloupnost ¢astecnych souctd fady
> o, a, je omezena.

Pak fada >~ ; a,b, konverguje.



Hao



Hao



Véta 3.12 (Leibniz)

Necht {a,}:°, je monoténni posloupnost, ktera
konverguje k 0. Pak fada fada > ", (—1)"a, konverguije.



Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)




3.4 Absolutni konvergence

Definice

Rekneme, Ze fada Y% , a, je absolutn & konvergentni ,
jestlize je fada )" , |a,| konvergentni. Je-lifada )" *° , a,
konvergentni, ale neni absolutné konvergentni, fikame, Ze
je neabsolutn & konvergentni .



Je-lifada ) -, a, absolutné konvergentni, je rovnéz
konvergentni.
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4. Limita a spojitost funkce



Funkce f jedné realné prom énné (dale jen funkce ) je
realnych Cisel.

zobrazeni f: M — R, kde M je podmnoZinou mnoZziny
«O» «F»r « =>»
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4. Limita a spojitost funkce

Definice

Funkce f jedné realné prom énné (dale jen funkce ) je
zobrazeni f: M — R, kde M je podmnoZinou mnoziny
realnych Cisel.

Definice

Funkce f: J — R je rostouci na intervalu J, jestlize pro
kazdou dvoijici X1, X, € J, X3 < X, plati nerovnost

f(x1) < f(X2). Analogicky definujeme funkci klesajici
(neklesajici , nerostouci ) na intervalu J.



Definice

Monotonni funkci  (resp. ryze monotonni funkci ) na
intervalu J rozumime funkci, ktera je neklesajici nebo
nerostouci (resp. rostouci nebo klesajici) na J.



Definice

Necht f je funkce a M C D;. Rekneme, Ze funkce f je
e licha, jestlize pro kazdé x € Ds plati —x € Dy a

f(=x) = —f(x),



Definice

Necht f je funkce a M C D;. Rekneme, Ze funkce f je
e licha, jestlize pro kazdé x € Ds plati —x € Dy a
f(=x) = —f(x),
e sudd, jestlize pro kazdé x € Dy plati —x € Dy a

f(—x) = f(x),



Definice

Necht f je funkce a M C D;. Rekneme, Ze funkce f je

e licha, jestlize pro kazdé x € Ds plati —x € Dy a
f(=x) = —f(x),

e sudd, jestlize pro kazdé x € Dy plati —x € Dy a
f(—x) = f(x),

e periodicka s periodou a € R, a > 0, jestlize pro
kazdé x € Ds platix +a € Ds, x —a € Ds a
f(x +a) =f(x —a) =f(x),



Definice

Necht f je funkce a M C D;. Rekneme, Ze funkce f je

e licha, jestlize pro kazdé x € Ds plati —x € Dy a
f(—x) = —f(x),

e sudd, jestlize pro kazdé x € Dy plati —x € Dy a
f(—x) = f(x),

e periodicka s periodou a € R, a > 0, jestlize pro
kazdé x € Ds platix +a € Ds, x —a € Ds a
f(x +a) =f(x —a) =f(x),

e shora omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takove, Ze pro vSechna x € M je f(x) <K,



e zdola omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takove, ze pro vSechna x € M je f(x) > K,



e zdola omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takove, ze pro vSechna x € M je f(x) > K,

e omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R takové,
Ze pro vdechna x € M je |f(x)| <K,



e zdola omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takove, ze pro vSechna x € M je f(x) > K,

e omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R takové,
Ze pro vdechna x € M je |f(x)| <K,

e konstantni na M, jestlize pro vSechna x,y € M plati
f(x) =f(y).



Necht ¢ € R a ¢ > 0. Potom definujeme

m okoli bodu c jako B(c,¢) = (¢ —¢,C +¢),

DA



4.2 Limita funkce

Definice
Necht ¢ € R a ¢ > 0. Potom definujeme
m okoli bodu c jako B(c,s) = (c —¢,C +¢),

m prstencové okoli bodu c jako
P(c,e) =(c —e,c+¢)\ {c},



4.2 Limita funkce

Definice
Necht ¢ € R a ¢ > 0. Potom definujeme
m okoli bodu c jako B(c,s) = (c —¢,C +¢),

m prstencové okoli bodu c jako
P(c,e) =(c —e,c+¢)\ {c},

Okoli a prstencové okoli bodu co (resp. —oo) definujeme
takto:

P (00, e) = B(00,¢) = (1/¢, 0),
P(—00,€) = B(—00,¢) = (—00, —1/e¢).



Definice

Rekneme, Ze &islo A € R* je limitou funkce f v bod &
c € R*, jestlize

VeeR,e>036 €R,6 >0Vx € P(c,d): f(x) € B(A,¢).



Definice

Rekneme, Ze &islo A € R* je limitou funkce f v bod &
c € R*, jestlize

VeeR,e>036 €R,6 >0Vx € P(c,d): f(x) € B(A,¢).

To oznaCujeme symbolem lim f(x) = A.

X—C



Definice
Necht c € Race € R,e > 0. Potom definujeme

m pravé okoli bodu c jako Bf(c,¢) =[c,c + ¢),



Definice

Necht c € Race € R,e > 0. Potom definujeme
m pravé okoli bodu c jako Bf(c,¢) =[c,c + ¢),
m levé okoli bodu c jako B=(c,¢) = (c — ¢,c],



Definice

Necht c € Race € R,e > 0. Potom definujeme
m pravé okoli bodu c jako Bf(c,¢) =[c,c + ¢),
m levé okoli bodu c jako B=(c,¢) = (c — ¢,c],

m prave prstencové okoli bodu ¢ jako
P*t(c,e) =(c,c +¢),



Definice
Necht c € Race € R,e > 0. Potom definujeme
m pravé okoli bodu c jako Bf(c,¢) =[c,c + ¢),
m levé okoli bodu c jako B=(c,¢) = (c — ¢,c],
m pravé prstencové okoli bodu c jako
P*(c,e) =(c,c +¢),
m levé prstencové okoli bodu ¢ jako
P~(c,e) =(c —¢,C).



Déle definujeme

m levé okoli bodu oo jako B~ (o0, ¢) = (1/¢, 00),

DA



Definice

Déle definujeme
m levé okoli bodu oo jako B~ (c0,¢) = (1/¢, ),
m prave okoli bodu —oc jako
BT (—00,¢e) = (—o0, —1/¢),



Definice

Déle definujeme
m levé okoli bodu oo jako B~ (c0,¢) = (1/¢, ),
m prave okoli bodu —oc jako
BT (—00,¢e) = (—o0, —1/¢),
m levé prstencové okoli bodu oo jako
P~(00,e) = B~ (0,¢),



Definice

Déle definujeme

m levé okoli bodu oo jako B~ (c0,¢) = (1/¢, ),

m prave okoli bodu —oc jako
BT (—00,¢e) = (—o0, —1/¢),

m levé prstencové okoli bodu oo jako
P~(00,e) = B~ (0,¢),

m pravé prstencoveé okoli bodu —oo jako
P*(—o00,¢) =BT (—00,¢).



Definice
Necht A € R*, ¢ € RU{—oc}. Rekneme, Ze funkce f ma
v bodé c limitu zprava rovnou A (znaCime lim f(x) = A),

i . X—C+
jestlize

Ve eR,e>030 € R, 6 >0Vx € P*(c,d): f(x) € B(A,¢).



Definice

Necht A € R*, ¢ € RU{—oc}. Rekneme, Ze funkce f ma
v bodé c limitu zprava rovnou A (znaCime Iim+f(x) =A),
X—C

jestlize
Ve eR,e>030 € R, 6 >0Vx € P*(c,d): f(x) € B(A,¢).

Analogicky definujeme pojem limity zleva v bodé
c € RU{oo}.



Definice
Necht A € R*, ¢ € RU{—oc}. Rekneme, Ze funkce f ma
v bodé c limitu zprava rovnou A (znaCime Iim+f(x) =A),
X—C
jestlize
Ve eR,e>030 € R, 6 >0Vx € P*(c,d): f(x) € B(A,¢).

Analogicky definujeme pojem limity zleva v bodé
¢ € RU {oo}. Pro limitu zleva funkce f v bodé c uzivame

symbol lim f(x).

X—C—



Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bod & c, jestlize
)I(irrlf(x) =f(c).
—

DA



Definice

Rekneme, Ze funkce f je spojita v bod & c, jestlize
lim f(x) = f(c).

X—C
Definice

Necht ¢ € R. Rekneme, Ze funkce f je v bodé& c spojita
zprava (resp. zleva), jestlize limy_,., f(x) = f(c) (resp.
limy . f(x) =f(c)).



Definice
Necht' J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje
nekonec¢né mnoho bodt). Funkce f: J — R je spojita na
intervalu J, jestlize plati:
m f je spojita zprava v levém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,



Definice
Necht' J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje
nekonec¢né mnoho bodt). Funkce f: J — R je spojita na
intervalu J, jestlize plati:
m f je spojita zprava v levém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,
m f je spojita zleva v pravém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,



Definice

Necht' J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje
nekonec¢né mnoho bodt). Funkce f: J — R je spojita na
intervalu J, jestlize plati:
m f je spojita zprava v levém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,
m f je spojita zleva v pravém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,
m f je spojitd v kazdém vnitfnim bodé J.



Funkce f ma v daném bodé nejvySe jednu limitu.
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Funkce f ma v daném bodé nejvySe jednu limitu.

Necht funkce f mé vlastni limitu v bodé ¢ € R*. Pak

existuje 0 > O takové, Ze f je na P(c,d) omezena.

DA



Véta 4.3 (aritmetika limit)

Necht ¢ € R*. Necht' limy_,.f(x) =A € R*a
limy . g(x) = B € R*. Potom plati:



Véta 4.3 (aritmetika limit)
Necht ¢ € R*. Necht' limy_,.f(x) =A € R*a
limy . g(x) = B € R*. Potom plati:

(i) limy_c(f(x)+9(x)) = A+ B, pokud je vyraz A + B
definovan,



Véta 4.3 (aritmetika limit)
Necht ¢ € R*. Necht' limy_,.f(x) =A € R*a
limy . g(x) = B € R*. Potom plati:

(i) limy_c(f(x)+9(x)) = A+ B, pokud je vyraz A + B
definovan,

(i) limy_cf(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovan,



Véta 4.3 (aritmetika limit)

Necht ¢ € R*. Necht' limy_,.f(x) =A € R*a
limy . g(x) = B € R*. Potom plati:

(i) limy_c(f(x)+9(x)) = A+ B, pokud je vyraz A + B

definovan,
(i) limy_cf(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovan,
(iii) limy_cf(x)/g(x) = A/B, pokud je vyraz A/B

definovan.



Véta 4.3 (aritmetika limit)

Necht ¢ € R*. Necht' limy_,.f(x) =A € R*a
limy . g(x) = B € R*. Potom plati:
(i) limy_c(f(x) +9(x)) = A+ B, pokud je vyraz A+ B

definovan,
(i) limy_cf(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovan,
(iii) limy_cf(x)/g(x) = A/B, pokud je vyraz A/B

definovan.



Véta 4.3 (aritmetika limit)

Necht ¢ € R*. Necht' limy_,.f(x) =A € R*a
limy . g(x) = B € R*. Potom plati:
(i) limy_c(f(x)+9(x)) = A+ B, pokud je vyraz A + B
definovan,
(i) limy_.f(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovan,
(iii) limy_cf(x)/g(x) = A/B, pokud je vyraz A/B
definovan.



Véta 4.3 (aritmetika limit)

Necht ¢ € R*. Necht' limy_,.f(x) =A € R*a
limy . g(x) = B € R*. Potom plati:

(i) limy_c(f(x)+9(x)) = A+ B, pokud je vyraz A + B

definovan,
(i) limy_cf(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovan,
(i) limy_cf(x)/g(x) = A/B, pokud je vyraz A/B

definovan.



Véta 4.4

Necht ¢ € R*. Necht' lim,_,. g(x) =0,

limy_.f(x) =A € R*aA > 0. Jestlize existuje n > 0
takové, Ze funkce g je kladna na P(c, ), pak
limy-,o (F(x)/g (X)) = co.



Véta 4.5 (limita funkce a usporadani)
Méjme ¢ € R*.
(i) Necht
)I(l_)rrlf(x) > )!@C g(x).
Pak existuje prstencové okoli P(c, ¢) takové, Ze plati

Vx € P(c,d): f(x) > g(x).



(if) Necht existuje prstencove okoli P(c, §) takové, Ze plati
Vx € P(c,d) : f(x) <g(x).
Necht existuji limy_,¢ f(x) a limy_. g(x). Potom plati

limf(x) < lim g(x).

X—C X—C



(iii) (o dvou straznicich) Necht na né&jakém prstencovém
okoli P(c, 9) plati

f(x) < h(x) < g(x).

Necht' limy_, f(Xx) = limx_ g(X). Potom existuje rovnéz
limy_.c h(x) a vSechny tfi limity jsou si rovny.



Véta 4.6

Necht c,D,A € R*, limy_,c g(x) =D, limy_pf(y) =Aaje
splnéna alespon jedna z podminek



Véta 4.6

Necht c,D,A € R*, limy_,c g(x) =D, limy_pf(y) =Aaje
splnéna alespon jedna z podminek

(P) 3neR,n>0Vx € P(c,n): g(x) #D,



Véta 4.6

Necht c,D,A € R*, limy_,c g(x) =D, limy_pf(y) =Aaje
splnéna alespon jedna z podminek

(P) IneR,n>0¥x € P(c,n): g(x) #D,

(S) f je spojita v D.



Véta 4.6

Necht c,D,A € R*, limy_,c g(x) =D, limy_pf(y) =Aaje
splnéna alespon jedna z podminek

(P) IneR,n>0¥x € P(c,n): g(x) #D,

(S) f je spojita v D.

Potom lim,_,. f (g(x)) = A.



Véta 4.6

Necht c,D,A € R*, limy_,c g(x) =D, limy_pf(y) =Aaje
splnéna alespon jedna z podminek

(P) Ine R,n>0V¥x € P(c,n): g(x) #D,

(S) f je spojita v D.

Potom lim,_,. f (g(x)) = A.



Véta 4.6

Necht c,D,A € R*, limy_,c g(x) =D, limy_pf(y) =Aaje
splnéna alespon jedna z podminek

(P) IneR,n>0¥x € P(c,n): g(x) #D,

(S) f je spojitav D.

Potom lim,_,. f (g(x)) = A.



Véta 4.7 (Heine)

Necht ¢ € R*, A € R* a funkce f je definovana na
prstencovém okoli bodu c. Pak jsou vyroky (i) a (ii)
ekvivalentni.

(i) Plati limy_cf(x) = A.

(if) Pro kazdou posloupnost {x,} spliujici x, € D(f),
Xn # € pro vSechnan € N a lim,_., X, = ¢, plati
||mn_>oof(Xn) = A.



Véta 4.8 (limita monoténni funkce)

Necht a,b € R*, a < b, a funkce f je monoténni na
intervalu (a, b). Potom existuji limy_,,, f(x) a limy_ f(x),
pfiCemz plati:
(@) Je-li f na (a, b) neklesajici, pak

lim f(x) =inff((a,b)) a lim f(x)=supf((a,b)).

X—ajt Xx—b_



Véta 4.8 (limita monoténni funkce)

Necht a,b € R*, a < b, a funkce f je monoténni na
intervalu (a, b). Potom existuji limy_,,, f(x) a limy_ f(x),
pfiCemz plati:
(@) Je-li f na (a, b) neklesajici, pak

lim f(x) =inff((a,b)) a lim f(x)=supf((a,b)).

X—ajt Xx—b_

(b) Je-li f na (a, b) nerostouci, pak

lim f(x) =supf((a,b)) a Xirgff(x) =inff((a,b)).

X—a4t



4.4 Funkce spojité na intervalu

Véta 4.9 (Bolzano)

Necht funkce f je spojita na intervalu [a, b] a
predpokladejme, Ze f(a) < f(b). Potom pro kazdé
C € (f(a),f(b)) existuje ¢ € (a, b) takove, Ze plati
f(¢) =C.



Necht M C R a plati

X,y eMVzZeR: x<z<y=2zecM.

DA



Necht M C R a plati

X,y eMVzZeR: x<z<y=2zecM.

Pak M je interval.

DA



Lemma 4.10
Necht M C R a plati

X,y eMVZzeR: x<z<y=2zecM.
Pak M je interval.

Véta 4.11 (zobrazeni intervalu spojitou funkci)

Necht J je nedegenerovany interval. Necht' funkce
f:J — R je spojitd na J. Potom je f(J) interval.



Necht f je spojita funkce na intervalu [a, b]. Potom je f na
[a,b] omezena.

DA



Definice

Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (. M C Dy).



Definice

Necht M C R, x € M afunkce f je definovana alespoi na
M (tj. M C Dy). Rekneme, Ze f nabyva v bodé x maxima
(resp. minima ) na M, jestlize plati

Yy e M:f(y) <f(x) (resp.Vy € M:f(y) > f(x)).



Definice

Necht M C R, x € M afunkce f je definovana alespoi na
M (tj. M C Dy). Rekneme, Ze f nabyva v bodé x maxima
(resp. minima ) na M, jestlize plati

Yy e M:f(y) <f(x) (resp.Vy € M:f(y) > f(x)).

Bod x pak nazyvame bodem maxima (resp. minima)
funkce f na mnoZiné M.



Definice

Necht M C R, x € M afunkce f je definovana alespoi na
M (tj. M C Dy). Rekneme, Ze f nabyva v bodé x maxima
(resp. minima ) na M, jestlize plati

Yy e M:f(y) <f(x) (resp.Vy € M:f(y) > f(x)).

Bod x pak nazyvame bodem maxima (resp. minima)
funkce f na mnoziné M. Symbol maxy f (resp. miny f)
oznacuje nejvetsi (resp. nejmensi) hodnotu, které funkce
f na mnoziné M nabyva (pokud takova hodnota existuje).



Definice

Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (. M C Dy).



Definice

Necht M C R, x € M afunkce f je definovana alespoi na
M (tj. M C Ds).Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x

m lokalni maximum vzhledem k M, jestlize existuje
0 > 0 takoveé, Ze pro kazdé
y € P(x,0)nM: f(y) < f(x),



Definice

Necht M C R, x € M afunkce f je definovana alespoi na
M (tj. M C Ds).Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x

m lokalni maximum vzhledem k M, jestlize existuje
0 > 0 takoveé, Ze pro kazdé
y € P(x,0)nM: f(y) < f(x),

m lokalni minimum vzhledem k M, jestlize existuje
0 > 0 takoveé, Ze pro kazdé
y e P(x,6)nM: f(y) > f(x),



Véta 4.13

Necht f je spojita funkce na intervalu [a, b], kde

a,b € R,a < b. Potom funkce f nabyva na [a, b] své
nejvétsi hodnoty (maxima) a své nejmensi hodnoty
(minima).



Véta 4.13

Necht f je spojita funkce na intervalu [a, b], kde

a,b € R,a < b. Potom funkce f nabyva na [a, b] své
nejvétsi hodnoty (maxima) a své nejmensi hodnoty
(minima).

Véta 4.14 (o inverzni funkci)

Necht f spojita a rostouci (klesajici) funkce na intervalu J.
Potom funkce f ! je spojita a rostouci (klesajici) na
intervalu f(J).



5. Derivace a elementarni funkce



Isaac Newton (1643-1727)




Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
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5.1 Definice a zakladni vztahy

Definice
Necht f je realna funkce a a € R. Pak
m derivaci funkce f v bod é a budeme rozumét

f,(a):rl]mf(ajthr)]—f(a);




5.1 Definice a zakladni vztahy

Definice
Necht f je realna funkce a a € R. Pak
m derivaci funkce f v bod é a budeme rozumét

1:,(a):mf(amr)]—f(a);

m derivaci funkce f v bod é a zprava budeme rozumeét

f1(a) = hiT+f(a+hr)1 ~f(a)

analogicky definujeme derivaci funkce f v bodé a
zleva.



Necht funkce f ma v bodé a € R vlastni derivaci. Potom
je funkce f v bodé a spojité.

DA



Véta 5.2 (aritmetika derivaci)
Necht a € R a funkce f a g jsou definované na néjakém
okoli bodu a. Necht existuji f'(a) € R*a g’(a) € R*.
(a) Pak plati
(f+9)(a) =f(a) +d'(a),
je-li vyraz na pravé strané definovan.



Véta 5.2 (aritmetika derivaci)

Necht a € R a funkce f a g jsou definované na néjakém
okoli bodu a. Necht existuji f'(a) € R*a g’(a) € R*.
(a) Pak plati
(f+9)(a) =f(a) +9g'(a),
je-li vyraz na pravé strané definovan.
(b) Je-li alespon jedna z funkci f, g spojita v bodé a, pak

(fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),

je-li vyraz na pravé strané definovan.



Véta 5.2 (aritmetika derivaci)

Necht a € R a funkce f a g jsou definované na néjakém
okoli bodu a. Necht existuji f'(a) € R*a g’(a) € R*.
(a) Pak plati
(f+9)(a) =f(a) +9g'(a),
je-li vyraz na pravé strané definovan.
(b) Je-li alespon jedna z funkci f, g spojita v bodé a, pak

(fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),

je-li vyraz na pravé strané definovan.
(c) Je-li funkce g spojita v bodé a a navic g(a) # 0, pak

(. f(a)g(@) - f(a)g'(a)
<‘) (@)= o(ay

g
je-li vyraz na pravé strané definovan.

Y



Véta 5.3 (derivace sloZzené funkce)

Necht funkce g je spojitd v bodé a € R a ma v tomto bodé
derivaci. Necht funkce f mé derivaci v bodé g(a). Pak

(feg)(a) =f(g(a)g'(a),

je-li vyraz na pravé strané definovan.



Véta 5.4 (derivace inverzni funkce)

Necht' | je nedegenerovany interval a necht’ a je vnitfnim
bodem |. Necht f je spojita a ryze monoténni funkce na I.
OznaCme b = f(a). Pak plati nasledujici tvrzeni.

(@) M&-li f v bodé a nenulovou derivaci, pak

(1) (b) = f,(la).




Véta 5.4 (derivace inverzni funkce)

Necht' | je nedegenerovany interval a necht’ a je vnitfnim
bodem I|. Necht f je spojita a ryze monoténni funkce na I.
Oznatme b = f(a). Pak plati nasledujici tvrzeni.

(@) M&-li f v bodé a nenulovou derivaci, pak

1
f'(a)

(F71)'(b) =

(b) Je-lif'(a) =0 af je rostouci nal, pak (f=1)'(b) = cc.



Véta 5.4 (derivace inverzni funkce)

Necht' | je nedegenerovany interval a necht’ a je vnitfnim
bodem I|. Necht f je spojita a ryze monoténni funkce na I.
Oznatme b = f(a). Pak plati nasledujici tvrzeni.

(@) M&-li f v bodé a nenulovou derivaci, pak

1
f'(a)

(F71)'(b) =

(b) Je-lif'(a) =0 af je rostouci nal, pak (f=1)'(b) = cc.
(

(c) Je-lif'(a) =0af je klesajici na I, pak
(F1)'(b) = —oo.



Véta 5.5 (nutnd podminka lokélniho extrému)

Necht f je realna funkce. Jestlize a je bodem lokalniho
extrému funkce f, potom bud’ f'(a) neexistuje nebo
f'(a) = 0.



Necht funkce f m& nésledujici vlastnosti:
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Necht funkce f m& nésledujici vlastnosti:
(i) je spojita na intervalu [a, b],
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5.2 Véty o stredni hodnoté

Véta 5.6 (Rolle)

Necht funkce f ma nasledujici vlastnosti:
(i) je spojitd na intervalu [a, b],
(i) ma derivaci (vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé
otevieného intervalu (a, b),



5.2 Véty o stredni hodnoté

Véta 5.6 (Rolle)

Necht funkce f ma nasledujici vlastnosti:
(i) je spojitd na intervalu [a, b],
(i) ma derivaci (vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé
otevieného intervalu (a, b),
(iii) plati, ze f(a) = f(b).



5.2 Véty o stredni hodnoté

Véta 5.6 (Rolle)

Necht funkce f ma nasledujici vlastnosti:
(i) je spojitd na intervalu [a, b],

(i) ma derivaci (vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé
otevieného intervalu (a, b),

(iii) plati, ze f(a) = f(b).
Potom existuje ¢ € (a, b) takové, Ze plati f'(¢) = 0.



B
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Véta 5.7 (Lagrange)

Necht funkce f je spojita na intervalu [a, b] a ma derivaci
(vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé intervalu (a, b).



Véta 5.7 (Lagrange)

Necht funkce f je spojita na intervalu [a, b] a ma derivaci
(vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé intervalu (a, b).
Potom existuje ¢ € (a, b) takové, Ze plati
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Véta 5.8 (Cauchy)

Necht funkce f, g jsou spojité na intervalu [a, b] a takové,
Ze f mé& derivaci (vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé
intervalu (a,b) a g ma v kazdém bodé intervalu (a, b)
vlastni a nenulovou derivaci.



Véta 5.8 (Cauchy)

Necht funkce f, g jsou spojité na intervalu [a, b] a takové,
Ze f mé& derivaci (vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé
intervalu (a,b) a g ma v kazdém bodé intervalu (a, b)
vlastni a nenulovou derivaci. Potom existuje ¢ € (a, b)
takové, Ze plati




Véta 5.9 (vztah derivace a monotonie)

Necht' J C R je nedegenerovany interval. Necht f je
spojitd na J a v kazdém vnitfnim bodé J (mnoZinu
vnitfnich bodUl intervalu J ozna¢me jako intJ) ma
derivaci.



Véta 5.9 (vztah derivace a monotonie)

Necht' J C R je nedegenerovany interval. Necht f je
spojitd na J a v kazdém vnitfnim bodé J (mnoZinu
vnitfnich bodUl intervalu J ozna¢me jako intJ) ma
derivaci.

(i) Je-lif’(x) > 0 pro vSechna x € intJ, pak f je rostouci
naJd.



Véta 5.9 (vztah derivace a monotonie)

Necht' J C R je nedegenerovany interval. Necht f je
spojitd na J a v kazdém vnitfnim bodé J (mnoZinu
vnitfnich bodUl intervalu J ozna¢me jako intJ) ma
derivaci.

(i) Je-lif’(x) > 0 pro vSechna x € intJ, pak f je rostouci
naJd.

(ii) Je-li f’(x) < 0 pro vSechna x € intJ, pak f je klesajici
naJd.



Véta 5.9 (vztah derivace a monotonie)
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spojitd na J a v kazdém vnitfnim bodé J (mnoZinu

vnitfnich bodUl intervalu J ozna¢me jako intJ) ma

derivaci.

(i) Je-lif’(x) > 0 pro vSechna x € intJ, pak f je rostouci

naJd.

(ii) Je-li f’(x) < 0 pro vSechna x € intJ, pak f je klesajici
naJd.

(iii) Je-li f’(x) > 0 pro v8echna x € intJ, pak f je
neklesajici na J.



Véta 5.9 (vztah derivace a monotonie)

Necht' J C R je nedegenerovany interval. Necht f je

spojitd na J a v kazdém vnitfnim bodé J (mnoZinu

vnitfnich bodUl intervalu J ozna¢me jako intJ) ma

derivaci.

(i) Je-lif’(x) > 0 pro vSechna x € intJ, pak f je rostouci

naJd.

(ii) Je-li f’(x) < 0 pro vSechna x € intJ, pak f je klesajici
naJd.

(iii) Je-li f’(x) > 0 pro v8echna x € intJ, pak f je
neklesajici na J.

(iv) Je-li f’(x) < 0 pro vS8echna x € intJ, pak f je
nerostouci na J.



Véta 5.9 (vztah derivace a monotonie)

Necht' J C R je nedegenerovany interval. Necht f je

spojitd na J a v kazdém vnitfnim bodé J (mnoZinu

vnitfnich bodUl intervalu J ozna¢me jako intJ) ma

derivaci.

(i) Je-li f’(x) > 0 pro v8echna x € intJ, pak f je rostouci

naJ.

(ii) Je-li f’(x) < 0 pro vSechna x € intJ, pak f je klesajici
naJd.

(iii) Je-li f’(x) > 0 pro v8echna x € intJ, pak f je
neklesajici na J.

(iv) Je-li f’(x) < 0 pro vS8echna x € intJ, pak f je
nerostouci na J.



Véta 5.9 (vztah derivace a monotonie)

Necht' J C R je nedegenerovany interval. Necht f je

spojita na J a v kazdém vnitinim bodé J (mnozinu

vnitfnich bodUl intervalu J ozna¢me jako intJ) ma

derivaci.

(i) Je-lif’(x) > 0 pro vSechna x € intJ, pak f je rostouci

naJd.

(ii) Je-li f’(x) < 0 pro vSechna x € intJ, pak f je klesajici
naJd.

(iii) Je-li f’(x) > 0 pro v8echna x € intJ, pak f je
neklesajici na J.

(iv) Je-li f(x) < 0 pro vS8echna x € intJ, pak f je
nerostouci na J.



Véta 5.10 (I'Hospitalovo pravidlo)

(i) Necht a € RU {—o0}, limy_a; f(X) = limxar g(X) =0,
f a g maji na jistém pravém prstencovem okoli bodu a
vlastni derivaci a existuje Ilmx_>a+ . Pak

- f(x) L F(x)
XILT—i- m a XILT-F g/(X)'




Véta 5.10 (I'Hospitalovo pravidlo)

(i) Necht a € RU {—o0}, limy_a; f(X) = limxar g(X) =0,
f a g maji na jistém pravém prstencovem okoli bodu a
vlastni derivaci a existuje Ilmx_>a+ . Pak

- f(x) L F(x)
XILT—i- m a XILT-F g/(X)'

(i) Necht a € RU {—oc}, limy_a: [g(X)| = +o0, f a g maji
na jistém pravém prstencov,ém okoli bodu a vlastni
derivaci a existuje limy_, 5, % Pak

- f(x) L f(x)
XILT—i- m - XILT-F g/(X)'




Véta 5.11

Necht f je spojita zprava v bodé a € R a existuje
limy a4 f'(X). Potom existuje f’(a) a plati rovnost

fi(a) = Xirgrf’(x).



Véta 5.11
Necht f je spojita zprava v bodé a € R a existuje
limy a4 f'(X). Potom existuje f’(a) a plati rovnost

fi(a) = lim f'(x).

X—a+

Definice

Necht n € N, a € R af mé vlastni n-tou derivaci na okoli
bodu a. Pak (n + 1)-ni derivaci funkce f v bodé a
budeme rozumét

(n) —f()
1:(nﬂ)(a):}yn%f (a+hk)] f0(a)




5.3 Konvexni a konkavni funkce

Definice
Necht f mé vlastni derivaci v bodé a € R. Oznacme

T.={[x,y] e R% y =f(a) +f'(a)(x —a)}.
Rekneme, Ze bod [x, f(x)] leZi pod te &nou T, jestlize
f(x) <f(a)+f'(a)- (x —a).

Plati-li opacna nerovnost, fekneme, Ze bod [x, f(x)] lezi
nad te cnou T,.



Definice
Necht f'(a) € R. Rekneme, Ze a je inflexnim bodem
funkce f, jestlize existuje § > 0 takové, Ze plati

(i) Yx € (a—d,a) : [x,f(x)] lezi pod teCnou T,,

(i) vx € (a,a+9): [x,f(x)] lezi nad teCnou T,
nebo

(i) Yx € (a—d,a) : [x,f(x)] lezi nad teCnou T,,

(i) vx € (a,a+9): [x,f(x)] lezi pod teCnou T,.



Véta 5.12 (nutna podminka pro inflexi)

Necht a € R je inflexni bod funkce f. Potom f”(a)
neexistuje nebo je rovna nule.



Véta 5.12 (nutna podminka pro inflexi)

Necht a € R je inflexni bod funkce f. Potom f”(a)
neexistuje nebo je rovna nule.

Véta 5.13 (postacujici podminka pro inflexi)

Necht funkce f ma spojitou prvni derivaci na intervalu
(a,b) az € (a,b). Necht plati:

e Vx € (a,z): f’(x) >0,

e Vx € (z,b): f’(x) <O.
Potom z je inflexnim bodem funkce f.



Definice

Rekneme, Ze funkce f: | — R je konvexni na intervalu 1,
jestlize
VX1, X2 € VA € [0, 1]:
f()\X]_ i (1 — )\)Xz) < M (Xl) aF (1 — )\)f (Xz).



Definice
Rekneme, Ze funkce f: | — R je konvexni na intervalu 1,
jestlize

VX1, X2 € VA € [0,1]:

f()\X]_ i (1 — )\)Xz) < M (Xl) aF (1 — )\)f (Xz).
Rekneme, Ze funkce f: | — R je ryze konvexni na
intervalu 1, jestlize

VX1, X2 € 1, X1 # X2 VA € (0,1):

f()\Xl T (1 — )\)Xz) < M (X]_) I (1 — )\)f (Xz).



Lemma 5.14

Funkce f je na intervalu | konvexni, pravé kdyz

f(x2) —f(x1) _ f(xs) —f(x2)
| ; < :
VX1,X2,X3 € 1, X1 < X2 < X3 e = e




Necht f je konvexni na intervalu J a necht a € intJ. Pak
existuji f{ (a) € R, f’ (a) € R.

DA



Véta 5.15

Necht f je konvexni na intervalu J a necht a € intJ. Pak
existuji f} (a) € R, f’(a) € R.

Véta 5.16

Necht f je konvexni na otevieném intervalu J. Pak f je
spojita na J.



Véta 5.17
Necht f: (a,b) - R, a < b.

(i) Jestlize f”(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konvexni na (a, b).



Véta 5.17
Necht f: (a,b) - R, a < b.
(i) Jestlize f”(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konvexni na (a, b).

(ii) Jestlize f”(x) < O pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konkavni na (a, b).



Véta 5.17
Necht f: (a,b) — R,a < b.
(i) Jestlize f”(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze

konvexni na (a, b).

(ii) Jestlize f”(x) < O pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konkavni na (a, b).

(iii) Jestlize f”(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je
konvexni na (a, b).



Véta 5.17
Necht f: (a,b) - R, a < b.
(i) Jestlize f”(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze

konvexni na (a, b).

(ii) Jestlize f”(x) < O pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konkavni na (a, b).

(iii) Jestlize f”(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je
konvexni na (a, b).

(iv) Jestlize f”(x) < 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je
konkavni na (a, b).



Necht f’'(a) = 0, f”(a) > 0 (resp. f”(a) < 0). Potom f ma v

a lokélni minimum (resp. lok&lni maximum).

DA



Definice
Rekneme, Ze funkce x — ax + b, a,b € R, je
asymptotou funkce f v +oo (resp. v —0), jestlize

lim (f(x)—ax—b) =0, (resp. XErpoo(f(x)—ax—b) =0).

X—+400



Definice
Rekneme, Ze funkce x — ax + b, a,b € R, je
asymptotou funkce f v +oo (resp. v —0), jestlize

lim (f(x)—ax—b) =0, (resp. XErrloo(f(x)—ax—b) =0).

X—+00

Véta 5.19

Funkce f ma v oo asymptotu x — ax + b, a,b € R, pravé
kdyz

lim m:aeR, lim (f(x) —ax) =b e R.

X—+o0o X X—+00



Vysetteni prib éhu funkce

1. UrCime definiCni obor a obor spojitosti funkce.

2. Zjistime symetrie funkce: lichost, sudost, periodicita.

3. Dopocitame limity v ,krajnich bodech defini¢niho
oboru®.

4. Spocteme prvni derivaci, urCime intervaly monotonie a
nalezneme lokalni a globélni extrémy. UrCime obor
hodnot.

5. Spocteme druhou derivaci a ur€ime intervaly, kde
funkce f je konvexni nebo konkéavni. UrCime inflexni body.
6. Vypocteme asymptoty funkce.

7. NaCrtneme graf funkce.



