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KAPITOLA 1

Logika, množiny a základní
číselné obory

1.1. Logika

Výroková logika.
1.1.1. Logika je věda o formální správnosti myšlení. Formálně logická správnost
spočívá ve správnosti vyvození závěru z předpokladů. V tomto oddílu se budeme
zabývat logikou výrokovou a predikátovou.

1.1.2. Výrok je tvrzení, o kterém má smysl říci, že je pravdivé (platí), nebo ne-
ní pravdivé (neplatí). Pokud výrok platí, říkáme, že má pravdivostní hodnotu 1,
pokud neplatí, říkáme, že má pravdivostní hodnotu 0. Pouze některé správně utvo-
řené gramatické věty jsou výroky. Věty „Číslo 4 je sudé.“ a „Praha je hlavní město
Kanady.“ jsou výroky, naproti tomu „Ahoj!“ nebo „Kéž by už byl konec.“ nikoli.
Tvrzení „Číslo �� je iracionální.“ je výrok, i když zatím není známo, zda pravdivý či
nepravdivý. Z výroků lze vytvářet nové složitější výroky pomocí logických operací.
Se základními logickými operacemi se nyní seznámíme.

1.1.3. Negací výroku A rozumíme výrok „Není pravda, že platí A.“ K vyjádření
negace výroku Amůžeme také použít obrat „Neplatí A.“, případně změnit přísluš-
né sloveso ve výroku pomocí předpony „ne-“. Negaci výroku A značíme :A. Je-li
výrok A pravdivý, pak je výrok :A nepravdivý. Je-li výrok A nepravdivý, pak je
výrok :A pravdivý.

1.1.4. Konjunkcí výroků A a B nazveme výrok „Platí A a zároveň platí B.“ Dále
používáme také obraty „Platí A a platí B.“, „Platí A i B.“ Konjunkci výroků A a B
značíme A ^ B, někdy také A&B. Pokud jsou pravdivé oba výroky A a B, pak je
konjunkce A^B pravdivá. Pokud je alespoň jeden z výroků A a B nepravdivý, pak
je konjunkce A ^ B nepravdivá.

1.1.5. Disjunkcí výroků A a B nazveme výrok „Platí A nebo platí B.“ Disjunkci
výroků A a B značíme A _ B. Pokud je alespoň jeden z výroků A a B pravdivý,
pak je disjunkce A _ B pravdivá. Pokud jsou oba výroky A a B nepravdivé, pak
je disjunkce A _ B nepravdivá. Poznamenejme, že disjunkce není vylučující, to
znamená, že je pravdivá i v případě, kdy platí oba výroky A a B zároveň. Takto
používáme spojku „nebo“ vmatematice na rozdíl od přirozeného jazyka, kdemůže
mít i význam vylučovací.
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2 1. LOGIKA, MNOŽINY A ZÁKLADNÍ ČÍSELNÉ OBORY

1.1.6. Implikací nazýváme výrok „Jestliže platí (výrok) A, potom platí (výrok)
B.“ Takové spojení výroků A a B značíme A ) B. Pokud A neplatí nebo oba
výroky A i B platí, pak jde o pravdivý výrok. Pokud A platí a B neplatí, pak jde
o výrok nepravdivý. VýrokuA říkáme předpoklad a výroku B závěr. Pro vyjádření
implikace používáme také následující obraty.

� Jestliže platí výrok A, pak platí výrok B.
� Výrok A implikuje výrok B.
� Z výroku A plyne výrok B.
� Předpokládejme, že platí výrok A, potom platí výrok B.
� Nechť platí výrok A. Potom platí výrok B.
� Výrok A je postačující podmínkou pro platnost výroku B.
� Výrok B je nutnou podmínkou pro platnost výroku A.

Je-li předpoklad A nepravdivý, pak implikace A ) B platí vždy bez ohledu na
platnost závěru B. Jinými slovy, z nepravdivého výroku plyne jakýkoliv jiný výrok.
Tato skutečnost může někdy působit potíže, které vyplývají z rozdílného používání
obratu „Jestliže platí A, pak platí B.“ v logice a v přirozeném jazyce. V běžné ře-
či používáme tento obrat zpravidla tehdy, existuje-li nějaká věcná souvislost mezi
předpokladem A a závěrem B, zatímco v logice používáme tento obrat i ke spojení
výroků, kde taková souvislost nemusí existovat, například „Jestliže je medvěd ry-
ba, pak jsou Athény v Egyptě.“ Pravdivost takového výroku v logice závisí pouze
na pravdivostních hodnotách předpokladu a závěru. Ačkoli pravdivost takových
výroků může působit nezvykle, je formálně logické pojetí implikace v matematice
velmi užitečné. Podrobnější vysvětlení lze nalézt například v [24, II.8].

1.1.7. Ekvivalencí výroků A a B nazýváme výrok „Výrok A platí právě tehdy, když
platí výrok B.“ Ekvivalenci výroků A a B značíme A , B. Pokud A a B mají
stejnou pravdivostní hodnotu, pak je A , B pravdivý výrok. Pokud nemají A
a B stejnou pravdivostní hodnotu, pak je A , B nepravdivý výrok. Ekvivalenci
vyjadřujeme také pomocí následujících obratů.

� Výrok A platí tehdy a jen tehdy, když platí výrok B.
� Výrok A je ekvivalentní výroku B.
� Výrok A je nutnou a postačující podmínkou pro platnost výroku B.

1.1.8. Následující tabulky uvádějí pravdivostní hodnoty výše definovaných logic-
kých operací v závislosti na pravdivosti výroků A a B.

A :A

0 1

1 0

A B A ^ B A _ B A ) B A , B

0 0 0 0 1 1

0 1 0 1 1 0

1 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1

1.1.9. Pro zjednodušení zápisu bude mít mezi logickými operacemi negace před-
nost před ostatními operacemi. Například zápis :A ) B znamená .:A/ ) B.
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1.1.10. Věta (vlastnosti negace, konjunkce a disjunkce). Nechť A, B a C jsou výro-
ky. Potom jsou následující výroky vždy pravdivé bez ohledu na pravdivost výroků
A, B, C .

(a) :.:A/ , A

(b) .A ^ B/ , .B ^ A/

(c)
�
.A ^ B/ ^ C

�
,
�
A ^ .B ^ C/

�
(d) .A _ B/ , .B _ A/

(e)
�
.A _ B/ _ C

�
,
�
A _ .B _ C/

�
(f)

�
A _ .B ^ C/

�
,
�
.A _ B/ ^ .A _ C/

�
(g)

�
A ^ .B _ C/

�
,
�
.A ^ B/ _ .A ^ C/

�
Důkaz. (a) Předpokládejme nejprve, že výrok A je nepravdivý. Potom je výrok :A

pravdivý a výrok:.:A/ je nepravdivý. VýrokyA a:.:A/mají stejnou pravdivostní
hodnotu, takže je výrok :.:A/ , A pravdivý.

Nyní předpokládejme, že výrok A je pravdivý. Potom je výrok :A nepravdivý
a výrok :.:A/ je pravdivý. Výroky A a :.:A/mají stejnou pravdivostní hodnotu,
takže je výrok:.:A/ , A opět pravdivý. Tím je důkaz proveden. Předchozí úvahu
lze přehledněji zapsat pomocí následující tabulky.

A :A :.:A/ :.:A/ , A

0 1 0 1

1 0 1 1

(b) Každý z výroků A a B může být pravdivý nebo nepravdivý. Použijeme-li stejný
postup jako v předchozím případě, je třeba projít celkem čtyři případy. Tyto pří-
pady spolu s pravdivostními hodnotami příslušných výroků jsou zachyceny v ná-
sledující tabulce.

A B A ^ B B ^ A .A ^ B/ , .B ^ A/

0 0 0 0 1

0 1 0 0 1

1 0 0 0 1

1 1 1 1 1

Poslední sloupec pravdivostních hodnot obsahuje pouze pravdivostní hodnotu 1,
takže uvažovaná ekvivalence je vždy pravdivá.

(c) Podobně jako v předchozím případě sestavíme příslušnou tabulku. Zde je již
celkem osm možností pravdivostních hodnot pro trojici výroků A, B a C .
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A B C A ^ B B ^ C .A ^ B/ ^ C A ^ .B ^ C/

0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 1 1 0 1 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0

1 1 0 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1

Poslední dva sloupce pravdivostních hodnot jsou shodné, takže dokazovaná ekvi-
valence je vždy pravdivá.

Případy (d)–(g) lze odvodit zcela obdobně a příslušné tabulky zde již uvádět ne-
budeme. �

1.1.11. Tvrzení (b) a (c) Věty 1.1.10 ukazují, že pokud chceme postupně spojit
výroky A1; : : : ; An pomocí konjunkce, pak nezáleží na pořadí, v jakém uvažované
výroky spojíme. Například výroky

A1 ^
�
.A2 ^ A3/ ^ A4

�
;

�
.A4 ^ A3/ ^ A1

�
^ A2

jsou ekvivalentní. V takových případech pak používáme jednodušší zápis A1 ^

A2 ^ � � � ^ An. Tvrzení (d) a (e) Věty 1.1.10 umožňují zavedení obdobného zápisu
A1 _A2 _ � � � _An pro disjunkci. V případě konjunkce dokonce někdy vynechává-
me symbol ^ a výroky pouze oddělujeme čárkami. Například výrok „Platí výroky
A1; A2; A3.“ znamená „Platí výrok A1 ^ A2 ^ A3.“

1.1.12. Věta (negace konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence). Nechť A a B
jsou výroky. Potom jsou následující výroky vždy pravdivé bez ohledu na pravdivost
výroků A a B.

(a) :.A ^ B/ , .:A _ :B/

(b) :.A _ B/ , .:A ^ :B/

(c) :.A ) B/ , .A ^ :B/

(d) :.A , B/ , .A , :B/

Důkaz. Pomocí tabulky pravdivostních hodnot ukažme například platnost (d). Prav-
divost výroků (a)–(c) lze dokázat obdobně.

A B A , B :.A , B/ A , :B

0 0 1 0 0

0 1 0 1 1

1 0 0 1 1

1 1 1 0 0

Poslední dva sloupce jsou shodné, a tedy výrok :.A , B/ , .A , :B/ je vždy
pravdivý. �
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1.1.13. Věta (vztah implikace a ekvivalence). Nechť A a B jsou výroky. Potom jsou
výroky A , B a .A ) B/ ^ .B ) A/ ekvivalentní, tj. výrok�

A , B
�

,
�
.A ) B/ ^ .B ) A/

�
(1.1)

je vždy pravdivý bez ohledu na pravdivost výroků A a B.

Důkaz. Opět použijeme tabulku pravdivostních hodnot.

A B A ) B B ) A .A ) B/ ^ .B ) A/ A , B

0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 0

1 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1

Poslední dva sloupce jsou shodné, a výrok (1.1) je tedy vždy pravdivý. �

1.1.14. Věta. Nechť A, B a C jsou výroky. Potom jsou následující výroky vždy
pravdivé bez ohledu na pravdivost výroků A, B, C .

(a) .A ) B/ , .:B ) :A/

(b) .A ) B/ , .:A _ B/

(c)
�
.A _ B/ ) C

�
,
�
.A ) C/ ^ .B ) C/

�
Důkaz. Tvrzení plynou z následujících tabulek pravdivostních hodnot.

(a)

A B :A :B A ) B :B ) :A .A ) B/ , .:B ) :A/

0 0 1 1 1 1 1

0 1 1 0 1 1 1

1 0 0 1 0 0 1

1 1 0 0 1 1 1

(b)

A B :A A ) B :A _ B .A ) B/ , .:A _ B/

0 0 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 1

1 1 0 1 1 1

(c)
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A B C A _ B .A _ B/ ) C A ) C B ) C .A ) C/ ^ .B ) C/

0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 1 0 1 1 1 1

0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 0 0 1 0

1 0 1 1 1 1 1 1

1 1 0 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1

Sloupec pravdivostních hodnot odpovídající výroku .A_B/ ) C je shodný s po-
sledním sloupcem, a proto je výrok v bodě (c) vždy pravdivý. �

Predikátová logika.

1.1.15. Tvrzení „Číslo x je liché.“, kde x je proměnná, je gramatickou větou, nicmé-
ně není výrokem, protože jej nelze potvrdit ani vyvrátit. Z uvedeného tvrzení se
stane výrok, pokud proměnnou x nahradíme konkrétním číslem, například „Číslo
7 je liché.“ Právě uvedený příklad motivuje následující definici.

1.1.16. Definice. Výroková forma je výraz, který má konečný počet proměnných,
přičemž když za tyto proměnné dosadíme prvky z daného oboru, obdržíme výrok.

1.1.17. Nechť výroková forma V má tvar „x je hlavní město České republiky“, kde
za x dosazujeme jména českých měst. Pak V.Praha/ je pravdivý výrok, ale výrok
V.Plzeň/ neplatí.

1.1.18. Pojem množiny budeme používat v intuitivním smyslu. Pro naše úvahy nám
zatím postačí toto (ne zcela přesné) vymezení:Množinou rozumíme každé shrnutí určitých
a navzájem různých objektů, které nazýváme prvky, do jediného celku. Je-li a prvkem množiny
A, pak píšeme a 2 A. Pokud a není prvkem A, píšeme a … A. Jestliže každý prvek
množinyA je i prvkemmnožinyB, potom říkáme, žeA je podmnožinouB a píšeme
A � B. Prázdnou množinou nazveme množinu, která neobsahuje žádný prvek.
Značíme ji ;. Zpřesňující výklad o množinách je uveden v Oddílu 1.3 a zejména
v Dodatku A, kde jsou popsány vlastnosti třídy všech množin.

1.1.19 (obory výrokových forem). Výrokové formymohoumít různé obory, ze kte-
rých můžeme dosazovat za jejich proměnné. V 1.1.17 je takovým oboremmnožina
názvů měst v České republice. V našem textu však bude užitečné předpokládat,
že všechny výrokové formy, se kterými budeme od této chvíle pracovat, budou
mít za svůj obor třídu všech množin. Později uvidíme, že tento předpoklad není
nijak omezující, neboť i objekty jako například přirozené číslo, reálné číslo, funk-
ce jsou množinami. Při použití této konvence se může stát, že do výrokové formy
dosadíme za proměnnou prvek mimo „přirozený“ obor výrokové formy. Pak vznik-
ne tvrzení, které se bude jevit jako nesmyslné. Taková tvrzení budeme považovat
za nepravdivá.

Pro ilustraci uvažujme výrokovou formu x > 7. Pokud budeme za x dosazo-
vat přirozená čísla, budeme dostávat smysluplné výroky. Některé budou pravdivé,



1.1. LOGIKA 7

jiné budou nepravdivé. Pokud za x dosadíme například množinu přirozených čí-
sel, obdržíme tvrzení, které se jeví jako nesmyslné. My jej však budeme považovat
za nepravdivé: každý termín použitý v uvedeném tvrzení je srozumitelný, ale tvr-
zení samo pravdivé není.

1.1.20. Predikátem v logice rozumíme vlastnost, kterou nějakému předmětu přisu-
zujeme, nebo mu ji upíráme. V 1.1.19 je predikátem „býti větší než 7“. Predikátová
logika se věnuje studiu predikátů a vyšetřování vlastností kvantifikace. Pojmem
kvantifikace se nyní budeme zabývat.

1.1.21. Definice. Nechť V je výroková forma s jednou proměnnou.

(a) Výrok „Pro každé x platí V.x/.“ symbolicky zapisujeme ve tvaru

8x W V.x/:

Symbol 8 nazýváme obecným kvantifikátorem.

(b) Výrok „Existuje x takové, že platí V.x/.“ zapisujeme ve tvaru

9x W V.x/:

Symbol 9 nazýváme existenčním kvantifikátorem.

1.1.22. Poznámka. Z typografického hlediska vznikly symboly 8 a 9 otočením
písmen A a E. Písmeno A vychází z německého slova allgemein, a písmeno E patrně
z francouzského slova exister.

1.1.23 (intuitivní pojetí matematické logiky). V našem textu se přidržíme intui-
tivního významu kvantifikátorů, tj. využijeme toho, jak v běžné řeči rozumíme ob-
ratům „pro každé x“ a „existuje x“. Nebudeme tedy usilovat o čistě formální pojetí
matematické logiky, neboť takový přístup by pro svou náročnost nebyl přiměřený
našemu textu. Proto některé vlastnosti kvantifikátorů z tohoto oddílu nebudeme
dokazovat, nicméně by tyto vlastnosti měly být intuitivně zřejmé. V knize [22] je
možné se seznámit s precizní výstavbou matematické logiky a jejími hlubokými
výsledky. Kniha však předpokládá obeznámenost s vyšší matematikou.

1.1.24 (kvantifikace s podmínkou). Nechť V aP jsou výrokové formy s jednou pro-
měnnou. VDefinici 1.1.21 uvažujeme kvantifikace v souladu s úmluvou 1.1.19 přes
třídu všech množin. Obvykle nás však zajímá, zda V.x/ platí pro každé x z obo-
ru, který je menší než třída všech množin. Podobně nás může zajímat zda v tom-
to oboru existuje x takové, že platí V.x/. Navíc ještě můžeme náš zájem zúžit na
prvky, které splňují nějakou další podmínku. Pokud je tímto oborem množinaM
a podmínka je popsána pomocí výrokové formy P s jednou proměnnou, budeme
používat následující značení.

(a) Formule
8x 2 M;P.x/ W V.x/ (1.2)

znamená
8x W

�
.x 2 M ^ P.x// ) V.x/

�
:

Výrok (1.2) zní: „Pro každý prvek x zmnožinyM takový, že platíP.x/, platí V.x/.“
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(b) Formule
9x 2 M;P.x/ W V.x/ (1.3)

znamená
9x W

�
x 2 M ^ P.x/ ^ V.x/

�
:

Výrok (1.3) zní: „Existuje prvek x z množinyM , pro který platí P.x/ i V.x/.“

Obdobný zápis používáme i v případě, že V je výroková forma o více než jedné
proměnné. Výše uvedená úmluva zjednodušuje a zpřehledňuje zápis formulí.

1.1.25. Nechť V je výroková forma s jednou proměnnou a M je množina. Výrok
„Existuje právě jedno x 2 M takové, že platí V.x/.“ zapisujeme ve tvaru

9Šx 2 M W V.x/:

Uvedený výrok lze vyjádřit pomocí dříve zavedených symbolů takto�
9x 2 M W V.x/

�
^
�
8y 2 M 8´ 2 M W

�
.V .y/ ^ V.´// ) y D ´

��
První člen konjunkce vyjadřuje, že existuje prvek x 2 M takový, že platí V.x/.
Druhý člen zachycuje jednoznačnost.

1.1.26 (zúžení výrokové formy). Nechť V je výroková forma s jednou proměnnou
a A;B jsou množiny splňující B � A. Potom platí:�

8x 2 A W V.x/
�

)
�
8x 2 B W V.x/

�
a �

9x 2 B W V.x/
�

)
�
9x 2 A W V.x/

�
:

První výro říká, že pokud výrok V.x/ platí pro každý prvek x množiny A, pak platí
i pro každý prvek x zmnožinyB. Druhý výrok tvrdí, že pokud vmnožiněB existuje
prvek x takový, že V.x/ platí, pak takový prvek nalezneme i v množině A.

1.1.27 (formule s více kvantifikátory). Pokud má výroková forma více proměn-
ných, můžeme z ní pomocí kvantifikátorů vytvořit nové výrokové formy s menším
počtem proměnných nebo dokonce výroky.

Mějme výrokovou formu V se dvěma proměnnými. Nyní můžeme vytvořit no-
vé výrokové formy s jednou proměnnou například takto:

8x W V.x; y/; 9x W V.x; y/;

8y W V.x; y/; 9y W V.x; y/:

V prvním řádku jde o výrokové formy s proměnnou y a ve druhém s proměnnou x.
Z těchto forem lze utvořit výroky použitím dalšího kvantifikátoru, například

8x W
�
8y W V.x; y/

�
; 9y W

�
9x W V.x; y/

�
:

Výroky uvedeného typu zapisujeme zpravidla jednodušeji následujícím způsobem:

8x 8y W V.x; y/; 9y 9x W V.x; y/:

Obdobně můžeme pomocí kvantifikátorů vytvářet výrokové formy a výroky z vý-
rokové formy s více než dvěma proměnnými.
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1.1.28 (pořadí kvantifikátorů). Nechť V je výroková forma se dvěma proměnnými.
Potom platí: �

8x 8y W V.x; y/
�

,
�
8y 8x W V.x; y/

�
;�

9x 9y W V.x; y/
�

,
�
9y 9x W V.x; y/

�
;�

9x 8y W V.x; y/
�

)
�
8y 9x W V.x; y/

�
:

První dvě tvrzení říkají, že pořadí kvantifikátorů stejného typu lze zaměňovat, aniž
by se změnila pravdivostní hodnota výroku. V poslední ze tří výše uvedených for-
mulí je však pouze implikace, nikoli ekvivalence. Pořadí obecného kvantifikátoru
a existenčního kvantifikátoru totiž obecně zaměnit nelze, jak ukazuje následující
příklad.

1.1.29. Nechť A.m; d/;m 2 M;d 2 D, značí výrokovou formu

„Muž m je otcem dítěte d .“, m 2 M;d 2 D;

kdeM je množina všech mužů a D je množina všech dětí. Výroky

8d 2 D 9m 2 M W A.m; d/; 9m 2 M 8d 2 D W A.m; d/

se liší pouze pořadím kvantifikátorů. První výrok říká, že každé dítě má svého otce.
Druhý výrok tvrdí, že existujemuž, který je otcem všech dětí. Pravdivostní hodnoty
těchto výroků se tedy liší.

1.1.30. Nechť V je výroková forma se dvěma proměnnými a A je množina. V tako-
vém případě vzhledem k záměnnosti kvantifikátorů stejného typu používáme často
místo zápisu

8x 2 A 8y 2 A W V.x; y/

zápis
8x; y 2 A W V.x; y/:

Podobně místo

9x 2 A 9y 2 A W V.x; y/

píšeme zkráceně
9x; y 2 A W V.x; y/:

Tuto konvenci budeme zřejmým způsobem používat i ve formulích, které obsahují
více než dva kvantifikátory.

1.1.31 (negace výroků s kvantifikátory). Nechť V aP jsou výrokové formy s jednou
proměnnou aM je množina.

(a) Negaci výroku

8x W V.x/

lze zapsat ve tvaru
9x W :V.x/;
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přičemž :V značí výrokovou formu, která po dosazení za proměnnou x určuje
výrok :

�
V.x/

�
. Podobně negaci výroku

9x W V.x/

lze zapsat ve tvaru

8x W :V.x/:

(b) Negovat výrok

8x 2 M;P.x/ W V.x/;

znamená negovat výrok

8x W
�
.x 2 M ^ P.x// ) V.x/

�
:

Po provedení negace dostaneme

9x W :
�
.x 2 M ^ P.x// ) V.x/

�
;

takže podle Věty 1.1.12(c)

9x W
�
x 2 M ^ P.x/ ^ :V.x/

�
:

Poslední formuli lze přepsat ve tvaru

9x 2 M;P.x/ W :V.x/:

(c) Podobně lze odvodit, že negace výroku

9x 2 M;P.x/ W V.x/

má tvar

8x 2 M;P.x/ W :V.x/:

(d) Pokud negujeme výrok, který obsahuje více kvantifikátorů, postupujeme tak,
že ve formuli zaměníme obecné kvantifikátory za existenční, existenční za obecné
a negujeme výrokovou formu. Správnost postupu vyplývá z předchozího výkladu.

1.1.32. Nechť V je výroková forma se třemi proměnnými a A;B;C jsou množiny.
Negaci výroku

8x 2 A 9y 2 B 8´ 2 C W V.x; y; ´/

lze podle 1.1.31(d) zapsat ve tvaru

9x 2 A 8y 2 B 9´ 2 C W :V.x; y; ´/:

S výrokovými formami a kvantifikátory se budeme v tomto textu setkávat ne-
ustále. Úlohy k procvičení jsou uvedeny v Oddílu 1.8.
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1.2. Základní metody důkazů

1.2.1 (základní číselné obory intuitivně). Množinu všech přirozených čísel, tj.
množinu všech čísel 1, 2, 3; : : : , budeme značit N, množinu všech celých čísel Z,
množinu všech racionálních čísel, tj. množinu čísel tvaru p

q
, kde p 2 Z a q 2 N,

budeme značit Q a množinu všech reálných čísel R. Iracionálním číslem rozumí-
me každé reálné číslo, které není racionální. Čísla z uvedených množin můžeme
porovnávat mezi sebou podle velikosti, sčítat, odčítat, násobit a s jistými omezení-
mi dělit. Pro rovnost reálných čísel budeme používat standardní symbol D a pro
nerovnosti symboly �, �, <, >. Pro uvedené operace pak symboly C (plus), �

(minus), � (krát) a (zlomková čára). Budeme předpokládat znalost základních
vlastností těchto množin na úrovni středoškolské matematiky, tj. zejména znalost
vlastností početních operací. Předpokládáme znalost termínů kladné (respektive
nekladné, záporné, nezáporné) reálné číslo. Také použijeme tvrzení, že množina
přirozených čísel je rovna množině všech celých čísel, která jsou větší než 0, a číslo
1 je nejmenší přirozené číslo, tj. pro každé n 2 N platí n � 1. O množinách N;Z;Q
a R zde hovoříme zejména proto, abychom je mohli používat v ilustračních příkla-
dech tohoto oddílu. Více o nich řekneme v Oddílu 1.5 a jejich přesnému zavedení
se budeme věnovat v Dodatku B.

1.2.2 (výstavba matematiky). V matematice vycházíme z několika základních tvr-
zení, která nedokazujeme. Taková tvrzení nazýváme axiomy. Jako příklad uveďme
axiom, který říká, že existuje alespoň jedna množina. Všechna další tvrzení jsou
potom v důkazech odvozována z axiomů a tvrzení již dokázaných. Matematické
tvrzení, které považujeme za důležité nebo zajímavé samo o sobě, většinou nazý-
váme větou. K označení tvrzení, které má pomocný charakter, tj. potřebujeme jej
pouze k důkazu jiných tvrzení, používáme zpravidla slovo lemma.1 Definice vy-
mezují nové pojmy, věty a lemmata hovoří o vlastnostech těchto pojmů a vztazích
mezi nimi. Matematická teorie je tak tvořena axiomy, definicemi, větami, lemmaty
a důkazy. Podrobnější výklad o axiomech i samotném jazyce matematiky je uveden
v Dodatku A.

Nejčastěji bývá matematická věta formulována ve tvaru implikace, tj. pokud
platí předpoklad A, pak platí závěr B. Důkazem je pak posloupnost správných
úvah vedoucích od předpokladů věty k jejímu závěru. Mezi základní typy důkazů
patří:

� přímý důkaz,
� nepřímý důkaz,
� důkaz sporem,
� důkaz rozborem případů,
� důkaz matematickou indukcí.

1Slovo lemma je středního rodu.
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Tyto postupy nyní stručně vysvětlíme a výklad doplníme příklady. Uveďme ještě,
že u složitějších důkazů je často nutné použít i několika z výše uvedených postupů
a vzájemně je kombinovat.

1.2.3 (přímý důkaz). Mějme matematickou větu ve tvaru implikace A ) B pro
jisté výroky A a B. Při přímém důkazu postupujeme takto: Předpokládáme, že vý-
rok A platí. Odtud odvodíme platnost jistého výroku C1, pomocí C1 dokážeme
pravdivost jistého výroku C2, z něho pak dokážeme C3 a tak dále, až z předpokla-
du platnosti výroku Cn dokážeme výrok B. Odvodili jsme tedy následující řetěz
implikací

A ) C1; C1 ) C2; C2 ) C3; : : : ; Cn�1 ) Cn; Cn ) B;

ze kterého již plyne platnost implikace A ) B. Chceme-li dokázat nějakou větu
přímýmdůkazem, je na nás, abychomnalezli vhodné střední členyC1; : : : ; Cn, které
nám umožní z předpokladu odvodit závěr. Jak je hledat v konkrétním případě, na
to bohužel žádný návod či dokonce algoritmus neexistuje. Matematika je tvůrčí
činnost a bez určité míry důvtipu žádnou novou větu dokázat nelze.

1.2.4 (nepřímý důkaz). Tento typ důkazu je založen na ekvivalenci výroků A ) B

a :B ) :A (vizte Větu 1.1.14(a)). Platí-li druhý výrok, pak platí i první. Stačí tedy
nalézt jakýkoli důkaz druhého výroku.

1.2.5 (důkaz sporem). Tato metoda je založena na ekvivalenci výroků A ) B

a :.A^ :B/, která plyne z Vět 1.1.14(b), 1.1.12(a) a 1.1.10(a). Při tomto způsobu
dokazování předpokládáme platnost výroku A^ :B. Pokud se nám z něho podaří
odvodit výrok C , který je nepravdivý, pak nemůže být pravdivý ani výrok A^ :B.
Z pravdivého výroku totiž nevyplývá výrok nepravdivý. Platí tedy :.A ^ :B/, ne-
boli A ) B.

1.2.6 (důkaz rozborem případů). Máme dokázat tvrzení tvaru A ) B. Pokud do-
kážeme výrok A zapsat jako disjunkci výroků C a D, neboli ve tvaru C _ D, pak
podle Věty 1.1.14(c) stačí dokázat tvrzení C ) B a D ) B. V tomto důkazu
tedy nejprve dokazujeme závěr B za předpokladu, že platí C . Pak dokazujeme B
za předpokladu, že platí D. Při aplikaci této metody je tedy třeba zapsat předpo-
klad věty ve tvaru C _D tak, abychom pak mohli snáze odvodit C ) B aD ) B.
Ani zde není k dispozici žádný algoritmus, jak taková C a D nalézt.

1.2.7 (důkazmatematickou indukcí). Důkazmatematickou indukcí lze použít k dů-
kazu výroku tvaru

8n 2 N W V.n/; (1.4)
kde V je výroková forma. Takový důkaz sestává ze dvou kroků:

(a) dokážeme výrok V.1/,
(b) dokážeme výrok

8n 2 N W
�
V.n/ ) V.nC 1/

�
;

neboli předpokládáme platnost V.n/ (tzv. indukční předpoklad) a odvodíme
platnost V.nC 1/.
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Princip matematické indukce pak říká, že z (a) a (b) plyne výrok (1.4). Korektnost princi-
pumatematické indukce podstatně souvisí s konstrukcí množiny přirozených čísel,
které se budeme věnovat v Dodatku B.

1.2.8 (varianta důkazu matematickou indukcí). Uvažujme výrok

8n 2 Z; n � n0 W V.n/; (1.5)

kde n0 2 Z a V je výroková forma. Rozdíl mezi (1.4) a (1.5) spočívá v jiném oboru
kvantifikace. Zde opět platí princip matematické indukce (vizte opět Dodatek B),
podle kterého dokazujeme (1.5) takto:

(a) dokážeme výrok V.n0/,
(b) dokážeme výrok

8n 2 Z; n � n0 W
�
V.n/ ) V.nC 1/

�
:

1.2.9 (důkaz úplnou matematickou indukcí). Nechť V.n/; n 2 N, je výroková for-
ma. Výrok

8n 2 N W V.n/ (1.6)
je někdy možné dokázat pomocí úplné matematické indukce, která sestává z ově-
ření následujících tvrzení:

(a) platí V.1/,
(b) pro každé n 2 N platí�

8j 2 N; j � n W V.j /
�

) V.nC 1/:

Krok (b) úplné matematické indukce se liší od druhého kroku matematické in-
dukce popsané v paragrafu 1.2.7 v tom, že místo abychom předpokládali pouze
platnost V.n/, předpokládáme, že platí výroky V.1/; V .2/; : : : ; V .n/.

Předpokládejme, že platí (a) a (b). Ukážeme, že pak platí (1.6). Definujme
výrokovou formu W.n/; n 2 N, následujícím způsobem: Výrok W.n/ říká, že pro
každé j 2 N; j � n, platí V.j /. Matematickou indukcí dokážeme tvrzení

8n 2 N W W.n/: (1.7)

VýrokW.1/ platí podle (a). Nyní předpokládejme, že pro nějaké n 2 N platíW.n/.
Potom podle (b) platí V.nC 1/. Platí-liW.n/ a V.nC 1/, pak platíW.nC 1/. Podle
principumatematické indukce platí (1.7). Z výroku (1.7) pak okamžitě plyne (1.6).

Další varianty důkazu matematickou indukcí jsou uvedeny v příkladové části
této kapitoly (Oddíl 1.8).

1.2.10 (pravidlo generalizace). Při důkazu výroku

8x 2 M W V.x/

často postupujeme následujícím způsobem. Zvolíme x 2 M pevné, ale libovol-
né, tj. o x předpokládáme pouze to, že je prvkem M , a nic dalšího. Postupnými
dedukcemi ukážeme platnost výroku V.x/ pro toto x. Tím je pak důkaz proveden.

Použití výše uvedených důkazových metod přiblížíme v následujících příkla-
dech.
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1.2.11. Příklad. Dokažte, že pro každé a; b 2 R platí 1
2
.a2 C b2/ � ab.

Řešení. Provedeme přímý důkaz tvrzení. Vezměme libovolná čísla a; b 2 R. Potom
platí .a�b/2 � 0. Upravíme-li tuto nerovnost, dostaneme a2�2abCb2 � 0. Odtud
již snadno plyne dokazovaná nerovnost 1

2
.a2 C b2/ � ab. |

1.2.12. Příklad. Nechť n 2 N. Dokažte, že potom existuje k 2 N takové, že
n D 2k, nebo n D 2k�1, přičemž oba případy nemohou nastat zároveň. (V prvním
případě říkáme, že n je sudé, a ve druhém, že je liché.)

Řešení. K důkazu první části tvrzení použijeme matematickou indukci. Pro n D 1

položme k D 1. Potom máme 1 D 2 � 1 � 1. Předpokládejme, že tvrzení platí pro
n 2 N, a chceme tvrzení dokázat i pro číslo nC 1. Podle indukčního předpokladu
existuje k 2 N takové, že n D 2k, nebo n D 2k � 1. V prvním případě platí nC 1 D

2k C 1 D 2.k C 1/� 1, ve druhém nC 1 D 2k. V prvním případě je tedy hledaným
číslem k C 1 a ve druhém k.

Pokud by číslo n 2 N bylo zároveň liché i sudé, pak by existovala k; l 2 N

taková, že n D 2k D 2l �1. Potom 2.l �k/ D 1, a tedy l �k D
1
2
. Číslo l �k je celé,

na rozdíl od čísla 1
2
, což je spor. Metodou důkazu sporem jsme odvodili i druhou

část tvrzení. Tím je tvrzení příkladu dokázáno. |

1.2.13. Příklad. Nechť n 2 N a m 2 N je liché. Dokažte, že potom mn je liché
číslo.

Řešení. Tvrzení dokážeme matematickou indukcí. Pro n D 1 je číslo m1 D m li-
ché podle předpokladu. Předpokládejme platnost tvrzení pro přirozené číslo n, tj.
předpokládejme, že číslo mn je liché. Pak existuje k 2 N takové, že mn D 2k � 1.
Existuje také l 2 N takové, že m D 2l � 1. Potom platí

mnC1
D mn �m D .2k � 1/ � .2l � 1/ D 2.2kl � k � l C 1/ � 1:

Dále platí 2kl � k � l C 1 D k.l � 1/C l.k � 1/C 1 � 1, a tedy 2kl � k � l C 1 2 N.
Odtud plyne, že číslo mnC1 je liché. |

1.2.14. Připomeňme, že číslo d 2 Z nazýváme dělitelem čísla n 2 Z, pokud existu-
je k 2 Z splňující n D kd . Pro každé n 2 N je zřejmě 1 i n dělitelem n. Řekneme, že
n 2 N je prvočíslo, pokud n > 1 a jeho jediní kladní dělitelé jsou 1 a n. Například
čísla 2; 3; 5; 7; 11 jsou prvočísla.

Každé n 2 N, n > 1, lze zapsat právě jedním způsobemve tvaru n D p
n1

1 � � �p
nk

k
,

kde
� k 2 N; n1; : : : ; nk 2 N,
� p1; : : : ; pk jsou prvočísla,
� p1 < � � � < pk.

Uvedený zápis nazýváme prvočíselným rozkladem čísla n.

1.2.15. Příklad. Nechť n 2 N. Dokažte, že potom existuje právě jedna dvojice
k; l 2 N taková, že n D 2k�1.2l � 1/.
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Řešení. Pomocí úplné matematické indukce nejprve dokážeme existenci přísluš-
ných k; l 2 N pro n 2 N. Pak ukážeme i jednoznačnost k a l .

Existence. Pro n D 1 položíme k D 1 a l D 1 a máme n D 1 D 21�1.2 � 1 � 1/.
Předpokládejme, že každé j 2 N; j � n, lze vyjádřit ve tvaru 2k�1.2l � 1/ pro
vhodná k; l 2 N. Chceme ukázat, že i pro číslo nC 1 lze nalézt příslušná k; l 2 N.
Pokud je nC1 číslo liché, pak podle definice existuje l 2 N takové, že nC1 D 2l�1

(vizte Příklad 1.2.12). Položíme k D 1 a tvrzení je dokázáno. Pokud je číslo nC 1

sudé, pak opět podle definice existuje m 2 N takové, že n C 1 D 2m. Poněvadž
m � n, existují podle indukčního předpokladu čísla k0; l 0 2 N taková, že m D

2k
0�1.2l 0 � 1/. Potom stačí položit k D k0 C 1 a l D l 0.

Jednoznačnost. Předpokládejme, že n D 2k�1.2l � 1/ D 2k
0�1.2l 0 � 1/ pro k; l; k0; l 0 2

N. Předpokládejme, že k0 > k, pak platí 2l�1 D 2k
0�k.2l 0 �1/. Číslo na levé straně

rovnosti je liché, zatímco číslo na pravé straně je sudé, což je spor. Podobně vede ke
sporu předpoklad k < k0.Musí tedy platit k D k0. Potomdostáváme 2l�1 D 2l 0�1.
Odtud již snadno plyne l D l 0. Tím je důkaz jednoznačnosti proveden. |

1.2.16. Příklad. Nechť m 2 N. Dokažte, že je-li m2 sudé, potom je i m sudé.

Řešení. Provedeme nepřímý důkaz. Předpokládejme, že neplatí, žem je sudé. Číslo
m je tedy liché a podle Příkladu 1.2.13 platí, žem2 je liché. Číslom2 tedy není sudé.
Tím je tvrzení dokázáno metodou nepřímého důkazu. |

1.2.17.Příklad (Hippasus2). Dokažte, že číslo
p
2, které je definováno jako kladné

řešení rovnice y2 D 2 v oboru reálných čísel, není racionální. Existenci a jednoznač-
nost takového řešení dokážeme později (vizte 5.3.1).

Řešení. Provedeme důkaz sporem. Předpokládejme, že
p
2 je racionální číslo. Po-

tom podle definice racionálního čísla existují p 2 Z a q 2 N taková, že
p
2 D

p
q
.

Poněvadž
p
2 je kladné číslo, musí být p > 0, a tedy p 2 N. Navíc můžeme předpo-

kládat, že nejvýše jedno z čísel p a q je sudé. Podle Příkladu 1.2.15 lze totiž nalézt
čísla k1; l1; k2; l2 zmnožiny N taková, že p D 2k1�1.2l1�1/ a q D 2k2�1.2l2�1/. Pak
stačí místo dvojice p a q uvažovat dvojici 2l1 � 1 a 2k2�k1.2l2 � 1/, pokud k2 � k1,
nebo 2k1�k2.2l1 � 1/ a 2l2 � 1, pokud k2 < k1.

Z rovnosti
p
2 D

p
q
plyne, že 2q2 D p2, a tedy číslo p2 je sudé. Podle Pří-

kladu 1.2.16 dostáváme, že i p je sudé, a tedy existuje k 2 N takové, že p D 2k.
Dosazením za p do rovnosti 2q2 D p2 dostáváme, že 2q2 D 4k2, a tedy q2 D 2k2.
Odtud plyne, že q2 je sudé. Podle Příkladu 1.2.16 je číslo q sudé. Obě čísla p a q
jsou tedy sudá, což je spor s předpokladem, že nejvýše jedno z čísel p a q je sudé.
Číslo

p
2 tedy není racionální. |

1.2.18. Příklad. Nechť n 2 N. Dokažte, že potom je číslo n.nC 1/ sudé.

2Hippasus (5. stol. př. n. l.)
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Řešení. Provedeme důkaz rozborem případů. Mějme n 2 N. Pak platí, že n je sudé,
nebo n je liché. Pokud je n sudé, pak je i číslo n.nC 1/ sudé. Pokud je číslo n liché,
pak je číslo nC 1 sudé, a proto je i číslo n.nC 1/ sudé. Tím je důkaz proveden. |

1.2.19 (konstruktivní a nekonstruktivní důkaz). Při důkazu výroku

9x 2 M W V.x/

máme dvě možnosti. Buď přímo nalezneme nějaké x 2 M , pro které platí V.x/,
nebo takové x 2 M nenalezneme, ale dokážeme, že alespoň jedno musí existovat.
Tyto postupy nazýváme po řadě konstruktivním důkazem a nekonstruktivním
důkazem. Nekonstruktivní důkaz také někdy nazýváme existenčním důkazem.

1.2.20. Příklad. Ukažte, že existují iracionální čísla a; b taková, že ab je číslo raci-
onální.

Řešení (konstruktivní důkaz). Položme a D
p
2 a b D log

2
9, kde log

2
označuje loga-

ritmus o základu 2. Přesnou definici výrazu ab a logaritmů uvedeme v Kapitole 5.
Potom platí

ab D
p
2
log2 9

D 2
1
2 log2.3

2/
D 2log2 3 D 3:

Číslo
p
2 je iracionální podle Příkladu 1.2.17. Stačí tedy odvodit, že číslo log

2
9 je

iracionální. Použijeme metodu důkazu sporem. Předpokládejme, že log
2
9 D

p
q
,

kde p 2 Z a q 2 N. Poněvadž je číslo log
2
9 kladné, musí být p přirozené. Potom

9 D 2log2 9 D 2
p
q , a tedy 9q D 2p. Číslo 2p je sudé a podle Příkladu 1.2.13 je číslo

9q liché, což je spor. |

Řešení (nekonstruktivní důkaz). Využijeme opět iracionalitu čísla
p
2. Pokud by číslo

p
2

p
2
bylo racionální, pak bychom byli s důkazem hotovi. Pokud by tomu tak

nebylo, pak by čísla
p
2

p
2
a

p
2 byla iracionální, přitom ale číslo�p
2

p
2
�p

2

D
p
2
2

D 2

je racionální. Tím je tvrzení dokázáno, neboť alespoň jedna dvojice čísel

a D
p
2; b D

p
2 nebo a D

p
2

p
2
; b D

p
2

splňuje zadání úlohy. Výše uvedený postup však neříká, zda je řešením první nebo
druhá dvojice čísel.

Poznamenejme ještě, že lze ukázat, že číslo
p
2

p
2
je iracionální. Důkaz je však

velmi obtížný ([9, 21]). |

1.2.21 (důkazy nerovností). Máme-li dokázat nerovnostA � B mezi reálnými čísly
A aB, často postupujeme tak, že nalezneme reálné čísloC splňujícíA � C aC � B.
Odtud pak již plyne nerovnost A � B. Při hledání čísla C jde o to, aby důkazy
nerovností A � C a C � B byly snazší než důkaz nerovnosti A � B. Číslu C někdy
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říkáme horní odhad čísla A a také dolní odhad čísla B. Samotnou nerovnost A � C

nebo C � B také někdy nazýváme odhadem.

1.2.22. Příklad. Nechť n 2 N; n � 3. Dokažte, že platí 2n2 � .nC 1/2.

Řešení. Uvažujme výraz n2 C 3n. Potom platí 2n2 D n2 C n � n � n2 C 3n, protože
n � 3. Platí také n2 C 3n � n2 C 2n C 1, protože n � 1. Dohromady tedy máme
2n2 � n2 C 2nC 1 D .nC 1/2, což jsme měli dokázat. |

1.3. Množiny

1.3.1. Nebudeme se zde zabývat otázkou, co je obecně množina. Tento problém,
jenž se nachází na pomezí matematiky a filosofie, je totiž velmi nesnadný a pře-
kračuje rámec tohoto textu. Zopakujme zatím pouze formulaci z paragrafu 1.1.18,
která říká, že množinou rozumíme každé shrnutí určitých a navzájem různých ob-
jektů, které nazýváme prvky, do jediného celku. Doplňující informace jsou uvede-
ny v Dodatku A. Pro systematický výklad teorie množin doporučujeme knihu [3].

Nyní zopakujeme pojmy z paragrafu 1.1.18 a přidáme několik dalších.

1.3.2. Množina je určena svými prvky. Skutečnost, že prvek a patří domnožinyA,
značíme a 2 A, a skutečnost, že a do A nepatří, zapíšeme jako a … A.

Množinu je možné definovat výčtem prvků, například píšeme f1; 2; 3; 4; 5g, ne-
bo pomocí vlastnosti, kterou musejí splňovat její prvky, tj. píšeme fxI V.x/g, pří-
padně fx 2 M I V.x/g, kdeM je množina a V.x/, x 2 M je výroková forma. Příkla-
dem je zápis fx 2 NI x < 6g.

Prázdnoumnožinounazývámemnožinu, která neobsahuje žádný prvek.Ozna-
čujeme ji symbolem ;. Množinu, která není prázdná, nazýváme neprázdnou.

1.3.3. Řekneme, že množina A je částí množiny B nebo množina A je podmno-
žinou množiny B, jestliže každý prvek množiny A je rovněž prvkem množiny B.
Tuto skutečnost značíme A � B (někdy také píšeme B � A) a tomuto vztahu mezi
množinami říkáme inkluze. Prázdná množina je podmnožinou každé množiny.

Množiny A a B jsou si rovny (A D B), jestliže mají stejné prvky, neboli platí
současně A � B a B � A. Není těžké odvodit, že pro libovolné množiny A;B;C
platí

� A D A,
� jestliže A D B, potom B D A,
� jestliže A D B a B D C , potom A D C .

Pokud si množiny A a B nejsou rovny, píšeme A ¤ B. Řekneme, že množina A
je vlastní částí množiny B nebo A je vlastní podmnožinou množiny B, jestliže
A � B a A ¤ B.

NechťX je množina.Množinu všech podmnožinX značímeP .X/ a nazýváme
ji potenční množinou množiny X . Z jazykových důvodů budeme často používat
slovní spojení „systém (pod)množin“ místo „množina (pod)množin“.
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1.3.4. Označení. (a) Nechť n 2 N a A1; : : : ; An jsou množiny. Potom zápis A1 �

� � � � An znamená, že platí inkluze A1 � A2, A2 � A3; : : : ; An�1 � An. Obdobné
značení používáme i pro symbol �.

(b) Nechť X je množina a n 2 N. Místo zápisu x1 2 X; x2 2 X; : : : ; xn 2 X budeme
často používat stručnější zápis x1; x2; : : : ; xn 2 X .

Nyní zavedeme operace, které ze dvou (nebo více) množin utvoří další mno-
žinu.

1.3.5. Sjednocením množin A a B nazveme množinu vytvořenou všemi prvky,
které patří alespoň do jedné z množin A či B. Sjednocení množin A a B značíme
symbolem A [ B.

Je-li A systém množin, pak jeho sjednocení
S

A definujeme jako množinu
všech prvků a, pro které existuje A 2 A takové, že a 2 A.

1.3.6. Průnikemmnožin A a B nazveme množinu všech prvků, které náležejí sou-
časně doA i doB. PrůnikmnožinA aB značíme symbolemA\B. Mají-li množiny
A a B prázdný průnik, řekneme o nich, že jsou disjunktní.

Je-li A neprázdný systémmnožin, pak jeho průnik
T

A definujeme jako mno-
žinu všech prvků a, které pro každé A 2 A splňují a 2 A. Řekneme, že systém A je
disjunktní, jestliže pro každé A;B 2 A splňující A ¤ B platí A \ B D ;.

1.3.7. Příklad. Nechť A D
˚
f1; 2; 3g; f3; 4; 7g; f1; 2; 3; 4; 5g

	
. Určete

S
A a

T
A.

Řešení. Přímo z definice dostáváme
S

A D f1; 2; 3; 4; 5; 7g a
T

A D f3g. |

1.3.8. RozdílemmnožinA aB nazvememnožinu prvků, které patří domnožinyA
a nepatří do množiny B. Rozdíl množin A a B značíme A n B.

1.3.9. Nechť m 2 N a A1; : : : ; Am jsou množiny. Kartézským součinem A1 �A2 �

� � � � Am nazveme množinu všech uspořádaných m-tic Œa1; a2; : : : ; am�, kde ai 2 Ai
pro každé i 2 f1; : : : ; mg. Někdy místo symbolu Œa1; a2; : : : ; am� používáme symbol
.a1; a2; : : : ; am/ a také někdy místo A1 � A2 � � � � � Am píšeme

Qm
iD1Ai . Přesnou

definici pojmu uspořádaná n-tice lze nalézt v Dodatku A. Je-li Amnožina a n 2 N,
pak místo A � � � � � A„ ƒ‚ …

n-krát

píšeme An.

1.3.10. Voperaci kartézského součinu není obecněmožné zaměňovat pořadímno-
žin. Pokud například A D f0g, B D f1g, pak A�B D fŒ0; 1�g, B �A D fŒ1; 0�g, takže
A � B ¤ B � A.

1.3.11. Věta (de Morganova3 pravidla). Nechť X je množina a A je neprázdný
systém množin. Pak platí

X n
[

A D
\

fX n AI A 2 Ag

a dále
X n

\
A D

[
fX n AI A 2 Ag:

3Augustus de Morgan (1806–1871)
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Důkaz. Provedeme důkaz prvního z uvedených tvrzení. Máme dokázat dvě inklu-
ze, a sice

X n
[

A �
\

fX n AI A 2 Ag

a zároveň
X n

[
A �

\
fX n AI A 2 Ag:

Je-li x 2 X n
S

A, znamená to, že x patří do X , ale nepatří do sjednocení
S

A.
Tedy x … A pro každou množinu A 2 A. To ale znamená, že pro každé A 2 A je
x 2 X n A, a tudíž x 2

T
fX n AI A 2 Ag. Tím je první inkluze dokázána.

Nechť x 2 X n A pro každou množinu A 2 A. Tedy x 2 X , ale x … A pro
každou A 2 A. Takže x …

S
A. Tudíž x 2 X n

S
A, čímž je završen důkaz druhé

inkluze.
Druhé de Morganovo pravidlo lze dokázat obdobně. �

1.4. Relace uspořádání a zobrazení

Relace uspořádání.

1.4.1.Definice. Binární relací rozumíme libovolnoumnožinu uspořádaných dvo-
jic. Pokud R je binární relace a Œa; b� 2 R, pak říkáme, že prvek a je v relaci R
s prvkem b. Často v tomto případě používáme zápis a R b.

Pokud binární relace R splňuje R � A � B, pak říkáme, že R je binární relací
mezi prvkymnožinA aB. Pokud A D B, pak říkáme, že R je binární relací na A.

1.4.2. Označení. Můžeme definovat i relace mezi více něž dvěma prvky, ale v na-
šem textu je nepoužijeme, a proto budeme místo slovního spojení „binární relace“
používat jen termín „relace“.

Existuje mnoho příkladů matematických objektů, které jsou relacemi. V tuto
chvíli pro nás budou důležité dva speciální typy relací, totiž uspořádání a zobraze-
ní. Následující definice nám pomůže zavést první z nich.

1.4.3. Definice. Nechť R je relace na množině A. Řekneme, že R je na A
� reflexivní, jestliže platí

8x 2 A W Œx; x� 2 R;

� symetrická, jestliže platí

8x; y 2 A W Œx; y� 2 R ) Œy; x� 2 R;

� tranzitivní, jestliže platí

8x; y; ´ 2 A W
�
Œx; y� 2 R ^ Œy; ´� 2 R

�
) Œx; ´� 2 R;

� antisymetrická, jestliže platí

8x; y 2 A W Œx; y� 2 R ) Œy; x� … R;
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� slabě antisymetrická, jestliže platí

8x; y 2 A W
�
Œx; y� 2 R ^ Œy; x� 2 R

�
) x D y:

1.4.4. Definice. Nechť R je relace na množině A. Řekneme, že R je na A
� uspořádání (někdy také částečné uspořádání či neostré uspořádání),

jestliže je reflexivní, slabě antisymetrická a tranzitivní,
� lineární uspořádání, jestliže jde o uspořádání a pro každé x; y 2 A platí
Œx; y� 2 R nebo Œy; x� 2 R.

1.4.5. (a) Právě definovaný pojem uspořádání je velmi abstraktní a používá se pro
porovnávání velmi rozmanitých objektů mezi sebou. Uspořádání reálných čísel
� je jenom jedním z mnoha příkladů uspořádání. Podobně ostrá nerovnost mezi
reálnými čísly je ostrým uspořádáním ve smyslu naší definice.

(b) Je-li uspořádání R na množině X lineární, pak je možné libovolné dva prvky
mezi sebou porovnat pomocí uspořádání R. Uspořádání reálných čísel je příkla-
dem lineárního uspořádání.

1.4.6 (uspořádání inkluzí). Nechť X je množina a A � P .X/. Pak relace

R D
˚
ŒA; B� 2 A � AI A � B

	
je uspořádání na množině A. Všechny tři vlastnosti z definice uspořádání snadno
plynou z vlastností inkluze.

Pokud má X alespoň dva prvky a A D P .X/, pak toto uspořádání není na
A lineární. Jestliže totiž existují x; y 2 X , x ¤ y, pak neplatí ani fxg � fyg ani
fyg � fxg.

1.4.7. Příklad. Namnožině N2 definujeme lexikografické uspořádání �lex násle-
dujícím způsobem

Œn1; n2� �lex Œm1; m2� ,
�
n1 < m1 _ .n1 D m1 ^ n2 � m2/

�
:

Ukažte, že �lex je uspořádání na N2.

Řešení. Reflexivita. Pro libovolné Œn1; n2� 2 N2 platí Œn1; n2� �lex Œn1; n2�, neboť n1 D

n1 a n2 � n2.

Slabá antisymetrie. Pokud Œn1; n2� �lex Œm1; m2� a zároveň Œm1; m2� �lex Œn1; n2�, pak
nemůže platit n1 < m1 ani m1 < n1. Musí tedy platit n1 D m1. Pak ovšem platí
n2 � m2 a m2 � n2, a proto n2 D m2. Dokázali jsme tedy, že Œn1; n2� D Œm1; m2�.

Tranzitivita.Nechť Œn1; n2�, Œm1; m2�, Œk1; k2� 2 N2 splňují Œn1; n2� �lex Œm1; m2� a Œm1; m2� �lex
Œk1; k2�. Z prvního vztahu plyne n1 � m1 a z druhého m1 � k1. Dostáváme tedy
n1 � k1. Pokud platí dokonce n1 < k1, pak Œn1; n2� �lex Œk1; k2�. Pokud n1 D k1,
pak platí také n1 D m1. Musí tedy platit n2 � m2 a m2 � k2. Odtud plyne nerov-
nost n2 � k2. Tím je dokázán vztah Œn1; n2� �lex Œk1; k2�. |

Nyní uvedeme několik základních pojmů, které souvisí s relací uspořádání.
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1.4.8. Definice. Nechť � je relace uspořádání na množině X a A � X . Řekneme,
že prvek x 2 X je

� maximálním prvkem (maximem) množiny A, jestliže x 2 A a neexistuje
a 2 A takové, že x � a a x ¤ a,

� největším prvkem množiny A, jestliže x 2 A a pro každé a 2 A platí
a � x.

Pojmyminimální prvek (minimum) množiny a nejmenší prvek množiny jsou de-
finovány zřejmým způsobem.

1.4.9. V předchozí definici jsme použili symbol �, který se používá zejména pro
označení uspořádání na reálných číslech. Zde jej pro názornost používáme k ozna-
čení libovolné relace uspořádání.

1.4.10 (maximální versus největší). Nechť � je relace uspořádání na množině X ,
A � X a x 2 A. Jestliže je x největším prvkemA, potom je i maximálním prvkemA.
Opačná implikace ale neplatí. MnožinaAmůže mít více maximálních prvků, které
jsou ale relací � neporovnatelné. Pokud je uvažované uspořádání lineární, pak je
snadné ukázat, že pojmy maximální prvek a největší prvek splývají.

1.4.11. Definice. Nechť � je relace uspořádání na množině X a A � X . Řekneme,
že prvek x 2 X je

� horní závorou množiny A, jestliže pro každé a 2 A platí a � x,
� dolní závorou množiny A, jestliže pro každé a 2 A platí x � a.

Množina A je
� shora omezená, jestliže existuje prvek x 2 X , který je horní závoroumno-
žiny A,

� zdola omezená, jestliže existuje prvek x 2 X , který je dolní závorou mno-
žiny A,

� omezená, jestliže je omezená shora i zdola.

1.4.12.Definice. Nechť � je relace uspořádání na množiněX a A � X . Řekneme,
že prvek G 2 X je suprememmnožiny A, jestliže platí:

(a) G je horní závorou množiny A,
(b) je-li prvek G0 2 X horní závorou množiny A, potom G � G0.

Řekneme, že prvek g 2 X je infimemmnožiny A, jestliže platí
(a) g je dolní závorou množiny A,
(b) je-li prvek g0 2 X dolní závorou množiny A, potom g0 � g.

1.4.13. Nechť � je relace uspořádání na množině X a A � X . Podle předchozí
definice je supremum množiny A její nejmenší horní závorou a infimum je její nej-
větší dolní závorou. Supremum a infimum množiny A nemusejí existovat, pokud
však existují, jsou určena jednoznačně.

Odvoďme toto pozorování například pro infimum, v případě suprema je mož-
né postupovat obdobně. Nechť g1 a g2 jsou infima množiny A � X vzhledem
k uspořádání � na množině X . Potom g1 i g2 jsou dolní závory množiny A. Podle
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vlastnosti (b) z definice infima platí g1 � g2 a také g2 � g1. Ze slabé antisymetrie
relace uspořádání pak plyne g1 D g2.

Pokud supremummnožiny A (vzhledem k uspořádání �) existuje, značíme jej
supA. Pokud existuje infimum množiny A, značíme jej infA.

Supremum a infimum budeme používat zejména při studiu podmnožin reál-
ných čísel, pro ilustraci však uveďme následující příklad, který využívá lexikogra-
fického uspořádání dvojic přirozených čísel.

1.4.14. Příklad. Nechť �lex je lexikografické uspořádání na množině N2 (vizte
Příklad 1.4.7). Dokažte, že supremum množiny A D fŒ1; n� 2 N2I n 2 Ng je rovno
prvku Œ2; 1�.

Řešení. Pro každé n 2 N podle definice platí Œ1; n� �lex Œ2; 1�, čímž je ověřena pod-
mínka (a) z definice suprema. Uvažujme prvek Œa; b� 2 N2, který je horní závorou
množiny A. Potom pro každé n 2 N platí buď 1 < a, nebo 1 D a a n � b. Druhá
možnost však nemůže platit pro každé n, neboť přirozené číslo b C 1 nesplňuje
nerovnost b C 1 � b. Platí tedy 1 < a, neboli 2 � a. Pak ovšem opět podle de-
finice uspořádání �lex dostáváme Œ2; 1� �lex Œa; b�. Tím je ověřena i podmínka (b)
z definice suprema. |

1.4.15. Věta. Nechť � je relace uspořádání na množině X , A � X je neprázdná
množina a infimum a supremum množiny A existují. Potom platí infA � supA.

Důkaz. Množina A je neprázdná, takže můžeme nalézt prvek a 2 A. Potom platí
infA � a, neboť infA je dolní závorou A. Dále platí a � supA, neboť supA je
horní závorou A. Odtud díky tranzitivitě uspořádání dostáváme nerovnost infA �

supA. �

1.4.16. Věta. Nechť � je relace uspořádání na množině X a A � X .
(a) Nechť existuje největší prvek A. Pak existuje i supremum A a je rovno

největšímu prvku A.
(b) Nechť existuje nejmenší prvek A. Pak existuje i infimum A a je rovno

nejmenšímu prvku A.

Důkaz. (a) Největší prvekA označmeG. Pak jeG horní závorouA, a tedy je splněna
podmínka (a) z Definice 1.4.12. Předpokládejme, že G0 2 X je horní závorou A.
Poněvadž G 2 A, platí G � G0. Je tedy splněna i podmínka (b) z Definice 1.4.12.
Proto je G supremem množiny A.

(b) Tvrzení lze dokázat obdobně. �

K právě zavedeným pojmům suprema a infima se vrátíme v Oddílu 1.5, kde
budou uvedeny další ilustrační příklady.

Relace zobrazení.

1.4.17. Definice. Binární relaci F nazýváme zobrazením, pokud splňuje

8x 8y1 8y2 W
�
Œx; y1� 2 F ^ Œx; y2� 2 F

�
) y1 D y2:
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Řekneme, že zobrazení F je zobrazení z množiny A do množiny B, jestliže platí
F � A � B.

1.4.18. Je-li F zobrazení z množinyA domnožinyB, pak podle definice pro každé
x 2 A existuje nejvýše jedno y 2 B takové, že Œx; y� 2 F . Pokud pro dané x 2 A

takové y existuje, pak je tedy určeno jednoznačně a značíme jeF.x/. Někdy píšeme
jen Fx.

1.4.19. Definice. Nechť F je zobrazení.
� Definičním oborem zobrazení F nazýváme množinu

D.F / D fxI 9y W Œx; y� 2 F g:

� Oborem hodnot zobrazení F nazýváme množinu

H .F / D fyI 9x W Œx; y� 2 F g:

1.4.20. (a) Nechť F je zobrazení. Všimněme si, že definiční obor F je množina
všech x, pro které je definován prvek F.x/, a obor hodnot je množina všech y, pro
která existuje x takové, že prvek F.x/ je definován a platí F.x/ D y.

(b) Je-li F zobrazení z množiny A do množiny B, pak je F také zobrazení z mno-
žiny C do množiny D, pokud F � C �D, neboli D.F / � C a H .F / � D.

Například zobrazení F , které každému kladnému číslu x 2 R přiřazuje reálné
číslo 1

x
, je zobrazením z množiny kladných reálných čísel do množiny kladných

reálných čísel, ale také zobrazením z R do R.

1.4.21 (zobrazení jako přiřazení). Zobrazení jsme definovali pomocí pojmu rela-
ce. Při tomto přístupu ztotožňujeme pojem zobrazení a pojem grafu zobrazení.
V matematické analýze však často chápeme zobrazení F z množiny A do množiny
B jako přiřazení, tj. prvkům x z jisté podmnožiny A je přiřazen jednoznačně určený
prvek F.x/ z množiny B. V takovém případě pak zobrazení a jeho graf chápeme
jako dva různé objekty, které si však vzájemně jednoznačně odpovídají, přičemž
grafem zobrazení F nazýváme množinu

graf.F / D
˚
Œx; y� 2 A � BI x 2 D.F / ^ y D F.x/

	
:

1.4.22. Označení. Nechť A a B jsou množiny a F je zobrazení.

(a) Pak symbol F W A ! B znamená, že F je zobrazení z množiny A do množiny
B a D.F / D A. Takové zobrazení F nazýváme také zobrazením množiny A do
množiny B.

Narozdíl od zobrazení z množiny A do množiny B, kde definiční obor je pou-
ze podmnožinou množiny A, je zobrazení množiny A do množiny B definováno
právě ve všech bodech množiny A.

(b) Pokud je B D R, pak místo termínu zobrazení používáme termín funkce.

1.4.23. Zobrazení F W A ! B často definujeme tak, že pro každé x 2 A určíme
prvek F.x/ 2 B. V takovém případě někdy používáme zápis x 7! F.x/, x 2 A. Je
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třeba si uvědomit, že dva různé předpisy mohou definovat stejné zobrazení. Tak je
tomu například u následujících dvou předpisů:

x 7! .x C 1/2; x 2 R;

x 7! x2 C 2x C 1; x 2 R:

1.4.24. Definice. Nechť A;B jsou množiny a f je zobrazení.
� Obrazemmnožiny A při zobrazení f rozumíme množinu

fy 2 H .f /I 9x 2 D.f / \ A W f .x/ D yg;

kterou značíme f .A/.
� Vzoremmnožiny B při zobrazení f rozumíme množinu

fx 2 D.f /I f .x/ 2 Bg;

kterou značíme f �1.B/.

1.4.25. Nechť X je množina a A � X . Charakteristickou funkcímnožiny A nazý-
váme funkci �A W X ! R, definovanou předpisem

�A.x/ D

(
1; pokud x 2 A;

0; pokud x 2 X n A:

Pro právě uvedenou funkci platí ��1
A .f1g/ D A a ��1

A .f0g/ D X nA. Charakteristická
funkce je v řadě situací užitečným nástrojem.

1.4.26. Definice. Řekneme, že zobrazení f
� je prosté, jestliže platí

8x; y 2 D.f / W f .x/ D f .y/ ) x D y;

� je na množinu B, jestliže platí H .f / D B,
� je bijekcí množiny A na množinu B, jestliže D.f / D A a jde o prosté
zobrazení na B.

1.4.27 (alternativní terminologie). Prostému zobrazení také říkáme injekce nebo
injektivní zobrazení. Zobrazení, které je zobrazením na množinu B, nazýváme
i surjekcí na B a o bijekci množiny A na množinu B hovoříme někdy jako o vzá-
jemně jednoznačném zobrazení množiny A na množinu B.

1.4.28. Nechť f W A ! B je prosté zobrazení. Potom přímo z definic dostáváme,
že f je bijekce množiny A na množinu f .A/.

1.4.29. Definice. Nechť f je zobrazení a C je množina. Pak zobrazení definované
předpisem x 7! f .x/; x 2 C \D.f /, nazýváme restrikcí nebo zúžením zobrazení
f na množinu C a značíme jej f jC .

1.4.30. Definice. Nechť f a g jsou zobrazení. Pak zobrazení g ı f je definováno
předpisem .g ı f /.x/ D g

�
f .x/

�
pro všechna x 2 D.f / taková, že f .x/ 2 D.g/.

Zobrazení g ı f nazýváme složeným zobrazením (složením zobrazení) f a g,
přičemž g nazýváme vnějším zobrazením a f nazýváme vnitřním zobrazením.
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1.4.31.Definice. Nechť f W A ! B je prosté zobrazení. Pak zobrazení f �1 W f .A/ !

A definované pro y 2 f .A/ předpisem f �1.y/ D x, kde x 2 A je jednoznačně ur-
čeno vztahem y D f .x/, nazýváme inverzním zobrazením k zobrazení f .

1.4.32. K zobrazení, které není prosté, nelze definovat inverzní zobrazení. Příkla-
dem je funkce f W R ! R definovaná předpisem f .x/ D x2 pro x 2 R.

1.4.33 (sjednocení a průnik indexovaného systému). Nechť X a I jsou množiny
a pro každé ˛ 2 I je definována množina A˛ � X . Máme tedy dáno zobraze-
ní ˛ 7! A˛ množiny I do potenční množiny P .X/. Takové zobrazení nazýváme
indexovaným systémemmnožin a značíme ho symbolem .A˛/˛2I .

Uvažujme systém A D fA 2 P .X/I 9˛ 2 I W A D A˛g. Pak množinu
S

A

označujeme také symbolem
S
˛2I A˛. Pokud je navíc I neprázdná množina, pak

množinu
T

A označujeme
T
˛2I A˛.

Se zobrazeními z následující definice budeme často pracovat.

1.4.34. Definice. Nechť A je neprázdná množina.

(a)KonečnouposloupnostíprvkůA rozumíme každé zobrazenímnožiny f1; : : : ; ng,
kde n 2 N, do množiny A. Pokud k 7! ak , k 2 f1; : : : ; ng, je takové zobrazení, pak
tuto posloupnost značíme fakgn

kD1
. Prvek ak nazýváme k-týmčlenem této posloup-

nosti.

(b)Nekonečnouposloupností prvkůA rozumíme každé zobrazení n 7! an, n 2 N,
množiny přirozených čísel N do množiny A. Takovou posloupnost obvykle značí-
me fang1

nD1, případně jen fang. Prvek an nazýváme n-týmčlenem této posloupnosti.

1.4.35 (rekurentně zadaná posloupnost). Nechť A je neprázdná množina a k 2 N.
Jsou-li dány členy a1; a2; : : : ; ak 2 A a předpis, podle kterého je možné pro každé
n 2 N, n > k, určit hodnotu an 2 A na základě hodnot a1; : : : ; an�1, pak je možné
definovat posloupnost fang1

nD1. Takovému zadání posloupnosti říkáme rekurentní.
Existence a jednoznačnost takto zadané posloupnosti je ověřena ve Větě B.5.44.

Nejčastější způsob zadání rekurentní posloupnosti fang1
nD1 vypadá následov-

ně. Je dána neprázdná množina A a zobrazení g W A ! A. Prvek a1 2 A je dán
a an D g.an�1/ pro n 2 N; n > 1.

Příkladem takové posloupnosti je posloupnost definována předpisem a1 D 1,
anC1 D 2an, neboť stačí položit A D R a g.x/ D 2x; x 2 R.

1.4.36. V paragrafu 1.2.2 jsme si přiblížili význam termínu axiom. Na tomto místě
je vhodné uvést jeden z axiomů teorie množin pro jeho vztah k pojmu zobrazení.
Jde o axiom výběru a zde je jeho formulace:

Pro každý indexovaný systémneprázdnýchmnožin .Cb/b2I existuje zobrazení ' W I !S
b2I Cb takové, že pro každé b 2 I platí '.b/ 2 Cb.

Axiom výběru říká, že existuje zobrazení ', které pro každé b 2 I vybere hodnotu
'.b/ z neprázdné množiny Cb. Výrok působí samozřejmě, některé jeho důsledky
však již tak samozřejmé nejsou. Další vysvětlení je uvedeno v Dodatku A. Axiom
výběru budeme často používat bez výslovného upozornění podobně jako další axi-
omy teorie množin.
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1.4.37 (konstrukce posloupnosti pomocí axiomu výběru). Nechť A je neprázdná
množina. Posloupnost prvků množiny A je možné konstruovat také takto. Prvek
a1 zvolíme z jisté neprázdné podmnožiny A1 množiny A. Máme-li zkonstruová-
ny prvky a1; : : : ; an, určíme v závislosti na těchto prvcích neprázdnou množinu
AnC1 � A a z ní vybereme prvek anC1. Množiny An; n 2 N, ze kterých vybíráme
členy naší posloupnosti, závisí na konkrétním cíli, pro který posloupnost konstru-
ujeme. Tímto způsobem skutečně obdržíme posloupnost fang1

nD1. Není to ale tak
jednoduché, protože přesné odůvodnění existence posloupnosti fang1

nD1 vyžaduje
použití axiomu výběru. Více naleznete v Dodatku A.

1.5. Množina reálných čísel

Vlastnost existence suprema.

1.5.1. Číselné obory přirozených, celých, racionálních a reálných čísel mají pro
další výklad zásadní význam. Jejich přesná konstrukce však není snadná, a proto ji
provedeme až vDodatku B. V dalším výkladu vystačíme se středoškolskými pojmy,
které doplníme o vlastnost existence suprema. V Definicích 1.4.11 a 1.4.12 jsme
zavedli pojem horní závory, dolní závory, omezenosti množiny a pojmy suprema
a infima pro obecné uspořádání. Nyní tyto pojmy použijeme promnožinu reálných
čísel s uvedeným uspořádáním �. Vlastnost existence suprema reálných čísel lze
pak formulovat následovně.

Každá neprázdná shora omezená podmnožina R má supremum. (1.8)

Množina reálných čísel spolu s jejím uspořádáním a s operacemi sčítání a násobení
je zkonstruována tak, že právě uvedenou vlastnost má. Vlastnost suprema je důle-
žitá, neboť některé hlubší věty o reálných číslech bychom bez ní nemohli dokázat.

Vlastnosti početních operací a uspořádání. V tomto textu předpokládáme
znalost základních pravidel pro práci s uspořádáním reálných čísel a s operacemi
sčítání a násobení. V dalším si však některé výsledky připomeneme a také zavedeme
značení, které budeme používat.

1.5.2. Označení. (a) Nechť m; n 2 Z, m � n, a pro každé i 2 fm; : : : ; ng je ai 2 R.
Potom symbolem

Pn
iDm ai značíme součet všech reálných čísel am; : : : ; an, tedy
nX

iDm

ai D am C amC1 C � � � C an�1 C an:

Je-li m > n, pak klademe
nX

iDm

ai D 0:
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(b) Nechť m; n 2 Z, m � n, a pro každé i 2 fm; : : : ; ng je ai 2 R. Potom symbolemQn
iDm ai značíme součin všech reálných čísel am; : : : ; an, tedy

nY
iDm

ai D am � amC1 � � � an�1 � an:

Je-li m > n, pak klademe
nY

iDm

ai D 1:

Připomeňme ještě, že pokud a 2 R a n 2 N, pak symbol an značí součin

a � a � � � a � a„ ƒ‚ …
n krát

:

Pokud a 2 R; a ¤ 0, a n 2 N, pak symbol a�n značí součin

a�1
� a�1

� � � a�1
� a�1„ ƒ‚ …

n krát

:

Pro a 2 R definujeme symbol a0 jako 1. Zde nedefinujeme novou početní operaci,
ale pouze užitečnou zkratku, která zjednodušuje zápis některých výrazů. Toto je
třeba mít na paměti zejména v případě, kdy a D 0.

(c) Pro každé n 2 N [ f0g definujeme symbol nŠ, čteme n faktoriál, takto: 0Š D 1

a nŠ D n � .n � 1/Š pro n 2 N. Pokud n 2 N, pak je číslo nŠ součinem čísel 1; : : : ; n.

(d) Pro n; k 2 N [ f0g; k � n, definujeme kombinační číslo
�
n
k

�
, čteme n nad k,

předpisem  
n

k

!
D

nŠ

.n � k/Š kŠ
:

(e) Nechť n 2 N a a1; : : : ; an 2 R. Potom zápis a1 � � � � � an znamená, že platí
nerovnosti a1 � a2, a2 � a3; : : : ; an�1 � an. Obdobné značení používáme i pro
další typy nerovností.

(f) V dalším výkladu budeme používat i zápisy x > y a x � y, které po řadě
znamenají totéž co y < x a y � x.

1.5.3. Přesně vzato jsou definice součtu a součinu konečně mnoha reálných čísel
induktivní. Máme-li definován součet (součin) n reálných čísel, můžeme definovat
součet (součin) nC 1 reálných čísel. Z těchto definic by měly také vycházet důka-
zy běžných pravidel pro počítání s konečnými součty a součiny, jako je například
vzorec

n3X
nDn1

an D

n2X
nDn1

an C

n3X
nDn2C1

an;

kde n1 � n2 � n3 jsou přirozená čísla a an1
; : : : ; an3

jsou reálná čísla. Zde však
volíme výše uvedený neformální výklad, neboť jeho přesnost je pro náš text dosta-
čující.
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Uveďme následující pozorování, která jsou užitečná při práci se součty reál-
ných čísel.

1.5.4 (posun sčítacího indexu). Nechťm; n; p 2 Z,m � n, a pro každé i 2 fm; : : : ; ng

je ai 2 R. Potom platí
nX

iDm

ai D

nCpX
iDmCp

ai�p;

neboť v obou součtech sčítáme reálná čísla am; : : : ; an.

1.5.5 (teleskopická suma). Nechť m; n 2 Z, m � n, a pro každé i 2 fm; : : : ; ng je
ai 2 R. Potom platí

n�1X
iDm

.aiC1 � ai / D an � am;

neboť
n�1X
iDm

.aiC1 � ai / D

n�1X
iDm

aiC1 �

n�1X
iDm

ai D

nX
iDmC1

ai �

n�1X
iDm

ai

D

�
an C

n�1X
iDmC1

ai

�
�

�
am C

n�1X
iDmC1

ai

�
D an � am:

Méně formálně lze platnost dokazované rovnosti nahlédnout i tak, že uvažo-
vanou sumu rozepíšeme po jednotlivých členech a všimneme si, že kromě členů an
a �am se v rozpisu vyskytuje vždy �ai a ai , i D mC 1; : : : ; n � 1.

1.5.6. Věta (binomická věta). Pro každé n 2 N [ f0g a pro každá a; b 2 R platí

.aC b/n D

nX
kD0

 
n

k

!
an�kbk : (1.9)

Důkaz. Tvrzení dokážeme matematickou indukcí. Pro n D 0 a libovolná a; b 2 R
platí

.aC b/0 D 1;

0X
kD0

 
0

k

!
a0�kbk D

 
0

0

!
a0b0 D 1:

Odtud dostáváme (1.9) pro n D 0.
Předpokládejme, že n 2 N [ f0g, a; b 2 R a vztah (1.9) platí. Pak díky indukč-

nímu předpokladu a algebraickou úpravou dostaneme

.aC b/nC1
D .aC b/n � .aC b/ D

 
nX
kD0

 
n

k

!
an�kbk

!
� .aC b/

D

nX
kD0

 
n

k

!
an�kC1bk C

nX
kD0

 
n

k

!
an�kbkC1:
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Podle pozorování v 1.5.4 obdržíme
nX
kD0

 
n

k

!
an�kbkC1

D

nC1X
kD1

 
n

k � 1

!
anC1�kbk ;

a tedy

.aC b/nC1
D

nX
kD0

 
n

k

!
an�kC1bk C

nC1X
kD1

 
n

k � 1

!
anC1�kbk

D anC1
C

nX
kD1

 
n

k

!
an�kC1bk C

nX
kD1

 
n

k � 1

!
anC1�kbk C bnC1

D

 
nC 1

0

!
anC1

C

nX
kD1

  
n

k

!
C

 
n

k � 1

!!
an�kC1bk C

 
nC 1

nC 1

!
bnC1:

Dokazované tvrzení nyní plyne z následujícího vztahu, který platí pro každé n; k 2

N; k � n:  
n

k

!
C

 
n

k � 1

!
D

nŠ

.n � k/ŠkŠ
C

nŠ

.nC 1 � k/Š.k � 1/Š

D
nŠ

.n � k/Š.k � 1/Š
�

� 1
k

C
1

nC 1 � k

�
D

nŠ

.n � k/Š.k � 1/Š
�

nC 1

.nC 1 � k/k
D

 
nC 1

k

!
:

�

Následující příklad obsahuje zobecnění známých vztahů a2�b2 D .a�b/.aCb/

a a3 � b3 D .a � b/.a2 C ab C b2/.

1.5.7. Příklad. Dokažte, že pro všechna n 2 N a pro všechna a; b 2 R platí

an � bn D .a � b/ �

nX
kD1

an�kbk�1:

Řešení. Vztah odvodíme úpravou pravé strany:

.a � b/ �

nX
kD1

an�kbk�1
D

nX
kD1

anC1�kbk�1
�

nX
kD1

an�kbk

D an C

nX
kD2

anC1�kbk�1
�

n�1X
kD1

an�kbk � bn

D an C

n�1X
kD1

an�kbk �

n�1X
kD1

an�kbk � bn (podle 1.5.4)

D an � bn:
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|

1.5.8. Příklad. Nechť q 2 R n f1g a n 2 N [ f0g. Dokažte, že potom platí
nX
kD0

qk D
1 � qnC1

1 � q
:

Řešení. Použijeme Příklad 1.5.7 pro a D 1, b D q a na místo čísla n dosadíme nC1.
Pak s pomocí 1.5.4 obdržíme

1 � qnC1
D .1 � q/

nC1X
kD1

qk�1
D .1 � q/

nX
kD0

qk :

Odtud již snadno plyne dokazovaný vztah, neboť 1 � q ¤ 0, a tedy můžeme obě
strany rovnosti vydělit číslem 1 � q. |

Absolutní hodnota reálného čísla.

1.5.9. Definice. Pro každé x 2 R definujeme jeho absolutní hodnotu jako

jxj D

(
x; pokud x � 0;

�x; pokud x < 0:

1.5.10. Není těžké si rozmyslet, že pro každé x 2 R platí:
(a) jxj � 0,
(b) jxj D 0 , x D 0,
(c) jxj D j�xj,
(d)

ˇ̌
jxj
ˇ̌

D jxj,
(e) 8� 2 R W j�xj D j�j � jxj.

Geometricky můžeme absolutní hodnotu čísla x interpretovat jako vzdálenost bo-
du x od počátku na reálné ose. Výraz jx � yj pak nazveme vzdáleností bodu x od
bodu y.

Následující nerovnost budeme při práci s absolutní hodnotou často používat.
Její název pochází z jejího zobecnění pro komplexní čísla, které vyjadřuje nerov-
nost mezi součtem délek dvou stran trojúhelníka a délkou zbývající strany.

1.5.11. Věta (trojúhelníková nerovnost). Pro každá a; b 2 R platí

jaC bj � jaj C jbj : (1.10)

Důkaz. Nechť a; b 2 R. Z definice absolutní hodnoty vyplývá, že platí a � jaj a b �

jbj. Odtud dostáváme aC b � jaj C jbj. Opět z definice absolutní hodnoty snadno
vyplývá, že platí �a � jaj a také �b � jbj. Odtud dostáváme �.a C b/ � jaj C jbj.
Podle definice absolutní hodnoty platí ja C bj D a C b nebo ja C bj D �.a C b/.
V obou případech tedy dostáváme ja C bj � jaj C jbj, čímž je nerovnost (1.10)
dokázána. �
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1.5.12. Důsledek. (a) Pro každá x; y 2 R platíˇ̌
jxj � jyj

ˇ̌
� jx � yj : (1.11)

(b) Pro každá x; y; ´ 2 R platí

jx � yj � jx � ´j C j´ � yj : (1.12)

Důkaz. (a) Nechť x; y 2 R. Položme v (1.10) nejprve a D y, b D x � y. Obdržíme
jxj D jyCx�yj � jyjCjx�yj. Platí tedy jxj� jyj � jx�yj. V (1.10) dále položme
a D x, b D y � x. Dostaneme jyj D jxC y � xj � jxj C jy � xj D jxj C jx � yj. Platí
tedy �.jxj � jyj/ � jx � yj. Z obdržených nerovností a definice absolutní hodnoty
již plyne (1.11).

(b) V (1.10) položme a D x�´, b D ´�y, a dostaneme požadovanou nerovnost. �

1.5.13. Poznámka. Někdy bývá trojúhelníkovou nerovností nazývána nerovnost
(1.12).

1.5.14. Lemma. Nechť a; b 2 R. Jestliže existuje K 2 R, K > 0, takové, že pro
každé " 2 R; " > 0, platí ja � bj < K", potom a D b.

Důkaz. Provedeme důkaz sporem. Předpokládejme, že ačkoli jsou podmínky lem-
matu pro reálná čísla a, b splněny, jsou čísla a a b různá. Předpokládejme nejprve,
že a > b. Položme " D

1
2K
.a � b/. Číslo " je kladné, a proto podle předpokladu

platí 0 < ja � bj < K" D
1
2
.a � b/. Odtud vyplývá 0 < a � b < 1

2
.a � b/, což je

spor. Pokud a < b, pak položíme " D
1
2K
.b � a/ a spor obdržíme obdobně jako

v předchozím případě. �

1.5.15. Lemma 1.5.14 je užitečným nástrojem jak dokázat rovnost dvou reálných
čísel. Místo, abychom dokazovali rovnost dvou čísel přímo, dokážeme, že rozdíl
uvažovaných čísel v absolutní hodnotě je menší než libovolné kladné reálné číslo.

Další vlastnosti suprema a infima.

1.5.16. Uspořádání � na množině R je lineární, a proto je číslo G 2 R supremem
množinyM � R právě tehdy, když platí

(a) G je horní závorou množinyM ,
(b) 8G0 2 R; G0 < G 9x 2 M W G0 < x.
Pokud je totižG suprememmnožinyM , pak jeG horní závorouM , a tedy spl-

ňuje (a). Jestliže G0 2 R; G0 < G, potom G0 není horní závorouM . Odtud plyne,
že existuje x 2 M takové, že neplatí x � G0. Máme tedy x ¤ G0 a díky lineari-
tě uspořádání � platí G0 � x. Dohromady tedy máme G0 < x, čímž je ověřena
podmínka (b).

Nyní předpokládejme, žeG 2 R splňuje podmínky (a) a (b). Potom jeG horní
závorou množiny M . Předpokládejme, že G0 2 R je horní závorou M . Chceme
ukázat, že platí G � G0. Předpokládejme, že tomu tak není. Potom díky linearitě
uspořádání � dostáváme G0 < G. Podle vlastnosti (b) existuje x 2 M takové, že
G0 < x, což je ovšem spor s předpokladem, že G0 je horní závorou množinyM .

Obdobně číslo g 2 R je infimem množinyM � R právě tehdy, když platí
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(c) g je dolní závorouM ,
(d) 8g0 2 R; g < g0 9x 2 M W x < g0.

1.5.17. Věta (existence infima). NechťM � R je zdola omezená neprázdná mno-
žina. Potom existuje infimum množinyM a při označení �M D fx 2 RI �x 2 M g

platí infM D � sup.�M/.

Důkaz. Množina �M je zřejmě neprázdná. NechťK 2 R je dolní závorou množiny
M . Pro každé x 2 �M platí �x 2 M , takže K � �x, tedy x � �K. Odtud ply-
ne, že �K je horní závorou množiny �M . Množina �M je tedy shora omezená.
Z (1.8) plyne existence suprema množiny �M , které označíme symbolem G. Do-
kážeme, že prvek g D �G je infimem množiny M tak, že ověříme podmínky (c)
a (d) z charakterizace infima v 1.5.16.

Pro každé x 2 M platí �x 2 �M , tedy �x � G, takže g � x. Číslo g je proto
dolní závorou množiny M . Tím jsme ověřili podmínku (c). Předpokládejme, že
g0 2 R a g < g0. Položme G0 D �g0. Potom G0 < G, a z vlastnosti (b) v 1.5.16 tedy
vyplývá, že existuje y 2 �M takové, že G0 < y, takže �y < g0. Protože �y 2 M ,
ověřili jsme i podmínku (d) v 1.5.16. Tím je důkaz proveden. �

1.5.18. Lemma. Nechť A;B � R jsou neprázdné množiny splňující

8a 2 A 8b 2 B W a � b:

Pak existuje supA a infB a platí supA � infB.

Důkaz. Vezměme a0 2 A a b0 2 B libovolné. Podle předpokladu je a0 dolní závo-
rou B a b0 horní závorou A. Díky neprázdnosti obou množin tedy existuje supA
a infB. Protože každé b 2 B je horní závorou A, platí pro každé b 2 B nerovnost
supA � b. Tedy supA je dolní závorou B, z čehož plyne supA � infB. �

1.5.19. Definice. Nechť f je funkce aM � D.f /. Řekneme, že f je
� shora omezená naM , jestliže množina f .M/ je shora omezená,
� zdola omezená naM , jestliže množina f .M/ je zdola omezená,
� omezená naM , jestliže množina f .M/ je omezená,
� konstantní naM , jestliže pro všechna x; y 2 M platí f .x/ D f .y/.

1.5.20 (algebraické operace s funkcemi). Nechť f a g jsou funkce s definičním
oborem M a c 2 R. Pak definujeme funkce f C g, fg, cf s definičním oborem
rovnýmM předpisy

.f C g/.x/ D f .x/C g.x/;

fg.x/ D f .x/g.x/;

cf .x/ D cf .x/:

Je-li g.x/ ¤ 0 pro každé x 2 M , pak definujeme funkci f=g s definičním oborem
rovnýmM předpisem �f

g

�
.x/ D

f .x/

g.x/
:
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1.5.21. Věta. Nechť M je neprázdná množina a f W M ! R a g W M ! R jsou
funkce.

(a) Jestliže f a g jsou shora omezené, potom

sup.f C g/.M/ � supf .M/C supg.M/:

(b) Jestliže f a g jsou zdola omezené, potom

inf.f C g/.M/ � inff .M/C infg.M/:

Důkaz. (a)Množiny f .M/ a g.M/ jsou neprázdné a shora omezené, a proto existují
jejich suprema, která označíme po řadě A a B. Nechť x 2 M . Potom z definice
suprema plyne f .x/ � A a g.x/ � B, a tedy také f .x/ C g.x/ � A C B. Protože
x 2 M bylo zvoleno libovolně, jeACB horní závoroumnožiny .f Cg/.M/. Odtud
plyne tvrzení (a).

(b) Tvrzení lze dokázat obdobně jako (a). �

Maximum aminimummnožiny.

1.5.22. Označení. Nechť A � R. Standardní uspořádání reálných čísel je lineární,
a proto pojem největšího prvku množiny A a maximálního prvku množiny A splý-
vají. Pokud má Amaximální prvek, pak je určen jednoznačně a budeme ho značit
maxA. Obdobně je tomu s nejmenším prvkem a minimálním prvkem množiny A,
který budeme značit minA, pokud existuje.

1.5.23. Příklad. Nechť x; y 2 R a A D fx; yg. Pak existuje maximum i minimum
množiny A.

Řešení. Budeme postupovat rozborem případů. Z linearity uspořádání R platí x �

y nebo y � x. V prvním případě je zřejmě

maxfx; yg D y; minfx; yg D x;

v případě druhém platí

maxfx; yg D x; minfx; yg D y:

|

1.5.24. Věta. NechťM � N je neprázdná množina. Potom existuje minimumM .

Důkaz. Pomocné tvrzení. Nejprve matematickou indukcí pro každé n 2 N dokážeme,
že pokud je množina M \ f1; : : : ; ng neprázdná, pak existuje její minimum. Pro
n D 1 tvrzení zřejmě platí. Předpokládejme platnost tvrzení pro n a neprázdnost
množinyM \f1; : : : ; nC1g. Pokud navícM \f1; : : : ; ng ¤ ;, pak podle indukčního
předpokladu existuje min.M \ f1; : : : ; ng/ a platí

min.M \ f1; : : : ; nC 1g/ D min.M \ f1; : : : ; ng/:

PokudM \ f1; : : : ; ng D ;, potomM \ f1; : : : ; nC 1g D fnC 1g a

min.M \ f1; : : : ; nC 1g/ D fnC 1g:

Tím je pomocné tvrzení dokázáno.
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Vlastní důkaz. Množina M je neprázdná, a proto existuje přirozené číslo n 2 M .
Potom podle pomocného tvrzení existuje min.M \ f1; : : : ; ng/ a protože zřejmě
platí minM D min.M \ f1; : : : ; ng/, je tím tvrzení dokázáno. �

Intervaly reálných čísel.

1.5.25. Definice. Nechť a; b 2 R, a � b. Definujme množiny

.a; b/ D fx 2 RI a < x < bg; Œa; b� D fx 2 RI a � x � bg;

.a; b� D fx 2 RI a < x � bg; Œa; b/ D fx 2 RI a � x < bg;

.�1; b/ D fx 2 RI x < bg; .�1; b� D fx 2 RI x � bg;

.a;1/ D fx 2 RI a < xg; Œa;1/ D fx 2 RI a � xg;

.�1;1/ D R:

Pak množiny .a; b/, .�1; b/, .a;1/ a .�1;1/ nazýváme otevřenými intervaly,
množinu Œa; b� nazýváme uzavřeným intervalem. Interval, který je prázdný nebo
obsahuje právě jeden bod, nazýváme degenerovaný, ostatní intervaly nazýváme
nedegenerované. Význam pojmu (pravý nebo levý) krajní bod intervalu je zřej-
mý. Bod, který patří do intervalu I , ale není krajním bodem I , nazýváme vnitřním
bodem intervalu I .

1.5.26. Prázdná množina je také interval, neboť .a; a/ D ; pro každé a 2 R. Také
každá jednoprvková podmnožina R je interval, neboť Œa; a� D fag pro každé a 2 R.

Následující lemma udává užitečnou charakterizaci intervalu. Chceme-li uká-
zat, že jistá množina je interval, stačí ověřit podmínku (1.13), která říká, že množi-
na s každými dvěma svými body x a y obsahuje i všechny body mezi x a y. Není
tedy třeba hledat krajní body intervalu. Lemma použijeme například v důkazu Vě-
ty 4.3.8.

1.5.27. Lemma. NechťM � R. MnožinaM je interval právě tehdy, když platí

8x; y 2 M 8´ 2 R W .x < ´ < y ) ´ 2 M/: (1.13)

Řada matematických vět má tvar ekvivalence. Jejich důkaz často vedeme tak,
že dokážeme postupně dvě implikace. Pro zjednodušení a zpřehlednění zápisu bu-
deme občas používat symboly ) a (, které uvedou příslušné části důkazu.

Důkaz Lemmatu 1.5.27. ) Předpokládejme, že M D .a; b/, kde a; b 2 R a a < b.
Pro ověření podmínky (1.13) vezměme x; y 2 M a ´ 2 R takové, že x < ´ < y.
Potom platí a < x < ´ < y < b, a tedy ´ 2 M . Tím je podmínka (1.13) po uvedený
typ intervalu ověřena. Pro ostatní typy intervalů je ověření obdobné.

( Předpokládejme, že množina M splňuje (1.13). Pokud M D ;, pak je M
interval. Není-liM omezená zdola ani shora, pakM D R D .�1;C1/. Vezmeme-
-li totiž libovolné číslo ´ 2 R, pak k němu nalezneme x 2 M , x < ´, neboť M
není zdola omezená, a také y 2 M , ´ < y, protožeM není shora omezená. Podle
předpokladu tedy platí ´ 2 M .
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Je-li M omezená a neprázdná, pak klademe G D supM a g D infM . Platí
.g;G/ � M . Je-li totiž ´ 2 .g;G/, pak podle definice infima existuje takové x 2 M ,
že x < ´, podobně podle definice suprema existuje y 2 M , ´ < y. Podle našeho
předpokladu je tedy ´ 2 M . Dále je M � Œg;G�, neboť g je dolní závorou M a G
je horní závorou M . Množina M je tedy interval s krajními body g a G, přičemž
každý z nich může, ale nemusí, patřit doM .

V ostatních případech, kdy M je omezená pouze zdola a kdy M je omezená
pouze shora, lze tvrzení dokázat obdobně. �

Celá část reálného čísla.

1.5.28. Lemma. Nechť n;m 2 Z, n < m. Potom nC 1 � m.

Důkaz. Provedeme přímý důkaz. Jelikož n < m, je m � n kladné celé číslo. Tedy
m � n je přirozené číslo, a proto 1 � m � n. Tím je tvrzení dokázáno. �

1.5.29. Věta (Archimédova4 vlastnost reálných čísel). Nechť x 2 R. Pak existuje
n 2 N splňující x < n.

Důkaz. Pro spor předpokládejme, že pro všechna n 2 N platí n � x. Potom je mno-
žina N neprázdná a shora omezená. Existuje tedy číslo G 2 R, které je supremem
množiny N. Pro každé n 2 N je nC1 opět přirozené číslo, a proto pro každé n 2 N

platí nC1 � G. Odtud plyne, že pro každé n 2 N platí n � G�1. Číslo G�1 je te-
dy horní závorou množiny N, což je ovšem ve sporu s definicí G, které je nejmenší
horní závorou N. �

1.5.30. Věta (celá část). Nechť x 2 R. Pak existuje právě jedno k 2 Z takové, že
k � x < k C 1.

Důkaz. Existence. Označme M D fn 2 ZI x < ng. Číslo x je dolní závorou množi-
nyM , a proto jeM zdola omezená. Podle Věty 1.5.29 jeM neprázdná. Existuje te-
dy číslo g 2 R, které je infimem množinyM . Podle definice infima existuje k0 2 M

takové, že k0 < gC1. Platí tedy k0 �1 < g, a proto k0 �1 … M . Položme k D k0 �1.
Potom k 2 Z, neboť k0 2 M . Platí k D k0 � 1 � x, neboť k0 � 1 … M . Dále máme
k0 2 M , a proto k C 1 D k0 > x. Číslo k má tedy požadované vlastnosti.

Jednoznačnost. Pro spor předpokládejme, že existují k; j 2 Z taková, že j ¤ k, k �

x < kC1 a j � x < j C1. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že j < k.
Potom k � x a x� 1 < j , takže 0 < k� j < 1. Protože k� j 2 Z a 0 < k� j , plyne
z Lemmatu 1.5.28, že 1 � k � j . To je spor s tím, že k � j < 1. �

1.5.31.Definice. Nechť x 2 R. Potom číslo k 2 Z splňující k � x < kC1 nazýváme
celou částí čísla x. Podle Věty 1.5.30 je k určeno jednoznačně existuje a značíme
ho Œx�.

1.5.32. Věta (hustota Q v R). Nechť a; b 2 R, a < b. Potom existuje y 2 Q takové,
že a < y < b.

4Archimédés ze Syrakus (287 př. n. l.–212 př. n. l.)
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Důkaz. Podle Věty 1.5.29 existuje ke kladnému číslu 1
b�a

číslo n 2 N takové, že
platí 1

b�a
< n. Je tedy na C 1 < nb. Položme y D

Œna�C1
n

. Potom y 2 Q a podle
Věty 1.5.30 platí

a D
na

n
<
Œna�C 1

n
�
naC 1

n
<
nb

n
D b;

takže a < y < b. �

1.6. Konečné a spočetné množiny

Porovnávání mohutností množin. Pojem „počet prvků množiny“ je možné
rozšířit i na případy, kdy je uvažovaná množina nekonečná. Potom místo tohoto
pojmu používáme pojem „mohutnost množiny“. Jeho přesné zavedení však pře-
sahuje rámec našeho textu a je možné jej nalézt například v knize [3]. V tomto
oddílu pouze ukážeme jeden ze způsobů jak porovnávat množiny co do velikos-
ti, který s pojmem mohutnosti pracuje implicitně. Podáme také přesnou definici
konečných a nekonečných množin.

1.6.1. Definice. (a) Řekneme, že množina A má stejnou mohutnost jako množi-
na B, jestliže existuje bijekce A na B. Značíme A � B.

(b) Řekneme, že množina Amámohutnostmenší nebo rovnoumohutnosti mno-
žiny B, jestliže existuje prosté zobrazení A do B. Značíme A � B.

(c) Řekneme, že množina Amámenšímohutnost nežmnožina B, jestliže existuje
prosté zobrazení A do B a přitom A nemá stejnou mohutnost jako B. Značíme
A � B.

1.6.2. Definice. Nechť A je množina. Zobrazení IdA W A ! A definované předpi-
sem IdA.a/ D a, a 2 A, nazýváme identickým zobrazením.

1.6.3. Věta. Nechť A, B, C jsou množiny. Potom platí
(a) A � A,
(b) pokud A � B a B � C , pak A � C .

Důkaz. (a) Identické zobrazení IdA je zřejmě prosté zobrazení množiny A do mno-
žiny A, a tedy A � A.

(b) Podle předpokladu existují prostá zobrazení f W A ! B a g W B ! C . Složené
zobrazení g ı f je dobře definováno na množině A a má hodnoty v množině C .
Pokud .g ı f /.x/ D .g ı f /.y/ pro nějaká x; y 2 A, pak f .x/ D f .y/, neboť g je
prosté. Ze vztahu f .x/ D f .y/ pak plyne x D y, neboť f je prosté. To znamená,
že zobrazení g ı f je prosté, což dokazuje vztah A � C . �

1.6.4. Věta. Nechť A, B, C jsou množiny. Potom platí
(a) A � A,
(b) pokud A � B, pak B � A,
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(c) pokud A � B a B � C , pak A � C .

Důkaz. (a) Identické zobrazení IdA je bijekce množiny A na množinu A, a proto
A � A.

(b) Předpokládejme, že f je bijekce množiny A na množinu B. Zobrazení f je
prosté, a proto existuje zobrazení f �1. Definičním oborem zobrazení f �1 je mno-
žina B a obor hodnot f �1 je roven A. Zobrazení f �1 W A ! B je tedy zobrazením
na B. Pokud pro x; y 2 B platí f �1.x/ D f �1.y/, potom x D f .f �1.x// D

f .f �1.y// D y, a zobrazení f �1 je tedy prosté. Dostáváme tak, že zobrazení f �1

je bijekce, a proto má množina B stejnou mohutnost jako množina A, tj. B � A.

(c) Podle předpokladu existuje bijekce f množiny A na množinu B a bijekce g
množinyB namnožinuC . Složené zobrazení gıf je dobře definováno namnožině
A a má hodnoty v množině C . Pokud .g ı f /.x/ D .g ı f /.y/, pak f .x/ D f .y/,
neboť g je prosté. Ze vztahu f .x/ D f .y/ pak plyne x D y, neboť f je prosté. To
znamená, že zobrazení g ı f je prosté.

Předpokládejme, že c 2 C . Pak existuje prvek b 2 B takový, že g.b/ D c, neboť
g je zobrazením na C . Pro prvek b existuje prvek a 2 A takový, že f .a/ D b, neboť
f je zobrazením na B. Potom platí .g ı f /.a/ D g.f .a// D g.b/ D c. Zobrazení
g ı f je tedy zobrazením na C .

Zobrazení g ı f je tedy bijekce A na C . Tím je tvrzení dokázáno. �

1.6.5. Věta (Cantor5–Bernstein6). Nechť X a Y jsou množiny splňující X � Y

a Y � X . Pak X a Y mají stejnou mohutnost.

K důkazu Cantorovy–Bernsteinovy věty použijeme následující lemma. Připo-
meňme, že symbol P .X/ značí potenční množinu (vizte 1.3.3).

1.6.6. Lemma. Nechť X je množina a H W P .X/ ! P .X/ je zobrazení splňující
podmínku

8A;B 2 P .X/ W A � B ) H.A/ � H.B/: (1.14)
Potom existuje C � X takové, že H.C/ D C .

Důkaz. Definujme C D fA 2 P .X/I A � H.A/g. Ukážeme, že C D
S

C je hleda-
noumnožinou. Zřejmě platíC � X . PokudA 2 C , potomA � C podle definiceC .
Díky (1.14) pak platí H.A/ � H.C/. Dohromady tedy máme A � H.A/ � H.C/.
Z této úvahy a definice C dostáváme C � H.C/. Nyní znovu použijeme (1.14)
pro dvojici množin C a H.C/ a dostaneme H.C/ � H

�
H.C/

�
. To znamená, že

H.C/ 2 C , a tedy H.C/ � C . Tím je rovnost H.C/ D C dokázána. �

Důkaz Věty 1.6.5. Podle předpokladu věty existují prostá zobrazení f W X ! Y

a g W Y ! X . Definujme zobrazení H W P .X/ ! P .X/ předpisem

H.A/ D X n g
�
Y n f .A/

�
:

5Georg Cantor (1845–1918)
6Felix Bernstein (1878–1956)
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Pokud U � V � X , potom f .U / � f .V /, a tedy také Y n f .V / � Y n f .U /. Od-
tud již snadno odvodíme inkluzi H.U / � H.V /. Zobrazení H tedy splňuje před-
poklady Lemmatu 1.6.6, s pomocí kterého nalezneme množinu C � X splňující
H.C/ D C . Pak platí

C D H.C/ D X n g
�
Y n f .C /

�
:

Odtud plyne X n C D g
�
Y n f .C /

�
. Zobrazení gjY nf .C/ je tedy prosté zobrazení

množiny Y nf .C / na množinu X nC . Potom g�1jXnC je prosté zobrazení X nC na
Y n f .C /. Poněvadž f jC je prosté zobrazení C na f .C /, je následující zobrazení
h W X ! Y hledanou bijekcí mezi množinami X a Y

h.a/ D

(
f .a/ pro a 2 C;

g�1.a/ pro a 2 X n C:
�

Z následující věty vyplývá, že pro každou množinu existuje množina, která je
„větší“ ve smyslu Definice 1.6.1.

1.6.7. Věta (Cantor). Nechť X je množina. Pak X � P .X/.

Důkaz. Zobrazení ' W X ! P .X/ definované předpisem '.x/ D fxg, je prosté, takže
platí X � P .X/.

Zbývá ukázat, že množiny X nemá stejnou mohutnost jako P .X/. Provedeme
důkaz sporem. Předpokládejme, že existuje bijekce ' W X ! P .X/. Označme A D

fx 2 X I x … '.x/g. Zobrazení ' je bijekce, a proto můžeme nalézt a 2 X takové, že
'.a/ D A. Pokud a 2 A, pak podle definice množiny A platí a … '.a/, což je spor,
neboť '.a/ D A. Pokud a … A, pak podle definice množiny A platí a 2 '.a/ D A,
což je opět spor. Tím je předpoklad existence bijekce ' přiveden ke sporu a tvrzení
je dokázáno. �

1.6.8. Lemma. Nechť A je množina a f je zobrazení. Potom f .A/ � A.

Důkaz. Položme I D f .A/ a Cb D f �1.fbg/ \ A pro b 2 I . Pro každé b 2 I platí
Cb ¤ ;. Podle axiomu výběru existuje zobrazení ' W f .A/ ! A takové, že pro každé
b 2 f .A/ platí '.b/ 2 f �1.fbg/\A. Zobrazení ' je prosté. Pokud totiž '.b/ D '.b0/,
potom platí b D f

�
'.b/

�
D f

�
'.b0/

�
D b0. Dostáváme tedy f .A/ � A. �

Konečné množiny.

1.6.9. Definice. Řekneme, že množina A je konečná, pokud je buď prázdná, nebo
existuje n 2 N takové, že X má stejnou mohutnost jako množina f1; : : : ; ng.

1.6.10. Lemma. Nechť p; q 2 N.
(a) Potom f1; : : : ; pg � f1; : : : ; qg právě tehdy, když p � q.
(b) Potom f1; : : : ; pg � f1; : : : ; qg právě tehdy, když p D q.

Důkaz. (a) ) Pro spor předpokládejme, že f1; : : : ; pg � f1; : : : ; qg a p > q. Dí-
ky Větě 1.5.24 můžeme předpokládat, že p je nejmenší přirozené číslo, pro které
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existuje q 2 N splňující p > q a f1; : : : ; pg � f1; : : : ; qg. Pak existuje prosté zobra-
zení f W f1; : : : ; pg ! f1; : : : ; qg. Potom musí být p > q > 1. Definujme zobrazení
g W f1; : : : ; qg n ff .p/g ! f1; : : : ; q � 1g předpisem

g.i/ D

(
i pro i < f .p/;
i � 1 pro i > f .p/:

Potom je zobrazení g prosté, a tedy také zobrazení gıf jf1;:::;p�1g je prosté zobraze-
ní množiny f1; : : : ; p� 1g do f1; : : : ; q� 1g. Poněvadž 0 < q� 1 < p� 1, dostáváme
spor s minimalitou p.

( Tato implikace je zřejmá.

(b) Tvrzení plyne snadno z (a). �

1.6.11. Pokud X � f1; : : : ; ng pro jisté n 2 N, pak je toto n určeno jednoznač-
ně. Pokud totiž X � f1; : : : ; ng a X � f1; : : : ; mg pro n;m 2 N, potom podle Vě-
ty 1.6.4(b),(c) platí f1; : : : ; ng � f1; : : : ; mg. Z Lemmatu 1.6.10(b) pak plyne n D m.
Toto pozorování je důležité pro korektnost následující definice.

1.6.12. Definice. Pokud je množina X prázdná, pak říkáme, že počet prvkůmno-
žiny X je roven 0. Pokud X � f1; : : : ; ng pro jisté n 2 N, pak říkáme, že počet
prvků množiny X je roven n. Počet prvků konečné množiny X značíme jX j.

1.6.13. Věta. NechťX a Y jsou konečné množiny. PotomX � Y právě tehdy, když
jX j D jY j.

Důkaz. ) Množiny X a Y jsou buď obě prázdné, nebo obě neprázdné. V prv-
ním případě X D Y a počet prvků X a Y je roven 0. Ve druhém případě existují
m; n 2 N taková, žeX � f1; : : : ; mg a Y � f1; : : : ; ng. Potom podle Věty 1.6.4(b),(c)
dostáváme f1; : : : ; mg � f1; : : : ; ng, a tedy podle Lemmatu 1.6.10(b) platí m D n,
neboli jX j D jY j.

( Množiny jsou opět buď obě prázdné, nebo obě neprázdné. V prvním případě
X D Y a X � Y . Ve druhém případě existuje n 2 N takové, že X � f1; : : : ; ng

a Y � f1; : : : ; ng. Potom podle Věty 1.6.4(b),(c) dostáváme X � Y . �

1.6.14. Věta. Nechť A � R je konečná množina. Potom je množina A omezená.
Je-li navíc A neprázdná, pak existuje její maximum a minimum.

Důkaz. Je-liA prázdná, pak je zřejmě omezená, neboť každé x 2 R je zároveň horní
i dolní závorou množiny A.

Nechť je A neprázdná. V tomto případě provedeme důkaz matematickou in-
dukcí podle počtu jejích prvků. Je-liA jednoprvková, je tvrzení zřejmé. Předpoklá-
dejme nyní, že tvrzení platí pro každou množinu o n prvcích. Nechť A je množina
o n C 1 prvcích, tj. existuje bijekce ' množiny f1; : : : ; n C 1g na množinu A. Po-
ložme B D f'.1/; : : : ; '.n/g. Pak B � R má n prvků, a tedy je podle indukčního
předpokladu omezená a existuje její maximum G0 a minimum g0. Položme

g D minf'.nC 1/; g0
g; G D maxf'.nC 1/;G0

g:
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Čísla g a G jsou dobře definovaná podle Příkladu 1.5.23. Dále platí

8i 2 f1; : : : ; nC 1g W g � '.i/ � G:

Tedy g je dolní závora množinyA aG je horní závora množinyA. Proto je množina
A omezená. Protože g0; G0 2 '.f1; : : : ; ng/ � A, je g;G 2 A. Nalezli jsme tedy mi-
nimum i maximum množiny A. Podle principu matematické indukce tedy tvrzení
platí pro všechny konečné podmnožiny A � R. �

1.6.15. Věta (vlastnosti konečných množin).
(a) Nechť A je konečná množina a B � A. Potom B je konečná.
(b) Nechť A je konečná množina, jejímiž prvky jsou konečné množiny. Po-

tom
S

A je konečná množina.
(c) Nechť n 2 N aA1; : : : ; An jsou konečné množiny. Potom kartézský součin

A1 � � � � � An je konečná množina.
(d) Nechť A je konečná množina a f je zobrazení. Potom je množina f .A/

konečná.

Důkaz. (a) Nejprve matematickou indukcí podle n dokážeme, že je-li n 2 N a A �

f1; : : : ; ng, potom jemnožinaA konečná. Je-li n D 1 aA � f1g, pak buď jeAprázdná
množina, nebo A D f1g. V obou případech přímo z definice plyne, že množina A
je konečná.

Předpokládejme nyní, že každá podmnožina množiny f1; : : : ; ng je konečná.
Nechť A je podmnožinou množiny f1; : : : ; nC 1g. Pokud A � f1; : : : ; ng, pak je A
konečná množina podle indukčního předpokladu. V opačném případě platí

A D
�
A \ f1; : : : ; ng

�
[ fnC 1g:

Pak je množina B D A \ f1; : : : ; ng konečná. Je-li B prázdná, pak A D fn C 1g

a existuje bijekce množiny f1g na množinu A. Je-li B neprázdná, potom existují
k 2 N a bijekce ' W f1; : : : ; kg ! B. Definujme  W f1; : : : ; k C 1g ! A předpisem

 .i/ D

(
'.i/ pro i 2 f1; : : : ; kg;

nC 1 pro i D k C 1:

Pak je  bijekce f1; : : : ; k C 1g na A, a tedy A je konečná množina.
Předpokládejme nyní, že A je konečná neprázdná množina a B je její neprázd-

ná podmnožina. Pak existují n 2 N a bijekce ' množiny A na množinu f1; : : : ; ng.
Potom je zobrazení 'jB bijekcí množiny B na množinu '.B/. Podle první části
důkazu je množina '.B/ konečná, tj. existují m 2 N a bijekce ! množiny '.B/ na
množinu f1; : : : ; mg. Pak ! B'jB je bijekce množiny B na množinu f1; : : : ; mg, takže
množina B je konečná.

(b) Nejprve dokážeme, že sjednocení dvou konečných množin je konečná množi-
na. Nechť tedy C a D jsou konečné množiny. Je-li alespoň jedna z nich prázdná,
pak tvrzení zřejmě platí. Předpokládejme tedy, že jsou obě neprázdné. Potom exis-
tují m; n 2 N, bijekce ˛ množiny C na množinu f1; : : : ; ng a bijekce ˇ množiny D
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na množinu f1; : : : ; mg. Definujme zobrazení 
 W D nC ! fnC 1; : : : ; nCmg před-
pisem 
.x/ D ˇ.x/ C n, x 2 D n C . Pak zobrazení ' W C [ D ! f1; : : : ; n C mg

definované předpisem

'.x/ D

(
˛.x/; pokud x 2 C;


.x/; pokud x 2 D n C;

je prosté zobrazení množiny C [ D do množiny f1; : : : ; n C mg, neboť zobrazení
˛jC , 
 jDnC jsou prostá a

˛.C / \ 
.D n C/ � f1; : : : ; ng \ fnC 1; : : : ; nCmg D ;:

Platí '.C [ D/ � f1; : : : ; n C mg, a množina '.C [ D/ je tedy konečná podle již
dokázané části (a). Existuje tedy p 2 N takové, že '.C [ D/ � f1; : : : ; pg. Podle
1.4.28 platí C [D � '.C [D/, a tedy C [D � f1; : : : ; pg. Množina C [D je tedy
konečná.

Pokud je množina A konečná, pak je buď prázdná nebo má n prvků, kde n 2

N. V prvním případě je její sjednocení prázdnou množinou, a je tedy konečné.
Ve druhém případě dokážeme tvrzení matematickou indukcí. Pro n D 1 tvrzení
zřejmě platí. Předpokládejme nyní, že tvrzení platí pro n 2 N. Nechť tedy A D

fA1; : : : ; AnC1g, kde Ai , i D 1; : : : ; nC1, jsou dané konečné množiny. Potom podle
indukčního předpokladu je

Sn
iD1Ai konečnou množinou. Pak je ale množina

[
A D

nC1[
iD1

Ai D

� n[
iD1

Ai

�
[ AnC1

konečná podle první části důkazu. Tím je podle principu matematické indukce
tvrzení dokázáno.

(c) Podobně jako v (b) stačí dokázat, že kartézský součin dvou konečných neprázd-
ných množin A a B je konečný. Mějme m; n 2 N, bijekci ˛ množiny A na množi-
nu f1; : : : ; ng a bijekci ˇ množiny B na množinu f1; : : : ; mg. Nechť ' je zobrazení
z Lemmatu 1.6.19. Pak zobrazení  definované předpisem

 .a; b/ D '
�
˛.a/; ˇ.b/

�
; .a; b/ 2 A � B;

je prosté zobrazení množiny A � B do konečné množiny f1; : : : ; .n C m/2 C ng.
Množina  .A � B/ je tedy konečná podle již dokázané části (a). Odtud plyne
i konečnost množiny A � B, neboť A � B �  .A � B/.

(d) Pokud je množina f .A/ prázdná, potom tvrzení zřejmě platí. Předpokládej-
me tedy, že f .A/ je neprázdná. Díky Lemmatu 1.6.8 víme, že f .A/ � A, tj. exis-
tuje prosté zobrazení  W f .A/ ! A. Potom je množina  .f .A// podmnožinou
konečné množiny A, a je tedy podle (a) konečná. Množina  .f .A// je navíc ne-
prázdná, takže existuje n 2 N takové, že  .f .A// � f1; : : : ; ng. Poněvadž platí
 .f .A// � f .A/, dostáváme podle Věty 1.6.4(b),(c) f .A/ � f1; : : : ; ng, takže f .A/
je konečná. �
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Nekonečné množiny.

1.6.16. Definice. Řekneme, že množina A je
� nekonečná, pokud není konečná,
� spočetná, jestliže je konečná nebo má stejnou mohutnost jako N,
� nespočetná, pokud není spočetná.

1.6.17. Příkladem nekonečné množiny je množina přirozených čísel, což bude
ukázáno v následující větě. Potenční množina P .N/ je pak podle Věty 1.6.7 pří-
kladem nespočetné množiny.

1.6.18. Věta. Množina N je nekonečná.

Důkaz. Pro spor předpokládejme, že N je konečná. Množina N je neprázdná, mu-
sí tedy existovat p 2 N a bijekce f množiny N na množinu f1; : : : ; pg. Potom
f jf1;:::;pC1g W f1; : : : ; pC 1g ! f1; : : : ; pg je prosté, takže f1; : : : ; pC 1g � f1; : : : ; pg.
Podle Lemmatu 1.6.10(a) pak platí p C 1 � p, což je spor. �

Následující lemma může být poněkud překvapivé, protože ukazuje, že množi-
nu N � N je možné prostě zobrazit do N.

1.6.19. Lemma. Zobrazení ' W N � N ! N definované předpisem

'.n;m/ D .nCm/2 C n

je prosté.

Důkaz. Předpokládejme, že platí '.n;m/ D '.n0; m0/ pro .n;m/; .n0; m0/ 2 N � N.
Potom máme

.n0
Cm0

C 1/2 > .n0
Cm0/2 C n0

D '.n0; m0/ D '.n;m/

D .nCm/2 C n > .nCm/2:

Odtud plyne nerovnost n0Cm0C1 > nCm. Potommáme n0Cm0 � nCm. Obdobně
odvodíme nerovnost n0 C m0 � n C m. Musí tedy platit n0 C m0 D n C m. Odtud
a z rovnosti '.n;m/ D '.n0; m0/ plyne n D n0, a tedy také m D m0. Zobrazení ' je
tedy prosté. �

1.6.20. Lemma. (a) Množina A je spočetná právě tehdy, když platí A � N.

(b) NechťA je neprázdnámnožina. Potom jeA spočetná právě tehdy, když existuje
zobrazení f W N ! A, které je zobrazením na A.

Důkaz. (a) ) Pokud je A spočetná, pak je buď konečná, nebo A � N. V prvním
případě je A buď prázdná nebo existuje n 2 N takové, že A � f1; : : : ; ng. Zřejmě
tedy platí A � N. Pokud A � N, pak také zřejmě A � N.

( Nechť f W A ! N je prosté zobrazení. Pokud je množina f .A/ konečná, pak
je podle 1.4.28 a Věty 1.6.15(d) konečná i A, a proto je množina A spočetná.

Předpokládejme nyní, že množina f .A/ není konečná. Budeme rekurentně
konstruovat posloupnost přirozených čísel fnkg1

kD1
. PodleVěty 1.5.24 existujemin f .A/.
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Můžeme tedy položit n1 D minf .A/. Předpokládejme, že pro k 2 N jsou již de-
finována čísla n1; : : : ; nk 2 f .A/. Kdyby platilo f .A/ � fn1; : : : ; nkg, potom by
podle Věty 1.6.15(a) byla množina f .A/ konečná, neboť množina fn1; : : : ; nkg je
konečná. Množina f .A/ je však nekonečná, a proto množina f .A/ n fn1; : : : ; nkg

musí být neprázdná. Díky Větě 1.5.24 můžeme definovat

nkC1 D min
�
f .A/ n fn1; : : : ; nkg

�
:

Tím je konstrukce posloupnosti provedena, vizte 1.4.35. Zobrazení ' W k 7! nk ; k 2

N, je podle konstrukce prosté.
Ukážeme, že platí '.N/ D f .A/. Z konstrukce plyne '.N/ � f .A/. Pro spor

předpokládejme, že existuje m 2 f .A/ n '.N/. Potom platí nk < m pro každé
k 2 N. Dostáváme tak '.N/ � f1; 2; : : : ; mg. Odtud plyne, že '.N/ je konečná.
Podle 1.4.28 platí '.N/ � N, a tedy N je konečná podle Věty 1.6.15(d), což je spor
s Větou 1.6.18.

Víme již, že platí '.N/ � N, a tedy f .A/ � N. Odtud dostáváme A � N,
neboť A � f .A/ podle 1.4.28. Množina A je tedy spočetná.

(b)) Podle již dokázaného bodu (a) existuje prosté zobrazení g W A ! N.Mno-
žina A je neprázdná, takže můžeme nalézt prvek a 2 A. Zobrazení f W N ! A

definujeme předpisem

f .n/ D

(
g�1.n/; pokud n 2 H .g/;

a; pokud n 2 N n H .g/:

Potom zřejmě f .N/ D A.

( Předpokládejme, že f je zobrazením množiny N na množinu A. Potom pod-
le Lemmatu 1.6.8 platí A � N. Množina A je tedy spočetná podle již dokázané
části (a). �

1.6.21. Věta (vlastnosti spočetných množin).
(a) Nechť A je spočetná množina a B � A. Potom je množina B spočetná.
(b) Nechť A je spočetná množina, jejímiž prvky jsou spočetné množiny. Po-

tom je množina
S

A spočetná.
(c) Nechť n 2 N a A1; : : : ; An jsou spočetné množiny. Potom je množina

A1 � � � � � An spočetná.
(d) Nechť A je spočetná množina a f je zobrazení. Potom je množina f .A/

spočetná.

Důkaz. (a) Zobrazení IdB W B ! A je prosté, a tedy platí B � A. Poněvadž A � N
podle Lemmatu 1.6.20(a), dostáváme B � N podle Věty 1.6.3(b) a množina B je
tedy spočetná podle Lemmatu 1.6.20(a).

(b) Označme QA D A n f;g. Potom je systém QA spočetný podle již dokázaného
bodu (a), neboť QA � A. Dále zřejmě platí

S
QA D

S
A. Pokud QA D ;, potom je

množina
S

A prázdná, a tedy spočetná. V opačném případě existuje podle Lem-
matu 1.6.20(b) zobrazení f W N ! QA, které je zobrazením na QA. Pro každé A 2 QA
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existuje opět podle Lemmatu 1.6.20(b) zobrazení gA W N ! A, které je zobraze-
ním na A. Definujme zobrazení  W N � N !

S
A předpisem  .n;m/ D gf .n/.m/.

Zobrazení  je zobrazením na
S

A. Pro každé x 2
S

A totiž existuje A 2 QA ta-
kové, že x 2 A. Existují tedy n;m 2 N taková, že f .n/ D A a gA.m/ D x. Potom
 .n;m/ D gf .n/.m/ D gA.m/ D x.

Podle Lemmat 1.6.19 a 1.6.20(a) je množina N � N spočetná, a tedy existuje
zobrazení hmnožiny N namnožinu N�N (Lemma 1.6.20(b)). Potom je zobrazení
 ı h zobrazením množiny N na množinu

S
A, což podle Lemmatu 1.6.20(b)

dokazuje spočetnost množiny
S

A.

(c) Podobně jako v důkazu bodů (b) a (c) Věty 1.6.15 stačí dokázat, že kartézský
součin dvou spočetných množin A a B je spočetný. Kartézský součin A � B je
roven sjednocení

S
a2Afag � B. Zřejmě platí fag � B � B. Množina A � B je tedy

spočetným sjednocením spočetných množin a podle (b) je tedy spočetná.

(d) Podle Lemmatu 1.6.8 platí f .A/ � A. Protože A � N, dostáváme podle Vě-
ty 1.6.3(b) f .A/ � N. Odtud plyne podle (a) spočetnost f .A/. �

1.6.22 (spočetnost N � N). V předchozím důkazu jsme mimo jiné ověřili, že mno-
žina N � N je spočetná. Spočetnost množiny podle definice vlastně znamená, že
její prvky lze uspořádat do posloupnosti (konečné nebo nekonečné). Prvky mno-
žiny N � N lze tedy uspořádat do posloupnosti a následující obrázek neformálně
ukazuje jednu z možností jak to učinit.

Obrázek 1.

1.6.23. Příklad. Dokažte, že množina racionálních čísel Q je spočetná.
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Řešení. Množina Z je sjednocením množiny N, množiny celých záporných čísel,
a jednoprvkové množiny obsahující číslo 0. Množina N je zřejmě spočetná podle
definice spočetnosti. Množina záporných celých čísel je také spočetná, neboť zob-
razení n 7! �n je bijekce této množiny na N. Množina f0g je jednoprvková, a tedy
spočetná. Potom je množina Z spočetná podle Věty 1.6.21(b).

MnožinaZ�N je tedy podle Věty 1.6.21(c) spočetná. Zobrazení f W Z�N ! Q
definované předpisem f .p; q/ D pq�1 zobrazuje Z�N na Q. Podle Věty 1.6.21(d)
je množina Q spočetná. |

1.6.24. Množina všech reálných číselR je nespočetná.Důkaz provedeme až v 3.8.28.

1.6.25. Příklad. Nechť J je disjunktní systém neprázdných otevřených intervalů
v R. Dokažte, že potom je systém J spočetný.

Řešení. Pro každé J 2 J nalezneme podle Věty 1.5.32 racionální číslo qJ 2 J . Pak
je zobrazení definované předpisem J 7! qJ , J 2 J, prostým zobrazením mno-
žiny J do Q. Platí tedy J � Q. Poněvadž Q je spočetná, máme Q � N. Podle
Věty 1.6.3(b) platí J � N, takže podle Věty 1.6.20(a) je J spočetná. |

1.7. Vlastnosti elementárních funkcí

Reálná funkce jedné reálné proměnné (dále jen funkce) je zobrazení z množiny reál-
ných čísel do množiny reálných čísel. V tomto oddílu uvedeme definice některých
pojmů, které jsou důležité při zkoumání funkcí. Dále se seznámíme s elementárními
funkcemi, tj. s polynomy, exponenciálou, logaritmem, odmocninami, obecnou moc-
ninou, goniometrickými a cyklometrickými funkcemi. Uvedeme souhrny jejich zá-
kladních vlastností, ze kterých lze odvodit všechna početní pravidla středoškolské
matematiky. Tyto vlastnosti zde nebudeme odvozovat, ale v Kapitole 5 několik ta-
kových odvození ukážeme. Pak již není obtížné obdobně dokázat i zbývající zde
uvedené vlastnosti.

1.7.1. Definice. Nechť f je funkce a J � D.f / je interval. Řekneme, že f je
� rostoucí na intervalu J , jestliže pro každé x1; x2 2 J , x1 < x2, platí
f .x1/ < f .x2/,

� klesající na intervalu J , jestliže pro každé x1; x2 2 J , x1 < x2, platí
f .x1/ > f .x2/,

� neklesající na intervalu J , jestliže pro každé x1; x2 2 J , x1 < x2, platí
f .x1/ � f .x2/,

� nerostoucí na intervalu J , jestliže pro každé x1; x2 2 J , x1 < x2, platí
f .x1/ � f .x2/.

1.7.2. Upozorněme, že výrok „Funkce f je neklesající.“ není negací výroku „Funk-
ce f je klesající.“ Existují totiž funkce, které nejsou klesající a přitom nejsou nekle-
sající, například funkce x 7! x2; x 2 R.
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1.7.3. Definice. Monotónní funkcí (respektive ryze monotónní funkcí) na inter-
valu J rozumíme funkci, která je neklesající nebo nerostoucí (respektive rostoucí
nebo klesající) na J .

1.7.4. Definice. Řekneme, že funkce f je
� lichá, jestliže pro každé x 2 D.f / platí �x 2 D.f / a f .�x/ D �f .x/,
� sudá, jestliže pro každé x 2 D.f / platí �x 2 D.f / a f .�x/ D f .x/,
� periodická s periodou a, kde a 2 R, a > 0, jestliže pro každé x 2 D.f /

platí x C a 2 D.f /, x � a 2 D.f / a f .x C a/ D f .x/.

1.7.5. Afinní funkcí budeme rozumět každou funkci f W R ! R definovanou před-
pisem

f .x/ D ax C b;

kde a; b 2 R. Pokud je b D 0, říkáme, že f je lineární. Zde definujeme pojem line-
ární funkce jinak, než je obvyklé na střední škole, protože v pokročilejších matema-
tických textech se užívá právě uvedené definice. Grafem afinní funkce je přímka,
jejíž sklon je určen hodnotou a, kterou nazýváme směrnice.

Kvadratickou funkcí budeme rozumět každou funkci f W R ! R definovanou
předpisem

f .x/ D ax2 C bx C c;

kde a; b; c 2 R; a ¤ 0.
Polynomiální funkcí (polynomem) budeme rozumět každou funkci f W R !

R definovanou předpisem

f .x/ D anx
n

C � � � C a1x C a0; (1.15)

kde n 2 N [ f0g a a0; a1; : : : ; an 2 R. Čísla a0; : : : ; an se nazývají koeficienty poly-
nomu f .Nulovýmpolynomem rozumíme konstantní nulovou funkci definovanou
na R. Afinní a kvadratické funkce tedy patří mezi polynomy.

1.7.6. Pro každý nenulový polynom P existují jednoznačně určená čísla n 2 N [

f0g; a0; : : : ; an 2 R; an ¤ 0, taková, že pro každé x 2 R platí

P.x/ D anx
n

C � � � C a1x C a0:

Pak říkáme, že stupeň polynomu P je roven n. Stupeň nulového polynomu defi-
nujeme jako �1. Stupeň polynomu P značíme stP .

1.7.7. Reálným kořenem polynomu P rozumíme každé číslo x 2 R splňující
P.x/ D 0. Nechť P je polynom tvaru (1.15), kde an ¤ 0. Potom existuje nejvý-
še n reálných kořenů polynomu P .

Pro polynomy stupně 1 a 2 je možné určit hodnoty reálných kořenů pomocí
následujících vzorců. Rovnice ax C b D 0, kde a; b 2 R; a ¤ 0, má právě jeden
reálný kořen �

b
a
. Odvození je snadné.

Uvažujme rovnici
ax2 C bx C c D 0; (1.16)

kde a; b; c 2 R; a ¤ 0. OznačmeD D b2�4ac. ČísloD nazýváme diskriminantem
rovnice (1.16). Pokud D > 0, pak má rovnice právě dva reálné kořeny �bC

p
D

2a
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a �b�
p
D

2a
. Pokud D D 0, pak má rovnice právě jeden reálný kořen �b

2a
. Pokud

D < 0, pak rovnice nemá reálné kořeny.

1.7.8 (dělení polynomů). Nechť P a Q jsou dva polynomy, přičemž polynom Q

není nulový. Pak existují jednoznačně určené polynomy R a Z takové, že P D

RQCZ a stZ < stQ.
PolynomyR aZ hledáme pomocí následujícího algoritmu. Pokud stQ > stP ,

pak stačí položit R rovno nulovému polynomu a Z D P . Pokud stQ � stP , pak
nalezneme takové a1 2 R a k1 2 N [ f0g, že st.P � a1x

k1Q/ < stP . Tento krok
potom opakujeme, přičemž místo polynomu P uvažujeme polynom P � a1x

k1Q,
pokud nemá tento polynom stupeň menší než polynom Q. Tímto způsobem ob-
držíme a1; : : : ; al 2 R a k1; : : : ; kl 2 N taková, že platí

st
�
P � a1x

k1Q � a2x
k2Q � � � � � alx

klQ
�
< stQ:

Potom položíme R.x/ D a1x
k1 C � � � C alx

kl a Z D P �RQ.

1.7.9 (rozklad polynomu). Nechť P je nenulový polynom a c 2 R. Potom existuje
k 2 N [ f0g a polynom R takový, že P.x/ D .x � c/kR.x/ pro každé x 2 R
a R.a/ ¤ 0.

1.7.10. Příklad. Vydělte polynom P.x/ D 2x3 C 4x2 � x C 2 polynomemQ.x/ D

x2 C x C 2.

Řešení. Budeme postupovat podle algoritmu uvedeného v 1.7.8. PolynomQ vyná-
sobíme výrazem 2x a výsledek odečteme od P . Obdržíme

P1.x/ D P.x/ � 2xQ.x/ D 2x3 C 4x2 � x C 2 � 2x.x2 C x C 2/ D 2x2 � 5x C 2:

PolynomQ vynásobíme výrazem 2 a výsledek odečteme od P1. Obdržíme

P2.x/ D P1.x/ � 2Q.x/ D 2x2 � 5x C 2 � 2.x2 C x C 2/ D �7x � 2:

Potom máme
P.x/ D .2x C 2/Q.x/ � 7x � 2:

Tedy při značení z 1.7.8 máme R.x/ D 2x C 2 a Z.x/ D �7x � 2. |

1.7.11. Racionální funkcí rozumíme každou funkci tvaru P=Q, kde P;Q jsou
polynomy, přičemžQ není nulový polynom. Definičním oborem takové funkce je
množina fx 2 RI Q.x/ ¤ 0g. Polynom Q není nulový, takže racionální funkce je
definována v každém bodě R vyjma nejvýše konečně mnoha bodů (vizte 1.7.7).

1.7.12. Nechť k 2 N. Potom k-tou odmocninou nazýváme inverzní funkci k funk-
ci x 7! xk ; x 2 Œ0;1/, je-li k sudé, a k x 7! xk ; x 2 R, je-li k liché. Značíme
x 7! k

p
x. Definice je korektní, neboť v obou případech uvažujeme inverzní funkci

k funkci, která je na svém definičním oboru rostoucí.
Funkce x 7! k

p
x má tyto vlastnosti:

� D. k
p

/ D Œ0;1/ pro k sudé a D. k
p

/ D R pro k liché,
� H . k

p
/ D Œ0;1/ pro k sudé a H . k

p
/ D R pro k liché,

� k
p

je rostoucí na svém definičním oboru.
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Obrázek 2. Graf funkce
druhá odmocnina

Obrázek 3. Graf funkce
třetí odmocnina

1.7.13. Exponenciální funkce, kterou budeme značit exp,má definiční obor roven
R a obor hodnot roven .0;1/. Tato funkce má následující vlastnosti:

� 8x; y 2 R W exp.x C y/ D exp.x/ � exp.y/,
� 8x 2 R W exp.x/ � 1C x.

Odtud lze odvodit další užitečné vlastnosti exponenciální funkce:
� exp je rostoucí funkce na R,
� exp.0/ D 1,
� 8x 2 R 8n 2 Z W exp.nx/ D .exp.x//n,
� 8x 2 R; x > 0 W exp.x/ > 1.

Hodnotu funkce exp v bodě 1 značíme symbolem e a nazýváme ji Eulerovým čís-
lem.7

Obrázek 4. Graf exponenciální funkce

1.7.14. Logaritmická funkce, kterou budeme značit log, je funkce inverzní k funk-
ci exponenciální. Její definiční obor je tedy roven .0;1/ a obor hodnot roven R.
Tato funkce má následující vlastnosti:

7Leonhard Euler (1707–1783)
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� 8x; y 2 .0;1/ W log.xy/ D log.x/C log.y/,
� 8x 2 .0;1/ W log.x/ � x � 1.

Odtud lze odvodit další užitečné vlastnosti logaritmické funkce:
� funkce log je rostoucí na intervalu .0;1/,
� log.1/ D 0,
� 8x 2 .0;1/ 8n 2 Z W log.xn/ D n log x,
� 8x 2 .1;1/ W log.x/ > 0.

Obrázek 5. Graf funkce logaritmus

1.7.15. Nechť a 2 R, a > 0. Pro x 2 R definujeme obecnou mocninu ax před-
pisem ax D exp.x log a/. Pro a 2 R a n 2 Z jsme však symbol an již defino-
vali v Označení 1.5.2(b). Pokud je a > 0, máme pro tento symbol dvě definice.
Nová definice se však v tomto případě shoduje s předchozí definicí, neboť platí
exp

�
n log.a/

�
D exp

�
log.an/

�
D an.

Funkce ax je rostoucí na R pro a 2 .1;1/ a klesající na R pro a 2 .0; 1/. Pro
každé a 2 R, a > 0, x; y 2 R platí

� axCy D ax � ay ,
� .ax/y D axy .

Oba vztahy snadno ověříme použitím základních vlastností exponenciální a lo-
garitmické funkce. Platí

axCy
D exp

�
.x C y/ log a

�
D exp

�
x log aC y log a

�
D exp

�
x log a

�
� exp.y log a/ D ax � ay ;

.ax/y D exp
�
y log.ax/

�
D exp

�
y log.exp.x log a//

�
D exp.yx log a/ D exp.xy log a/ D axy :

1.7.16 (vlastnosti čísla � a funkcí sinus a kosinus). Funkce sinus, značíme sin,
a kosinus, značíme cos, mají definiční obor roven R a obor hodnot roven intervalu
Œ�1; 1�. Tyto funkce mají následující vlastnosti:

� funkce sin a cos jsou 2�-periodické,
� 8x; y 2 R W sin.x C y/ D sin.x/ cos.y/C cos.x/ sin.y/,
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� 8x; y 2 R W cos.x C y/ D cos.x/ cos.y/ � sin.x/ sin.y/,
� sin je lichá funkce a cos je sudá funkce,
� číslo � je kladné, funkce sin je rostoucí na Œ0; �

2
�, sin.0/ D 0 a sin.�

2
/ D 1.

Obrázek 6. Grafy funkcí sinus a kosinus

1.7.17 (vlastnosti funkcí tangens a kotangens). Funkce tangens, značíme tg, a ko-
tangens, značíme cotg, definujeme předpisy

tg.x/ D
sin.x/
cos.x/

; x 2 R n
˚
�
2

C k� I k 2 Z
	
;

cotg.x/ D
cos.x/
sin.x/

; x 2 R n fk� I k 2 Zg :

� funkce tg a cotg jsou �-periodické,
� pro každé x; y 2 .��

2
; �
2
/ splňující x C y 2 .��

2
; �
2
/ platí

tg.x C y/ D
tg.x/C tg.y/
1 � tg.x/ tg.y/

:

Obrázek 7. Graf funkce tangens Obrázek 8. Graf funkce kotangens

1.7.18. Následující tabulka obsahuje funkční hodnoty goniometrických funkcí
v některých význačných bodech.
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funkce 0 �
6

�
4

�
3

�
2

sin 0 1
2

1p
2

p
3
2

1

cos 1
p
3
2

1p
2

1
2

0

tg 0 1p
3

1
p
3 -

cotg –
p
3 1 1p

3
0

1.7.19. Cyklometrické funkce arkussinus (arcsin), arkuskosinus (arccos), arkustan-
gens (arctg) a arkuskotangens (arccotg) definujeme následujícím způsobem

arcsin D
�
sin jŒ� �

2 ;
�
2 �

��1
; arccos D

�
cos jŒ0;��

��1
;

arctg D
�
tg j.� �

2 ;
�
2 /

��1
; arccotg D

�
cotg j.0;�/

��1
:

Definice cyklometrických funkcí jsou korektní, neboť uvažované restrikce gonio-
metrických funkcí jsou prosté. Nyní uvedeme základní vlastnosti funkcí arkussinus
a arkuskosinus:

� D.arcsin/ D D.arccos/ D Œ�1; 1�,
� H .arcsin/ D Œ��

2
; �
2
�, H .arccos/ D Œ0; ��,

� funkce arcsin je lichá,
� arcsin.�1/ D �

�
2
, arcsin.0/ D 0, arcsin

�
1p
2

�
D

�
4
, arcsin.1/ D

�
2
,

� arccos.�1/ D � , arccos.0/ D
�
2
, arccos

�
1p
2

�
D

�
4
, arccos.1/ D 0,

� 8x 2 Œ�1; 1� W arcsin x C arccos x D
�
2
.

Obrázek 9. Grafy funkcí arkussinus a arkuskosinus

Zde jsou základní vlastnosti funkcí arkustanges a arkuskotangens:
� D.arctg/ D R, D.arccotg/ D R,
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� H .arctg/ D .��
2
; �
2
/, H .arccotg/ D .0; �/,

� arctg je rostoucí a lichá funkce na R,
� arctg.0/ D 0, arctg.1/ D

�
4
, arctg.�1/ D �

�
4

� arccotg je klesající funkce na R,
� arccotg.0/ D

�
2
, arccotg.1/ D

�
4
,

� 8x 2 R W arctg x C arccotg x D
�
2
.

Obrázek 10. Grafy funkcí arkustangens a arkuskotangens

1.8. Teoretické a početní příklady

1.8.1. Příklad. Zformulujte negaci výroku

8n 2 N 9m 2 N W n < m: (1.17)

pomocí postupu uvedeného v paragrafu 1.1.31. Dále rozhodněte, zda platí uvede-
ný výrok nebo jeho negace.

Řešení. Opakovaně použijeme pravidla uvedená v paragrafu 1.1.31 k vyjádření ne-
gace uvedeného výroku.

:
�
8n 2 N 9m 2 N W n < m

�
9n 2 N W :

�
9m 2 N W n < m

�
9n 2 N8m 2 N W :

�
n < m

�
9n 2 N8m 2 N W n � m

Poslední řádek plyne z faktu, že uspořádání � reálných čísel, a tedy i přirozených
čísel, je lineární, vizte Definici 1.4.4.

Zadané tvrzení je pravdivé, neboť k libovolnému danému přirozenému číslu n,
můžeme číslo m zvolit jako nC 1. Číslo nC 1 je přirozené a je větší než n. Tím je
pravdivost výroku (1.17) ověřena. |
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1.8.2. Příklad. Zformulujte negaci výroku

8" 2 R; " > 0 9ı 2 R; ı > 0 8x 2 R W .0 < jx � 1j < ı ) jx � 3j < "/ (1.18)

pomocí postupu uvedeného v paragrafu 1.1.31. Dále rozhodněte, zda platí uvede-
ný výrok, nebo jeho negace.

Řešení. Opakovaně použijeme pravidla uvedená v paragrafu 1.1.31 k vyjádření ne-
gace uvedeného výroku.

:
�
8" 2 R; " > 0 9ı 2 R; ı > 0 8x 2 R W .0 < jx � 1j < ı ) jx � 3j < "/

�
9" 2 R; " > 0 :

�
9ı 2 R; ı > 0 8x 2 R W .0 < jx � 1j < ı ) jx � 3j < "/

�
9" 2 R; " > 0 8ı 2 R; ı > 0 :

�
8x 2 R W .0 < jx � 1j < ı ) jx � 3j < "/

�
9" 2 R; " > 0 8ı 2 R; ı > 0 9x 2 R W :

�
0 < jx � 1j < ı ) jx � 3j < "

�
Podle Věty 1.1.12(c) lze poslední výrok zapsat ve tvaru

9" 2 R; " > 0 8ı 2 R; ı > 0 9x 2 R W .0 < jx � 1j < ı ^ jx � 3j � "/:

Položme " D 1 a k libovolnému ı > 0 definujme x D 1 �
ı
2
. Platí jx � 1j D

ı
2
,

a tedy 0 < jx � 1j < ı. Navíc pro jx � 3j D 2 C
ı
2
platí jx � 3j � 1 D ". Dokázali

jsme tedy, že zadaný výrok (1.18) neplatí. |

1.8.3. Příklad. Nechť V.x/; x 2 M , je výroková forma. Napište negaci výroku

9Šx 2 M W V.x/ (1.19)

pomocí postupu uvedeného v paragrafu 1.1.31.

Řešení. Výrok (1.19) lze podle 1.1.25 zapsat ve tvaru�
9x 2 M W V.x/

�
^

�
8y; ´ 2 M W

�
.V .y/ ^ V.´// ) y D ´

��
(1.20)

První výrok v předchozí konjunkci říká, že existuje alespoň jeden prvek x 2 M

takový, že platí V.x/. Druhý výrok v konjunkci říká, že pokud existují prvky y a ´
takové, že platí V.y/ a V.´/, pak jsou si rovny. Podle 1.1.31 a Věty 1.1.12 lze zapsat
negaci výroku (1.20) ve tvaru�

8x 2 M W :V.x/
�

_

�
9y; ´ 2 M W

�
V.y/ ^ V.´/ ^ y ¤ ´

��
:

Neformálně lze poslední výrok vyjádřit takto: buď pro žádné x 2 M neplatí V.x/,
nebo existují dvě různá y; ´ 2 M , pro která platí V.y/ a V.´/. |

1.8.4. Příklad. Nechť A D fx 2 QI x � 0 ^ x2 < 2g. Dokažte, že A je neprázdná
shora omezená podmnožina Q, která nemá v množině Q supremum.

Řešení. Množina A je zřejmě neprázdná, neboť 0 2 A. Pro každé x 2 A platí x �

1 < 2 nebo x � x2 < 2. Číslo 2 je tedy horní závorou množiny A, a proto je A shora
omezená. Označme q D supA. Vzhledem k tomu, že 0 2 A, musí platit q � 0. Pro
spor předpokládejme, že q 2 Q.
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Pokud platí q <
p
2, pak díky Větě 1.5.32 nalezneme racionální číslo q0 2

.q;
p
2/. Pak 0 � q < q0 a .q0/2 < 2, a tedy q0 2 A. Potom ale q není horní závorou

A, což je spor.
Pokudplatí q >

p
2, pak opět díkyVětě 1.5.32 existuje q0 2 Q\.

p
2; q/. Pak pro

každé p 2 A platí p � q0, neboť v opačném případě bychom dostali z nerovností
2 � .q0/2 < p2 < 2 spor. Racionální číslo q0 je tedy horní závorou množiny A, která
je ostře menší než q, což je spor s faktem, že q je nejmenší horní závorou A.

Musí tedy platit q D
p
2, a tedy q2 D 2. To je ale spor s Příkladem 1.2.17,

a proto supremum množiny A v množině Q neexistuje. |

1.8.5. Příklad. Dokažte, že pro každé n 2 N platí
Pn
kD0

�
n
k

�
D 2n.

Řešení. Provedeme přímý důkaz. Vzorec plyne z binomické věty (Věta 1.5.6), neboť
pro každé n 2 N platí

2n D .1C 1/n D

nX
kD0

 
n

k

!
1k1n�k

D

nX
kD0

 
n

k

!
:

|

1.8.6. Příklad (součet aritmetické řady). Nechť a; b 2 R. Dokažte, že pro každé
n 2 N platí

nX
iD1

.ai C b/ D
1
2

�
.nC 1/aC 2b

�
n: (1.21)

Řešení. Pro n D 1 je levá strana rovna
P1
iD1.ai C b/ D aC b a pravá 1

2
.2aC 2b/ D

a C b. Pro n D 1 tedy tvrzení platí. Zvolme n 2 N. Předpokládejme platnost
vztahu (1.21) pro toto n, tj.

nX
iD1

.ai C b/ D
1
2

�
.nC 1/aC 2b

�
n:

Chceme dokázat, že platí

nC1X
iD1

.ai C b/ D
1
2

�
.nC 2/aC 2b

�
.nC 1/: (1.22)

Levou stranu (1.22) můžeme rozepsat jako

nC1X
iD1

.ai C b/ D

� nX
iD1

.ai C b/

�
C
�
a.nC 1/C b

�
:
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Sumu v závorkách na pravé straně ale umíme sečíst podle indukčního předpokla-
du. Provedením algebraických úprav pak dostaneme

nC1X
iD1

.ai C b/ D
1

2

�
.nC 1/aC 2b

�
nC

�
a.nC 1/C b

�
D
1

2

�
.nC 2/aC 2b

�
.nC 1/:

Tím je důkaz proveden. |

1.8.7. Příklad. Dokažte, že pro každé n 2 N platí 2n � n.

Řešení. Pro n D 1 je nerovnost splněna, neboť 21 D 2 � 1. Zvolme n 2 N. Předpo-
kládejme, že pro toto n nerovnost platí, tj. platí 2n � n. Potom také platí

2nC1
D 2 � 2n � 2n D nC n � nC 1:

Tím je nerovnost ověřena pro nC1 a tvrzení je podle principumatematické indukce
dokázáno. |

1.8.8. Příklad. Dokažte, že pro všechna n 2 N, n � 4, platí 2n � n2.

Řešení. Použijeme princip matematické indukce popsaný v 1.2.8. Tvrzení pro n D

4 platí, neboť 24 D 16 � 16 D 42. Nyní učiníme indukční předpoklad, že pro
nějaké n 2 N, n � 4, platí 2n � n2, a budeme se snažit dokázat 2nC1 � .n C 1/2.
Z indukčního předpokladu a Příkladu 1.2.22 plyne

2nC1
D 2 � 2n � 2n2 � .nC 1/2:

Podle principu matematické indukce tedy tvrzení platí pro všechna n � 4. |

1.8.9 (další varianta důkazu matematickou indukcí). Nechť V.n/; n 2 N, je výro-
ková forma. Existují případy, kdy je vhodné výrok

8n 2 N W V.n/ (1.23)

dokázat pomocí varianty matematické indukce, která spočívá v ověření následují-
cích tvrzení:

(a) platí V.1/ a V.2/,
(b) pro každé n 2 N platí V.n/ ) V.nC 2/.

Dokážeme, že z (a) a (b) plyne (1.23). Matematickou indukcí ověřme platnost tvr-
zení

8n 2 N W V.2n � 1/: (1.24)
Pro n D 1 tvrzení platí, neboť platí V.1/. Zvolme n 2 N. Předpokládejme, že
tvrzení (1.24) platí pro toto n, tj. platí V.2n � 1/. Podle (b) dostáváme, že platí
i výrok V.2n C 1/. Tím je podle principu matematické indukce, který byl popsán
v paragrafu 1.2.7, dokázán výrok (1.24).

Obdobně dokážeme tvrzení

8n 2 N W V.2n/: (1.25)
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Nyní ověříme platnost (1.23). Nechť n 2 N. Potom podle Příkladu 1.2.12 exis-
tuje k 2 N takové, že n D 2k � 1 nebo n D 2k. V prvním případě platí (1.23)
podle (1.24) a ve druhém případě platí (1.23) podle (1.25). Tím je tvrzení (1.23)
dokázáno.

Použití této varianty matematické indukce ilustruje následující příklad.

1.8.10. Příklad (Bernoulliova8 nerovnost). Dokažte, že pro každé n 2 N platí

8x 2 Œ�2;1/ W .1C x/n � 1C nx: (1.26)

Řešení. Provedeme důkaz pomocí matematické indukce podle 1.8.9.

Ověření bodu (a). Pro n D 1 vztah (1.26) zřejmě platí. Pro n D 2 plyne (1.26) z násle-
dující nerovnosti

.1C x/2 D 1C 2x C x2 � 1C 2x;

která platí po každé x 2 R. Tím je ověřen bod (a) v 1.8.9.

Ověření bodu (b). Předpokládejme, že pro n 2 N platí (1.26). Použitím zřejmé nerov-
nosti .1 C x/2 � 0, která platí pro každé x 2 R, dostáváme z indukčního předpo-
kladu

.1C x/nC2
D .1C x/n.1C x/2 � .1C nx/.1C x/2

D 1C .nC 2/x C .2C x/nx2 C x2:

Protože x2 � 0 pro každé x 2 R a 2 C x � 0 pro každé x 2 Œ�2;1/, platí .2 C

x/nx2Cx2 � 0 pro každé x 2 Œ�2;1/. Odtud dostáváme pro každé x 2 R; x � �2,
nerovnost .1C x/nC2 � 1C .nC 2/x.

Tím je podle principumatematické indukce dokázána Bernoulliova nerovnost. |

1.8.11. Příklad. Dokažte, že pro každé n 2 N platí nŠ �
�
nC1
2

�n.
Řešení. Tvrzení dokážeme pomocí matematické indukce. Pro n D 1 tvrzení zřejmě
platí. Zvolme n 2 N. Předpokládejme, že tvrzení platí pro toto n. Podle Bernoul-
liovy nerovnosti (Příklad 1.8.10) platí�nC 2

nC 1

�nC1

D

�
1C

1

nC 1

�nC1

� 1C .nC 1/ �
1

nC 1
D 2;

a tedy 2.nC 1/nC1 � .nC 2/nC1. Použijeme-li indukční předpoklad a právě odvo-
zenou nerovnost, obdržíme

.nC 1/Š D nŠ � .nC 1/ �

�nC 1

2

�n
� .nC 1/

D
2 � .nC 1/nC1

2nC1
�

�nC 2

2

�nC1

:

|

8Jacob Bernoulli (1655—1705)
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1.8.12 (ještě jedna varianta důkazu matematickou indukcí). Nechť V.n/; n 2 N, je
výroková forma. Existují případy, kdy je vhodné výrok

8n 2 N W V.n/ (1.27)

dokázat pomocí varianty matematické indukce, která sestává z ověření následují-
cích tvrzení:

(a) platí V.1/,
(b) pro každé n 2 N platí V.n/ ) V.2n/,
(c) pro každé n 2 N; n � 2, platí V.n/ ) V.n � 1/.

Dokážeme, že z (a)—(c) plyne (1.27). Nejprve pomocí matematické indukce po-
psané v 1.2.7 odvodíme platnost výroku

8m 2 N W V.2m/: (1.28)

Z (a) a (b) plyne platnost V.2/. Nechť nyní V.2m/ platí pro nějaké m 2 N. Pak
2mC1 D 2 � 2m, a tedy V.2mC1/ platí podle (b). Tím je tvrzení (1.28) dokázáno.

Platnost tvrzení (1.27) dokážeme sporem. Předpokládejme, že existuje n0 2 N
takové, že V.n0/ neplatí. Položme

B D fj 2 NI j � 2n0 a V.j / neplatíg:

Číslo 1 je dolní závoroumnožinyB a číslo 2n0 je horní závoroumnožinyB. Množi-
na B je podmnožinou N, takže z její omezenosti plyne, že je konečná. Množina B
je neprázdná, neboť podle našeho předpokladu V.n0/ neplatí a díky Příkladu 1.8.7
máme n0 � 2n0 , takže n0 2 B. Množina B má tedy maximum podle Věty 1.6.14.
Označme G D maxB. Platí tudíž G C 1 … B. Poněvadž podle (1.28) platí V.2n0/,
a tedy 2n0 … B, dostáváme G < 2n0 . Odtud plyne, že tvrzení V.GC 1/ platí. Podle
(c) tedy platí i V.G/, což je spor s G 2 B. Tím je naše tvrzení dokázáno.

Použití právě uvedené varianty matematické indukce ukážeme v následujícím
příkladu.

1.8.13. Příklad (nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým průměrem). Do-
kažte, že pro všechna n 2 N a pro každá x1; x2; : : : ; xn 2 Œ0;1/ platí nerovnost

x1 C x2 C � � � C xn

n
� n

p
x1x2 � � � xn: (1.29)

Řešení. Postupně ověříme (a)–(c) z 1.8.12, přičemž V.n/, n 2 N, je tvrzení, které
říká, že pro každé x1; x2; : : : ; xn 2 Œ0;1/ platí nerovnost (1.29).

(a) Zřejmě platí x1

1
� 1

p
x1 D x1.

(b) Nejprve ověříme platnost nerovnosti (1.29) pro n D 2. Pro libovolné A;B 2

Œ0;1/ platí podle Příkladu 1.2.11

AC B

2
�

p
AB: (1.30)
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Zvolme n 2 N. Nyní předpokládejme, že pro toto n platí V.n/. Budeme dokazo-
vat tvrzení V.2n/. Mějme x1; x2; : : : ; x2n 2 Œ0;1/. Použijeme indukční předpoklad
nejprve pro n-tici x1; : : : ; xn a poté pro n-tici xnC1; : : : ; x2n. Dostaneme
x1 C x2 C � � � C x2n

2n
D
1

2

�x1 C x2 C � � � C xn

n
C
xnC1 C xnC2 C � � � C x2n

n

�
�
1

2

�
n
p
x1x2 � � � xn C n

p
xnC1xnC2 � � � x2n

�
:

(1.31)

Nerovnost (1.30) použijeme pro nezáporná čísla

A D n
p
x1x2 � � � xn a B D n

p
xnC1xnC2 � � � x2n:

Obdržíme nerovnost
1

2

�
n
p
x1x2 � � � xn C n

p
xnC1xnC2 � � � x2n

�
�

q
n
p
x1x2 � � � xn � n

p
xnC1xnC2 � � � x2n:

Tento odhad spolu s (1.31) dává
x1 C x2 C � � � C x2n

2n
�
1

2

�
n
p
x1x2 � � � xn C n

p
xnC1xnC2 � � � x2n

�
�

q
n
p
x1x2 � � � xn � n

p
xnC1xnC2 � � � x2n

D 2n
p
x1x2 � � � x2n:

Tím je dokázáno tvrzení V.2n/, a tedy i bod (b).

(c) Zvolme n 2 N; n � 2. Předpokládejme, že pro toto n platí V.n/. Budeme do-
kazovat tvrzení V.n � 1/. Nechť x1; x2; : : : ; xn�1 jsou libovolná nezáporná reálná
čísla. Označme

D D
x1 C x2 C � � � C xn�1

n � 1
:

Použijeme indukční předpoklad pro n-tici čísel y1; : : : ; yn definovanou předpisem

y1 D x1; y2 D x2; : : : ; yn�1 D xn�1; yn D D:

Z indukčního předpokladu pak plyne, že
y1 C y2 C � � � C yn

n
� n

p
y1y2 � � �yn: (1.32)

Dále platí

y1 C y2 C � � � C yn

n
D
.n � 1/D CD

n
D D a

n
p
y1y2 � � �yn D n

p
x1x2 � � � xn�1 �

n
p
D:

Pak můžeme přepsat (1.32) ve tvaru

D � n
p
x1x2 � � � xn�1

n
p
D:

Odtud odvodíme
x1 C x2 C � � � C xn�1

n � 1
D D �

�
n
p
x1x2 � � � xn�1

� 1

1� 1
n D n�1

p
x1x2 � � � xn�1;
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čímž jsme dokázali tvrzení V.n�1/, a tedy i bod (c) varianty matematické indukce
z 1.8.12. Tím je nerovnostmezi aritmetickým a geometrickýmprůměremdokázána.

|

1.8.14. Poznámka. Nechť V.n/; n 2 N, je výroková forma. Následující obrázky
neformálně zachycují, jak ve variantách matematické indukce z paragrafů 1.2.7,
1.8.9 a 1.8.12 dochází k ověřování platnosti výroků V.n/.

Obrázek 11.

1.8.15. Příklad. Ukažte, že každé n 2 N; n � 2, je dělitelné prvočíslem.

Řešení. Použijeme úplnou matematickou indukci (vizte 1.2.9). Číslo 2 je prvočís-
lo, a proto pro n D 2 tvrzení platí. Zvolme n 2 N; n � 2. Předpokládejme, že
tvrzení platí pro každé k 2 N splňující 2 � k � n. Nechť D je množina všech
d 2 N; 2 � d � n, která dělí nC 1. Pokud je D prázdná množina, pak je nC 1 pr-
vočíslo, a indukční krok je v tomto případě hotov, neboť prvočíslo nC 1 dělí nC 1.
Předpokládejme tedy, že D ¤ ;. Zvolme d 2 D. Podle indukčního předpokladu
existuje prvočíslo p, které dělí d . Protože d dělí nC 1, dělí p také nC 1 a tvrzení je
dokázáno. |

1.8.16. Příklad (Eukleidés9). Ukažte, že množina všech prvočísel je nekonečná.

Řešení. Provedemedůkaz sporem. Předpokládejme, že existuje pouze konečněmno-
ho prvočísel.Nechťp1; p2; : : : ; pk jsou všechna prvočísla. Položmep D .p1p2 � � �pk/C

1. Tvrdíme, že p je prvočíslo. Pokud by tomu tak totiž nebylo, existovalo by i 2

9Eukleidés (asi 325 př. n. l.–asi 260 př. n. l.)
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f1; : : : ; kg takové, že pi dělí p (Příklad 1.8.15). Tedy p D pin pro nějaké n 2 N.
Pak ale

1 D p � p1 � � �pk D pin � p1 � � �pk D pi .n � p1 � � �pi�1piC1 � � �pk/;

takže pi dělí 1, což je spor. Tedy p je prvočíslo, které je však větší než libovolné
z prvočísel p1; : : : ; pk. To je ale spor s naším předpokladem. |

1.8.17. Příklad (vlastnosti průniku). Nechť A, B, C a D jsou množiny. Dokažte,
že potom platí:

(a) ; \ A D ;,
(b) A \ A D A,
(c) A \ B D B \ A,
(d) A \ .B \ C/ D .A \ B/ \ C ,
(e) A \ B � A,
(f) jestliže C � A a C � B, pak C � .A \ B/,
(g) A D A \ B právě tehdy, když A � B.

Řešení. Tvrzení snadno plynou přímo z definic průniku a inkluze. Dokažme však
alespoň tvrzení (g). Je-liA � B, pak z (f) mámeA � A\B, protožeA � B iA � A.
Obrácená inkluze plyne z (e). Tedy A D A \ B.

K důkazu obrácené implikace předpokládejme platnost rovnosti A D A \ B.
Pak z (e) plyne A D A \ B � B. |

1.8.18.Příklad (vlastnosti sjednocení). NechťA,B,C aD jsoumnožiny. Dokažte,
že potom platí:

(a) ; [ A D A,
(b) A [ A D A,
(c) A [ B D B [ A,
(d) A [ .B [ C/ D .A [ B/ [ C ,
(e) A � A [ B,
(f) jestliže A � C a B � C , pak .A [ B/ � C ,
(g) A D A [ B právě tehdy, když B � A.

Řešení. Tvrzení plynou snadno z definic sjednocení a inkluze. |

1.8.19. Příklad (obraz množiny a množinové operace). Nechť A;B jsou množiny
a f je zobrazení. Dokažte, že platí:

(a) pokud A � B, pak f .A/ � f .B/,
(b) f .A [ B/ D f .A/ [ f .B/,
(c) f .A \ B/ � f .A/ \ f .B/. Ukažte, že inkluzi nelze obecně nahradit rov-

ností.

Řešení. (a) Předpokládejme, že y 2 f .A/. Potom existuje x 2 A takové, že f .x/ D

y. Pak platí také x 2 B, a tedy y D f .x/ 2 f .B/. Tím je inkluze f .A/ � f .B/

dokázána.

(b) ProtožeA � A[B, platí podle již dokázaného tvrzení (a), že f .A/ � f .A[B/.
Obdobně máme f .B/ � f .A [ B/. Tedy f .A/ [ f .B/ � f .A [ B/.
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Nyní dokážeme opačnou inkluzi. Je-li y 2 f .A[B/, potom existuje x 2 A[B

takové, že f .x/ D y. Pak buď x 2 A, a tedy y D f .x/ 2 f .A/, nebo x 2 B,
a pak y D f .x/ 2 f .B/. V obou případech, které se nemusí vylučovat, dostáváme
y 2 f .A/[f .B/. Tedy f .A[B/ � f .A/[f .B/. Dohromady tedy platí f .A[B/ D

f .A/ [ f .B/.

(c) Poněvadž platí A \ B � A a A \ B � B, dostáváme podle tvrzení (a), že
f .A\B/ � f .A/ a f .A\B/ � f .B/. Odtud pak plyne f .A\B/ � f .A/\ f .B/.

Dokážeme, že inkluzi nelze obecně nahradit rovností.UvažujmemnožinyX D

Y D f0; 1g, zobrazení f W X ! Y definované předpisem f .0/ D f .1/ D 0 a množi-
ny A D f0g, B D f1g. Pak A\B D ;, a tedy f .A\B/ D ;, ale f .A/ D f .B/ D f0g,
takže f .A/ \ f .B/ D f0g. Tudíž f .A \ B/ ¤ f .A/ \ f .B/. |

1.8.20. Příklad (vzor množiny a množinové operace). Nechť A;B jsou množiny
a f je zobrazení. Dokažte, že platí:

(a) pokud A � B, pak f �1.A/ � f �1.B/,
(b) f �1.A [ B/ D f �1.A/ [ f �1.B/,
(c) f �1.A \ B/ D f �1.A/ \ f �1.B/,
(d) f �1.A n B/ D f �1.A/ n f �1.B/.

Řešení. (a) Jestliže x 2 f �1.A/, potom f .x/ 2 A. Pak také f .x/ 2 B, a tedy x 2

f �1.B/.

(b) Podle bodu (a) platí f �1.A/ � f �1.A [ B/ a f �1.B/ � f �1.A [ B/. Odtud
plyne inkluze f �1.A/ [ f �1.B/ � f �1.A [ B/.

Předpokládejme, že platí x 2 f �1.A [ B/. Potom f .x/ 2 A [ B. Platí tedy
f .x/ 2 A nebo f .x/ 2 B. V prvním případě platí x 2 f �1.A/ a ve druhém x 2

f �1.B/. Platí tedy x 2 f �1.A/ [ f �1.B/.

(c) a (d) Důkazy lze provést obdobně jako v předchozích případech. |

1.8.21. Příklad (další vlastnosti obrazu a vzoru). Nechť f je zobrazení. Dokažte,
že platí:

(a) pokud A � D.f /, pak A � f �1.f .A//,
(b) pokud B � H .f /, pak f

�
f �1.B/

�
D B.

(c) f je prosté právě tehdy, když pro každou množinu A � D.f / platí
f �1

�
f .A/

�
D A.

Řešení. (a) Nechť A � D.f /. Jestliže x 2 A, potom x 2 D.f / a f .x/ 2 f .A/. Pak
dostáváme x 2 f �1.f .A//.

(b) Nechť B � H .f /. Pokud y 2 B, pak existuje x 2 D.f / takové, že f .x/ D y.
Potom x 2 f �1.B/, a tedy y D f .x/ 2 f .f �1.B//. Předpokládejme nyní y 2

f .f �1.B//. Potom existuje x 2 f �1.B/ takové, že f .x/ D y. Odtud plyne y D

f .x/ 2 B, což dokazuje druhou inkluzi.
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(c) Nechť f W X ! X je prosté aA � X . Z (a) víme, žeA � f �1.f .A//. Mějme tedy
x 2 f �1.f .A//. Pak existuje x0 2 A takové, že f .x/ D f .x0/. Protože zobrazení f
je prosté, platí x D x0, a tedy x 2 A.

Není-li f prosté, existují dva různé prvky x; x0 2 X takové, že f .x/ D f .x0/.
Položme A D fxg. Pak x0 2 f �1.f .A//, a tedy A ¤ f �1.f .A//. |

1.8.22. Příklad. Nechť množiny A, B splňují A � B. Dokažte, že platí P .A/ �

P .B/.

Řešení. Podle předpokladu existuje bijekce ' množinyA na množinu B. Zobrazení
˚ W P .A/ ! P .B/ budeme definovat následujícím způsobem. Pro X 2 P .A/ defi-
nujeme prvek ˚.X/množiny P .B/ jako množinu '.X/. Ověříme, že ˚ je bijekce.

Zobrazení ˚ je prosté. Nechť X1; X2 2 P .A/ a platí ˚.X1/ D ˚.x2/. Potom podle
definice ˚ platí, že obrazy množin X1 a X2 při zobrazení ' se rovnají, tj., '.X1/ D

'.X2/. Vzhledem k tomu, že ' je bijekce platí díky Příkladu 1.8.21(c)

X1 D '�1
�
'.X1/

�
D '�1

�
'.X2/

�
D X2;

čímž je prostota ˚ ověřena.

Zobrazení ˚ je na P .B/. Nechť Y 2 P .B/. Potom '�1.Y / 2 P .A/ a s použitím Pří-
kladu 1.8.21(b) platí ˚

�
'�1.Y /

�
D '

�
'�1.Y /

�
D Y . Tím je tvrzení dokázáno. |

1.8.23. Příklad (hustota R n Q v R). Nechť a; b 2 R, a < b. Dokažte, že potom
existuje ´ 2 R n Q takové, že a < ´ < b.

Důkaz. Podle Věty 1.5.32 existuje racionální číslo y 2 .a; b/. Podle téže věty apliko-
vané na interval .y; b/ nalezneme racionální číslo y0 2 .y; b/. Položme ´ D yC

y0�y
p
2
.

Protože
p
2 > 1, máme

a < y < ´ D y C
y0 � y

p
2

< y C .y0
� y/ D y0 < b:

Kdyby bylo číslo ´ racionální, pak by také číslo
p
2 D

y0�y
´�y

bylo racionální, což
by bylo ve sporu s Příkladem 1.2.17. Číslo ´ je tedy iracionální, a tím je tvrzení
dokázáno. �

1.8.24. Příklad. Určete supremum a infimum množinyM D
˚
1
n

I n 2 N
	
.

Řešení. Protože zřejměmaxM D 1, platí podle Věty 1.4.16(a) také supM D 1. Dále
platí, že všechny prvky vM jsou kladné, a tak je 0 dolní závorouM . Dokážeme, že

8y 2 R; y > 0 9x 2 M W x < y:

Zvolme y 2 R; y > 0. Podle Věty 1.5.29 nalezneme n 2 N splňující n > 1
y
. Pak

1
n

2 M a 1
n
< y. Tím jsme pro číslo 0 ověřili podmínky (c) a (d) z 1.5.16, a platí

tedy infM D 0. |

1.8.25. Příklad. Určete supremum a infimum množinyM D Œ0; 1/.
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Řešení. Protože minM D 0, platí podle Věty 1.4.16(b) také infM D 0.
Zřejmě je 1 horní závorouM . Dokážeme

8y 2 R; y < 1 9x 2 Œ0; 1/ W y < x:

Zvolme y 2 R, y < 1. Položme x D maxf0; 1
2
.1Cy/g. Potom x 2 M a z nerovnosti

y < 1 dále plyne y < 1
2
.1C y/. Tedy y < x. Podle 1.5.16 je tedy supM D 1. |

1.8.26. Příklad. Určete supremum a infimum množinyM D
˚
p
pCq

I p; q 2 N
	
.

Řešení. Pro p; q 2 N platí p
pCq

2 .0; 1/. Tedy 0 je dolní závoraM a 1 je horní závora
M .

Ověření infM D 0.Platnost podmínky (c) z 1.5.16 jsme již ověřili. Pro ověření druhé
podmínky máme dokázat

8y 2 R; y > 0 9p; q 2 N W y >
p

p C q
:

Zvolme y 2 R; y > 0. Položíme p D 1 a nalezneme pomocí Věty 1.5.29 q 2 N
splňující q > 1

y
� 1. Pak p

pCq
D

1
1Cq

< y. Odtud plyne infM D 0.

Ověření supM D 1. Podmínka (a) z 1.5.16 je splněna, neboť 1 je horní závorouM .
Pro ověření podmínky (b) máme dokázat

8y 2 R; y < 1 9p; q 2 N W y <
p

p C q
:

Položme q D 1 a zvolme y 2 R; y < 1. Podle Věty 1.5.29 nalezneme p 2 N
splňující p > y

1�y
. Pak platí p

pCq
D

p
pC1

> y. Ověřili jsme, že supM D 1. |

1.8.27. Příklad. Uvažujme funkci f .x/ D x C
1
x
, x 2 .0;1/.

(a) Dokažte, že funkce f je klesající na .0; 1� a rostoucí na Œ1;1/.
(b) Dokažte, že funkce g D f j.0;1�, h D f jŒ1;1/ jsou prosté.
(c) Dokažte, že platí H .f / D H .g/ D H .h/ D Œ2;1/. Nalezněte inverzní

funkci k funkcím g a h.
(d) Nalezněte f B f a H .f B f /.

Řešení. (a) Zvolme x; y 2 .0; 1� taková, že x < y. Potom 1 < 1
xy

, a tedy

y � x <
y � x

xy
D
1

x
�
1

y
:

Odtud plyne f .y/ < f .x/. Funkce f je tedy klesající na intervalu Œ0; 1/.
Nyní zvolme x; y 2 Œ1;1/ splňující x < y. Potom 1 > 1

xy
a obdobně jako výše

odtud plyne, že f je rostoucí na Œ1;1/.

(b) Funkce g je klesající na .0; 1� a funkce h rostoucí na Œ1;1/. Jsou tedy prosté.

(c) Z (a) plyne H .f / � Œf .1/;1/ D Œ2;1/, a tedy také H .g/ � Œ2;1/.
Zvolme y 2 Œ2;1/. Položme

x D
1

2

�
y �

p
y2 � 4

�
:
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Potom x 2 .0; 1� a g.x/ D y. Tedy Œ2;1/ � H .g/. Z výše uvedeného plyne H .g/ D

Œ2;1/. Dále platí g�1.y/ D
1
2

�
y �

p
y2 � 4

�
, y 2 Œ2;1/.

Nyní položme

x D
1

2

�
y C

p
y2 � 4

�
:

Potom x 2 Œ1;1/ a h.x/ D y. Tedy Œ2;1/ � H .h/. Z výše uvedeného plyneH .h/ D

Œ2;1/. Dále platí h�1.y/ D
1
2

�
y C

p
y2 � 4

�
, y 2 Œ2;1/.

(d) Protože H .f / D Œ2;1/ � .0;1/, je f B f dobře definované a pro každé x 2

.0;1/ platí

.f B f /.x/ D f
�
f .x/

�
D x C

1

x
C

1

x C
1
x

D
x2 C 1

x
C

x

x2 C 1
:

Dále platí podle (c) a (a)

H .f B f / D f
�
f
�
.0;1/

��
D f

�
Œ2;1/

�
� Œf .2/;1/ D

�
5
2
;1

�
:

Zvolme ´ 2
�
5
2
;1/. Po dle (c) existuje y 2 Œ1;1/ splňující f .y/ D ´. Protože je h

rostoucí, platí y � 2. Opět podle (c) existuje x 2 Œ1;1/ splňující f .x/ D y. Tedy

.f B f /.x/ D f
�
f .x/

�
D f .y/ D ´;

takže H .f B f / �
�
5
2
;1/. Platí tedy H .f B f / D

�
5
2
;1/. |



KAPITOLA 2

Limita posloupnosti

2.1. Nekonečné posloupnosti

V běžném životě se často setkáváme s posloupnostmi reálných čísel. Může jít
například o posloupnost měření teploty vzduchu, o posloupnost makroekonomic-
kých dat a podobně. Takové posloupnosti sestávají z konečného počtu členů. De-
finice konečné posloupnosti reálných čísel vypadá následovně (srovnejte s Defini-
cí 1.4.34(a)).

2.1.1. Definice. Konečnou posloupností reálných čísel rozumíme každé zobraze-
ní množiny f1; : : : ; kg, kde k 2 N, do množiny reálných čísel R. Pokud n 7! an, n 2

f1; : : : ; kg, je takové zobrazení, pak je značíme fangknD1. Číslo an, kde n 2 f1; : : : ; kg,
nazýváme n-tým členem posloupnosti fangknD1.

V řaděmodelů z různých vědních oborů se používají i posloupnosti, které mají
nekonečný počet členů. Zde je formální definice (srovnejte s Definicí 1.4.34(b)).

2.1.2. Definice. Nekonečnou posloupností reálných čísel rozumíme každé zobra-
zení n 7! an; n 2 N, množiny přirozených čísel N do množiny reálných čísel R.
Takovou posloupnost obvykle značíme fang1

nD1, případně jen fang. Číslo an nazý-
váme n-tým členem této posloupnosti.

V této kapitole budeme posloupností rozumět vždy nekonečnou posloupnost
reálných čísel.

2.1.3 (posloupnost versusmnožina členů). Symbol fang1
nD1 označuje posloupnost,

tedy zobrazení definované na N s hodnotami v R, zatímco symbol fanI n 2 Ng zna-
čí množinu všech členů posloupnosti fang1

nD1, jde tedy o podmnožinu R. Známe-li
fang1

nD1, pak známe i fanI n 2 Ng, ale nikoli naopak. Zadání posloupnosti kromě
informace o oboru hodnot totiž navíc udává pořadí prvků z tohoto oboru. Na-
příklad posloupnosti fang D f.�1/ng a fbng D f.�1/nC1g jsou sice různé, ale mají
stejné množiny členů, neboť fanI n 2 Ng D fbnI n 2 Ng D f�1; 1g.

Množina všech členů konstantní posloupnosti (vizte Definici 1.5.19) je jedno-
prvková. Dalšími jednoduchými příklady posloupností, s nimiž se ještě setkáme,
jsou fng a f

1
n

g. Množinu všech členů posloupnosti tvoří v prvním případě množina
N, ve druhém případě množina f

1
n

I n 2 Ng.

V následujících třech příkladech jsou posloupnosti zadány rekurentně (vizte
1.4.35).

65
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2.1.4. Fibonacciova1 posloupnost je dána následujícím způsobem: a1 D 1, a2 D 1

a pro každé n 2 N, n � 3, platí an D an�2 C an�1. Zde je prvních osm členů této
posloupnosti: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21. Další informace o Fibonacciově posloupnosti
lze nalézt například v knize [5].

2.1.5 (posloupnost všech prvočísel). Položme p1 D 2. Předpokládejme, že pro ně-
jaké n 2 N již máme definován člen pn. Podle Příkladu 1.8.16 je množina prvočísel
nekonečná, a proto je množina An D fk 2 NI k > pn; k je prvočíslog neprázdná.
Podle Věty 1.5.24 má tato množina nejmenší prvek. Položme pnC1 D minAn. Tím
jsme rekurentně definovali nekonečnou posloupnost fpng, kde pn je n-té prvočíslo,
tedy p1 D 2, p2 D 3, p3 D 5, p4 D 7, p5 D 11, p6 D 13, … Určit n-tý člen této po-
sloupnosti pro dané n 2 N je obecně velice obtížné. Další informace o prvočíslech
je možné nalézt například v knize [7].

Zadání posloupnosti může být někdy velice osobité, jak ukazuje následující
příklad.

2.1.6. Posloupnost, označovaná v anglicky psané literatuře výrazem look and say
sequence, jejíž začátek má tvar

1; 11; 21; 1211; 111221; : : : ;

je zadána následujícím předpisem: a1 D 1 a pro každé n 2 N dostaneme hodnotu
členu anC1 „speciálním přečtením“ číslic v dekadickém zápisu členu an. Člen a1 D

1 přečteme jako „jedna jednička“, což zapíšeme ve tvaru a2 D 11. Člen a2 přečteme
jako „dvě jedničky“ a dostaneme a3 D 21. Tímto způsobem postupujeme dále.
Například člen a6 získáme přečtením členu a5 D 111221 ve formě „tři jedničky, dvě
dvojky, jedna jednička“, takže a6 D 312211. Posloupnost je tedy zadána rekurentně
a přesná formulace její definice by vyžadovala ještě jisté úsilí. Další informace o této
kuriózní posloupnosti lze nalézt například v článku [6].

Posloupnost chápeme jako zobrazení, neboť jde o zobrazení množiny přiroze-
ných čísel do množiny čísel reálných. Následující definice je tedy jenom opaková-
ním Definice 1.5.19 pro posloupnost.

2.1.7. Definice. Řekneme, že posloupnost fang je
� shora omezená, jestliže množina všech členů této posloupnosti je shora
omezená,

� zdola omezená, jestliže množina všech členů této posloupnosti je zdola
omezená,

� omezená, jestliže množina všech členů této posloupnosti je omezená.

2.1.8. Posloupnost fang je shora omezená právě tehdy, když existuje číslo K 2 R
takové, že pro každé n 2 N platí an � K. Podobně posloupnost fang je zdola
omezená právě tehdy, když existuje číslo K 2 R takové, že pro každé n 2 N platí
an � K. Konečně omezenost posloupnosti fang je charakterizována v následujícím
lemmatu.

1Leonardo Fibonacci (asi 1170—1250)
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2.1.9. Lemma. Nechť fang je posloupnost. Pak fang je omezená právě tehdy, když
existuje číslo K 2 R takové, že pro každé n 2 N platí janj � K.

Důkaz. ) Díky omezenosti množiny fanI n 2 Ng nalezneme čísla A;B 2 R
taková, že pro každé n 2 N platí A � an � B. Položme K D maxfjAj; jBjg. Pak
zřejmě platí �K � an � K, a tedy janj � K pro každé n 2 N.

( NechťK 2 R splňuje janj � K pro každé n 2 N. Pak �K � an � K pro každé
n 2 N, a tedy množina členů posloupnosti fang je omezená. �

Následující definice je obdobou Definice 1.7.1 pro posloupnosti.

2.1.10. Definice. Řekneme, že posloupnost fang je
� rostoucí, jestliže pro každá n;m 2 N; n < m, platí an < am,
� klesající, jestliže pro každá n;m 2 N; n < m, platí an > am,
� neklesající, jestliže pro každá n;m 2 N; n < m, platí an � am,
� nerostoucí, jestliže pro každá n;m 2 N; n < m, platí an � am.

Řekneme, že posloupnost fang je monotónní, jestliže je nerostoucí nebo neklesa-
jící. Řekneme, že posloupnost fang je ryze monotónní, jestliže je rostoucí, nebo
klesající.

2.1.11. Upozorněme, že výrok „Posloupnost fang je neklesající.“ není negací vý-
roku „Posloupnost fang je klesající.“ Například posloupnost f.�1/ng není klesající,
avšak není ani neklesající. Podobně je tomu s výroky „Posloupnost fang je neros-
toucí.“ a „Posloupnost fang je rostoucí.“ Srovnejte s 1.7.2.

2.1.12. Nechť fang je posloupnost. Potom fang je rostoucí právě tehdy, když pro
každé n 2 N platí an < anC1. Implikaci ( lze dokázat snadno matematickou
indukcí, opačná implikace je zřejmá. Obdobná tvrzení platí i pro ostatní typy mo-
notonie.

2.2. Vlastní limita posloupnosti

2.2.1 (motivace pojmu limita). (a)Uvedeme dva jednoduchémodely z oblasti ban-
kovnictví. Klient banky si u ní uloží částku ve výši a korun českých s ročnímúrokem
p procent. Po uplynutí jednoho roku bude tedy zůstatek na účtu roven .1 C Qp/a,
kde Qp D

p
100

. Na konci n-tého roku bude potom zůstatek an roven .1C Qp/na. Po-
sloupnost fang1

nD1 tedy vyjadřuje vývoj stavu konta na konci jednotlivých let.
Ve druhém příkladě půjčí banka klientovi částku ve výši a korun českých s úro-

kem p procent na dobu jednoho roku. Po uplynutí lhůtymusí tedy dlužník zaplatit
částku .1C Qp/a, kde opět Qp D

p
100

. Pokud by banka rozdělila rok na dvě půlroční
úrokovací období, byla by dlužná částka na konci prvního půlroku rovna .1C

Qp
2
/a

a na konci roku by musel klient zaplatit částku .1C
Qp
2
/2a. Pokud by banka rozdě-

lila rok na n stejně dlouhých úrokovacích období, musel by klient na konci roku
zaplatit částku bn D

�
1C

Qp
n

�n
a.



68 2. LIMITA POSLOUPNOSTI

Budou hodnoty an a bn s rostoucím n růst? Pokud ano, mohou růst „nade
všechny meze“ nebo se budou „blížit“ k nějaké hodnotě? K zodpovězení těchto
otázek použijeme výsledky, které odvodíme v této kapitole.

(b) Pomocí posloupnosti s nekonečným počtem členů můžeme také aproximovat
hodnotu jistého číslaA, které je pro nás z nějakého důvodu zajímavé. Členy takové
posloupnosti by měly s rostoucím n stále přesněji aproximovat hodnotu A. Takto
postupoval Archimédés ([2]), když počítal délku obvodu kruhu přibližně pomocí
obvodu pravidelného mnohoúhelníka. Čím měl mnohoúhelník více stran, tím byl
jeho obvod lepším přiblížením skutečnému obvodu kruhu.

V uvedených příkladech, ke kterým se ještě později vrátíme (vizte 2.3.35 a ??),
jsme neformálně užili slov „blížit se“ a „přibližovat se“ o členech posloupnosti. V té-
to kapitole dáme těmto obratům přesný matematický význam zavedením pojmu
limita posloupnosti. Pojem limity má pro matematickou analýzu zásadní význam
a v tomto textu se s ním budeme setkávat téměř neustále.

Definice limity.

2.2.2 (intuitivní pojem limity). Uvažujme posloupnost fang definovanou předpi-
sem an D .�1/n pro n 2 N. Zdá se být zřejmé, že pro tuto posloupnost nelze nalézt
nějaké reálné číslo, k němuž by se její členy „blížily“ (vizte Obrázek 1).

Obrázek 1.

Nechť nyní an D 1 C .�2
3
/n, n 2 N. Následující obrázek zachycuje chování

prvních deseti členů této posloupnosti.
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Obrázek 2.

V tomto případě se naopak zdá, že členy posloupnosti fang se s rostoucím n „blíží“
k číslu 1. Tento intuitivní náhled nyní vyjádříme pomocí matematicky přesných
pojmů.

2.2.3. Definice. Nechť fang je posloupnost reálných čísel a A 2 R. Řekneme, že
posloupnost fang má limitu rovnou A, jestliže platí

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W jan � Aj < ": (2.1)

2.2.4. Chceme-li tvrdit, že limitou posloupnosti fang je reálné čísloA, musíme ově-
řit podmínku (2.1). Pro libovolné zadané kladné číslo " musíme nalézt přirozené
číslo (index) n0 takové, aby byla odchylka každého členu posloupnosti s indexem
n větším nebo rovným tomuto n0 od hodnoty A menší než ", tedy jan � Aj < ".
Jinými slovy, pro libovolné " 2 R, " > 0, hledáme takové n0 2 N, aby platil výrok

8n 2 N; n � n0 W jan � Aj < ": (2.2)

Nalezené n0 bude obecně záviset na volbě ". Vizte následující dva obrázky.
NaObrázku 3 vidíme jednu z možných voleb čísla n0 pro zadané ". Na Obráz-

ku 4 bylo zadáno "0 menší než ". Pro toto nové zadání ovšem index n0 již podmín-
ku (2.2) nesplňuje, neboť existuje n 2 N, n � n0, pro které nerovnost jan � Aj < "0

neplatí. Proto musíme nalézt jiný index n0
0 (větší než n0), aby podmínka (2.2), kde

" je zaměněno za "0 a n0 je zaměněno za n0
0, byla splněna.
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Obrázek 3. Obrázek 4.

2.2.5 (formule jako hra). Na ověřování podmínky (2.1) je možné také nahlížet ja-
ko na hru, v níž se utkají dva hráči. První hráč (náš protivník) volí v prvním tahu
hry kladné reálné číslo ". Naším úkolem (v roli druhého hráče) je zvolit ve druhém
tahu hry přirozené číslo n0. Ve třetím (posledním) tahu hry volí první hráč přiro-
zené číslo n splňující n � n0. Pokud jan � Aj � ", vyhrává první hráč, v opačném
případě vítězímemy. Pokud dokážeme vyhrát libovolnou takovou partii, je limitou
posloupnosti fang čísloA. Všimněme si, že ve druhém tahu volíme n0, aniž bychom
věděli, které n zvolí náš protivník v tahu následujícím. Tato skutečnost odpovídá
pořadí kvantifikátorů v podmínce (2.1).

2.2.6. Věta (jednoznačnost limity). Nechť fang je posloupnost, která má limitu
rovnou A 2 R a zároveň má limitu rovnou B 2 R. Potom platí A D B.

Důkaz. Zvolme " 2 R, " > 0. Podle definice limity existují přirozená čísla nA, nB
taková, že pro každé n 2 N; n � nA, je jan � Aj < " a pro každé n 2 N, n � nB , je
jan � Bj < ". Položme n0 D maxfnA; nBg. Potom platí n0 � nA i n0 � nB , a tedyˇ̌
an0

� A
ˇ̌
< " i

ˇ̌
an0

� B
ˇ̌
< ". Odtud a z trojúhelníkové nerovnosti (1.10) máme

jA � Bj D
ˇ̌
A � an0

C an0
� B

ˇ̌
�
ˇ̌
A � an0

ˇ̌
C
ˇ̌
an0

� B
ˇ̌
< "C " D 2":

Protože jA � Bj < 2" pro každé " 2 R, " > 0, je podle Lemmatu 1.5.14 jA � Bj D 0,
neboli A D B. �

2.2.7. Označení. Jestliže má posloupnost fang limitu rovnou nějakému reálné-
mu číslu, pak je tato limita podle Věty 2.2.6 určena jednoznačně a označujeme
ji symbolem limn!1 an. Je-li limitou posloupnosti fang reálné číslo A, pak píšeme
limn!1 an D A nebo an

n!1
! A. Nehrozí-li nedorozumění, píšeme někdy pouze

lim an D A nebo an ! A.

2.2.8. K zavedení symbolu lim an potřebujeme tvrzení Věty 2.2.6. Kdyby totiž
posloupnost měla více než jednu limitu, pak by nebylo jasné, co symbol lim an
vlastně označuje a rovnost lim an D A by nedávala smysl.
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2.2.9. Definice. Nechť fang je posloupnost reálných čísel. Řekneme, že fang kon-
verguje (je konvergentní), jestliže existuje A 2 R takové, že lim an D A, neboli
platí

9A 2 R 8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W jan � Aj < ":

Je-li posloupnost konvergentní, říkáme též, že má vlastní limitu. Jestliže posloup-
nost nemá vlastní limitu, pak říkáme, že diverguje (je divergentní).

2.2.10. Příklad. Nechť c 2 R a pro každé n 2 N platí an D c. Dokažte, že lim an D

c.

Řešení. Zvolme libovolné " 2 R; " > 0. Položme n0 D 1. Potom pro každé n 2 N,
n � n0, máme jan � cj D jc � cj D 0 < ", takže podle definice limity dostáváme
lim an D c. |

Následující příklad ukazuje, že hodnota limity konvergentní posloupnosti ne-
musí být prvkem množiny jejích členů.

2.2.11. Příklad. Dokažte, že lim 1
n

D 0.

Řešení. Zvolme " 2 R; " > 0. Podle Archimédovy vlastnosti reálných čísel (Vě-
ta 1.5.29) nalezneme n0 2 N takové, že n0 > 1

"
. Potom pro každé n 2 N, n � n0,

platí 1
n

�
1
n0
< ". Pro každé n 2 N dále platí 1

n
> 0, a tedy 1

n
> �". Odtud plyne,

že pro každé n 2 N, n � n0, platí �" < 1
n
< ", neboli j

1
n

� 0j < ". To podle definice
limity znamená, že lim 1

n
D 0. |

2.2.12. Příklad. Dokažte, že lim n
nC2

D 1.

Řešení. Nejprve si uvědomíme, že pro každé n 2 N platíˇ̌̌ n

nC 2
� 1

ˇ̌̌
D

ˇ̌̌n � .nC 2/

nC 2

ˇ̌̌
D

ˇ̌̌
�2

nC 2

ˇ̌̌
D

2

nC 2
:

Zvolme libovolné " 2 R, " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové, že 0 < 2
n0C2

< ".
Tuto vlastnost má jakékoli n0 2 N splňující n0 > 2

"
� 2. Existence takového n0

vyplývá z Archimédovy vlastnosti reálných čísel (Věta 1.5.29). Potom pro každé
n 2 N, n � n0, zřejmě platí 2

nC2
�

2
n0C2

< ". Pro tato n 2 N dostávámeˇ̌̌ n

nC 2
� 1

ˇ̌̌
D

2

nC 2
�

2

n0 C 2
< ":

Podle definice limity tedy platí lim n
nC2

D 1. |

2.2.13. Negaci výroku „Posloupnost fang je konvergentní.“ lze podle 1.1.31 zapsat
ve tvaru

8A 2 R 9" 2 R; " > 0 8n0 2 N 9n 2 N; n � n0 W jan � Aj � ":

Máme-li dokázat, že zadaná posloupnost nemá vlastní limitu, pakmusíme pro kaž-
dé A 2 R ukázat, že A není limitou této posloupnosti. Předpokládáme tedy, že A
je libovolné reálné číslo a v závislosti na něm volíme vhodné " 2 R, " > 0. Tento
postup předvedeme v následujících dvou příkladech.
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2.2.14. Příklad. Dokažte, že posloupnost fn4g nemá vlastní limitu.

Řešení. Provedeme důkaz sporem. Předpokládejme pro spor, že limn4 D A 2 R.
Pro " D 1 nalezneme n0 2 N takové, že platí

8n 2 N; n � n0 W jn4 � Aj < " D 1: (2.3)

S pomocí Archimédovy vlastnosti (Věta 1.5.29) nalezneme n 2 N takové, že n �

maxfjAj C 1; n0g. Pak platí n4 � n � jAj C 1, a tedy podle Důsledku 1.5.12(a) platí

jn4 � Aj � n4 � jAj � jAj C 1 � jAj D 1 D ";

což je spor s (2.3). |

2.2.15. Příklad. Dokažte, že posloupnost f.�1/ng nemá vlastní limitu.

Řešení. Nechť A je libovolné reálné číslo. Položme " D 1. Je-li A � 0 a n0 2 N, pak
volíme liché n 2 N, n � n0. Potom platí

j.�1/n � Aj D j�1 � Aj D 1C A � 1 D ":

Je-li A < 0 a n0 2 N, pak volíme sudé n 2 N, n � n0. Potom platí

j.�1/n � Aj D j1 � Aj D 1 � A � 1 D ":

Posloupnost f.�1/ng tedy nemá vlastní limitu.
Na rozdíl od Příkladu 2.2.14, kdy bylomožné za " zvolit jakékoliv kladné číslo,

nelze při řešení Příkladu 2.2.15 volit " libovolně. Například volba " D 3 by k řešení
nevedla. Číslo " zde musíme zvolit „dostatečně malé“. |

V Příkladu 2.2.12 jsme na základě definice ověřili, že číslo 1 je opravdu limitou
posloupnosti

˚
n
nC2

	
ve smyslu Definice 2.2.3. V Příkladech 2.2.14 a 2.2.15 jsme

užili této definice k důkazu neexistence vlastní limity příslušných posloupností.
Definice sama nám ale nedává návod, jak limitu vypočítat. V další části této kapi-
toly odvodíme věty, které objasní základní vlastnosti limit a dále budou užitečné
při výpočtech limit konkrétních posloupností.

2.2.16.Věta. Nechť fang a fbng jsou posloupnosti, lim an D A 2 R a existuje n1 2 N
takové, že an D bn pro každé n 2 N, n � n1. Pak platí lim bn D A.

Důkaz. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme n2 2 N splňující

8n 2 N; n � n2 W jan � Aj < ":

Položme n0 D maxfn1; n2g. Potom pro každé n 2 N, n � n0, platí jbn � Aj D

jan � Aj < ": Tedy lim bn D A. �

2.2.17. Předcházející větu lze formulovat i následujícím způsobem. Změníme-li
u dané konvergentní posloupnosti fang konečněmnoho členů, pakmá nově vzniklá
posloupnost fbng stejnou limitu jako posloupnost fang. Pokud je totiž množina
fn 2 NI an ¤ bng konečná, potom je omezená, a tedy existuje n1 2 N takové, že
pro každé n 2 N, n � n1, platí an D bn.
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Díky tomuto pozorování můžeme zesílit výsledek Příkladu 2.2.10. Nechť c 2

R, fang je posloupnost a existuje n1 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n1, platí
an D c. Potom lim an D c, jak vyplývá z Příkladu 2.2.10 a Věty 2.2.16.

Nyní zformulujeme několik podmínek ekvivalentních podmínce (2.1) v defi-
nici limity posloupnosti. Často je totiž snazší ověřit některou z těchto podmínek
než podmínku původní.

2.2.18. Lemma. Nechť fang je posloupnost a A 2 R. Pak lim an D A právě tehdy,
když existuje K 2 R, K > 0, takové, že platí

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W jan � Aj < K": (2.4)

Důkaz. ) Z definice limity plyne, že (2.4) platí pro K D 1.

( Nechť K 2 R, K > 0, je číslo splňující (2.4). Zvolme " 2 R, " > 0. Položme
"0 D

"
K
. Podle (2.4) k tomuto "0 existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0,

platí jan � Aj < K"0 D ". K zadanému " > 0 jsme tedy našli n0 2 N takové, že pro
každé n 2 N, n � n0, máme jan � Aj < ". Jinými slovy, platí lim an D A. �

2.2.19. Lemma. Nechť fang je posloupnost a A 2 R. Potom lim an D A právě
tehdy, když existuje "0 2 R, "0 > 0, takové, že platí

8" 2 R; " 2 .0; "0/ 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W jan � Aj < ": (2.5)

Důkaz. ) Položme "0 D 1. Potom (2.5) plyne z definice limity a 1.1.26(a), kde
klademeM1 D .0;1/,M2 D .0; 1/ a V."/ je výroková forma

9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W jan � Aj < ":

( Zvolme " 2 R, " > 0. Položme "0 D minf"; "0

2
g. Potom "0 2 .0; "0/, a tedy

podle (2.5) k němu existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí
jan � Aj < "0 � ". Tedy lim an D A. �

2.2.20. Z Lemmatu 2.2.19 plyne, že pro ověření existence vlastní limity posloup-
nosti stačí vyšetřit jen " z intervalu .0; "0/, kde "0 je dáno. Stačí se tedy zabývat jen
„malými hodnotami“ ", což v dalším textu usnadní některé důkazy.

2.2.21. V definici limity posloupnosti (Definice 2.2.3) může být nerovnost n � n0
ekvivalentně nahrazena nerovností n > n0. Podobně nerovnost jan � Aj < " může
být ekvivalentně nahrazena nerovností jan�Aj � ". První z těchto tvrzení je snadné.
Pro důkaz druhého tvrzení si nejprve uvědomíme, že z podmínky (2.1) triviálně
plyne výrok

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W jan � Aj � ": (2.6)

Jestliže naopak platí (2.6), potom

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W jan � Aj < 2":

Odtud pomocí Lemmatu 2.2.18 vyplývá (2.1).

Následující dvě věty ukazují vztahy mezi limitami posloupností fang a fjanjg.
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2.2.22. Věta. Nechť fang je posloupnost, A 2 R a lim an D A. Pak lim janj D jAj.

Důkaz. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové, že

8n 2 N; n � n0 W jan � Aj < ":

Potompro každé n 2 N, n � n0, platí podleDůsledku 1.5.12(a) odhad
ˇ̌
janj�jAj

ˇ̌
�

jan � Aj < ". Celkem tedy máme

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W
ˇ̌
janj � jAj

ˇ̌
< ":

To ale podle definice znamená, že lim janj D jAj. �

2.2.23. Opačná implikace ve Větě 2.2.22 obecně neplatí. Například posloupnost
f.�1/ng nemá vlastní limitu (vizte Příklad 2.2.15), ale lim j.�1/nj D lim 1 D 1.
Pokud ovšem A D 0, pak opačná implikace platí, jak ukazuje následující věta.

2.2.24. Věta. Nechť fang je posloupnost. Potom lim an D 0 právě tehdy, když
lim janj D 0.

Důkaz. Podle definice limity je lim an D 0 právě tehdy, když

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W janj < ";

zatímco lim janj D 0 právě tehdy, když

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W
ˇ̌
janj

ˇ̌
< ":

Protože
ˇ̌
janj

ˇ̌
D janj, jsou oba výroky ekvivalentní. �

Nyní se budeme věnovat vztahu mezi existencí vlastní limity a omezeností po-
sloupnosti.

2.2.25. Věta. Nechť fang je konvergentní posloupnost. Potom je fang omezená.

Důkaz. Podle předpokladu existuje A 2 R takové, že lim an D A. Položme " D 1.
Podle definice limity nalezneme n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, je
jan�Aj < 1. Množina fjanjI n 2 N; n < n0g je konečná, a tedy je podle Věty 1.6.14
omezená. Nechť M 2 R je její horní závora. Potom podle Věty 1.5.11 pro každé
n 2 N; n � n0, platí

janj � jan � Aj C jAj < 1C jAj;

a tedy

janj �

(
M; pokud n 2 N; 1 � n < n0;

jAj C 1; pokud n 2 N; n � n0:

Nyní položme K D maxfM; jAj C 1g. Pak pro všechna n 2 N platí janj � K, a fang

je tedy omezená. �

2.2.26. (a) Z Věty 2.2.25 vyplývá, že každá neomezená posloupnost je divergentní.

(b)Omezenost posloupnosti není postačující podmínkou pro její konvergenci.Na-
příklad posloupnost f.�1/ng je omezená, avšak není konvergentní.
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Limita vybrané posloupnosti.

2.2.27. Definice. Nechť fang je posloupnost a fnkg1
kD1

je rostoucí posloupnost
přirozených čísel. Pak fank

g1
kD1

nazýváme vybranou posloupností z posloupnosti
fang, případně podposloupností posloupnosti fang.

2.2.28. Nechť fang je posloupnost. Následující posloupnosti jsou vybranými po-
sloupnostmi z posloupnosti fang:

� posloupnost fa2k�1g
1
kD1

členů s „lichým indexem“ a posloupnost fa2kg1
kD1

členů se „sudým indexem“, kde příslušnými posloupnostmi fnkg jsou po
řadě f2k � 1g a f2kg,

� posloupnost fakC1g
1
kD1

, kde nk D k C 1, k 2 N,
� posloupnost fak2g1

kD1
, kde nk D k2, k 2 N,

� posloupnost fapk
g1
kD1

, kde pk je k-té prvočíslo, k 2 N.
Posloupnost fnkg1

kD1
v Definici 2.2.27 určuje výběr těch členů posloupnosti

fang, které se objeví v podposloupnosti fank
g1
kD1

. Posloupnost fnkg1
kD1

musí být
podle definice rostoucí. Například posloupnost a3; a2; a1; a4; a5; a6; : : : obecně ne-
určuje podposloupnost posloupnosti fang.

2.2.29. Nechť fang D f.�1/ng. Uvažujme podposloupnosti fa2k�1g
1
kD1

, fa2kg1
kD1

a fak2g1
kD1

. Posloupnost fa2k�1g
1
kD1

je konstantní a splňuje limk!1 a2k�1 D �1.
Také posloupnost fa2kg1

kD1
je konstantní a splňuje limk!1 a2k D 1. Konečně po-

sloupnost fak2g1
kD1

splývá s původní posloupností, a tedy je divergentní.
Pro divergentní posloupnost f.�1/ng jsme nalezli dvě její konvergentní podpo-

sloupnosti s různými limitami a jednu její divergentní podposloupnost. Posloup-
nosti vybrané z divergentní posloupnosti mohou tedy konvergovat k různým limi-
tám nebo mohou divergovat. Pro posloupnosti vybrané z konvergentní posloup-
nosti je situace jednodušší, jak ukazuje následující věta.

2.2.30. Věta (limita vybrané posloupnosti). Nechť fang je posloupnost, lim an D

A 2 R a fnkg1
kD1

je rostoucí posloupnost přirozených čísel. Potom limk!1 ank
D

A.

K důkazu věty budeme potřebovat následující lemma.

2.2.31. Lemma. Nechť fnkg1
kD1

je rostoucí posloupnost přirozených čísel. Potom
pro každé k 2 N platí nk � k.

Důkaz. Důkaz provedeme matematickou indukcí podle k. Protože n1 2 N, zřejmě
máme n1 � 1. Předpokládejme, že pro k 2 N platí nk � k. Potom platí nkC1 >

nk � k, neboť fnkg je rostoucí. Z Lemmatu 1.5.28 plyne, že nkC1 � k C 1. Tím je
tvrzení podle principu matematické indukce dokázáno. �

Důkaz Věty 2.2.30. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme n� 2 N takové, že

8n 2 N; n � n�
W jan � Aj < ": (2.7)

Pro každé k 2 N; k � n�, platí díky Lemmatu 2.2.31 nerovnost nk � k � n�, a tedy
podle (2.7) dostaneme

ˇ̌
ank

� A
ˇ̌
< ". Tím je věta dokázána. �
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2.2.32. Nechť fang je posloupnost. Jestliže existují dvě podposloupnosti posloup-
nosti fang mající různé vlastní limity, pak je fang divergentní. Kdyby totiž posloup-
nost fang měla vlastní limitu A, pak by obě podposloupnosti musely mít podle
Věty 2.2.30 limitu A, což by byl spor.

2.2.33. Úvaha z předchozího odstavce nám umožňuje dokázat, že limita posloup-
nosti fang D f.�1/ng neexistuje, jiným způsobem, než to bylo provedeno v Příkla-
du 2.2.15. Podle 2.2.29 je totiž limk!1 a2k D 1 a limk!1 a2k�1 D �1. Nalezli jsme
dvě podposloupnosti s různými limitami, a tedy lim.�1/n neexistuje.

Aritmetika limit. V další části tohoto oddílu ukážeme, jak pojem limity sou-
visí s aritmetickými operacemi.

2.2.34. Věta (aritmetika limit). Nechť fang a fbng jsou posloupnosti, lim an D A 2

R a lim bn D B 2 R. Potom platí:
(a) lim .an C bn/ D AC B,
(b) lim .an � bn/ D A � B,
(c) je-li B ¤ 0 a pro každé n 2 N platí bn ¤ 0, pak lim an

bn
D

A
B
.

Důkaz. (a) Zvolme " 2 R, " > 0. Podle definice limity existují přirozená čísla nA,
nB taková, že pro každé n 2 N, n � nA, je jan � Aj < " a pro každé n 2 N, n � nB ,
je jbn � Bj < ". Položíme-li n0 D maxfnA; nBg, pak pro každé n 2 N, n � n0, platí
obě uvedené nerovnosti.

Z trojúhelníkové nerovnosti (Věta 1.5.11) plyne, že pro každé n 2 N, n � n0,
platí

j.an C bn/ � .AC B/j D j.an � A/C .bn � B/j

� jan � Aj C jbn � Bj < "C " D 2":

Dokazované tvrzení tedy vyplývá z Lemmatu 2.2.18 pro K D 2.

(b) Před vlastním ověřením tvrzení podle definice limity provedeme několik pří-
pravných úvah. Posloupnost fbng je konvergentní, a je tedy podle Věty 2.2.25 ome-
zená. Jinými slovy, existujeL 2 R; L > 0, takové, že pro každé n 2 N platí jbnj � L.
Úpravou výrazu anbn�AB a použitím trojúhelníkové nerovnosti (Věta 1.5.11) do-
stáváme pro každé n 2 N

janbn � ABj D janbn � bnAC bnA � ABj

� janbn � bnAj C jbnA � ABj

D jbnjjan � Aj C jAjjbn � Bj

� Ljan � Aj C jbn � Bj:

(2.8)

Nyní zvolme " 2 R, " > 0. Stejně jako v bodě (a) nalezneme n0 2 N takové, že
pro každé n 2 N, n � n0, platí jan � Aj < " a jbn � Bj < ". Tudíž pro každé n 2 N,
n � n0, platí díky (2.8) janbn�ABj < .LCjAj/". Dokazované tvrzení tedy vyplývá
z Lemmatu 2.2.18 pro K D LC jAj.



2.2. VLASTNÍ LIMITA POSLOUPNOSTI 77

(c)Obdobnými úpravami jako v důkazech předchozích tvrzení dostáváme pro kaž-
dé n 2 N nerovnostiˇ̌̌an

bn
�
A

B

ˇ̌̌
D

ˇ̌̌anB � bnA

bnB

ˇ̌̌
D

ˇ̌̌anB � AB C AB � Abn

bnB

ˇ̌̌
�

ˇ̌̌anB � AB

bnB

ˇ̌̌
C

ˇ̌̌AB � Abn

bnB

ˇ̌̌
D

1

jbnj
jan � Aj C

jAj

jbnj jBj
jbn � Bj :

(2.9)

Podle definice limity nalezneme ke kladnému číslu 1
2

jBj takové n0 2 N, že pro
každé n 2 N, n � n0, platí

jB � bnj < 1
2

jBj : (2.10)
Podle Důsledku 1.5.12(a) a (2.10) pro každé n 2 N, n � n0, platíˇ̌

jBj � jbnj
ˇ̌

� jB � bnj < 1
2

jBj : (2.11)

Vzhledem k tomu, že navíc platí jBj � jbnj �
ˇ̌
jBj � jbnj

ˇ̌
, dostáváme podle (2.11)

pro každé n 2 N, n � n0, nerovnost jBj � jbnj < 1
2

jBj, a tedy také

1

jbnj
<

2

jBj
: (2.12)

Položme

K D max
n 2

jBj
;
2 jAj

B2

o
: (2.13)

Pak podle (2.9), (2.12) a (2.13) máme pro každé n 2 N, n � n0,ˇ̌̌an
bn

�
A

B

ˇ̌̌
�

2

jBj
jan � Aj C

2 jAj

B2
jbn � Bj

� K
�
jan � Aj C jbn � Bj

�
:

(2.14)

Nyní zvolme " 2 R, " > 0. Nalezneme n1 2 N takové, že pro každé n 2 N,
n � n1, platí jan � Aj < " a jbn � Bj < ". Položme n2 D maxfn0; n1g. Pro každé
n 2 N, n � n2, potom díky (2.14) mámeˇ̌̌̌

an

bn
�
A

B

ˇ̌̌̌
< 2K":

Dokazované tvrzení pak plyne z Lemmatu 2.2.18. �

V dalším textu se budeme někdy odkazovat na dílčí tvrzení (a), (b), (c) Vě-
ty 2.2.34 po řadě jako na větu o limitě součtu, větu o limitě součinu a větu o limitě
podílu.

2.2.35. Příklad. Dokažte, že platí lim 1
n2 D 0.

Řešení. Tvrzení vyplývá z Příkladu 2.2.11 a věty o limitě součinu (Věta 2.2.34(b))
pro posloupnosti fang D fbng D f

1
n

g. |
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2.2.36. Podstatným předpokladem věty o aritmetice limit (Věta 2.2.34) je konver-
gence posloupností fang a fbng. Uvedeme několik příkladů.

� Nechť fang D f.�1/ng a fbng D f.�1/ng. Pak jsou obě posloupnosti diver-
gentní, ale lim anbn D 1.

� Nechť fang D fn2g a fbng D f
1
n

g, a tedy fanbng D fng. Pak fang a fanbng

divergují podle Věty 2.2.25 a fbng konverguje podle Příkladu 2.2.11.
� Nechť fang D fng a fbng D f

1
n2 g. Pak fang diverguje, fbng konverguje

podle Příkladu 2.2.35 a fanbng D f
1
n

g konverguje.
Situace vypadá obdobně i v případě ostatních aritmetických operací. Konstrukce
příslušných příkladů není obtížná.

V dalším výkladu se nám budou hodit následující obecnější verze vět o limitě
součtu a limitě součinu.

2.2.37. Věta. Nechť l 2 N a pro každé j 2 f1; : : : ; lg je fa
j
ng1
nD1 posloupnost spl-

ňující limn!1 a
j
n D Aj 2 R. Potom platí:

(a) limn!1

Pl
jD1 a

j
n D

Pl
jD1Aj ,

(b) limn!1

Ql
jD1 a

j
n D

Ql
jD1Aj .

Důkaz. (a) Použijeme matematickou indukci. Pro l D 1 je tvrzení zřejmé. Před-
pokládejme nyní jeho platnost pro l 2 N. Mějme posloupnosti fa1ng; : : : ; falC1n g

s limitami Aj 2 R, j D 1; : : : ; l C 1. Podle indukčního předpokladu platí

lim
n!1

lX
jD1

ajn D

lX
jD1

Aj : (2.15)

Dále máme

lim
n!1

lC1X
jD1

ajn D lim
n!1

�� lX
jD1

ajn
�

C alC1n

�

D

� lX
jD1

Aj

�
C AlC1 D

lC1X
jD1

Aj ;

přičemž druhá rovnost plyne z (2.15) a Věty 2.2.34(a).

(b) Tvrzení lze dokázat obdobně. �

2.2.38. Příklad. Vypočítejte lim n2Cn
2n2C7

.

Řešení. Pro každé n 2 N platí

n2 C n

2n2 C 7
D

n2 C n

2n2 C 7
�

1
n2

1
n2

D
1C

1
n

2C
7
n2

:
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Podle Příkladu 2.2.10 je limn!1 1 D 1 a podle Příkladu 2.2.11 je lim 1
n

D 0. Tedy
lim

�
1 C

1
n

�
D 1. Podobně odvodíme lim

�
2 C

7
n2

�
D 2. Podle věty o limitě podílu

(Věta 2.2.34(c)) dostáváme

lim
1C

1
n

2C
7
n2

D
lim.1C

1
n
/

lim.2C
7
n2 /

D
1

2
:

Při počítání limit posloupností obvykle zapisujeme výpočet stručněji. V našem
příkladu by zkrácený zápis vypadal následovně:

lim
1C

1
n

2C
7
n2

D
lim.1C

1
n
/

lim.2C
7
n2 /

(2.16)

D
limn!1 1C lim 1

n

limn!1 2C limn!1 7 � lim 1
n2

(2.17)

D
1C 0

2C 7 � 0
D
1

2
: (2.18)

Napíšeme-li v průběhu výpočtu nejprve rovnost (2.16), musíme si být vědomi toho,
že zatím nevíme, zda tato rovnost platí. Rovnost bude platit, pokud ukážeme, že
obě limity ve zlomku na pravé straně existují vlastní a limita ve jmenovateli je nenu-
lová. Podobně rovnost (2.17) bude platit, pokud ukážeme, že všechny limity jsou
vlastní a výsledný výraz ve jmenovateli je nenulový. Hodnoty limit ve výrazu (2.17)
však již známe a výpočet (2.18) ukazuje, že výraz ve jmenovateli je nenulový. Do-
stáváme tak platnost první rovnosti v (2.18), a díky tomu i platnost rovnosti (2.17).
Odtud potom dostáváme platnost rovnosti (2.16), a tím korektnost celého řešení.

Při počítání limit musíme každý krok výpočtu zdůvodnit. Někdy jde jen o alge-
braickou úpravu počítaného výrazu, často pak používáme větu o aritmetice limit,
případně již vypočítané limity. Bez zdůvodnění není řešení úplné. Později v pokroči-
lejších částech skript již nebudeme podrobná zdůvodnění uvádět, což ale nezna-
mená, že jsme je neprovedli. |

Následující výsledek obsahuje jednoduché, ale užitečné tvrzení o limitě po-
sloupnosti definované jako součin omezené posloupnosti a posloupnosti s nulovou
limitou.

2.2.39. Věta. Nechť fang a fbng jsou posloupnosti, lim an D 0 a fbng je omezená.
Potom lim anbn D 0.

Důkaz. Protože fbng je omezená, existuje K 2 R; K > 0, splňující pro každé n 2 N
nerovnost jbnj � K. Zvolme " 2 R, " > 0. Protože lim an D 0, existuje n0 2 N
takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí janj D jan � 0j < ". Pro každé n 2 N,
n � n0, tudíž platí

janbn � 0j D janbnj D janj jbnj < K":

Tedy podle Lemmatu 2.2.18 platí lim anbn D 0. �

2.2.40. Tvrzení Věty 2.2.39 neplyne z věty o limitě součinu (Věta 2.2.34(b)), pro-
tože posloupnost fbng nemusí mít vlastní limitu.



80 2. LIMITA POSLOUPNOSTI

2.2.41. Příklad. Dokažte, že lim .�1/n

n
D 0.

Řešení. Tvrzení plyne z Věty 2.2.39, neboť posloupnost f.�1/ng je omezená a platí
lim 1

n
D 0. |

Limita a uspořádání. V předchozích větách jsme uvedli několik důležitých
souvislostí mezi pojmem limity a operacemi na množině reálných čísel. Nyní se
zaměříme na vztah mezi limitou a uspořádáním reálných čísel.

2.2.42. Věta (limita a uspořádání). Nechť A;B 2 R, fang a fbng jsou posloupnosti
splňující lim an D A a lim bn D B.

(a) Nechť A < B. Potom existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0,
platí an < bn.

(b) Nechť existuje n� 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n�, platí an � bn.
Potom A � B.

Důkaz. (a) Položme " D
1
2
.B�A/. Pak podle definice limity existuje n1 2 N takové,

že pro každé n 2 N, n � n1, platí an < A C ". Dále opět podle definice limity
existuje n2 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n2, platí bn > B � ". Položme
n0 D maxfn1; n2g. Potom pro každé n 2 N, n � n0, platí

an < AC " D
AC B

2
D B � " < bn;

čímž je tvrzení (a) dokázáno.

(b) Předpokládejme pro spor, že platíA < B. Potom podle tvrzení (a) existuje n0 2

N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí an < bn. Položme m D maxfn0; n
�g.

Pak dostáváme am < bm � am, což je spor. �

2.2.43. Věta 2.2.42 nám poskytuje možnost odhadnout shora nebo zdola hodno-
tu limity dané posloupnosti, o níž víme, že konverguje, ale jejíž limitu neznáme,
pomocí jiné posloupnosti, jejíž limitu známe.

V tvrzení Věty 2.2.42(b) nelze nerovnosti an � bn a A � B nahradit nerovnost-
mi an > bn a A > B. Položme například fang D f

1
n

g a fbng D f0g. Potom zřejmě
platí an > bn pro každé n 2 N, máme však lim an D lim bn D 0.

2.2.44. Věta (o dvou strážnících). Nechť fang, fbng a fcng jsou posloupnosti splňu-
jící:

(a) existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí an � cn � bn,
(b) fang a fbng jsou konvergentní a platí lim an D lim bn.

Potom je fcng konvergentní a platí lim cn D lim an.

Důkaz. Označme lim an D A. Zvolme " 2 R; " > 0. K němu podle předpokladu
(b) nalezneme n1; n2 2 N taková, že pro každé n 2 N, n � n1, platí

A � " < an < AC "

a pro každé n 2 N, n � n2, platí

A � " < bn < AC ":
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Položme n3 D maxfn0; n1; n2g. Odtud a z předpokladu (a) plyne, že pro každé
n 2 N, n � n3, platí

A � " < an � cn � bn < AC ";

a tedy jcn � Aj < ". Tím jsme ověřili, že platí lim cn D A. �

Několik příkladů. V následujících příkladech použijeme právě odvozené vý-
sledky a příklady samotné použijeme v dalších výpočtech.

2.2.45. Příklad. Spočtěte lim
q
1C

1
n
.

Řešení. Pro každé n 2 N platí 1 < 1 C
1
n
< .1 C

1
n
/2. Podle 1.7.12 tedy pro každé

n 2 N platí nerovnosti

1 �

r
1C

1

n
� 1C

1

n
:

Vzhledem k tomu, že lim 1 D lim.1C
1
n
/ D 1, dostáváme podle věty o dvou stráž-

nících (Věta 2.2.44) lim
q
1C

1
n

D 1. |

2.2.46. Příklad. Nechť A 2 R, k 2 N a fang je posloupnost nezáporných reálných
čísel splňující lim an D A. Dokažte, že A � 0 a limn!1

k
p
an D

k
p
A.

Řešení. Nezápornost čísla A plyne z Věty 2.2.42(b). Předpokládejme nejprve, že
A D 0. Zvolme " 2 R; " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové, že pro každé
n 2 N, n � n0, platí an < "k. Pro každé n 2 N; n � n0, díky monotonii odmocniny
(vizte 1.7.12) platí 0 � k

p
an < ". Dostáváme tedy limn!1

k
p
an D 0 D

k
p
A.

Nyní předpokládejme, že A > 0. Pak podle Příkladu 1.5.7 pro každé n 2 N
platí

ˇ̌
k
p
an �

k
p
A
ˇ̌

D

ˇ̌̌�
k
p
an �

k
p
A
�

�

Pk
jD1.

k
p
an/

k�j
�

k
p
A
�j�1Pk

jD1.
k
p
an/k�j

�
k
p
A
�j�1

ˇ̌̌
D

ˇ̌̌ an � APk
jD1.

k
p
an/k�j

�
k
p
A
�j�1

ˇ̌̌
�

1�
k
p
A
�k�1

jan � Aj :

(2.19)

Poslední nerovnost platí díky snadnému odhadu
kX

jD1

. k
p
an/

k�j
�

k
p
A
�j�1

�
�

k
p
A
�k�1

;

jenž vyplývá z nezápornosti členů posloupnosti fang a nezápornostiA. Odtud a po-
užitím rovnosti

lim
n!1

1�
k
p
A
�k�1

jan � Aj D 0

obdržíme podle Věty 2.2.44 limn!1

ˇ̌
k
p
an �

k
p
A
ˇ̌

D 0. Podle Věty 2.2.24 platí
limn!1

�
k
p
an �

k
p
A
�

D 0. Odtud díky větě o limitě součtu (Věta 2.2.34(a)) dostá-
váme limn!1

k
p
an D

k
p
A. |



82 2. LIMITA POSLOUPNOSTI

2.2.47. Příklad. Dokažte, že lim n
p
n D 1.

Řešení. Vzhledemk tomu, že pro každé n 2 N je n
p
n � 1, můžeme psát n

p
n D 1C�n,

kde �n � 0. Zvolme n 2 N, n � 2. Potom podle binomické věty (Věta 1.5.6) platí

n D .1C �n/
n

� 1C n�n C
n.n � 1/

2
�2n �

n.n � 1/

2
�2n :

Protože platí n � 1 �
n
2
, dostáváme

n �
n.n � 1/

2
�2n �

n2

4
�2n :

Odtud a z monotonie odmocniny (1.7.12) plyne 2p
n

� �n. Uvedená nerovnost
platí pro každé n 2 N; n � 2, a tedy podle Příkladu 2.2.11, Příkladu 2.2.46 pro
k D 2 a z věty o limitě součinu (Věta 2.2.34(b)) dostaneme lim 2p

n
D 0, takže

podle Věty 2.2.44 máme limn!1 �n D 0. Odtud plyne dokazované tvrzení. |

2.2.48. Příklad. Nechť c 2 R, c > 0. Dokažte, že limn!1
n
p
c D 1.

Řešení. Nechť nejprve c � 1. Pomocí Archimédovy vlastnosti (Věta 1.5.29) nalezne-
me n0 2 N takové, že n0 > c. Potom pro každé n 2 N; n � n0, platí 1 � n

p
c � n

p
n.

Z věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44) a Příkladu 2.2.47 plyne lim n
p
c D 1.

Nechť nyní c 2 .0; 1/. Potompodle věty o limitě podílu (Věta 2.2.34(c)) a podle
již dokázaného tvrzení platí

lim
n!1

n
p
c D lim

n!1

1

n

q
1
c

D
1

limn!1
n

q
1
c

D
1

1
D 1:

|

2.3. Nevlastní limita posloupnosti

Definice nevlastní limity. Posloupnost fang D fng je sice divergentní, má však
následující vlastnost. Pro libovolné K 2 R existuje n0 2 N takové, že pro každé
n 2 N, n � n0, platí an > K. Vskutku, stačí pomocí Archimédovy vlastnosti (Vě-
ta 1.5.29) nalézt n0 2 N, n0 > K. Obdobnou vlastnost má například posloupnost
fbng D f�n2g, přičemž nerovnost an > K je nahrazena nerovností bn < K. Obě
vlastnosti můžeme chápat jako jisté typy limitního chování posloupnosti, i když
jiné, než je konvergence k reálnému číslu, kterou jsme studovali v předcházejícím
oddílu. Tyto typy limitního chování formálně zavedeme v následující definici.

2.3.1. Definice. Řekneme, že posloupnost fang má limitu rovnou 1 (čteme plus
nekonečno), jestliže

8K 2 R 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W an > K:
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Řekneme, že posloupnost fang má limitu rovnou �1 (čteme mínus nekonečno),
jestliže

8K 2 R 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W an < K:

Má-li posloupnost limitu rovnou plus nebo mínus nekonečnu, říkáme, že má
nevlastní limitu. Jestliže má posloupnost limitu rovnou 1, pak říkáme, že diver-
guje k 1. Jestliže má posloupnost limitu rovnou �1, pak říkáme, že diverguje
k �1.

2.3.2. Příklad. Dokažte, že lim
p
n D 1.

Řešení. Zvolme K 2 R. Z Archimédovy vlastnosti reálných čísel (Věta 1.5.29) vy-
plývá existence n0 2 N splňujícího n0 > K2. Potom pro každé n 2 N, n � n0, platíp
n �

p
n0 > jKj � K, čímž je tvrzení dokázáno. |

Rozšířená množina reálných čísel.

2.3.3. Některé poznatky z předcházejícího oddílu rozšíříme i na nevlastní limity.
K tomuto účelu přidáme k množině reálných čísel dva nové prvky 1 a �1 a od-
povídajícím způsobem rozšíříme aritmetické operace sčítání, odčítání, násobení,
dělení a relaci uspořádání. Operace sčítání a odčítání nelze definovat pro všechny
dvojice prvků z R [ f�1;1g tak, aby tyto operace měly zároveň některé žádoucí
vlastnosti (vizte Větu 2.3.5). Podobně je tomu s násobením a dělením. Aritmetické
operace tedy budeme definovat jen pro některé dvojice prvků z R [ f�1;1g. Kri-
tériem pro to, který výraz a jak definujeme, je platnost věty o aritmetice limit i pro
nevlastní limity (vizte Větu 2.3.26).

2.3.4. Definice. Rozšířenou množinou reálných čísel budeme nazývat množinu
R [ f1;�1g a budeme ji značit R�.

Operace sčítání. Sčítání rozšiřujeme takto:
� 8a 2 R [ f1gW 1 C a D aC 1 D 1,
� 8a 2 f�1g [ R W � 1 C a D aC .�1/ D �1.

Operace odčítání. Operace odčítání dvou reálných čísel a; b je definována jako
součet čísla a a čísla opačného k b, tj. a � b D a C .�b/. Pro rozšíření této opera-
ce postačí definovat čísla opačná k 1 a �1 a použít předchozí rozšíření operace
sčítání. Definujeme �.1/ D �1 a �.�1/ D 1.

Operace násobení. Definujeme:
� 8a 2 .0;1/ [ f1gW a � 1 D 1 � a D 1,
� 8a 2 .0;1/ [ f1gW a � .�1/ D .�1/ � a D �1,
� 8a 2 f�1g [ .�1; 0/ W a � 1 D 1 � a D �1,
� 8a 2 f�1g [ .�1; 0/ W a � .�1/ D .�1/ � a D 1.

Operace dělení.Operace dělení dvou reálných čísel a; b je definována jako součin
čísla a a inverzního prvku k b, tj. a

b
D a �

1
b
. Pro rozšíření operace dělení postačí

tedy definovat 1
1

D 0 a 1
�1

D 0.
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Následující výrazy tedy nejsou definovány:

1 C .�1/; �1 C 1; 0 � 1; 1 � 0; 0 � .�1/; .�1/ � 0:

Relace uspořádání. Definujeme:
� 8a 2 R� W � 1 � a,
� 8a 2 R� W a � 1.

2.3.5. Věta. Nechť x; y; ´ 2 R�. Pak platí následující rovnosti, pokud je alespoň
jedna strana příslušné rovnosti definována:

(a) x C y D y C x,
(b) .x C y/C ´ D x C .y C ´/,
(c) xy D yx,
(d) .xy/´ D x.y´/.

Důkaz. Dokážeme tvrzení (b). Předpokládejme, že1 2 fx; y; ´g. Pak�1 … fx; y; ´g,
jinak by výrazy na levé i pravé straně nebyly definovány. Dále je levá i pravá strana
rovna 1, takže rovnost platí. Podobně pokud �1 2 fx; y; ´g, pak 1 … fx; y; ´g

a ověření rovnosti dokončíme obdobně. Zbývá možnost, kdy x; y; ´ 2 R. Pak jde
o známou rovnost pro reálná čísla.

Ostatní tvrzení lze dokázat podobným rozborem případů. �

2.3.6 (supremum a infimum v R�). Relace � na R�, jak jsme ji právě definovali, je
zřejmě reflexivní, slabě antisymetrická a tranzitivní, a proto je relace � uspořádá-
ním na množině R� ve smyslu Definice 1.4.4. Navíc jde zřejmě o lineární uspořá-
dání podle téže definice. Pojem suprema a infima máme tedy definován i v tomto
případě podle Definice 1.4.12.

Pro neprázdnou a shora omezenou podmnožinu reálných čísel se pojem supre-
ma v množině R shoduje s pojmem suprema v R�. Shora neomezená podmnožina
R nemá v R supremum, v R� je však tímto supremem 1. Podobně zdola neomeze-
námnožina vRmá infimum vR� rovné�1. Konečně pro prázdnoumnožinu platí
podle definice inf; D 1 a sup; D �1, pokud uvažujeme supremum a infimum
vzhledem k R�.

2.3.7. Úmluva. V následujícím textu budeme suprema a infima množin uvažovat
vzhledem k množině R�. Pojmy omezenosti shora, omezenosti zdola, omezenosti
podmnožin R však budeme uvažovat jako doposud vzhledem k množině R.

2.3.8 (absolutní hodnota v R�). Absolutní hodnotu rozšíříme na R� tak, že klade-
me j1j D 1 a j�1j D 1.

Základní vlastnosti limit podruhé.

2.3.9. Definice 2.3.1 je doplněním Definice 2.2.3 o případy, kdy limitou je buď
1, nebo �1. Víme tedy, co znamená, že posloupnost fang má limitu rovnou A,
kde buď A 2 R, nebo A D 1, nebo A D �1. Následující věta ukazuje, že vě-
ta o jednoznačnosti limity (Věta 2.2.6) zůstává v platnosti i pro takto rozšířenou
definici.
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2.3.10. Věta (jednoznačnost limity podruhé). Nechť fang je posloupnost, která má
limitu rovnou A 2 R� a zároveň má limitu rovnou B 2 R�. Potom platí A D B.

Důkaz. Dokázali jsme již, že nejvýše jedno reálné číslo může být limitou posloup-
nosti fang (Věta 2.2.6). Zbývá dokázat, že nemůže nastat žádný z případů:

(a) fang je konvergentní a současně má limitu 1,
(b) fang je konvergentní a současně má limitu �1,
(c) fang má limitu 1 a současně �1.

Případ (a).Předpokládejme pro spor, že platí (a). Podle Věty 2.2.25 je fang omezená,
a tedy je omezená shora. Tudíž existujeK 2 R takové, že an � K pro každé n 2 N.
Protože ale současně má posloupnost fang limitu 1, existuje přirozené číslo n0
takové, že pro každé n 2 N, n � n0, je an > K, což je spor.

Případy (b) a (c). Důkaz je obdobný. �

2.3.11. Označení. Má-li posloupnost fang nevlastní limitu, označujeme hodnotu
této limity opět symbolem lim an. Píšeme tedy lim an D 1 nebo lim an D �1.
Ke korektnímu zavedení tohoto značení potřebujeme Větu 2.3.10 (pro srovnání
vizte 2.2.8).

2.3.12. Pro každou posloupnost fang nastává právě jedna z následujících možnos-
tí:

lim an

�
existuje

(
vlastní, tj. je rovna reálnému číslu,
nevlastní, tj. je rovna 1, nebo �1;

neexistuje.

2.3.13. Definice. Nechť c 2 R. Potom okolím bodu c rozumíme každou množinu
tvaru B.c; "/ D .c� "; cC "/, kde " 2 R; " > 0.Okolím bodu 1 rozumíme každou
množinu tvaru B.1; "/ D .1

"
;1/, kde " 2 R; " > 0. Okolím bodu �1 rozumíme

každou množinu tvaru B.�1; "/ D .�1;�1
"
/, kde " 2 R; " > 0.

2.3.14. Lemma. Nechť A; QA 2 R�, A ¤ QA. Potom existuje " 2 R; " > 0, takové, že
A … B. QA; "/.

Důkaz. Rozlišíme následující případy.

Případ QA 2 R. Je-li také A 2 R, pak položíme " D
1
2
j QA � Aj. Potom zřejmě platí

A … B. QA; "/. Je-li A D 1 nebo A D �1, zvolíme " 2 R, " > 0, libovolně a opět
dostaneme A … B. QA; "/.

Případ QA D 1. Je-li A 2 R, položíme " D
1

jAjC1
. Potom A < jAj C 1 D

1
"
, a tedy

A … B. QA; "/. Je-li A D �1, zvolíme " 2 R, " > 0, libovolně a opět obdržíme
A … B. QA; "/.

Případ QA D �1. Tvrzení lze dokázat obdobně jako pro QA D 1. �

Zavedení pojmu okolí (Definice 2.3.13) nám umožňuje ekvivalentně formulo-
vat pojem limity posloupnosti (vlastní i nevlastní). To je obsahem následující věty.
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2.3.15. Věta. Nechť fang je posloupnost a A 2 R�. Pak lim an D A právě tehdy,
když platí

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W an 2 B.A; "/: (2.20)

Důkaz. Případ A 2 R. Potom je pro každé n 2 N a každé " 2 R; " > 0, výrok an 2

B.A; "/ ekvivalentní výroku jan � Aj < ". Takže v tomto případě je formule (2.20)
shodná a formulí (2.1).

Případ A D 1. Předpokládejme nejprve, že lim an D A. Ověříme (2.20). Zvolme
" 2 R, " > 0. Položme K D

1
"
. K němu nalezneme n0 2 N takové, že pro každé

n 2 N, n � n0, platí an > K. To podle definice okolí bodu 1 znamená, že pro
každé n 2 N, n � n0, platí an 2 B.1; "/. Odtud plyne (2.20).

Nyní předpokládejme, že platí (2.20). Zvolme K 2 R. K němu nalezneme
" 2 R, " > 0, následujícím způsobem. Je-li K � 0, zvolíme " 2 R, " > 0, libovolně.
Je-li K > 0, položíme " D

1
K
. V obou případech pak platí 1

"
� K. K tomuto " pak

nalezneme n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí an 2 B.1; "/. Potom
pro každé n 2 N, n � n0, platí an > 1

"
, a tedy an > K. Odtud plyne lim an D A.

Případ A D �1. Důkaz lze provést obdobně jako v předchozím případě. �

Ve zbývající části tohoto oddílu uvedeme obecnější varianty některých vět, kte-
ré již známe z předcházejícího textu. Zatímco se však dříve uvedená tvrzení týkala
pouze vlastních limit, zde budou věty formulovány i pro nevlastní limity. Nejprve
uvedeme obdobu Věty 2.2.16.

2.3.16. Věta. Nechť fang a fbng jsou posloupnosti, lim an D A 2 R� a existuje
n1 2 N takové, že an D bn pro každé n 2 N, n � n1. Pak také lim bn D A.

Důkaz. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme n2 2 N splňující

8n 2 N; n � n2 W an 2 B.A; "/:

Položme n0 D maxfn1; n2g. Potom pro každé n 2 N, n � n0, platí bn D an, a tedy
bn 2 B.A; "/. Odtud vyplývá, že lim bn D A. �

2.3.17. Z předchozí věty plyne následující zobecnění 2.2.17. Změníme-li u po-
sloupnosti reálných čísel fang splňující lim an D A 2 R� konečně mnoho členů,
pak má nově vzniklá posloupnost opět limitu A.

Následující výsledek je zobecněním Věty 2.2.22.

2.3.18. Věta. Nechť fang je posloupnost a lim an D A 2 R�. Pak lim janj D jAj.

Důkaz. Je-li A 2 R, pak tvrzení plyne z Věty 2.2.22. Nechť A D 1. Díky předpo-
kladu lim an D A nalezneme n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí
an � 0, a tedy janj D an. Tudíž podle Věty 2.3.16 platí lim janj D lim an. Protože
lim an D 1 a j1j D 1, plyne odtud, že lim janj D jAj.

Konečně nechť A D �1. Zvolme " 2 R, " > 0. Potom existuje n0 2 N takové,
že pro každé n 2 N, n � n0, platí an 2 B.�1; "/, a tedy také �an 2 B.1; "/.
Odtud plyne, že pro každé n 2 N, n � n0, platí �an > 0, a tedy janj D �an. To
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znamená, že pro každé n 2 N, n � n0, platí janj 2 B.1; "/, tedy lim janj D 1.
Protože jAj D 1, dokázali jsme, že lim janj D jAj. �

Následující věta je jistou „jednostrannou“ obdobou Věty 2.2.25.

2.3.19. Věta. Nechť fang je posloupnost a lim an D 1. Pak je fang zdola omezená.

Důkaz. Položme K D 1. Podle Definice 2.3.1 k tomuto K nalezneme n0 2 N ta-
kové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí an > 1. Množina fanI n 2 N; n < n0g je
konečná, a tedy je podle Věty 1.6.14 omezená. Nechť M 2 R je některá její dolní
závora. Potom

an �

(
M; pokud n 2 N; 1 � n < n0;

1; pokud n 2 N; n � n0:

Pro každé n 2 N tedy máme an � minfM; 1g, takže posloupnost fang je zdola
omezená. �

2.3.20. Obdobně jako veVětě 2.3.19 lze dokázat, že je-li fangposloupnost a lim an D

�1, potom je fang shora omezená.

Limita vybrané posloupnosti podruhé. Následující věta je zobecněním Vě-
ty 2.2.30, které zahrnuje i nevlastní limity.

2.3.21.Věta. NechťA 2 R�, fang je posloupnost splňující limn!1 an D A a fnkg1
kD1

je rostoucí posloupnost přirozených čísel. Potom limk!1 ank
D A.

Důkaz. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme n� 2 N takové, že

8n 2 N; n � n�
W an 2 B.A; "/: (2.21)

Pro každé k 2 N; k � n�, platí díky Lemmatu 2.2.31 nerovnost nk � k � n�, a tedy
podle (2.21) dostaneme, že pro každé k 2 N; k � n�, platí ank

2 B.A; "/. Tím je
věta dokázána. �

2.3.22. Tvrzení Věty 2.3.21 nelze obrátit. Jako příklad může opět posloužit po-
sloupnost f.�1/ng a její podposloupnost f.�1/2kg1

kD1
. Nicméně platí následující

tvrzení, které v dalším textu ještě využijeme (například v Kapitole 3).

2.3.23. Věta. Nechť l 2 N a fn1
k
g1
kD1

, fn2
k
g1
kD1

, …, fnl
k
g1
kD1

jsou rostoucí posloup-
nosti přirozených čísel takové, že˚

n
j

k
I j 2 f1; : : : ; lg; k 2 N

	
D N: (2.22)

Nechť A 2 R� a fang je posloupnost reálných čísel taková, že pro každé j 2

f1; : : : ; lg platí limk!1 a
n

j

k

D A. Potom lim an D A.
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Důkaz. Zvolme " 2 R, " > 0. K němupodle definice limity nalezneme k1; k2; : : : ; kl 2

N taková, že
8k 2 N; k � k1 W an1

k
2 B.A; "/;

8k 2 N; k � k2 W an2
k

2 B.A; "/;

:::

8k 2 N; k � kl W anl
k

2 B.A; "/:

(2.23)

Položme n0 D maxfn1
k1
; n2
k2
; : : : ; nl

kl
g. Zvolme n 2 N, n � n0. Díky podmín-

ce (2.22) existují j 2 f1; : : : ; lg a m 2 N taková, že n D n
j
m. Potom platí

njm D n � n0 � n
j

kj
:

Posloupnost fn
j

k
g1
kD1

je rostoucí, a proto m � kj . Podle j -té podmínky v (2.23)
dostaneme an D a

n
j
m

2 B.A; "/, čímž je tvrzení dokázáno. �

2.3.24. Speciálním případem předchozí věty je následující tvrzení. Nechť fang je
posloupnost splňující

lim
k!1

a2k D lim
k!1

a2kC1 D A 2 R�:

Potom limn!1 an D A.

2.3.25. Ve Větě 2.3.23 je důležité, že počet posloupností fn1
k
g1
kD1

, fn2
k
g1
kD1

, …,
fnl
k
g1
kD1

je konečný. Pro nekonečný počet těchto posloupností tvrzení neplatí, jak
ukazuje Příklad 2.5.10.

Aritmetika limit podruhé. Následující věta je zobecněním věty o aritmetice
limit (Věta 2.2.34).

2.3.26. Věta (aritmetika limit). Nechť fang a fbng jsou posloupnosti, lim an D A 2

R� a lim bn D B 2 R�. Potom platí:
(a) lim .an C bn/ D AC B, pokud je výraz na pravé straně definován,
(b) lim .an � bn/ D A � B, pokud je výraz na pravé straně definován,
(c) je-li bn ¤ 0 pro všechna n 2 N, pak lim an

bn
D

A
B
, pokud je výraz na pravé

straně definován.

Důkaz. Tuto větu lze dokázat obdobně jako Větu 2.2.34. Uvedeme pouze důkaz
tvrzení (b), a to v případě, kdy A 2 R; A < 0, a B D �1.

Chceme tedy dokázat, že lim.an � bn/ D 1. Nechť K 2 R. Položme " D �
1
2
A.

Potom " > 0. Z předpokladu lim an D A a z definice limity vyplývá existence
takového n1 2 N, že pro každé n 2 N, n � n1, platí an 2 .A� "; AC "/ D .3

2
A; 1

2
A/.

Podobně z předpokladu lim bn D �1 plyne existence takového n2 2 N, že pro
každé n 2 N, n � n2, platí bn < minf0; 2K

A
g. Položme n0 D maxfn1; n2g. Potom

pro každé n 2 N, n � n0, platí

an � bn >
1

2
A � bn > K:
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Tím je dokázáno, že lim.an � bn/ D 1. �

2.3.27. Víme-li pouze, že lim an D 1 a lim bn D �1, pak odtud nemůžeme vy-
vodit žádnou informaci o existenci nebo hodnotě lim.an C bn/. Nechť například
A 2 R, fang D fng a fbng D f�nC Ag. Pak

lim an D 1; lim bn D �1 a lim.an C bn/ D A:

Výraz 1 � 1 nelze tedy definovat tak, aby platila věta o limitě součtu. Existence
a případně i hodnota lim.an C bn/ závisí na jemnějším chování posloupností fang

a fbng. Předpoklad, že výrazy na pravých stranách jsou definovány, nelze tedy z věty
o aritmetice limit (Věta 2.3.26) vynechat.

2.3.28. Nechť l 2 N a pro každé j 2 f1; : : : ; lg je fa
j
ng1
nD1 posloupnost splňující

limn!1 a
j
n D Aj 2 R�. Potom platí:

(a) limn!1

Pl
jD1 a

j
n D

Pl
jD1Aj , pokud je výraz na pravé straně definován,

(b) limn!1

Ql
jD1 a

j
n D

Ql
jD1Aj , pokud je výraz na pravé straně definován.

Tvrzení lze dokázat obdobně jako Větu 2.2.37.

Podle odstavce 2.3.27 pro výpočet lim an

bn
, kde lim bn D 0, nemůžeme bezpro-

středně použít větu o limitě podílu (Věta 2.3.26(c)), nicméně platí následující věta.

2.3.29. Věta. Nechť fang a fbng jsou posloupnosti splňující:
� pro každé n 2 N platí bn ¤ 0,
� lim an D A 2 R� a A > 0,
� lim bn D 0,
� existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí bn > 0.

Potom lim an

bn
D 1.

Důkaz. Posloupnost
˚
an

bn

	
je dobře definována, neboť bn ¤ 0 pro každé n 2 N.

Případ A 2 R; A > 0. Zvolme K 2 R. Položme " D
1
2
A. K němu nalezneme n1 2 N

takové, že
8n 2 N; n � n1 W an > A � " D A �

1
2
A D

1
2
A:

Položme L D maxf1;Kg. Nalezneme n2 2 N takové, že

8n 2 N; n � n2 W bn <
A

2L
:

Potom pro každé n 2 N, n � maxfn0; n1; n2g, platí

an

bn
> 1

2
A �

1

bn
> 1

2
A �

1
A
2L

D L � K:

Tím jsme ověřili, že lim an

bn
D 1.
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PřípadA D 1. Zvolme opět K 2 R a položme L D maxf1;Kg. Nalezneme n1; n2 2

N taková, že

8n 2 N; n � n1 W an > 1;

8n 2 N; n � n2 W bn <
1

L
:

Potom pro každé n 2 N, n � maxfn0; n1; n2g, platí

an

bn
> 1 �

1

bn
> 1 � L D L � K:

Tím je tvrzení dokázáno. �

Limita a uspořádání podruhé. Následující větu je možno dokázat obdobně
jako Větu 2.2.42.

2.3.30. Věta (limita a uspořádání). NechťA;B 2 R�, fang a fbng jsou posloupnosti
splňující lim an D A a lim bn D B.

(a) Nechť A < B. Potom existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N; n � n0,
platí an < bn.

(b) Nechť existuje n� 2 N takové, že pro každé n 2 N; n � n�, platí an � bn.
Potom A � B.

Pro nevlastní limity platí následující dvě varianty věty o dvou strážnících.

2.3.31. Věta. Nechť fang a fcng jsou posloupnosti splňující:

(a) existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí an � cn,
(b) lim an D 1.

Potom platí lim cn D 1.

Důkaz. Zvolme K 2 R. K němu nalezneme n1 2 N takové, že pro každé n 2 N,
n � n1, platí an > K. Pro každé n 2 N; n � maxfn0; n1g, pak platí cn � an, a tedy
cn > K. Tím je dokázáno, že lim cn D 1. �

Podle předchozí věty stačí nalézt pouze jednoho „strážníka“ k důkazu tvrzení
lim cn D 1. Následující věta je její zřejmou obdobou pro posloupnosti s limitou
�1.

2.3.32. Věta. Nechť fbng a fcng jsou posloupnosti splňující:

(a) existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí bn � cn,
(b) lim bn D �1.

Potom platí lim cn D �1.

2.3.33. Definice. Nechť q 2 R a ˛ 2 R. Potom posloupnost f˛qng1
nD1 nazýváme

geometrickou posloupností.
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2.3.34. Příklad (limita geometrické posloupnosti). Dokažte, že platí

lim
n!1

qn D

„
1; pokud q 2 .1;1/,
1; pokud q D 1,
0; pokud q 2 .�1; 1/,
neexistuje, pokud q 2 .�1;�1�.

Řešení. Případ q 2 .1;1/. Můžeme psát q D 1C h, kde h > 0. Odtud a z Bernoul-
liovy nerovnosti (Příklad 1.8.10) plyne qn D .1C h/n � 1C hn pro každé n 2 N.
Zřejmě limn!1.1C hn/ D 1, a tedy podle Věty 2.3.31 máme lim qn D 1.

Případ q 2 .0; 1/. Podle předchozího odstavce platí lim.q�1/n D 1, neboť q�1 2

.1;1/. Aplikací Věty 2.3.26(c) dostaneme

lim qn D lim
1

.q�1/n
D 0:

Případ q 2 f0; 1;�1g. Pro q D 0 a q D 1 je tvrzení zřejmé. Pokud q D �1, pak fqng D

f.�1/ng. Neexistence lim.�1/n jakožto prvku R byla ukázána v Příkladu 2.2.15,
neexistence lim.�1/n jakožto prvku R�, o kterou nyní jde, plyne z Věty 2.3.21.

Případ q 2 .�1; 0/. Pak lim jqnj D lim jqj
n

D 0, a tedy podle Věty 2.2.24 také
lim qn D 0.

Případ q 2 .�1;�1/. Pak q2 > 1, a tedy máme lim q2n D lim.q2/n D 1. Potom
platí podle věty o limitě součinu (Věta 2.3.26(b)) lim q2nC1 D lim q.q2/n D �1.
Nalezli jsme dvě vybrané posloupnosti s různými limitami, a tedy limita původní
posloupnosti neexistuje. |

2.3.35 (úroky). Vraťme se nyní k posloupnosti fang z 2.2.1, která splňuje an D .1C

Qp/na; n 2 N. Jde o geometrickou posloupnost, jejíž limita je podle Příkladu 2.3.34
rovna 1, neboť 1C Qp > 1.

Následující tvrzení dává do souvislosti pojmy limity a suprema množiny. Ob-
dobné tvrzení platí i pro infimum.

2.3.36. Věta. NechťM � R je neprázdná množina a G 2 R�. Pak jsou následující
tvrzení ekvivalentní.

(i) Platí G D supM .
(ii) Prvek G je horní závorou M a existuje posloupnost fxng bodů z M spl-

ňující lim xn D G.

Důkaz. (i))(ii) Prvek G je zřejmě horní závorouM . Pokud G D 1, pakM není
shora omezená, a tedy pro každé n 2 N existuje xn 2 M splňující xn > n. Podle
Věty 2.3.31 je pak lim xn D 1 D G.

V případě, žeG 2 R, existuje podle definice suprema ke každému n 2 N prvek
xn 2 M splňující xn > G �

1
n
. Protože G je horní závorou M , platí xn � G pro

každé n 2 N. Podle věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44) tedy máme lim xn D G.
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(ii))(i) ZvolmeG0 2 R,G0 < G. Nalezneme n0 2 N pro které xn0
> G0. V přípa-

děG D 1 to plyne přímo z definice, v případěG 2 R stačí v definici vzít " D G�G0.
Našli jsme tedy prvek z množiny M , který je větší než G0, čímž jsme ověřili pod-
mínku (b) z 1.5.16. �

2.3.37. Příklad. Nechť k 2 N,A 2 R� a fang je posloupnost nezáporných reálných
čísel splňující lim an D A. Dokažte, že potom A � 0 a platí

lim k
p
an D

(
k
p
A; pokud A 2 R;

1; pokud A D 1:

Řešení. Pokud A 2 R, pak tvrzení vyplývá z Příkladu 2.2.46. Předpokládejme tedy,
že A D 1. Zvolme K 2 R. Pak existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N,
n � n0, platí an > jKjk. Potom podle monotonie odmocniny (vizte 1.7.12) pro
každé n 2 N, n � n0, máme k

p
an > jKj � K. Odtud plyne lim k

p
an D 1. |

2.3.38. Příklad. Vypočtěte lim
�p
nC 1 �

p
n
�
.

Řešení. Podle Příkladu 2.3.2 a Příkladu 2.3.37 dostaneme lim
p
n D 1. Odtud

a z věty o limitě vybrané posloupnosti (Věta 2.2.30) dále plyne, že lim
p
nC 1 D 1.

To znamená, že pro výpočet zadané limity nemůžeme užít větu o aritmetice limit
přímočarým způsobem.Upravíme proto nejprve zadaný výraz tak, aby bylomožné
bezprostředně použít větu o aritmetice limit. Pro n 2 N platí

p
nC 1 �

p
n D

�p
nC 1 �

p
n
�

�

p
nC 1C

p
n

p
nC 1C

p
n

D
1

p
nC 1C

p
n
:

Pak podle věty o limitě podílu (Věta 2.3.26(c)) můžeme počítat

lim
�p
nC 1 �

p
n
�

D lim
1

p
nC 1C

p
n

D 0:

|

2.3.39 (zobecněná posloupnost). Na závěr tohoto oddílu ještě uvedeme následují-
cí možné rozšíření pojmu posloupnost. Posloupností reálných čísel budeme rozu-
mět každé zobrazení množiny A � Z do R, přičemž A je zdola omezená a existuje
n0 2 N takové, že fn 2 NI n � n0g � A. Obecnější definicí chceme postihnout
zejména následující dva případy: jednak posloupnosti tvaru n 7! an; n 2 N [ f0g

(značíme fang1
nD0) a jednak posloupnosti, jejichž členy jsou definovány pro každé

přirozené n vyjma konečné množiny, například posloupnost f
1
n�7

g, jejíž definiční
obor je N n f7g. V těchto případech zůstávají v platnosti všechny poznatky o po-
sloupnostech, které jsme dosud odvodili.

2.4. Hlubší věty o limitách

Limita monotónní posloupnosti. Uvedeme nejprve důležitou vlastnost mo-
notónních posloupností.
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2.4.1. Věta (limita monotónní posloupnosti). Nechť fang je monotónní posloup-
nost. Potom existuje lim an. Je-li fang neklesající, pak lim an D supfanI n 2 Ng.
Je-li fang nerostoucí, pak lim an D inffanI n 2 Ng.

Důkaz. Rozlišíme následující možnosti.

Posloupnost fang je neklesající a není shora omezená. Potom supfanI n 2 Ng D 1. Zvolme
K 2 R. K němu nalezneme n0 2 N takové, že an0

> K. Protože fang je neklesající,
platí pro každé n 2 N, n � n0, nerovnosti an � an0

> K. Odtud vyplývá, že
lim an D 1.

Posloupnost fang je neklesající a je shora omezená.Označme A D supfanI n 2 Ng. Pak platí
A 2 R. Zvolme " 2 R, " > 0. Podle definice suprema nalezneme n0 2 N takové, že
an0

> A � ". Protože však fang je neklesající, je A � " < an0
� an pro každé n 2 N,

n � n0. Nerovnost an < A C " platí dokonce pro každé n 2 N, neboť A je horní
závorou množiny všech členů posloupnosti fang. Ke zvolenému " jsme tedy nalezli
n0 2 N takové, že

8n 2 N; n � n0 W A � " < an < AC ":

To podle definice limity znamená, že lim an D A.

Posloupnost fang je nerostoucí. V tomto případě lze tvrzení dokázat obdobně. Můžeme
ale také postupovat následujícím způsobem. Snadno nahlédneme, že posloupnost
f�ang je neklesající. Podle již dokázané části věty je tedy lim.�an/ D supf�anI n 2

Ng. Podle Věty 1.5.17 odtud plyne, že lim.�an/ D � inffanI n 2 Ng. Konečně
podle věty o limitě součinu (Věta 2.3.26(b)) dostáváme

lim an D lim.�1/.�an/ D � lim.�an/ D inffanI n 2 Ng:

�

2.4.2. Důsledek. Nechť posloupnost fang je neklesající shora omezená nebo ne-
rostoucí zdola omezená. Potom je fang konvergentní.

Důkaz. Nechť fang je neklesající shora omezená posloupnost. Z Věty 2.4.1 vyplý-
vá, že lim an D supfanI n 2 Ng. Z omezenosti posloupnosti shora dále plyne, že
supfanI n 2 Ng 2 R. Posloupnost fang je tedy konvergentní.

Je-li posloupnost fang nerostoucí a zdola omezená, pak lze důkaz provést ob-
dobně. �

Věta 2.4.1 umožňuje ověřit existenci limity posloupnosti, aniž by bylo nutné
ji explicitně vypočítat. V některých případech je ale informace o existenci limity
nezbytnou součástí jejího výpočtu. Tento jev ilustruje následující příklad.

2.4.3. Příklad. Nechť c 2 R, c > 0. Spočtěte limitu posloupnosti fang, která je
zadána rekurentně: a1 D

p
c a pro každé n 2 N platí anC1 D

p
an C c.

Řešení. Posloupnost fang je dobře definovaná. Člen a1 je dobře definován a je kladný.
Předpokládáme-li, že člen an je definován a je kladný, pak je definován i člen anC1

a je kladný. Podle principu matematické indukce a 1.4.35 je tedy posloupnost fang

dobře definovaná a její členy jsou nezáporné.
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Posloupnost fang je rostoucí. Matematickou indukcí dokážeme, že pro každé n 2 N
platí an < anC1, odkud podle 2.1.12 vyplyne dokazovaná vlastnost. Zřejmě platí
a1 < a2. Předpokládejme, že pro n 2 N platí an < anC1. Potom máme

anC1 D
p
an C c <

p
anC1 C c D anC2:

Odtud plyne tvrzení.

Posloupnost fang je shora omezená. Matematickou indukcí dokážeme, že pro každé n 2

N platí an <
p
cC 1. Zřejmě platí nerovnost a1 <

p
cC 1. Předpokládejme, že pro

n 2 N platí an <
p
c C 1. Potom

anC1 D
p
an C c <

q
p
c C 1C c <

q
c C 2

p
c C 1

D

q�p
c C 1

�2
D

p
c C 1:

Z principu matematické indukce tedy plyne, že pro každé n 2 N je an <
p
c C 1,

takže fang je shora omezená. Ověřili jsme, že posloupnost fang splňuje předpokla-
dy Důsledku 2.4.2. Posloupnost fang má tedy vlastní limitu. Označme ji symbolem
A.

Výpočet limity. Z rekurentní definice posloupnosti plyne, že pro každé n 2 N platí
a2nC1 D an C c. Z věty o limitě vybrané posloupnosti (Věta 2.2.30) odvodíme,
že také lim anC1 D A, a z věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) dostaneme vztahy
lim a2nC1 D A2 a lim.anCc/ D ACc. ČísloA tedy splňuje kvadratickou rovniciA2 D

AC c. Výpočtem zjistíme, že A je rovno buď 1
2

�
1C

p
1C 4c

�
nebo 1

2

�
1�

p
1C 4c

�
.

Pro každé n 2 N platí an � 0. Dle Věty 2.2.42(b) pro B D 0 a bn D 0; n 2 N, platí
A � 0. Tedy neplatí A D

1
2
.1�

p
1C 4c/, protože výraz na pravé straně je záporné

číslo. Odtud vyplývá, že lim an D
1
2

�
1C

p
1C 4c

�
. |

2.4.4. Důležitou součástí řešení předcházejícího příkladu bylo ověření existence
limity posloupnosti fang. Bez tohoto kroku by bylo řešení neúplné. Uvažujme po-
sloupnost fbng definovanou rekurentně předpisem

b1 D �1; bnC1 D �bn; n 2 N:

Za předpokladu, že lim bn existuje a je rovna prvku A 2 R�, bychom podobně jako
v řešení Příkladu 2.4.3 odvodili, že A D �A, a tedy A D 0. Limita posloupnosti
fbng ale není rovna 0, neboť bn D .�1/n pro každé n 2 N, jak lze snadno ověřit.

2.4.5. Příklad. Pro n 2 N definujme

an D

�
1C

1

n

�n
; bn D

�
1C

1

n

�nC1

:

Dokažte, že platí:
� fang je omezená a rostoucí,
� fbng je omezená a klesající,
� lim an D lim bn 2 R.



2.4. HLUBŠÍ VĚTY O LIMITÁCH 95

Řešení. Posloupnost fang je rostoucí. Nechť n 2 N. Potom z Bernoulliovy nerovnosti
(Příklad 1.8.10) plyne, že�

1 �
1

.nC 1/2

�n
� 1C n

�1

.nC 1/2
> 1 �

1

nC 2
:

Odtud dostaneme �n.nC 2/

.nC 1/2

�n
>
nC 1

nC 2
:

Tedy � .nC 1/2

n.nC 2/

�n
<
nC 2

nC 1
:

Pro každé n 2 N tudíž platí

an D

�nC 1

n

�n
<
�nC 2

nC 1

�nC1

D anC1;

takže posloupnost fang je rostoucí.

Posloupnost fbng je klesající. Nechť n 2 N. Potom z Bernoulliovy nerovnosti (Pří-
klad 1.8.10) plyne odhad�

1C
1

n.nC 2/

�nC2

> 1C
1

n
:

Nerovnost lze přepsat ve tvaru� .nC 1/2

n.nC 2/

�nC2

>
nC 1

n
;

a tedy
n

nC 1

�nC 1

n

�nC2

>
�nC 2

nC 1

�nC2

;

jinými slovy,

bn D

�nC 1

n

�nC1

>
�nC 2

nC 1

�nC2

D bnC1:

Odtud vyplývá, že posloupnost fbng je klesající.

Omezenost posloupností. Z monotonie posloupností fang a fbng a jejich definice dosta-
neme, že pro každé n 2 N platí

2 D a1 � an < bn � b1 D 4:

Odtud plyne omezenost obou posloupností.

Existence společné vlastní limity.ZDůsledku 2.4.2 plyne, že existují vlastní limity lim an D

A a lim bn D B. Podle věty o limitě a uspořádání (Věta 2.2.42) platí A;B 2 Œ2; 4�.
Podle věty o limitě podílu (Věta 2.3.26(c)) tedy dále platí

lim
n!1

bn

an
D
B

A
:
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Podle definice posloupností fang a fbng máme

lim
n!1

bn

an
D lim
n!1

�
1C

1

n

�
D 1:

Tedy A D B. Tím je tvrzení dokázáno. |

2.4.6. Definice. Označíme

e D lim
n!1

�
1C

1

n

�n
:

Z Příkladu 2.4.5 vyplývá, že číslo e je dobře definováno. Nazýváme jej Eulerovým
číslem.

2.4.7. Věta (Bolzano2—Weierstrass3). Nechť fang je omezená posloupnost. Potom
existuje vybraná posloupnost fank

g1
kD1

, která je konvergentní.

Důkaz. Zkonstruujeme pomocné posloupnosti f˛kg a fˇkg takové, že pro každé k 2

N platí:
(a) ˛k � ˇk ,
(b) Œ˛kC1; ˇkC1� D Œ˛k ;

1
2
.˛k C ˇk/�, nebo Œ˛kC1; ˇkC1� D Œ1

2
.˛k C ˇk/; ˇk � ,

(c) množina fj 2 NI aj 2 Œ˛k ; ˇk �g je nekonečná.

Konstrukce pomocných posloupností.Posloupnost fang je omezená, a proto existují ˛1; ˇ1 2

R taková, že pro každé n 2 N platí ˛1 � an � ˇ1. Potom platí fj 2 NI aj 2

Œ˛1; ˇ1�g D N, což je nekonečná množina.
Předpokládejme, že pro k 2 N máme již zvolena čísla ˛k a ˇk a platí (c). Je-li

množina
L D

˚
j 2 NI aj 2 Œ˛k ;

1
2
.˛k C ˇk/�

	
nekonečná, pak položíme ˛kC1 D ˛k a ˇkC1 D

1
2
.˛k Cˇk/. Je-li množina L koneč-

ná, pak je množina

P D
˚
j 2 NI aj 2 Œ1

2
.˛k C ˇk/; ˇk �

	
nekonečná. Podle (c) je totiž množina

L [ P D
˚
j 2 NI aj 2 Œ˛k ; ˇk �

	
nekonečná. V tomto případě položíme ˛kC1 D

1
2
.˛k C ˇk/ a ˇkC1 D ˇk. Uvedený

postup zaručuje splnění podmínek (a)--(c) i pro kC1. Tím je konstrukce provedena
(vizte 1.4.37).

Limita pomocných posloupností. Podle (a) a (b) je f˛kg neklesající a fˇkg nerostoucí.
Navíc opět podle (b) pro každé k 2 N platí ˇk � ˛k D 2�.k�1/.ˇ1 � ˛1/ a také
˛1 � ˛k � ˇk � ˇ1. Posloupnosti f˛kg a fˇkg jsou tedy omezené. Tudíž existují

2Bernard Bolzano (1781—1848)
3Karl Weierstrass (1815—1897)
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vlastní limity lim˛k a limˇk , které po řadě označíme ˛ a ˇ. Z věty o aritmetice limit
plyne, že lim.ˇk � ˛k/ D ˇ � ˛. Platí také

lim.ˇk � ˛k/ D lim
ˇ1 � ˛1

2k�1
D 0;

takže ˛ D ˇ.

Konstrukce vybrané posloupnosti. Položme n1 D 1 a předpokládejme, že pro nějaké k 2

N máme zvolena přirozená čísla n1 < n2 < � � � < nk taková, že pro všechna j 2 N,
j � k, platí anj

2 Œ j̨ ; ǰ �. Podle výše uvedené konstrukce je množina
˚
n 2 NI an 2

Œ˛kC1; ˇkC1�
	
nekonečná. Tudíž také množina

˚
n 2 NI n > nk ; an 2 Œ˛kC1; ˇkC1�

	
je nekonečná. Tedy existuje nkC1 2 N takové, že nkC1 > nk a ankC1

2 Œ˛kC1; ˇkC1�.
Potom pro každé k 2 N platí ˛k � ank

� ˇk. Dle věty o dvou strážnících tedy
platí limk!1 ank

D ˛. Protože ˛ 2 R, nalezli jsme konvergentní podposloupnost
posloupnosti fang. �

Limes superior a limes inferior.

2.4.8. Nechť fang je shora omezená posloupnost. Položíme-li bn D supfak I k 2

N; k � ng, n 2 N, pak je fbng nerostoucí posloupnost. Podle věty o limitě mo-
notónní posloupnosti (Věta 2.4.1) tedy existuje lim bn. Nechť je posloupnost fang

zdola omezená. Položíme-li cn D inffak I k 2 N; k � ng, n 2 N, pak je fcng nekle-
sající posloupnost, a tedy lim cn opět existuje. Tyto úvahy ukazují, že následující
definice je korektní, neboť v ní uvedené limity existují.

2.4.9. Definice. Nechť fang je posloupnost. Pak definujeme

lim sup
n!1

an D

(
lim
n!1

supfak I k 2 N; k � ng; je-li fang shora omezená;

1; není-li fang shora omezená:

Tuto hodnotu nazýváme limes superior posloupnosti fang. Obdobně definujeme
limes inferior posloupnosti fang předpisem

lim inf
n!1

an D

(
lim
n!1

inffak I k 2 N; k � ng; je-li fang zdola omezená;

�1; není-li fang zdola omezená:

Pokudnemůže dojít k nedorozumění, budememísto symbolů lim sup
n!1

an a lim infn!1 an
psát pouze lim sup an a lim inf an.

2.4.10. Poznámka. V literatuře se často vyskytují symboly lim an a lim an označu-
jící lim sup an a lim inf an, v našem textu je ale nebudeme používat.

2.4.11. Nechť fang je posloupnost reálných čísel. Na rozdíl od limity posloupnos-
ti, která nemusí existovat, hodnoty lim sup an a lim inf an existují vždy a splňují
lim sup an 2 R�, lim inf an 2 R�. Z definice limes inferior a limes superior plyne,
že lim inf an � lim sup an. Hodnoty lim sup an a lim inf an se nemusí rovnat, jak
ukazuje následující příklad.

2.4.12. Příklad. Dokažte, že lim sup.�1/n D 1 a lim inf.�1/n D �1.
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Řešení. Posloupnost f.�1/ng je omezená, neboť pro každé n 2 N platí j.�1/nj D 1.
Odtud vyplývá, že

lim sup.�1/n D lim
n!1

supf.�1/k I k 2 N; k � ng:

Pro libovolné n 2 N existuje sudé číslo k � n. To znamená, že

supf.�1/k I k 2 N; k � ng D 1;

a tedy
lim sup.�1/n D lim

n!1
1 D 1:

Obdobně lze dokázat, že lim inf.�1/n D �1. |

2.4.13. Věta. Nechť fang je posloupnost a A 2 R�. Potom lim an D A právě tehdy,
když lim sup an D lim inf an D A.

Důkaz. ) Rozlišíme následující případy.

Případ A 2 R. Posloupnost fang je konvergentní, a tedy podle Věty 2.2.25 omeze-
ná. Uvažujme posloupnosti fbng a fcng definované v 2.4.8. Zvolme " 2 R, " > 0.
K němu nalezneme n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí jan � Aj < ".
Protože pro každé n 2 N, n � n0, platí an > A � ", z definice infima dostáváme
nerovnost cn0

� A� ". Podobně lze odvodit nerovnost bn0
� AC ". Pak pro každé

n 2 N, n � n0, platí

A � " � cn0
� cn � bn � bn0

� AC ":

Podle věty o limitě a uspořádání (Věta 2.2.42(b)) dostáváme

A � " � lim inf an � lim sup an � AC ":

Vzhledemk tomu, že "bylo zvoleno libovolně, platí podle Lemmatu 1.5.14 lim sup an D

lim inf an D A.

Případ A D 1. Pak fang není shora omezená, ale je omezená zdola (Věta 2.3.19).
Tedy podle definice dostáváme lim sup an D 1 a lim inf an D lim cn. NechťK 2 R.
K němu nalezneme n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí an > K, a tedy
také cn � K. Odtud plyne lim cn D 1, a tudíž lim inf an D 1.

Případ A D �1. Postupujeme obdobně jako v předcházejícím případě.

( Případ A 2 R. Potom je podle definice limes superior a limes inferior po-
sloupnost fang omezená. Nechť posloupnosti fbng a fcng jsou definovány stejně
jako v 2.4.8. Potom pro každé n 2 N platí cn � an � bn. Navíc z předpokladu
vyplývá, že lim cn D lim bn D A. Pomocí věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44) tedy
dostáváme lim an D A.

PřípadA D 1. Potom je podle Věty 2.3.19 posloupnost fang zdola omezená, takže
je možné definovat posloupnost fcng jako v 2.4.8. Je zřejmé, že pro každé n 2 N
platí cn � an. Z definice limes inferior navíc víme, že lim inf an D lim cn, a tedy
podle předpokladu platí lim cn D 1. Podle Věty 2.3.31 tedy platí lim an D 1.
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Případ A D �1. Tvrzení lze dokázat obdobně jako v případě A D 1, přičemž
místo Věty 2.3.31 je třeba použít Větu 2.3.32. �

2.4.14. Věta. Nechť fxng a fyng jsou posloupnosti. Potom
(a) lim inf xn C lim inf yn � lim inf.xn C yn/, pokud je výraz na levé straně

definován,
(b) lim sup.xnCyn/ � lim sup xnClim sup yn, pokud je výraz na pravé straně

definován.

Důkaz. Dokážeme pouze tvrzení (b). Nejprve předpokládejme, že lim sup xn C

lim sup yn D 1. Potom je dokazovaná nerovnost zřejmá. Předpokládejme tedy,
že lim sup xnC lim sup yn < 1. Potom jsou fxng a fyng shora omezené, a tedy také
posloupnost fxn C yng je shora omezená. Takže platí

lim sup.xn C yn/ D lim
n!1

supfxk C yk I k 2 N; k � ng: (2.24)

Označme

´n D supfxk I k 2 N; k � ng C supfyk I k 2 N; k � ng; n 2 N:

Potom je posloupnost f´ng nerostoucí, a tedy podle věty o limitě monotónní po-
sloupnosti (Věta 2.4.1) má limitu. Navíc z Věty 1.5.21(a) plyne pro každé n 2 N

supfxk C yk I k 2 N; k � ng � ´n:

Podle věty o limitě a uspořádání (Věta 2.3.30(b)) platí

lim
n!1

supfxk C yk I k 2 N; k � ng � lim
n!1

´n: (2.25)

Z definice limes superior a věty o limitě součtu (Věta 2.3.26(a)) pak dostáváme

lim ´n D lim sup xn C lim sup yn: (2.26)

Konečně z (2.24), (2.25) a (2.26) plyne dokazované tvrzení.
Tvrzení (a) je možné dokázat obdobně. �

2.4.15. Věta. Nechť fxng a fyng jsou posloupnosti. Předpokládejme, že platí

9n0 2 N8n 2 N; n � n0 W xn � yn:

Potom lim sup xn � lim sup yn a lim inf xn � lim inf yn.

Důkaz. Odvodíme pouze první nerovnost, druhou lze dokázat obdobně. Pokud je
posloupnost fyng shora neomezená, pak lim sup yn D 1 a nerovnost zřejmě platí.
Pokud je posloupnost fyng shora omezená, pak je shora omezená i posloupnost
fxng. Dokazovaná nerovnost potom plyne z nerovnosti

supfxk I k 2 N; k � ng � supfyk I k 2 N; k � ng; n 2 N; n � n0;

a z věty o limitě a uspořádání (Věta 2.3.30(b)). �

2.4.16. Věta. Nechť fang je posloupnost.
(a) Pro každé A 2 R splňující A < lim inf an existuje n0 2 N takové, že pro

každé n 2 N; n � n0, platí A < an.
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(b) Pro každé B 2 R splňující B > lim sup an existuje n0 2 N takové, že pro
každé n 2 N; n � n0, platí B > an.

Důkaz. (a) Předpokládejme, že A 2 R a A < lim inf an. Potom lim inf an > �1,
a tedy lim inf an D lim cn, kde cn D inffak I k 2 N; k � ng. Podle Věty 2.3.30
nalezneme n0 2 N takové, že cn0

> A. Pak platí, že pro každé n 2 N; n � n0, máme
an > A.

(b) Důkaz lze provést obdobně jako v (a). �

Hromadná hodnota.

2.4.17. Definice. Nechť fang je posloupnost. Řekneme, že A 2 R� je hromadná
hodnota posloupnosti fang, jestliže existuje vybraná posloupnost fank

g1
kD1

z po-
sloupnosti fang taková, že platí limk!1 ank

D A. Množinu všech hromadných
hodnot posloupnosti fang značíme H

�
fang

�
.

2.4.18. Nechť A 2 R�, fang je posloupnost a lim an D A. Potom je limita každé
podposloupnosti rovna A, a proto H

�
fang

�
D fAg.

2.4.19. Nechť fang je posloupnost a fank
g1
kD1

je její podposloupnost. Potom platí
H
�
fank

g1
kD1

�
� H.fang/, neboť vybraná posloupnost z podposloupnosti posloup-

nosti fang je také vybranou posloupností z posloupnosti fang. Jsou-li totiž fnkg1
kD1

a fkj g1
jD1 rostoucí posloupnosti přirozených čísel, pak také fnkj

g1
jD1 je rostoucí po-

sloupnost přirozených čísel.

2.4.20. Příklad. Nechť fang je posloupnost a m 2 N. Dokažte, že

H
�
fanCmg

1
nD1

�
D H

�
fang

�
:

Řešení. Inkluze �. Posloupnost fanCmg1
nD1 je podposloupností posloupnosti fang,

takže inkluze H
�
fanCmg1

nD1

�
� H

�
fang

�
plyne z 2.4.19.

Inkluze �. Nechť A 2 H
�
fang

�
. Pak existuje rostoucí posloupnost přirozených čísel

fnkg1
kD1

taková, že limk!1 ank
D A. Posloupnost přirozených čísel fnjCmg1

jD1 je
rostoucí, takže podle Věty 2.3.21 platí limj!1 anj Cm

D A. Položme pj D njCm�m

pro j 2 N. Poněvadž podle Lemmatu 2.2.31 pro každé j 2 N platí njCm �

j Cm > m, je fpj g1
jD1 rostoucí posloupností přirozených čísel. Potom posloupnost

fapj Cmg1
jD1 D fanj Cm

g1
jD1 konverguje k A a je vybranou posloupností z posloup-

nosti fanCmg1
nD1. Platí tedy A 2 H

�
fanCmg1

nD1

�
. |

2.4.21. Příklad. Dokažte, že H
�
f.�1/ng

�
D f�1; 1g.

Řešení. Protože podposloupnosti f.�1/2kg1
kD1

a f.�1/2kC1g1
kD1

posloupnosti f.�1/ng

splňují limk!1.�1/
2k D 1 a limk!1.�1/

2kC1 D �1, dostáváme inkluzi f�1; 1g �

H
�
f.�1/ng

�
.

Opačnou inkluzi dokážeme sporem. Předpokládejme pro spor, že existujeA 2

H
�
f.�1/ng

�
nf�1; 1g. Potom existuje rostoucí posloupnost přirozených čísel fnkg1

kD1

taková, že limk!1.�1/
nk D A. Díky Lemmatu 2.3.14 nalezneme "1 2 R, "1 >
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0, takové, že �1 … B.A; "1/ a "2 2 R, "2 > 0, takové, že 1 … B.A; "2/. Polož-
me " D minf"1; "2g. Potom B.A; "/ \ f�1; 1g D ;. Pro každé k 2 N platí buď
.�1/nk D 1, nebo .�1/nk D �1, a tedy .�1/nk … B.A; "/, což je ve sporu s tím, že
limk!1.�1/

nk D A. Odtud plyne H
�
f.�1/ng

�
� f�1; 1g. Tím je tvrzení dokázá-

no. |

2.4.22. Příklad. Nechť a; b 2 R, fang je posloupnost taková, že pro každé n 2 N
platí a � an � b, a A 2 H

�
fang

�
. Dokažte, že potom A 2 Œa; b�.

Řešení. Nechť fnkg je rostoucí posloupnost přirozených čísel taková, že limk!1 ank
D

A. Položme bk D a pro k 2 N. Potom limk!1 bk D a a pro každé k 2 N platí
ank

� bk. Podle Věty 2.2.42(b) platí A � a. Obdobně lze dokázat, že A � b. |

2.4.23. Věta. Nechť fang je posloupnost. Potom lim sup an; lim inf an 2 H
�
fang

�
a pro každé y 2 H

�
fang

�
platí lim inf an � y � lim sup an.

Důkaz. Označme lim sup an D A. Rozlišíme několik případů.

Případ A 2 R. Pak fang je shora omezená. Položme bn D supfak I k 2 N; k � ng.
Pak je posloupnost fbng nerostoucí a lim bn D A. Induktivně sestrojíme rostoucí
posloupnost přirozených čísel fnkg takovou, že pro každé k 2 N platí

jA � ank
j < 2

k
: (2.27)

Protože lim bn D A, nalezneme m1 2 N takové, že A � bm1
< A C 1. Díky

definici bm1
nalezneme n1 2 N, n1 � m1, splňující bm1

� an1
> bm1

� 1. Pak platí

jA � an1
j � jA � bm1

j C jbm1
� an1

j < 1C 1 D 2:

Předpokládejme, že pro nějaké k 2 N již máme určeno nk. Protože lim bn D

A, nalezneme mk 2 N, mk > nk , takové, že bmk
< A C

1
kC1

. Díky definici bmk

nalezneme nkC1 2 N, nkC1 � mk , takové, že bmk
� ankC1

> bmk
�

1
kC1

. Pak platí
nkC1 > nk a

jA � ankC1
j � jA � bmk

j C jbmk
� ankC1

j < 1
kC1

C
1
kC1

D
2
kC1

:

Tím je konstrukce posloupností provedena.
Potom díky (2.27) dostáváme lim ank

D A. Odtud vyplývá, že A 2 H
�
fang

�
.

Případ A D 1. Potom není fang shora omezená. Existuje tedy n1 2 N takové, že
an1

> 1. Předpokládejme, že pro nějaké k 2 N jsme již určili přirozené číslo nk.
Množina faj I j 2 N; j > nkg není shora omezená. Můžeme tedy nalézt nkC1 2 N,
nkC1 > nk , takové, že ankC1

> k C 1. Podle Věty 2.3.31 platí limk!1 ank
D 1,

takže 1 2 H
�
fang

�
.

Případ A D �1. Podle 2.4.11 platí lim inf an � �1, tedy lim inf an D �1. To
podle Věty 2.4.13 znamená, že lim an D �1. Tvrzení tedy plyne z 2.4.18.

Dokázali jsme, že lim sup an 2 H
�
fang

�
. Obdobně lze dokázat, že lim inf an 2

H
�
fang

�
.
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Důkaz nerovnosti. Předpokládejme, že y 2 H
�
fang

�
. Je-li lim sup an D 1, pak zřejmě

platí y � lim sup an. Je-li lim sup an < 1, pak je posloupnost fang shora omezená
a pro každé n 2 N platí an � bn, kde bn D supfak I k 2 N; k � ng. Nechť fnkg

je rostoucí posloupnost přirozených čísel splňující limk!1 ank
D y. Potom pro

každé k 2 N platí ank
� bnk

, a tedy dle věty o limitě a uspořádání (Věta 2.3.30(b))
platí y � lim sup an. Obdobně lze dokázat, že y � lim inf an. Tím je důkaz věty
proveden. �

2.4.24. Důsledek. Nechť fang je posloupnost. Potom je H
�
fang

�
neprázdná.

Důkaz. Podle Věty 2.4.23 obsahuje množina H
�
fang

�
prvek lim sup an, je tedy ne-

prázdná. �

Bolzanova—Cauchyova podmínka.

2.4.25.Definice. Řekneme, že posloupnost fang splňujeBolzanovu—Cauchyovu4

podmínku, jestliže

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8m; n 2 N; n � n0; m � n0 W jan � amj < ":

Význam a důležitost Bolzanovy—Cauchyovy podmínky ukazuje následující vě-
ta.

2.4.26.Věta. Posloupnost fangmávlastní limitu právě tehdy, když splňuje Bolzanovu—
Cauchyovu podmínku.

Důkaz. ) Označme lim an D A 2 R. Zvolme " 2 R, " > 0. Podle definice limity
nalezneme n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí jan � Aj < 1

2
". Potom

pro každé m; n 2 N, m � n0, n � n0, platí

jan � amj � jan � Aj C jA � amj <
1

2
"C

1

2
" D ":

Posloupnost fang tedy splňuje Bolzanovu—Cauchyovu podmínku.

( Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové, že pro každé m; n 2

N, m � n0, n � n0, platí jan � amj < ". Potom pro m D n0 dostáváme pro každé
n 2 N, n � n0, nerovnosti an0

� " < an < an0
C ". Množina faj I j 2 N; j � n0g je

tedy omezená. Množina faj I j 2 N; j < n0g je konečná, a proto je také omezená.
Odtud plyne, že fang je omezená, takže můžeme definovat posloupnosti fbng a fcng

jako v 2.4.8. Z definice těchto posloupností vyplývají pro každé m 2 N, m � n0,
odhady

an0
� " � cm � bm � an0

C ";

a tedy také
an0

� " � lim inf an � lim sup an � an0
C ":

Odtud dostáváme lim inf an 2 R, lim sup an 2 R a

0 � lim sup an � lim inf an < 2";

4Augustin Louis Cauchy (1789—1857)
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a tedy, protože " bylo zvoleno libovolně, lim inf an D lim sup an 2 R. Označíme-
-li A D lim inf an, pak podle Věty 2.4.13 platí lim an D A 2 R, což jsme měli
dokázat. �

Borelova věta. Na závěr této kapitoly uveďme důležitou Borelovu větu, jejíž
význam však bude zřejmý později.

2.4.27. Věta (Borel5). Nechť a; b 2 R; a � b, a S je množina otevřených intervalů
taková, že Œa; b� �

S
S . Potom existuje konečnámnožinaS0 � S taková, že Œa; b� �S

S0.

Důkaz. Označme symbolemM množinu všech x 2 Œa; b�, pro které existuje koneč-
ná množina Sx � S taková, že Œa; x� �

S
Sx. Naším cílem je ukázat, že b 2 M .

Dle předpokladu existuje otevřený interval Ia 2 S splňující a 2 Ia. Položme
Sa D fIag. Potom je zřejmě Sa konečná množina a platí Œa; a� �

S
Sa. Tedy a 2 M ,

a množina M je neprázdná. Navíc je zřejmě b horní závorou množiny M , a tedy
M je shora omezená. Označme y D supM . Z výše uvedených faktů vyplývá, že
y 2 Œa; b�. K důkazu věty stačí ukázat, že y 2 M a y D b.

Dokážeme, že y 2 M . Dle předpokladu existuje otevřený interval Iy 2 S spl-
ňující y 2 Iy . Nalezneme ı 2 R, ı > 0, takové, že .y � ı; y� � Iy . Podle definice
suprema nalezneme ´ 2 M \ .y � ı; y�. Pak nalezneme konečnou množinu S´ � S

splňující Œa; ´� �
S

S´. Položme Sy D S´ [ fIyg. Potom je Sy konečná množi-
na otevřených intervalů. Předpokládejme, že x 2 Œa; y�. Je-li x 2 Œa; ´�, potom
x 2

S
S´. Je-li x 2 .´; y�, potom x 2 Iy . V každém případě platí x 2

S
Sy , takže

Œa; y� �
S

Sy . Odtud vyplývá, že y 2 M .
Zbývá dokázat, že y D b. Předpokládejme pro spor, že y < b. Potom nalezne-

me otevřený interval Iy 2 S splňující y 2 Iy . Pak nalezneme " 2 R, " > 0, takové,
že yC" < b a Œy; yC"� � Iy . Poněvadž y 2 M , nalezneme konečný systém Sy � S

takový, že Œa; y� �
S

Sy . Systém QS D Sy [ fIyg je konečný a platí

Œa; y C "� D Œa; y� [ Œy; y C "� �
�[

Sy
�

[ Iy D
[

QS :

Odtud plyne, že y C " 2 M , což je spor s definicí y. �

2.5. Teoretické příklady k limitě posloupnosti

2.5.1. Příklad. Nechť fang je posloupnost a A 2 R. Dokažte, že lim an D A právě
tehdy, když pro každé " 2 R, " > 0, je množina fn 2 NI an … .A � "; A C "/g

konečná.

Řešení. ( Zvolme " 2 R, " > 0. Množina fn 2 NI an … .A � "; AC "/g je podle
předpokladu konečná. Pokud je prázdná, položíme n0 D 1. Pokud je neprázdná,
existuje její maximum podle Věty 1.6.14 a můžeme položit

n0 D maxfn 2 NI an … .A � "; AC "/g C 1:

5Émile Borel (1871—1956)
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Potom pro každé n 2 N, n � n0, platí an 2 .A � "; AC "/. Protože " bylo zvoleno
libovolně, dokázali jsme, že lim an D A.

) Zvolme " 2 R, " > 0. Z definice limity k tomuto " existuje n0 2 N takové, že
pro každé n 2 N, n � n0, platí jan�Aj < ". Množina fn 2 NI an 62 .A�"; AC"/g je
tudíž podmnožinou konečnémnožiny fn 2 NI n < n0g, a tedy je sama konečná. |

2.5.2. Příklad. Dokažte, že lim 1p
n

D 0.

Řešení. Zvolme " 2 R, " > 0. Podle Archimédovy vlastnosti (Věta 1.5.29) k němu
nalezneme n0 2 N takové, že n0 > 1

"2 . Potom pro každé n 2 N; n � n0 platí
n > 1

"2 , a tedy 1p
n
< ". Zároveň zřejmě pro každé n 2 N platí �" < 1p

n
. Tedy pro

každé n 2 N; n � n0, platí
ˇ̌
1p
n

� 0
ˇ̌
< ". Podle definice limity odtud vyplývá, že

lim 1p
n

D 0. |

2.5.3. Příklad. Nechť a 2 R, a > 1, a k 2 N. Dokažte, že

lim
n!1

nk

an
D 0:

Řešení. Případ k D 1. Označme  D a � 1. Potom  > 0, a tedy pro každé n 2 N,
n � 2, platí podle binomické věty (Věta 1.5.6)

an D .1C  /n D

nX
kD0

 
n

k

!
 k �

 
n

2

!
 2 D

n.nC 1/ 2

2
:

Tudíž pro každé n 2 N, n � 2, platí

0 <
n

an
� n �

2

n.nC 1/ 2
D

2

 2.nC 1/
:

Protože lim 2
 2.nC1/

D 0, plyne z věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44), že lim n
an D

0.

Obecný případ k 2 N .Označme b D k
p
a. Pak b > 1, a tedy dle již dokázané části tvr-

zení platí limn!1
n
bn D 0. Podle věty o aritmetice limit (Věta 2.2.34(b)) dostáváme

dokazovaný vztah

lim
nk

an
D lim

� n
bn

�k
D 0k D 0:

|

2.5.4. Příklad. Nechť a 2 R, a > 0. Dokažte, že

lim
n!1

an

nŠ
D 0:
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Řešení. Podle Archimédovy vlastnosti (Věta 1.5.29) existujem 2 N splňujícím > a.
Pro každé j 2 N, j � m, potom platí a

j
< 1. Pro každé n 2 N; n > m, dostáváme

tedy odhad
an

nŠ
D
am

mŠ
�

nY
jDmC1

a

j
�
am

mŠ
�
a

n
:

Pro n 2 N označíme

an D 0; bn D
am

mŠ
�
a

n
a cn D

an

nŠ
:

Potom pro každé n 2 N, n > m, platí an � cn � bn a navíc lim an D lim bn D 0.
Podle věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44) tedy dostáváme dokazovaný vztah. |

2.5.5. Příklad. Dokažte, že

lim
nŠ

nn
D 0:

Řešení. Pro každé n 2 N; n � 2; platí

0 �
nŠ

nn
D
1

n
�

nY
jD2

j

n
�
1

n
�

nY
jD2

1 D
1

n
:

Pro n 2 N označme

an D 0; bn D
1

n
a cn D

nŠ

nn
:

Potom pro každé n 2 N platí an � cn � bn a navíc lim an D lim bn D 0. Podle věty
o dvou strážnících (Věta 2.2.44) tedy dostáváme dokazovaný vztah. |

2.5.6. Příklad. Ukažte, že požadujeme-li platnost tvrzení Věty 2.3.5(b) a vztahů
1 C 0 D 1, 1 C 1 D 1, pak nelze definovat 1 � 1 D 0.

Řešení. Kdyby platilo 1 � 1 D 0, potom

1 D 1 C 0 D 1 C .1 � 1/ D .1 C 1/ � 1 D 1 � 1 D 0;

což je spor. |

2.5.7. Příklad. Dokažte, že
lim n

p
nŠ D 1:

Řešení. Pro každé n 2 N; n � 2, platí 1 �
n
2

� Œn
2
�C 1 � n, a tedy také

nŠ D

nY
jD1

j �

nY
jDŒn

2 �C1

j �

nY
jDŒn

2 �C1

n
2

D
�
n
2

�n�Œn
2 � �

�
n
2

�n=2
:

Pro každé n 2 N pak platí

n
p
nŠ �

n

q�
n
2

�n=2
D

q
1
2
n:



106 2. LIMITA POSLOUPNOSTI

Dále zřejmě platí lim 1
2
n D 1 a podle Příkladu 2.3.37 máme také lim

q
1
2
n D 1.

Z Věty 2.3.31 tudíž vyplývá, že lim n
p
nŠ D 1. |

2.5.8. Příklad. Dokažte, že
lim logn D 1:

Řešení. Nechť K 2 R. Podle Archimédovy vlastnosti (Věta 1.5.29) existuje n0 2 N
takové, že n0 > eK . Logaritmus je rostoucí funkce, takže potom pro každé n 2 N,
n � n0, platí logn � logn0 > K. Tím je tvrzení dokázáno. |

2.5.9. Příklad. Nechť q; ˛ 2 R. Dokažte, že posloupnost f˛qng1
nD1 je monotónní

právě tehdy, když q � 0 nebo ˛ D 0.

Řešení. Je-li ˛ D 0, pak je posloupnost f˛qng1
nD1 konstantní, a tedy monotónní.

Předpokládejme, že ˛ > 0. Je-li q 2 Œ0; 1�, pak pro každé n 2 N platí qnC1 � qn,
a tedy také ˛qnC1 � ˛qn. Posloupnost f˛qng1

nD1 je tedy v tomto případě nerostou-
cí. Je-li q 2 Œ1;1/, pak pro každé n 2 N platí qnC1 � qn, a tedy také ˛qnC1 � ˛qn

a posloupnost f˛qng1
nD1 je tedy v tomto případě neklesající. Obdobně lze doká-

zat, že je-li ˛ < 0, pak je posloupnost f˛qng1
nD1 neklesající pro každé q 2 Œ0; 1�

a nerostoucí pro každé q 2 Œ1;1/.
Předpokládejme, že ˛ > 0 a q < 0. Pak pro každé n 2 N sudé platí ˛qn > 0

a pro každé n 2 N liché platí ˛qn < 0. Odtud plyne, že pro každé n 2 N sudé platí
˛qn > ˛qnC1 a pro každé n 2 N liché platí ˛qn < ˛qnC1. Posloupnost f˛qng1

nD1

tedy není monotónní. Obdobně lze dokázat, že posloupnost f˛qng1
nD1 není mono-

tónní, je-li ˛ < 0 a q < 0. |

2.5.10. Příklad (srovnejte s 2.3.25). Pro každé j 2 N definujme posloupnost při-
rozených čísel fn

j

k
g1
kD1

předpisem

n
j

k
D

(
k; pokud k � j;

2k; pokud k > j:

Dokažte, že
� fn

j

k
I j; k 2 Ng D N,

� pro každé j 2 N je posloupnost fn
j

k
g1
kD1

rostoucí,

� pro každé j 2 N platí limk!1.�1/
n

j

k D 1,
přesto však lim.�1/n neexistuje.

Řešení. Pro každé j 2 N platí njj D j , a tedy fn
j

k
I j; k 2 Ng D N.

Nechť j 2 N. Zvolme k; k0 2 N; k < k0. Pokud k � j , pak nj
k

D k < k0 �

n
j

k0 . Pokud j < k, pak platí j < k0 a nj
k

D 2k < 2k0 D n
j

k0 . Tím je ověřeno, že
posloupnost fn

j

k
g1
kD1

je rostoucí.

Nechť j 2 N. Pro každé k 2 N, k > j , je číslo nj
k
sudé, a tedy .�1/n

j

k D 1.

Tudíž limk!1.�1/
n

j

k D 1.
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Neexistence lim.�1/n jakožto prvku R byla ukázána v Příkladu 2.2.15, neexis-
tence lim.�1/n jakožto prvku R�, o kterou nyní jde, plyne z 2.3.21. |

2.5.11. Příklad. Nechť fang je posloupnost a A 2 R�. Potom A 2 H
�
fang

�
právě

tehdy, když platí

8" 2 R; " > 0 8k 2 N 9n 2 N; n � k W an 2 B.A; "/: (2.28)

Řešení. ) ProA 2 H.fang/ existuje rostoucí posloupnost přirozených čísel fnkg1
kD1

splňující limk!1 ank
D A. Pro ověření (2.28) zvolme libovolné " 2 R; " > 0,

a k 2 N. Potom existuje k0 2 N takové, že pro každé j 2 N; j � k0, platí
anj

2 B.A; "/. Zvolme j0 � maxfk0; kg. Položme n D nj0
. Pak máme podle Lem-

matu 2.2.31 n D nj0
� j0 � k a dále an 2 B.A; "/, neboť n D nj0

� j0 � k0. Tím je
podmínka (2.28) ověřena.

( Budeme konstruovat rostoucí posloupnost přirozených čísel fnkg1
kD1

tako-
vou, že pro každé k 2 N bude platit ank

2 B.A; 1
k
/. Pro " D 1 a k D 1 nalezneme

podle (2.28) n1 2 N splňující an1
2 B.A; 1/. Předpokládejme, že jsem již zkonstru-

ovali nk. Potom (2.28) použijeme pro " D
1
kC1

a k D nk C 1. Dostaneme nkC1 2 N

splňující nkC1 � nk C 1 > nk a ankC1
2 B.A; 1

kC1
/. Tím je konstrukce fnkg1

kD1

provedena.
Dokážeme, že platí limk!1 ank

D A. Zvolme " > 0. Nalezneme k0 2 N spl-
ňující 1

k0
< ". Potom pro každé k 2 N; k � k0, platí ank

2 B.A; 1
k
/ � B.A; 1

k0
/ �

B.A; "/. Odtud již podle Věty 2.3.15 plyne limk!1 ank
D A, a tedy A 2 H.fang/.

|

2.5.12. Příklad. Nechť fang je posloupnost splňující limn!1.anC1 � an/ D 0. Do-
kažte, že platí

H
�
fang

�
D fc 2 R�

I lim inf an � c � lim sup ang:

Řešení. Označme a D lim inf an a b D lim sup an. Z Věty 2.4.23 plyne inkluze „�“
a fakt, že a; b 2 H

�
fang

�
. Stačí proto dokázat, že platí H

�
fang

�
� .a; b/.

Pomocné tvrzení. Ukážeme, že pro každé A 2 .a; b/ platí

8" 2 R; " > 0 8k 2 N 9n 2 N; n � k W jan � Aj < ":

Zvolme A 2 .a; b/; " 2 R; " > 0, a k 2 N. Nalezneme j0 2 N takové, že j0 � k

a pro každé j 2 N, j � j0, platí jajC1 � aj j < ". Protože a < A, z definice limes
inferior existuje j1 2 N, j1 � j0, splňující aj1

< A a protože A < b, z definice limes
superior existuje j2 2 N, j2 > j1, splňující aj2

> A. Položme

J D fj 2 NI j1 � j � j2 ^ aj < Ag:

Protože j1 2 J , je J neprázdná konečná množina, a existuje tak m D maxJ .
Protože j2 … J , platí m < j2. Potom máme

A � amC1 D am C .amC1 � am/ < AC ":

Platí tedy jamC1 � Aj < ", čímž je pomocné tvrzení dokázáno, neboť stačí položit
n D mC 1.
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Díky pomocnému tvrzení a Příkladu 2.5.11 dostáváme A 2 H.fang/ pro každé
A 2 .a; b/. Tím je tvrzení dokázáno. |

2.5.13. Příklad. Nechť fang je posloupnost s kladnými členy. Dokažte, že platí

lim inf
anC1

an
� lim inf n

p
an � lim sup n

p
an � lim sup

anC1

an
:

Řešení. První nerovnost. Poněvadž posloupnost fang sestává z kladných členů, platí
lim inf anC1

an
� 0 a lim inf n

p
an � 0. Pokud lim inf anC1

an
D 0, pak dokazovaná ne-

rovnost zřejmě platí. Můžeme tedy předpokládat lim inf anC1

an
> 0. Zvolme K 2 R

takové, že lim inf anC1

an
> K > 0. K němu podle Věty 2.4.16 nalezneme n0 2 N

takové, že
8n 2 N; n � n0 W

anC1

an
> K:

Pro každé n 2 N; n � n0, platí

n
p
an D

� an

an�1

�
an�1

an�2

� � �
an0C1

an0

� an0

� 1
n

�
�
Kn�n0an0

� 1
n :

Z Věty 2.4.15 dostaneme

lim inf n
p
an � lim inf.Kn�n0an0

/
1
n :

Pomocí Příkladu 2.2.48 spočteme

lim
n!1

.Kn�n0an0
/

1
n D lim

n!1
K.K�n0an0

/
1
n D K:

Podle Věty 2.4.13 tedy také platí

lim inf
n!1

�
Kn�n0an0

� 1
n D K;

takže celkem dostáváme lim inf n
p
an � K.

Pro spor předpokládejme, že dokazovaná nerovnost neplatí. Pak stačí zvolitK
takové, že lim inf n

p
an < K < lim inf anC1

an
. Odtud plyne podle předchozí úvahy

K � lim inf n
p
an, což je spor.

Druhá nerovnost. Tato nerovnost platí podle 2.4.11.

Třetí nerovnost.Poněvadž posloupnost fang sestává z kladných členů, platí lim sup anC1

an
�

0. Pokud lim sup anC1

an
D 1, pak dokazovaná nerovnost zřejmě platí. Předpoklá-

dejme tedy, že lim sup anC1

an
< 1. Zvolme L 2 R, L > lim sup anC1

an
. K němu podle

Věty 2.4.16 nalezneme n0 2 N takové, že

8n 2 N; n � n0 W
anC1

an
< L:

Pro každé n 2 N; n � n0, platí

n
p
an D

� an

an�1

�
an�1

an�2

� � �
an0C1

an0

� an0

� 1
n

�
�
Ln�n0an0

� 1
n : (2.29)
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Z Věty 2.4.15 dostaneme

lim sup n
p
an � lim sup.Ln�n0an0

/
1
n :

Pomocí Příkladu 2.2.48 spočteme

lim
n!1

.Ln�n0an0
/

1
n D lim

n!1
L.L�n0an0

/
1
n D L:

Podle Věty 2.4.13 tedy také platí lim sup
n!1

.Ln�n0an0
/

1
n D L, a tedy celkem do-

stáváme lim sup n
p
an � L. Díky volbě L odtud plyne platnost třetí nerovnosti. |

2.5.14. Příklad. Nechť fang, fbkg jsou posloupnosti, pro každé k 2 N platí bk 2

H
�
fang

�
a lim bk D b 2 R�. Dokažte, že platí b 2 H

�
fang

�
.

Řešení. Zkonstruujeme rostoucí posloupnost přirozených čísel fnj g1
jD1 takovou, že

pro každé j 2 N bude platit anj
2 B.b; 1

j
/.

Poněvadž lim bk D b, můžeme pro každé j 2 N nalézt kj 2 N takové, že bkj
2

B.b; 1
j
/. Nyní pro každé j 2 N nalezneme "j > 0 takové, že B.bkj

; "j / � B.b; 1
j
/.

Díky tomu, že bk1
2 H.fang/, existuje n1 2 N takové, že an1

2 B.bk1
; "1/ � B.b; 1/.

Nechť j 2 N a předpokládejme, že již máme určena přirozená čísla n1 < n2 <

� � � < nj . Díky tomu, že bkj C1
2 H.fang/, existuje podle Příkladu 2.5.11 přirozené

číslo njC1 takové, že njC1 > nj a anj C1
2 B.bkj C1

; "jC1/ � B.b; 1
jC1

/.
Posloupnost fanj

g tedy splňuje limj!1 anj
D b, a tedy b 2 H

�
fang

�
. |

2.5.15. Příklad. Nechť ˛ 2 RnQ. Dokažte, že pro posloupnost fang D fn˛� Œn˛�g

platí H
�
fang

�
D Œ0; 1�. (Připomeňme, že Œx� značí celou část čísla x 2 R.)

Řešení. Pro každé n 2 N platí an 2 Œ0; 1/, a proto inkluze H
�
fang

�
� Œ0; 1� plyne

z Příkladu 2.4.22. K důkazu použijeme následující tvrzení.

Pomocné tvrzení. Nechť " 2 R, " > 0. Potom platí

9p 2 Z 9q 2 N W 0 < jq˛ � pj < ": (2.30)

Důkaz pomocného tvrzení. Nalezneme m 2 N takové, že m > 1
"
. Interval Œ0; 1/ je sjed-

nocením intervalů tvaru �
0; 1
m

�
;
�
1
m
; 2
m

�
; : : : ;

�
m�1
m
; 1
�
: (2.31)

Vzhledem k tomu, že těchto intervalů je konečně mnoho a množina N je nekoneč-
ná, musí existovat i; j 2 N; i < j , taková, že členy ai , aj jsou společně v jednom
z intervalů uvedených v (2.31). Pak platí jaj � ai j <

1
m
. Položme p D Œ j̨ � � Œ˛i �

a q D j � i . Potom p 2 Z, q 2 N a platí

jq˛ � pj D
ˇ̌
.j � i/˛ � .Œ j̨ � � Œ˛i �/

ˇ̌
D jaj � ai j <

1

m
< ":

Dále platí q˛ � p ¤ 0, neboť ˛ je iracionální. Tím je dokázáno (2.30).

Vlastní důkaz. Zvolme x 2 .0; 1/. Pro x ověříme podmínku (2.28) z Příkladu 2.5.11.
Nechť tedy " 2 R; " > 0, a k 2 N. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat,
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že 0 < x�" < xC" < 1. Pro " nalezneme příslušná p; q podle pomocného tvrzení.
Označme � D q˛ � p. Předpokládejme nejprve, že � > 0. Vzhledem k tomu, že
ak < 1C x a 0 < � < ", existuje n0 2 N splňující

ak C n0� 2 .1C x � "; 1C x C "/:

Potomplatí ŒakCn0�� D 1, a tedy akCn0��ŒakCn0�� 2 .x�"; xC"/. V následujícím
odvození využijeme opakovaně zřejmý vztah ŒxCm� D Œx�Cm, kde x 2 R am 2 Z.
Platí

akCn0q D .k C n0q/˛ � Œ.k C n0q/˛� D k˛ C n0q˛ � Œak C Œk˛�C n0q˛�

D k˛ � Œk˛�C n0q˛ � Œak C n0q˛ � n0p� � n0p

D ak C n0� � Œak C n0�� D ak C n0� � 1:

Máme tedy akCn0q 2 .x � "; x C "/ a k C n0q > k, čímž jsme ověřili podmínku
(2.28). Odtud vyplývá, že x 2 H

�
fang

�
.

Předpokládejme nyní, že � < 0. Vzhledem k tomu, že ak > �1Cx a 0 > � > �",
existuje n0 2 N splňující

ak C n0� 2 .�1C x � ";�1C x C "/:

Potom platí Œak C n0�� D �1, a tedy ak C n0� � Œak C n0�� 2 .x � "; x C "/. Stejně
jako v předchozím případě platí akCn0q D ak C n0� � 1. Máme tedy akCn0q 2

.x � "; x C "/ a k C n0q > k, čímž jsme ověřili podmínku (2.28). Odtud opět
vyplývá, že x 2 H

�
fang

�
.

Z předchozího tedy plyne .0; 1/ � H
�
fang

�
. Podle Příkladu 2.5.14 dostáváme

Œ0; 1� � H
�
fang

�
, a tím je tvrzení dokázáno. |

2.5.16. Příklad (Stolz6). Nechť fang je posloupnost, fbng je rostoucí posloupnost
splňující lim bn D 1 a

lim
anC1 � an

bnC1 � bn
D A 2 R�:

Dokažte, že potom lim an

bn
D A.

Řešení. Položme a0 D b0 D 0. Předpokládejme nejprve, že A > �1. Zvolme ˛ 2

R; ˛ < A. K němu nalezneme k0 2 N takové, že pro každé k 2 N, k � k0, platí
ak � ak�1

bk � bk�1

> ˛: (2.32)

Navícmůžeme díky předpokladu lim bn D 1 požadovat, aby pro každé k 2 N; k �

k0, platilo bk > 0. Nechť n 2 N, n > k0. Potom

an

bn
D

k0X
kD1

ak � ak�1

bn
C

nX
kDk0C1

ak � ak�1

bn
: (2.33)

6Otto Stolz (1842—1905)
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Pro každé k 2 N; k > k0, máme bk�bk�1

bn
> 0, a proto můžeme druhý sčítanec

v (2.33) odhadnout následovně
nX

kDk0C1

ak � ak�1

bn
D

nX
kDk0C1

bk � bk�1

bn
�
ak � ak�1

bk � bk�1

�

nX
kDk0C1

bk � bk�1

bn
� ˛ D

bn � bk0

bn
� ˛:

Protože podle věty o aritmetice limit a z předpokladu lim bn D 1 plyne, že

lim
n!1

k0X
kD1

ak � ak�1

bn
D 0;

a navíc zřejmě

lim
n!1

bn � bk0

bn
D 1;

dostáváme celkem
lim inf
n!1

an

bn
� ˛:

Protože ˛ < A bylo zvoleno libovolně, plyne odtud lim infn!1
an

bn
� A. Tato

nerovnost platí tedy pro každé A 2 R�, neboť pro A > �1 jsme ji právě do-
kázali a pro A D �1 je triviální. Obdobným způsobem odvodíme nerovnost
lim sup

n!1

an

bn
� A. Odtud plyne

lim inf
n!1

an

bn
D lim sup

n!1

an

bn
D lim
n!1

an

bn
D A;

čímž je tvrzení věty dokázáno. |

2.5.17. Příklad. Nechť fang je posloupnost. Dokažte, že fang má monotónní pod-
posloupnost.

Řešení. Rozlišíme dva případy.

1. případ. Předpokládejme, že pro každé m 2 N má množina fanI n 2 N; n � mg

největší prvek.
Položme n0 D 0. Nalezneme n1 2 N takové, že

an1
D maxfanI n 2 N; n � 1g:

Předpokládejme nyní, žemáme nalezena přirozená čísla n1 < n2 < � � � < nk taková,
že pro každé j 2 N; j � k, platí

anj
D maxfanI n 2 N; n � nj�1 C 1g:

Díky našemu předpokladu nalezneme nkC1 2 N, nkC1 > nk , takové, že

ankC1
D maxfanI n 2 N; n � nk C 1g:
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Podle 1.4.35 je takto zkonstruována posloupnost přirozených čísel fnkg1
kD1

, která
je rostoucí. Posloupnost fank

g1
kD1

je pak vybranou posloupností z posloupnosti
fang1

nD1 a zřejmě je nerostoucí.

2. případ. Předpokládejme, že existuje m 2 N takové, že množina fanI n 2 N; n �

mg nemá největší prvek.
Potom pro každé m0 2 N, m0 � m, nemá množina fanI n 2 N; n � m0g největší

prvek. Položme n1 D m. Předpokládejme nyní, že máme zvolena přirozená čísla
n1 < n2 < � � � < nk.Množina fanI n 2 N; n � nkg nemápodle předpokladu největší
prvek. Protože je ank

jejím prvkem, existuje nkC1 > nk takové, že ankC1
> ank

.
Podle 1.4.35 takto zkonstruujeme posloupnost přirozených čísel fnkg1

kD1
, která je

rostoucí. Posloupnost fank
g1
kD1

je zřejmě také rostoucí, čímž je tvrzení dokázáno.
|

2.5.18. Poznámka. Příklad 2.5.17 lze využít k alternativnímu důkazu Bolzanovy—
Weierstrassovy věty. Je-li totiž fang omezená posloupnost reálných čísel, pak z ní
lze podle Příkladu 2.5.17 vybratmonotónní podposloupnost, která bude opět ome-
zená. Taková posloupnost je konvergentní podle Důsledku 2.4.2.

2.6. Početní příklady k limitě posloupnosti

2.6.1. Příklad. Nechť x 2 R, x ¤
2
3
, a posloupnost fang je definována předpisem

an D

� x3

3x � 2

�n
; n 2 N:

Vyšetřete, pro která x 2 R je posloupnost fang monotónní, a určete typ její mono-
tonie v závislosti na parametru x.

Řešení. Pro každé x 2 R, x ¤
2
3
, je fang geometrická posloupnost. Označíme qx D

x3

3x�2
pro x 2 R n f

2
3
g. Podle Příkladu 2.5.9 je tato posloupnost monotónní právě

tehdy, když platí qx � 0. Navíc je rostoucí právě tehdy, když qx > 1; klesající právě
tehdy, když qx 2 .0; 1/; a konstantní právě tehdy, když qx 2 f0; 1g. Podmínku
qx > 1 splňují ta x, která jsou řešením nerovnice

x3

3x � 2
> 1:

Převedením členu 1 na levou stranu a algebraickou úpravou obdržíme nerovnici

.x � 1/2.x C 2/

3x � 2
> 0:

Odtud již snadno vidíme, že qx > 1právě tehdy, když x 2 .�1;�2/[.2
3
; 1/[.1;1/.

Zbývající nerovnice 0 < qx , qx < 1 a rovnice qx D 0, qx D 1 lze vyřešit obdob-
ně. Pak dostaneme, že posloupnost fang

� je rostoucí pro x 2 .�1;�2/ [ .2
3
; 1/ [ .1;1/,

� je klesající pro x 2 .�2; 0/,
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� je konstantní pro x 2 f�2; 0; 1g,
� není monotónní pro x 2 .0; 2

3
/.

|

2.6.2. Příklad. Spočtěte limitu

lim
2n2 C n � 3

n3 � 1
:

Řešení. Výraz 2n2Cn�3
n3�1

je podílem hodnot dvou polynomů v bodě n, přičemž poly-
nom v čitateli má stupeň 2 a polynom ve jmenovateli má stupeň 3. Vydělíme čita-
tele i jmenovatele výrazem n3, tedy mocninou čísla n odpovídající vyššímu z obou
stupňů. Podle věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) postupně dostaneme

lim
2n2 C n � 3

n3 � 1
D lim

2 1
n

C
1
n2 �

3
n3

1 �
1
n3

D
lim 2 1

n
C lim 1

n2 � lim 3
n3

lim 1 � lim 1
n3

D
0C 0 � 0

1 � 0
D 0:

|

2.6.3. Příklad. Nechť a; b 2 .0; 1/. Spočtěte limitu

lim
n!1

1C aC a2 C � � � C an

1C b C b2 C � � � C bn
:

Řešení. Z Příkladu 1.5.8 plyne, že

1C aC � � � C an

1C b C � � � C bn
D
.1 � b/ � .1 � anC1/

.1 � a/ � .1 � bnC1/
:

Z věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) a Příkladu 2.3.34 dostáváme

lim
n!1

�
1 � anC1

�
D lim
n!1

1 � lim
n!1

a � lim
n!1

an D 1 � a � 0 D 1

a obdobně také
lim
n!1

�
1 � bnC1

�
D 1:

Z věty o aritmetice limit pak vyplývá, že

lim
n!1

1C aC � � � C an

1C b C � � � C bn
D lim
n!1

1 � b

1 � a
�
limn!1.1 � anC1/

limn!1.1 � bnC1/
D
1 � b

1 � a
:

|

2.6.4. Příklad. Spočtěte limitu

lim
.nC 4/100 � .nC 3/100

.nC 2/100 � n100
:
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Řešení. Nechť n 2 N. Potom z binomické věty dostaneme

.nC 4/100 D n100 C

 
100

1

!
4n99 C

100X
iD2

 
100

i

!
4in100�i

a podobně

.nC 3/100 D n100 C

 
100

1

!
3n99 C

100X
iD2

 
100

i

!
3in100�i :

Tedy

.nC 4/100 � .nC 3/100 D 100n99 C

100X
iD2

 
100

i

!
.4i � 3i /n100�i :

Obdobným postupem lze odvodit, že

.nC 2/100 � n100 D 200n99 C

100X
iD2

 
100

i

!
2in100�i :

Odtud, z věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) a ze známé limity lim 1
n

D 0 (Pří-
klad 2.2.11) vyplývá, že

lim
.nC 4/100 � .nC 3/100

.nC 2/100 � n100
D lim

100n99 C
P100
iD2

�
100
i

�
.4i � 3i /n100�i

200n99 C
P100
iD2

�
100
i

�
2in100�i

D lim
100C

P100
iD2

�
100
i

�
.4i � 3i / 1

ni�1

200C
P100
iD2

�
100
i

�
2i 1

ni�1

D
1

2
:

|

2.6.5. Příklad. Vypočtěte lim n
p
2nC5�3

3
p
2n

p
n3C8C

3
p
n4

.

Řešení. Nejprve provedeme následující neformální úvahu. Čísla 5 a 8, která vystupu-
jí pod druhými odmocninami, jsou malá ve srovnání s n, které neomezeně roste.
Jestliže tato čísla zanedbáme, budou ve zlomku figurovat následující mocniny pro-
měnné n: n

3
2 ; n

1
3 ; n

3
2 a n

4
3 . Nejvyšší exponent je 3

2
. Na základě této předběžné úvahy

rozšíříme zlomek výrazem n� 3
2 . Dostaneme tak pro každé n 2 N

n
p
2nC 5 � 3

3
p
2n

p
n3 C 8C

3
p
n4

D

q
2C

5
n

� 3 6

q
4
n7q

1C
8
n3 C

6

q
1
n

:

Limitu posledního výrazu snadno spočteme na základě Věty 2.3.26 o aritmetice
limit a Příkladu 2.3.37:

lim

q
2C

5
n

� 3 6

q
4
n7q

1C
8
n3 C

6

q
1
n

D

lim
q
2C

5
n

� 3 lim 6

q
4
n7

lim
q
1C

8
n3 C lim 6

q
1
n

D
p
2:
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|

2.6.6. Příklad. Spočtěte limitu

lim
�p
n2 C n �

p
n2 C 1

�
:

Řešení. Větu o aritmetice limit (Věta 2.3.26) nemůžeme použít přímo, protože

lim
p
n2 C n D 1 a lim

p
n2 C 1 D 1;

a tedy výraz
lim

p
n2 C n � lim

p
n2 C 1

není definován. Zapíšeme výraz
p
n2 C n �

p
n2 C 1 ve tvaru zlomku

p
n2 C n �

p
n2 C 1

1
;

a tento zlomek rozšíříme výrazem
p
n2 C nC

p
n2 C 1. Dostanemep

n2 C n �

p
n2 C 1 D

�p
n2 C n �

p
n2 C 1

�
�
�p
n2 C nC

p
n2 C 1

�
p
n2 C nC

p
n2 C 1

D
n2 C n � .n2 C 1/

p
n2 C nC

p
n2 C 1

D
n � 1

p
n2 C nC

p
n2 C 1

:

Nyní rozšíříme výsledný zlomek výrazem 1
n
. Dostanemep

n2 C n �

p
n2 C 1 D

1 �
1
nq

1C
1
n

C

q
1C

1
n2

:

Podle Příkladu 2.2.45 platí

lim
r
1C

1

n
D 1:

Protože pro každé n 2 N platí

1 �

r
1C

1

n2
�

r
1C

1

n
;

plyne odtud a z věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44), že

lim
r
1C

1

n2
D 1:

Celkem tedy z věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) vyplývá, že

lim
�p
n2 C n �

p
n2 C 1

�
D

lim 1 � lim 1
n

lim
q
1C

1
n

C lim
q
1C

1
n2

D
1 � 0

1C 1
D
1

2
:
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|

2.6.7. Příklad. Vypočtěte lim
�p
4n2 � n � 2n

�
.

Řešení. Uvědomíme si, že nelze užít větu o limitě součtu, protože lim
p
4n2 � n D

lim
p
n.4n � 1/ D 1 (Věta 2.3.26(b) a Příklad 2.3.37) a lim.�2n/ D �1. Nejprve

rozšíříme n-tý člen naší posloupnosti výrazem
p
4n2 � nC 2n

p
4n2 � nC 2n

a použijeme vzorec .a� b/.aC b/ D a2 � b2, kde položíme a D
p
4n2 � n, b D 2n.

Dostaneme tak
p
4n2 � n � 2n D

�p
4n2 � n � 2n

�
�

p
4n2 � nC 2n

p
4n2 � nC 2n

D
�n

p
4n2 � nC 2n

:

Tento zlomek ještě rozšíříme výrazem 1
n
a dostaneme

p
4n2 � n � 2n D

�1q
4 �

1
n

C 2

:

Protože poslední rovnost platí pro každé n 2 N, obdržíme podle Věty 2.3.26 a Pří-
kladu 2.2.46

lim
�p
4n2 � n � 2n

�
D lim

�1q
4 �

1
n

C 2

D �
1

4
:

|

2.6.8. Příklad. Spočtěte limitu

lim
�

3
p
nC 1 �

3
p
n
�
:

Řešení. Podobně jako v předcházejícím příkladu, ani zde nelze ihned využít věty
o aritmetice limit. Tentokrát použijeme vzorec a3 � b3 D .a � b/ � .a2 C ab C b2/

pro a D
3
p
nC 1 a b D 3

p
n (vizte Příklad 1.5.7). Obdržíme tak pro každé n 2 N

3
p
nC 1 �

3
p
n D

�
3
p
nC 1

�3
�
�

3
p
n
�3

3
p
.nC 1/2 C

3
p
nC 1 3

p
nC

3
p
n2

D
1

3
p
.nC 1/2 C

3
p
nC 1 3

p
nC

3
p
n2
:

Poslední zlomek rozšíříme výrazem 1
3
p
n2
. Dostaneme

3
p
nC 1 �

3
p
n D

1
3
p
n2

3

q
.1C

1
n
/2 C

3

q
1C

1
n

C 1

:
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Pro každé n 2 N dále platí

1 �
3

r
1C

1

n
�

3

r�
1C

1

n

�2
� 1C

1

n
;

a tedy z věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44) dostaneme

lim 3

r
1C

1

n
D lim 3

r�
1C

1

n

�2
D 1:

Z Příkladů 2.2.35 a 2.2.46 vyplývá, že

lim
1

3
p
n2

D 0:

Pomocí věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) dostaneme

lim
�

3
p
nC 1 �

3
p
n
�

D

lim 1
3
p
n2

lim 3

q
.1C

1
n
/2 C limn!1

3

q
1C

1
n

C limn!1 1

D
0

1C 1C 1
D 0:

|

2.6.9. Příklad. Spočtěte limitu

limn
� 3
p
n3 C 1 �

p
n2 C 1

�
:

Řešení. Pro každé n 2 N platí
3
p
n3 C 1 �

p
n2 C 1 D

6
p
.n3 C 1/2 �

6
p
.n2 C 1/3:

Dále pro každé a; b 2 R platí podle Příkladu 1.5.7

.a6 � b6/ D .a � b/.a5 C a4b C a3b2 C a2b3 C ab4 C b5/:

Tuto identitu aplikujeme na čísla

a D
6
p
.n3 C 1/2 a b D

6
p
.n2 C 1/3

a dostaneme
3
p
n3 C 1 �

p
n2 C 1 D

.n3 C 1/2 � .n2 C 1/3

6
p
.n3 C 1/10 C

6
p
.n3 C 1/8.n2 C 1/3 C : : :C 6

p
.n2 C 1/15

:

Tento zlomek rozšíříme výrazem 1
n5 a obdržíme

3
p
n3 C 1 �

p
n2 C 1 D

�3 1
n

C 2 1
n2 � 3 1

n3

6

q
.1C

1
n3 /

10 C 6

q
.1C

1
n3 /

8.1C
1
n2 /

3 C : : :C 6

q
.1C

1
n2 /

15

;

a tedy

n
� 3
p
n3 C 1�

p
n2 C 1

�
D

�3C 2 1
n

� 3 1
n2

6

q
.1C

1
n3 /

10 C 6

q
.1C

1
n3 /

8.1C
1
n2 /

3 C : : :C 6

q
.1C

1
n2 /

15

:



118 2. LIMITA POSLOUPNOSTI

Kombinací Příkladů 2.2.11, 2.2.35, 2.2.46 a věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26)
konečně dostaneme

lim
n!1

n.
3
p
n3 C 1 �

p
n2 C 1/ D

�3

6
D �

1

2
:

|

2.6.10. Příklad. Spočtěte limitu

lim
p
n
�

n
p
3 �

n
p
2
�
:

Řešení. Pokud bychom ihned použili větu o limitě součinu, tak dostaneme neurčitý
výraz 1 � 0. Zkusíme tedy zadaný výraz nejprve upravit za použití vzorce

.an � bn/ D .a � b/.an�1
C an�2b C : : :C bn�1/

z Příkladu 1.5.7. Snadno pro každé n 2 N dostaneme

p
n �
�

n
p
3 �

n
p
2
�

D
p
n �
�

n
p
3 �

n
p
2
�

�

n
p
3n�1 C

n
p
3n�2 n

p
2C � � � C

n
p
2n�1

n
p
3n�1 C

n
p
3n�2 n

p
2C � � � C

n
p
2n�1

D

p
n � .3 � 2/

n
p
3n�1 C

n
p
3n�2 n

p
2C � � � C

n
p
2n�1

:

Nyní si stačí uvědomit, že ve jmenovateli posledního zlomku je n členů, z nichž
každý je větší než 1, a odhadneme tedy

0 �
p
n �
�

n
p
3 �

n
p
2
�

�

p
n

n
:

Z lim 1p
n

D 0 dostáváme, že hledaná limita je rovna 0 podle věty o dvou strážnících.
|

2.6.11. Příklad. Spočtěte limitu

lim
3n C n2

n3 C nŠ
:

Řešení. Výraz 3nCn2

n3CnŠ
obsahuje kromě mocnin čísla n navíc exponenciální výraz 3n

a výraz nŠ. Z předcházejících příkladů vyplývá, že bude výhodné rozšířit čitatele
i jmenovatele výrazem 1

nŠ
. Pro každé n 2 N platí

3n C n2

n3 C nŠ
D

3n

nŠ
C

n2

nŠ

n3

nŠ
C 1

:

Podle Příkladu 2.5.4 pro a D 3 máme

lim
n!1

3n

nŠ
D 0:

Podle Příkladů 2.5.3 a 2.5.4 a podle věty o limitě součinu (Věta 2.3.26(b)) je

lim
n2

nŠ
D lim

n2

2n
�
2n

nŠ
D 0 � 0 D 0:
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Obdobně lze dokázat, že platí

lim
n3

nŠ
D 0:

Podle věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) tedy dostáváme

lim
3n C n2

n3 C nŠ
D

lim 3n

nŠ
C lim n2

nŠ

lim n3

nŠ
C lim 1

D
0C 0

0C 1
D 0:

|

2.6.12. Příklad. Spočtěte limitu

lim
3
p
n2 sin.nŠ/
nC 1

:

Řešení. Z Věty 1.7.16(a) vyplývá, že pro každé n 2 N platí �1 � sin.nŠ/ � 1. Dále
pro každé n 2 N platí

3
p
n2

nC 1
D

n

nC 1

1
3
p
n

�
1

3
p
n
:

Kombinací odhadů dostáváme pro každé n 2 N

�
1

3
p
n

� �

3
p
n2

nC 1
�

3
p
n2 sin.nŠ/
nC 1

�

3
p
n2

nC 1
�

1
3
p
n
:

Podle Příkladu 2.2.46 platí

lim
1

3
p
n

D 0;

a tedy také

lim�
1

3
p
n

D 0;

Podle věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44) tedy dostáváme

lim
3
p
n2 sin.nŠ/
nC 1

D 0:

|

2.6.13. Příklad. Spočtěte limitu

lim n
p
n2 C 2n C 3n:

Řešení. Podle Příkladu 1.8.8 pro každé n 2 N, n � 4, platí

n2 � 2n � 3n:

Pro každé takové n tedy platí

3 D
n
p
3n �

n
p
n2 C 2n C 3n �

n
p
3n C 3n C 3n D 3

n
p
3:
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Podle Příkladu 2.2.48 a věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) platí lim 3
n
p
3 D 3.

Z věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44) tedy plyne, že

lim n
p
n2 C 2n C 3n D 3:

|

2.6.14. Příklad. Nechť an D
�

3
p
n3 C 8n2 �

3
p
n3 C 2n2

�
, n 2 N. Spočtěte lim an.

Řešení. Označme bn D
3
p
n3 C 8n2 �

3
p
n3 C 2n2, n 2 N. Pak

bn D
6n2

.n3 C 8n2/
2
3 C .n3 C 8n2/

1
3 .n3 C 2n2/

1
3 C .n3 C 2n2/

2
3

D
6

.1C
8
n
/

2
3 C .1C

8
n
/

1
3 .1C

2
n
/

1
3 C .1C

2
n
/

2
3

:

Limita posloupnosti fbng je tedy rovna 2. Pro každé n 2 N platí

3 <
�
1C

8
n

� 2
3 C

�
1C

8
n

� 1
3
�
1C

2
n

� 1
3 C

�
1C

2
n

� 2
3 ;

takže pro každé n 2 N máme bn < 2.
Nyní nalezneme n0 2 N takové, že pro každé n 2 N; n � n0, platí bn > 1. Pro

tato n pak platí 1 < bn < 2, a tedy Œbn� D 1. Odtud dostáváme lim an D limŒbn� D

lim 1 D 1. |

2.6.15. Příklad. Spočtěte limitu

lim
n3 �

�
n3

100

�
100

p
n

:

Řešení. V řadě příkladů s celou částí stačí použít elementární odhad

8x 2 R W x � 1 < Œx� � x:

Díky tohoto odhadu dostaneme

0 D
n3 �

n3

100
100

p
n

�
n3 �

�
n3

100

�
100

p
n

�
n3 �

�
n3

100
� 1

�
100

p
n

D
100
p
n
:

Vzhledem k tomu, že platí lim 100p
n

D 0, dostáváme, že hledaná limita je rovna 0
podle věty o dvou strážnících. |

2.6.16. Příklad. Spočtěte limitu

lim sin
�
�
2
n
�
:

Řešení. Pro každé n 2 N označme an D sin
�
�
2
n
�
. Potom pro každé k 2 N platí

a4k D 0 a a4kC1 D 1, a tedy lim a4k D 0 a lim a4kC1 D 1. Podle Věty 2.3.21 tedy
limita zadané posloupnosti neexistuje. |

2.6.17. Příklad. Spočtěte limitu

lim.�1/n
p
n
�p
nC 1 �

p
n
�
:
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Řešení. Pro každé n 2 N označme an D .�1/n
p
n
�p
nC 1 �

p
n
�
. Pro každé n 2 N

vyjádříme výraz
p
nC 1 �

p
n ve tvaru zlomku

p
nC 1 �

p
n

1
;

a tento zlomek rozšíříme výrazem
p
nC 1C

p
n. Dostaneme

p
nC 1 �

p
n D

�p
nC 1 �

p
n
�

�
�p
nC 1C

p
n
�

p
nC 1C

p
n

D
1

p
nC 1C

p
n
;

a tedy
p
n.

p
nC 1 �

p
n/ D

p
n

p
nC 1C

p
n
:

Poslední zlomek rozšíříme výrazem 1p
n
a dostaneme

p
n.

p
nC 1 �

p
n/ D

1q
1C

1
n

C 1

:

Podle věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) a Příkladu 2.2.45 tedy platí

lim
p
n
�p
nC 1 �

p
n
�

D
1

2
:

Odtud a opět z věty o aritmetice limit dostaneme, že pro každé k 2 N platí lim a2k D
1
2
, zatímco lim a2kC1 D �

1
2
. Podle Věty 2.3.21 tedy limita zadané posloupnosti ne-

existuje. |

2.6.18. Příklad. Spočtěte limitu

lim
� 2 � nŠ

.n � 1/ŠC 2n
sin
�
�
2
n
�

C n
�
:

Řešení. Pro n 2 N označme

an D
2 � nŠ

.n � 1/ŠC 2n
sin
�
�
2
n
�

C n:

Pro každé n 2 N máme
2 � nŠ

.n � 1/ŠC 2n
D

2n

1C
2n

.n�1/Š

:

Podle Příkladu 2.5.4 a Věty 2.3.26 platí

lim
2n

.n � 1/Š
D lim 2 �

2n�1

.n � 1/Š
D 2 � 0 D 0:

Tedy opět podle Věty 2.3.26 dostáváme

lim
� 2 � nŠ

.n � 1/ŠC 2n
C n

�
D limn

� 2

1C
2n

.n�1/Š

C 1
�

D 1
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a
lim

�
�

2 � nŠ

.n � 1/ŠC 2n
C n

�
D limn

�
�

2

1C
2n

.n�1/Š

C 1
�

D �1:

Protože

sin
�
n�
2

�
D

(
1; pokud n 2 f4k C 1I k 2 Ng;

�1; pokud n 2 f4k � 1I k 2 Ng;

dostáváme celkem lim a4kC1 D 1 a lim a4k�1 D �1, a tedy podle Věty 2.3.21
lim an neexistuje. |

2.6.19. Příklad. Spočtěte limitu

lim
.�1/n C 2

2n.3 � .�1/n/
:

Řešení. Zadaná posloupnost je součinemposloupností
n
.�1/nC2
3�.�1/n

o
a
˚
1
2n

	
. První z nich

je omezená, neboť každý její člen je roven buď 1
4
nebo 3

2
. Druhá posloupnost má

limitu rovnou 0. Podle Věty 2.2.39 má tedy naše posloupnost limitu rovnou 0. |

2.6.20. Příklad. Spočtěte limitu rekurentně zadané posloupnosti fang, kde a1 D

10 a pro každé n 2 N platí anC1 D 6 �
5
an

.

Řešení. Korektnost definice posloupnosti.Matematickou indukcí dokážeme následující tvr-
zení. Pro každé n 2 N jsou členy a1; : : : ; an definovány a an > 5. Pro n D 1 tvrzení
platí, neboť a1 D 10 > 5. Zvolme n 2 N a pro toto n předpokládejme platnost
našeho tvrzení. Pokud máme x 2 R; x > 5, pak 6 �

5
x
> 6 � 1 D 5. Podle to-

hoto pozorování a indukčního předpokladu je definován i prvek anC1 splňující
anC1 D 6 �

5
an
> 5.

Odtud spolu s 1.4.35 dostáváme, že definice naší posloupnosti je korektní.

Posloupnost fang je klesající. Zvolme n 2 N. Chceme dokázat, že

an > anC1 D 6 �
5
an
;

jinými slovy,

an � 6C
5

an
D
a2n � 6an C 5

an
D
.an � 5/.an � 1/

an
> 0:

Poslední nerovnost ovšem snadno plyne z předchozího tvrzení.

Výpočet limity. Podle věty o limitě monotónní posloupnosti (Věta 2.4.1) a předcho-
zích dvou tvrzení je fang konvergentní. Limitu označme A. Podle prvního pomoc-
ného tvrzení a věty o limitě a uspořádání (Věta 2.2.42(b)) dostáváme A � 5. Díky
Větě 2.2.30 pak dostaneme lim anC1 D A. Z věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26)
obdržíme

lim anC1 D lim
�
6 �

5
an

�
D 6 �

5
A
;

a tedy A D 6 �
5
A
. Rovnice má dvě řešení, a sice A D 1 a A D 5. Poněvadž platí

A � 5, dostáváme A D 5. |
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2.6.21. Příklad. Posloupnost fang splňuje podmínku a1 < a2 a pro každé n 2

N; n � 2, platí anC1 D
1
2
.an C an�1/. Spočtěte lim an.

Řešení. S pomocí 1.4.35 vidíme, že posloupnost fang je dobře definována. Nyní
matematickou indukcí ukážeme, že pro každé k 2 N platí

a2k�1 < a2kC1 < a2kC2 < a2k : (2.34)

Případ k D 1. Ze zadané nerovnosti a1 < a2 vyplývá, že

a3 D
1
2
.a2 C a1/ <

1
2
.a2 C a2/ D a2

a
a3 D

1
2
.a2 C a1/ >

1
2
.a1 C a1/ D a1:

Odtud dále plyne, že

a4 D
1
2
.a3 C a2/ <

1
2
.a2 C a2/ D a2

a podobně
a4 D

1
2
.a3 C a2/ >

1
2
.a3 C a3/ D a3:

Kombinací odhadů dostaneme a1 < a3 < a4 < a2, což je (2.34) pro k D 1.

Indukční krok. Zvolme k 2 N. Předpokládejme, že (2.34) platí pro toto k. Pak z ne-
rovnosti a2kC1 < a2kC2 odvodíme

a2kC3 D
1
2
.a2kC1 C a2kC2/

(
< a2kC2

> a2kC1

:

Z nerovnosti a2kC3 < a2kC2 dostaneme

a2kC4 D
1
2
.a2kC3 C a2kC2/

(
< a2kC2

> a2kC3

:

Ověřili jsme tedy platnost nerovností (2.34) pro každé k 2 N.

Výpočet limity.Z (2.34) plyne, že posloupnost fa2ng1
nD1 je klesající, posloupnost fa2n�1g

1
nD1

je rostoucí a pro každé n 2 N platí a1 � an � a2. Posloupnosti fa2ng1
nD1 a fa2n�1g

1
nD1

jsou tedy omezené. Podle věty o limitě monotónní posloupnosti (Věta 2.4.1) tedy
existují vlastní limity lim a2n D A a lim a2n�1 D B. Ze vztahu

a2nC1 D
1
2
.a2n C a2n�1/

vyplývá, že B D
1
2
.ACB/, a tedy A D B. Obě posloupnosti fa2ng1

nD1 a fa2n�1g
1
nD1

tedy konvergují ke stejné limitě.
Nechť k 2 N, k � 2. Přepíšeme vzorec definující ak ve tvaru

akC1 � ak D ak�1 � akC1:
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Nechť n 2 N. Potom pro hodnoty k D 2; 3; : : : ; n postupně dostaneme

a3 � a2 D a1 � a3;

a4 � a3 D a2 � a4;

:::

an�1 � an�2 D an�3 � an�1;

an � an�1 D an�2 � an;

anC1 � an D an�1 � anC1:

Sečtením všech těchto rovností dostaneme vztah anC1 � a2 D a1 C a2 � an � anC1:

Odtud plyne, že A � a2 D a1 C a2 � A � A, a tedy A D
1
3
.a1 C 2a2/. |

2.6.22. Příklad. Posloupnost fang je zadána rekurentně pomocí vztahů a1 D 1

a anC1 D
1

1Can
, n 2 N. Spočtěte lim an.

Řešení. Korektnost definice. Matematickou indukcí ověříme, že pro každé n 2 N jsou
definovány členy posloupnosti a1; : : : ; an a an 2 Œ0; 1�. Pro n D 1 tvrzení zřejmě
platí. Zvolme n 2 N. Předpokládejme, že tvrzení platí pro toto n. Potom anC1 D
1

1Can
, a tedy anC1 �

1
1C0

D 1 a anC1 �
1
1C1

> 0. Odtud spolu s 1.4.35 dostáváme,
že definice naší posloupnosti je korektní.

Výpočet limity. Definujme funkce

f .x/ D
1

1C x
; g.x/ D f

�
f .x/

�
D
1C x

2C x
; x 2 Œ0; 1�:

Pomocí elementárního výpočtu ověříme, že
� rovnice g.x/ D x má v intervalu Œ0; 1� právě jeden kořen c D

1
2
.
p
5 � 1/,

� x < g.x/ < c pro x 2 Œ0; c/ a c < g.x/ < x pro x 2 .c; 1�.
Jelikož a2 < c < a1 a pro každé k 2 N platí akC2 D g.ak/, dostáváme z vlastností
funkce g nerovnosti

a2 < a4 < � � � < a2k < a2kC2 < c < a2kC1 < a2k�1 < � � � < a3 < a1; k 2 N:

Posloupnosti fa2kg a fa2k�1g jsou tedy monotónní a omezené, což znamená
podle Věty 2.4.1, že jsou konvergentní. Označme a D lim a2k a b D lim a2k�1.
Protože a2kC2 D g.a2k/ D

1Ca2k

2Ca2k
, dostáváme z věty o aritmetice limit (Věta 2.2.34)

rovnost a D g.a/. Proto platí a D c. Obdobně odvodíme, že b D c, a tedy lim an D

1
2
.
p
5 � 1/ (vizte Větu 2.3.23). |

2.6.23. Příklad. Spočtěte limitu

lim
�
1C

1

2n

�n
:

Řešení. Podle věty o limitě vybrané posloupnosti (Věta 2.3.21), Příkladu 2.4.5, aDe-
finice 2.4.6 platí

lim
�
1C

1

2n

�2n
D e:
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Tudíž podle Příkladu 2.2.46 dostáváme

lim
�
1C

1

2n

�n
D lim

r�
1C

1

2n

�2n
D

p
e:

|

2.6.24. Příklad. Spočtěte limitu

lim
�
1 �

1

n

�n
:

Řešení. Pro každé n 2 N; n � 2, platí

1 �
1

n
D
n � 1

n
D

1
n
n�1

D
1

1C
1
n�1

a tedy

lim
�
1 �

1

n

�n
D lim

1�
1C

1
n�1

�n :
DíkyPříkladu 2.4.5,Definici 2.4.6 a větě o limitě vybrané posloupnosti (Věta 2.2.30)
víme, že

lim
�
1C

1

n � 1

�n
D e:

Podle věty o limitě podílu (Věta 2.2.34(c)) je tedy

lim
�
1 �

1

n

�n
D
1

e
:

|

2.6.25. Příklad. Spočtěte limitu

lim
n!1

nX
kD1

1

k.k C 1/
:

Řešení. Pro každé k 2 N platí

1

k.k C 1/
D
1

k
�

1

k C 1
;

a tedy
nX
kD1

1

k.k C 1/
D

nX
kD1

� 1
k

�
1

k C 1

�
D 1 �

1

nC 1
:

Odtud vyplývá, že

lim
n!1

nX
kD1

1

k.k C 1/
D lim

�
1 �

1

nC 1

�
D 1:

|
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2.6.26. Příklad. Spočtěte limitu

lim
n!1

�
1 �

1

22

��
1 �

1

32

�
� � �

�
1 �

1

n2

�
:

Řešení. Pro každé j 2 N platí

1 �
1

j 2
D
j 2 � 1

j 2
D
.j � 1/.j C 1/

j 2
;

a tedy pro každé n 2 N máme�
1 �

1

22

��
1 �

1

32

�
� � �

�
1 �

1

n2

�
D
1 � 3

22
�
2 � 4

32
�
3 � 5

42
� � �
.n � 2/n

.n � 1/2
�
.n � 1/.nC 1/

n2

D
1

2

nC 1

n
:

Tedy

lim
�
1 �

1

22

��
1 �

1

32

�
� � �

�
1 �

1

n2

�
D
1

2
:

|

2.6.27. Příklad. Spočtěte limitu

lim
1

2
�
3

4
�
5

6
� � �
2n � 1

2n
:

Řešení. Pro n 2 N označíme

an D
1

2
�
3

4
�
5

6
� � �
2n � 1

2n
a bn D

2

3
�
4

5
� � �

2n

2nC 1
:

Potom pro každé n 2 N platí

anbn D
1

2
�
2

3
�
3

4
�
4

5
� � �
2n � 1

2n
�

2n

2nC 1
D

1

2nC 1
:

Navíc pro každé j 2 f1; 2; : : : ; ng máme 2j�1
2j

�
2j
2jC1

a součinem těchto n nerov-
ností dostaneme an � bn. Tedy platí

0 � an �
p
anbn �

1
p
2nC 1

:

Odtud dostaneme, že

lim
1

2
�
3

4
�
5

6
� � �
2n � 1

2n
D 0:

|



KAPITOLA 3

Číselné řady

Nejen v matematice, ale i ve fyzice, chemii, ekonomii a dalších vědách, se čas-
to setkáváme s posloupnostmi, které vznikají následujícím způsobem. Je dána po-
sloupnost reálných čísel fang1

nD1 a nová posloupnost má členy:

a1; a1 C a2; a1 C a2 C a3; : : : ;

tj.m-tý člen nové posloupnosti je součtem prvníchm členů posloupnosti fang. Tato
situace nastává tak často, že stojí za to těmto speciálním posloupnostem věnovat
zvláštní kapitolu.

Stejně jako v předchozí kapitole bude termín posloupnost označovat posloup-
nost reálných čísel.

3.1. Základní pojmy

Definice konvergentních a divergentních řad.

3.1.1.Definice. Nechť fang1
nD1 je posloupnost. Prom 2 N položme sm D

Pm
nD1 an:

Řekneme, že řada
P1

nD1 an konverguje (je konvergentní), je-li limm!1 sm vlastní.
Řekneme, že řada

P1

nD1 an diverguje (je divergentní), jestliže limm!1 sm neexis-
tuje nebo je nevlastní. Pro jemnější rozlišení budeme někdy říkat, že řada

P1

nD1 an
diverguje k1, respektive diverguje k�1, jestliže lim sm D 1, respektive lim sm D

�1. Číslo an; n 2 N, je n-tým členem řady
P1

nD1 an a číslo sm; m 2 N, je jejím m-
tým částečným součtem.

3.1.2 (Co je to řada?). Řada
P1

nD1 an je jakožto matematický objekt totožná s po-
sloupností fang1

nD1. Pokud tedy hovoříme o řadě a ne o posloupnosti, říkáme tím,
že nás zajímají otázky související s příslušnou posloupností částečných součtů.

Součet řady
P1

nD1 an je limita posloupnosti fsmg, pokud tato limita existuje.
Součet řady budeme značit symbolem

P1

nD1 an. Symbol
P1

nD1 an značí tedy jed-
nak řadu, jednak součet řady, pokud tento součet existuje. Symbol

P1

nD1 an mů-
žeme použít k označení prvku z množiny R� až po ověření, že příslušná řada má
součet. Potom uvedená dvojznačnost nepůsobí žádné potíže.

127
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3.1.3. Podle chování posloupnosti částečných součtů fsmg řady
P1

nD1 an můžeme
provést toto rozlišení:

lim sm

†

existuje

�
vlastní, pak jde o konvergentní řadu,

nevlastní a je rovna

(
1; pak řada diverguje k 1,
�1; pak řada diverguje k �1,

neexistuje, pak řada diverguje a nemá součet.

3.1.4. Pojem nekonečné řady je možné zobecnit v podobném smyslu, jako jsme
to provedli pro posloupnosti v 2.3.39. Nechť k 2 Z a fang1

nDk
je posloupnost reál-

ných čísel (ve smyslu rozšířené definice uvedené v 2.3.39). Potom symbol
P1

nDk an
označuje řadu, kde sčítací index probíhá množinu Z\ Œk;1/. Existuje-li limita po-
sloupnosti fsmg1

mDk
, kde sm D

Pm
jDk aj , pak tuto limitu nazýváme součtem řady

a značíme ji opět
P1

nDk an. Řekneme, že řada
P1

nDk an je konvergentní, je-li jejím
součtem reálné číslo. Řekneme, že řada

P1

nDk an jedivergentní, jestliže limm!1 sm
neexistuje nebo je nevlastní. Pro jednoduchost se až na drobné výjimky v této kapi-
tole omezíme na řady tvaru

P1

nD1 an. Případná zobecnění výsledků pro řady tvaruP1

nDk an jsou přímočará.

Příklady řad.

3.1.5. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1.�1/
n je divergentní.

Řešení. Pro n 2 N označme sn D
Pn
kD1.�1/

k. Potom platí:

sn D

(
�1 pro n liché;
0 pro n sudé:

Odtud plyne, že lim sn neexistuje. Řada
P1

nD1.�1/
n tedy diverguje. |

3.1.6. Definice. Nechť q 2 R. Potom řadu
P1

nD0 q
n nazýváme geometrickou řa-

dou a číslo q jejím kvocientem.

3.1.7. Příklad. Nechť q 2 R. Dokažte, že
(a) řada

P1

nD0 q
n konverguje právě tehdy, když jqj < 1,

(b) pokud jqj < 1, potom
P1

nD0 q
n D

1
1�q

.

Řešení. (a) Pro n 2 N [ f0g označme sn D
Pn
kD0 q

k. S použitím Příkladu 1.5.8
dostáváme

sn D

(
1�qnC1

1�q
pro q 2 R n f1g;

nC 1 pro q D 1:

Případ q � 1. Potom z výše uvedeného vyplývá, že lim sn D 1. Naše řada tedy
diverguje.

Případ jqj < 1. Potom platí lim sn D
1
1�q

, a tedy naše řada konverguje.

Případ q D �1. Řada diverguje podle Příkladu 3.1.5.
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Případ q < �1. Platí lim s2n D 1 a lim s2n�1 D �1, a tedy lim sn neexistuje. Proto
řada diverguje.

(b) Plyne z předchozího. |

3.1.8. Příklad. Dokažte, že
P1

nD1
1

n.nC1/
D 1.

Řešení. Podle Příkladu 2.6.25 dostáváme
1X
kD1

1

k.k C 1/
D lim
n!1

nX
kD1

1

k.k C 1/
D 1:

|

3.1.9 (součet versus konvergence). Všimněme si rozdílu mezi úlohou vyjádřit hod-
notu součtu dané řady (pokud existuje) pomocí známých konstant a úlohou roz-
hodnout, zda daná řada konverguje či diverguje. Řešení první úlohy dává výsledek
i pro druhou. Určit součet dané řady může být však velmi obtížné až neřešitelné.
Pokud však ukážeme, že je řada konvergentní, můžeme její součet alespoň přiblížit
pomocí hodnot částečných součtů.

3.1.10 (změna konečného počtu členů řady). Pro nekonečné řady platí tvrzení ob-
dobné Větě 2.3.16, tedy že změna konečně mnoha členů řady nemá vliv na kon-
vergenci či divergenci řady či na existenci jejího součtu. Přesněji, máme-li dvě řadyP1

nD1 an a
P1

nD1 bn, pro něž existuje n1 2 N takové, že an D bn pro každé n 2 N,
n � n1, pak

P1

nD1 an konverguje (respektive má součet) právě tehdy, když
P1

nD1 bn
konverguje (respektive má součet).

Pro důkaz předchozího tvrzení označme n-tý částečný součet řady
P1

nD1 an
jako sn a n-tý částečný součet řady

P1

nD1 bn jako tn. Pro každé n 2 N; n � n1, platí

sn �

n1�1X
kD1

ak D

nX
kDn1

ak D

nX
kDn1

bk D tn �

n1�1X
kD1

bk ;

neboli sn D tn C c, kde c D
Pn1�1

kD1
ak �

Pn1�1

kD1
bk 2 R. Má-li tedy řada

P1

nD1 an
součetA 2 R�, pak lim sn D A, a tedy lim tn D A�c. VýrazA�c je definován, neboť
c 2 R. Pokud je řada

P1

nD1 an konvergentní, pakA 2 R, a tedy takéA�c 2 R, takžeP1

nD1 bn je konvergentní. Tím je dokázána jedna implikace. Opačnou lze dokázat
obdobně.

Změnou konečně mnoha členů řady však můžeme samozřejmě změnit hodno-
tu součtu řady.

Základní vlastnosti. Nyní uvedeme jednoduchou nutnou podmínku konver-
gence řady.

3.1.11. Věta (nutná podmínka konvergence řady). Nechť řada
P1

nD1 an konvergu-
je. Potom lim an D 0.

Důkaz. Položme s0 D 0 a pro n 2 N označme sn D
Pn
kD1 ak. Potom an D sn � sn�1

pro každé n 2 N. Podle předpokladu věty existuje vlastní lim sn. Zřejmě existuje
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také lim sn�1 a platí lim sn�1 D lim sn. Podle Věty 2.2.34 tedy platí lim an D lim.sn�

sn�1/ D lim sn � lim sn�1 D 0. �

3.1.12. V některých případech lze použít Větu 3.1.11 k odvození divergence řady.
Jestliže je fang posloupnost a neplatí lim an D 0, pak je řada

P1

nD1 an divergentní.
Například lim.�1/n neexistuje, a tedy řada

P1

nD1.�1/
n diverguje. Věta 3.1.11 nám

tak poskytuje jiné řešení Příkladu 3.1.5.

3.1.13.Věta (Bolzanova—Cauchyova podmínka konvergence řady). Nechť
P1

nD1 an
je řada. Pak jsou následující tvrzení ekvivalentní:

(i)
P1

nD1 an je konvergentní,
(ii) platí výrok

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8m; n 2 N; m � n � n0 W

ˇ̌̌ mX
kDn

ak

ˇ̌̌
< ": (3.1)

Důkaz. Položme s0 D 0 a pro n 2 N označme sn D
Pn
kD1 ak. Potom pro každé

m; n 2 N, m � n, platí
Pm
kDn ak D sm � sn�1.

(i)) (ii) Posloupnost fsng konverguje, a proto podleVěty 2.4.26 splňuje Bolzanovu—
Cauchyovu podmínku. Pomocí této podmínky ověříme (ii). Zvolme " 2 R; " > 0.
Potom nalezneme p0 2 N takové, že

8n;m 2 N; n � p0; m � p0 W jsn � smj < ":

Položme n0 D p0 C 1. Pro každá m; n 2 N, m � n � n0, platí m > n� 1 � n0 � 1 D

p0, a tedy ˇ̌̌ mX
kDn

ak

ˇ̌̌
D jsm � sn�1j < ":

Tím je tvrzení (ii) dokázáno.

(ii) ) (i) Ověříme Bolzanovu—Cauchyovu podmínku pro posloupnost fsng.
Zvolme " 2 R; " > 0. K němu nalezneme n0 2 N podle (3.1). Zvolme n;m 2

N; n � n0; m � n0. Potom podle (ii) platí

jsn � smj D

�
j
Pn
kDmC1 akj < " pro n > m;

0 < " pro n D m;

j
Pm
kDnC1 akj < " pro m > n:

V prvním případě používáme nerovnost n � mC1 > n0 a ve třetímm � nC1 > n0.
Podle Věty 2.4.26 fsng konverguje, a tedy řada

P1

nD1 an konverguje. �

3.1.14. Není těžké si rozmyslet, že výrok (3.1) je ekvivalentní výroku

9C 2 R; C > 0 8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8m; n 2 N; m � n � n0 W

ˇ̌̌ mX
kDn

ak

ˇ̌̌
< C":

3.1.15. Příklad. Dokažte, že
P1

nD1
1
n

D 1.
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Řešení. Posloupnost částečných součtů fsng řady
P1

nD1
1
n
je zřejmě rostoucí. Z Dů-

sledku 2.4.2 vyplývá, že existuje lim sn, kterou označíme symbolem A. Navíc platí
A D supfsnI n 2 Ng, a tedy A � s1 > 0. Zvolme n0 2 N. Položme n D n0 C 1

a m D 2n0. Pro každé k 2 N, k � 2n0, platí 1k �
1
2n0

. Tudíž máme

mX
kDn

1

k
D

2n0X
kDn0C1

1

k
� n0 �

1

2n0
D
1

2
:

Pro " D
1
2
jsme tedy odvodili

8n0 2 N 9m; n 2 N; m � n � n0 W

ˇ̌̌ mX
kDn

1

k

ˇ̌̌
� ":

Řada
P1

nD1
1
n
tedy nesplňuje (ii) ve Větě 3.1.13, a proto diverguje. Platí tedyA … R.

Protože A > 0, platí A D 1. |

3.1.16. Definice. Řadu
P1

nD1
1
n
nazýváme harmonickou řadou.

3.1.17. Harmonická řada ukazuje, že opačná implikace v tvrzení Věty 3.1.11 ne-
platí. Platí totiž lim 1

n
D 0, avšak podle Příkladu 3.1.15 řada

P1

nD1
1
n
diverguje.

3.1.18. Věta. Nechť řady
P1

nD1 an a
P1

nD1 bn mají součet.
(a) Nechť ˛ 2 R a výraz ˛

P1

nD1 an je definován. Potom má řada
P1

nD1 ˛an
součet a platí

P1

nD1 ˛an D ˛
P1

nD1 an.
(b) Nechť je výraz

P1

nD1 anC
P1

nD1 bn definován. Potommá řada
P1

nD1.anC

bn/ součet a platí
P1

nD1.an C bn/ D
P1

nD1 an C
P1

nD1 bn.

Důkaz. Pro m 2 N označme sm D
Pm
nD1 an a tm D

Pm
nD1 bn.

(a) Použitím věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) obdržíme existenci limity částeč-
ných součtů řady

P1

nD1 ˛an a rovnost
1X
nD1

˛an D lim
m!1

mX
nD1

˛an D lim
m!1

˛sm D ˛ lim
m!1

sm D ˛

1X
nD1

an:

(b) Obdobně obdržíme existenci součtu řady
P1

nD1.an C bn/ a vztah
1X
nD1

.an C bn/ D lim
m!1

mX
nD1

.an C bn/ D lim
m!1

.sm C tm/

D lim
m!1

sm C lim
m!1

tm D

1X
nD1

an C

1X
nD1

bn:

�

3.1.19.Důsledek (linearita konvergentních řad). Nechť jsou řady
P1

nD1 an a
P1

nD1 bn
konvergentní a ˛ 2 R. Potom platí:

(a)
P1

nD1 ˛an konverguje a
P1

nD1 ˛an D ˛
P1

nD1 an,
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(b)
P1

nD1.an C bn/ konverguje a
P1

nD1.an C bn/ D
P1

nD1 an C
P1

nD1 bn.

3.1.20. Věta. Nechť
P1

nD1 an je konvergentní řada a
P1

nD1 bn je divergentní řada.
Potom je řada

P1

nD1.an C bn/ divergentní.

Důkaz. Provedeme důkaz sporem. Předpokládejme, že řada
P1

nD1.anCbn/ je kon-
vergentní. Protože řada

P1

nD1 an je konvergentní, je podle Důsledku 3.1.19 také
řada

P1

nD1.an C bn � an/ D
P1

nD1 bn konvergentní. To je spor. �

3.2. Řady s nezápornými členy

Důležitý speciální případ řad představují řady s nezápornými členy, tedy řa-
dy

P1

nD1 an, kde pro každé n 2 N platí an � 0. Takové řady mají vždy součet
(Věta 3.2.1) a ke zkoumání jejich konvergence máme k dispozici speciální kritéria
(např. Věty 3.2.5, 3.2.8 a 3.2.11).

3.2.1. Věta. Nechť
P1

nD1 an je řada s nezápornými členy. Pak má
P1

nD1 an součet.

Důkaz. Označme sm D
Pm
nD1 an pro m 2 N. Posloupnost fsmg je neklesající, pro-

tože řada
P1

nD1 an má nezáporné členy. Podle Věty 2.4.1 limfsmg existuje, a tedy
existuje součet řady

P1

nD1 an. �

V tomto a následujících dvou oddílech bude pro nás hlavním problémem roz-
hodnout, zda daná řada je konvergentní, či ne. Ukážeme několik vět, kterým říká-
me kritéria, jež námpomohou tento problém v jistých situacích vyřešit, aniž bychom
museli určovat součet dané řady. Nejprve uvedeme kritéria, která umožňují roz-
hodnout o konvergenci řady na základě srovnání s jinou řadou, o které víme, zda
konverguje, či nikoli.

3.2.2. Věta (srovnávací kritérium). Nechť
P1

nD1 an a
P1

nD1 bn jsou řady s nezápor-
nými členy a existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N; n � n0, platí an � bn.

(a) Je-li
P1

nD1 bn konvergentní, pak je i
P1

nD1 an konvergentní.
(b) Je-li

P1

nD1 an divergentní, pak je i
P1

nD1 bn divergentní.

Důkaz. (a) Pro m 2 N označme sm D
Pm
nD1 an a tm D

Pm
nD1 bn. Posloupnost fsmg

je neklesající, protože členy posloupnosti fang jsou nezáporné. Dokážeme, že po-
sloupnost fsmg je shora omezená. Pro každé m 2 N zřejmě platí

sm D sn0
C

mX
nDn0C1

an � sn0
C tn0

C

mX
nDn0C1

bn D sn0
C tm:

Posloupnost ftmg je konvergentní, a tedy je posloupnost fsn0
C tmg shora omezená.

Proto je i posloupnost fsmg shora omezená. Protože posloupnost fsmg je neklesající
a shora omezená, je podle Důsledku 2.4.2 konvergentní. Podle definice je tedy řadaP1

nD1 an konvergentní.

(b) Tvrzení bezprostředně plyne z již dokázaného tvrzení (a). �
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3.2.3. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1
1
n2 je konvergentní.

Řešení. Pro n 2 N označme an D
1
n2 a bn D

2
n.nC1/

. Pak pro každé n 2 N platí 0 �

an � bn. Z Příkladu 3.1.8 vyplývá, že
P1

nD1 bn je konvergentní. Podle Věty 3.2.2(a)
je tedy i

P1

nD1 an konvergentní. |

3.2.4. Poznámka. Součet řady
P1

nD1
1
n2 je roven číslu 1

6
�2. K důkazu tohoto tvr-

zení jsou však třeba pokročilejší pasáže matematické analýzy. K tvrzení se vrátíme
v Příkladu ??.

3.2.5. Věta (limitní srovnávací kritérium). Nechť
P1

nD1 an je řada s nezápornými
členy,

P1

nD1 bn je řada s kladnými členy a lim an

bn
existuje. Označme A D lim an

bn
.

(a) NechťA 2 .0;1/. Pak
P1

nD1 an konverguje právě tehdy, když konvergujeP1

nD1 bn.
(b) Nechť A D 0. Pokud

P1

nD1 bn konverguje, pak konverguje i
P1

nD1 an.
(c) Nechť A D 1. Pokud

P1

nD1 an konverguje, pak konverguje i
P1

nD1 bn.

Důkaz. (a) Položme " D
1
2
A. K tomuto " nalezneme podle definice limity n0 2 N

takové, že platí

8n 2 N; n � n0 W
1
2
A <

an

bn
< 3

2
A: (3.2)

) Předpokládejme, že
P1

nD1 an konverguje. Z (3.2) plyne, že pro každé n 2 N,
n � n0, platí bn < 2

A
an. Podle Důsledku 3.1.19(a) je

P1

nD1
2
A
an konvergentní.

Podle Věty 3.2.2(a) je také řada
P1

nD1 bn konvergentní.

( Nyní předpokládejme, že řada
P1

nD1 bn konverguje. Z (3.2) plyne, že pro
každé n 2 N, n � n0, platí an < 3

2
Abn. Podle Důsledku 3.1.19(a) je

P1

nD1
3
2
Abn

konvergentní. Podle Věty 3.2.2(a) je také řada
P1

nD1 an konvergentní.

(b) Položme " D 1. K tomuto " nalezneme z definice limity n0 2 N takové, že pro
každé n 2 N, n � n0, platí an

bn
< 1. Pak an < bn pro každé n 2 N, n � n0. Podle

Věty 3.2.2(a) je řada
P1

nD1 an konvergentní.

(c) Položme K D 1. Podle definice nevlastní limity nalezneme n0 2 N takové, že
pro každé n 2 N, n � n0, platí an

bn
> 1. Potom pro každé n 2 N, n � n0, platí

an > bn. Podle Věty 3.2.2(a) je řada
P1

nD1 bn konvergentní. �

3.2.6. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1
2n2C1
5n4C3

je konvergentní.

Řešení. Pro n 2 N označme

an D
2n2 C 1

5n4 C 3
a bn D

1

n2
:

Potom platí lim an

bn
D

2
5
. Podle Příkladu 3.2.3 je řada

P1

nD1 bn konvergentní. Podle
Věty 3.2.5(a) je i řada

P1

nD1 an konvergentní. |

3.2.7. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1
1p

nC100
je divergentní.
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Řešení. Pro n 2 N označme

an D
1

p
nC 100

a bn D
1

n
:

Potom platí lim an

bn
D 1. Podle Příkladu 3.1.15

P1

nD1 bn diverguje. Použitím Vě-
ty 3.2.5(c) dostáváme divergenci

P1

nD1 an. |

3.2.8. Věta (Cauchyovo odmocninové kritérium). Nechť
P1

nD1 an je řada s nezá-
pornými členy.

(a) Jestliže platí

9q 2 .0; 1/ 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W n
p
an � q;

pak je
P1

nD1 an konvergentní.
(b) Jestliže lim sup n

p
an < 1, pak je

P1

nD1 an konvergentní.
(c) Jestliže lim n

p
an < 1, pak je

P1

nD1 an konvergentní.
(d) Jestliže lim sup n

p
an > 1, pak není pravda, že lim an D 0, a tedy

P1

nD1 an
je divergentní.

(e) Jestliže lim n
p
an > 1, pak není pravda, že lim an D 0, a tedy

P1

nD1 an je
divergentní.

Důkaz. (a) Z předpokladu plyne, že pro každé n 2 N, n � n0, platí an � qn. Protože
je q 2 .0; 1/, je řada

P1

nD1 q
n konvergentní (Příklad 3.1.7). Podle Věty 3.2.2(a) je

tedy také
P1

nD1 an konvergentní.

(b) Označme A D lim sup n
p
an. Předpokládejme, že A < 1. Zvolme q 2 .A; 1/. Pak

podle definice limes superior nalezneme n0 2 N takové, že

sup
˚

n
p
anI n 2 N; n � n0

	
< q:

Potom platí
8n 2 N; n � n0 W n

p
an < q;

a tedy tvrzení plyne z již dokázaného tvrzení (a).

(c) Předpokládejme, že lim n
p
an < 1. Podle Věty 2.4.13 platí

lim sup n
p
an D lim n

p
an < 1;

a tedy tvrzení plyne z již dokázaného tvrzení (b).

(d) Označme A D lim sup n
p
an. Předpokládejme, že A > 1. Podle Věty 2.4.23 na-

lezneme rostoucí posloupnost přirozených čísel fnkg1
kD1

takovou, že limk!1
nk
p
ank

D

A. Protože A > 1, nalezneme k0 2 N takové, že pro každé k 2 N, k � k0, platí
nk
p
ank

� 1. Odtud plyne, že pro každé k 2 N, k � k0, platí ank
� 1. To znamená,

že neplatí limk!1 ank
D 0. Podle Věty 2.2.30 tedy neplatí ani limn!1 an D 0.

Není tudíž splněna nutná podmínka konvergence řady, a tedy podle Věty 3.1.11
řada

P1

nD1 an diverguje.

(e) Tvrzení plyne z již dokázaného tvrzení (d) a Věty 2.4.13. �
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3.2.9. Je-li fang posloupnost nezáporných reálných čísel splňující lim n
p
an D 1,

pak o konvergenci či divergenci řady
P1

nD1 an není možné rozhodnout na základě
Věty 3.2.8.Označíme-li například an D

1
n
a bn D

1
n2 pro n 2 N, pak platí lim n

p
an D

lim n
p
bn D 1, řada

P
an je divergentní (Příklad 3.1.15) a řada

P
bn je konvergentní

(Příklad 3.2.3).

3.2.10. Příklad. Nechť a 2 R, a > 1, a k 2 N. Dokažte, že řada
P1

nD1
nk

an konver-
guje.

Řešení. Podle Příkladu 2.2.47 platí lim n
p
n D 1. Odtud a z věty o aritmetice limit

pro posloupnosti (Věta 2.2.34) plyne, že

lim n
p
an D lim n

s
nk

an
D lim

�
n
p
n
�k

a
D
1

a
< 1:

Podle Věty 3.2.8(c) tedy řada konverguje. |

3.2.11. Věta (d’Alembertovo podílové kritérium). Nechť
P1

nD1 an je řada s klad-
nými členy.

(a) Jestliže platí

9q 2 .0; 1/ 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W
anC1

an
� q; (3.3)

pak je řada
P1

nD1 an konvergentní.
(b) Jestliže lim sup anC1

an
< 1, pak je řada

P1

nD1 an konvergentní.
(c) Jestliže lim anC1

an
< 1, pak je řada

P1

nD1 an konvergentní.
(d) Jestliže lim anC1

an
> 1, pak neplatí lim an D 0, a tedy je řada

P1

nD1 an
divergentní.

Důkaz. (a) Předpokládejme, že platí (3.3). Matematickou indukcí dokážeme, že
platí výrok

8n 2 N; n � n0 W an � qn�n0an0
: (3.4)

Pro n D n0 je tvrzení zřejmé. Předpokládejme, že nerovnost v (3.4) platí pro nějaké
n 2 N, n � n0. Potom

anC1 D
anC1

an
an � qan � qqn�n0an0

D qnC1�n0an0
;

přičemž první nerovnost plyne z předpokladu věty a druhá z indukčního předpo-
kladu. Tím je podle principu matematické indukce dokázán výrok (3.4).

Podle Příkladu 3.1.7 a Důsledku 3.1.19 je řada
P1

nD0 q
n�n0an0

konvergentní.
Podle 3.1.10 je také řada

P1

nD1 q
n�n0an0

konvergentní. Podle Věty 3.2.2(a) je tedy
konvergentní i řada

P1

nD1 an.

(b) Předpokládejme, že platí lim sup anC1

an
< 1. Pak podle definice limes superior

nalezneme q 2 .0; 1/ a n0 2 N taková, že

8n 2 N; n � n0 W
anC1

an
� q:
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Tvrzení nyní plyne z (a).

(c) Tvrzení plyne z (b) a Věty 2.4.13.

(d) Předpokládejme, že lim anC1

an
> 1. Pak podle definice limity nalezneme n0 2 N

takové, že
8n 2 N; n � n0 W

anC1

an
� 1: (3.5)

Dokážeme, že platí výrok

8n 2 N; n � n0 W an � an0
: (3.6)

Pro n D n0 je toto tvrzení zřejmé. Jestliže pro nějaké n 2 N; n � n0, platí an � an0
,

pak podle (3.5) platí

anC1 D
anC1

an
an � an � an0

:

Tím je podle principu matematické indukce dokázán výrok (3.6). Řada má podle
předpokladu kladné členy, a tedy an0

> 0. To znamená, že neplatí lim an D 0.
Podle Věty 3.1.11 tedy

P1

nD1 an diverguje. �

3.2.12. Příklad. Nechť k 2 N. Rozhodněte, zda řada
P1

nD1
.nŠ/k

.kn/Š
konverguje.

Řešení. Pro n 2 N označme an D
.nŠ/k

.kn/Š
. Řada diverguje pro k D 1, neboť lim an D

1 ¤ 0 a není tedy splněna nutná podmínka konvergence (Věta 3.1.11).
Předpokládejme, že k � 2. Pro každé n 2 N platí an > 0 a

anC1

an
D

.nC 1/k

.knC 1/ � � � .knC k/
D

.1C
1
n
/k

.k C
1
n
/ � � � .k C

k
n
/
:

Z věty o limitě součinu (Věta 2.2.34(b)) dostáváme limn!1
anC1

an
D k�k < 1. Podle

Věty 3.2.11(c) tedy
P1

nD1 an konverguje. |

3.2.13. Je-li fang posloupnost kladných reálných čísel splňující lim anC1

an
D 1, pak

o konvergenci či divergenci řady
P1

nD1 an nemůžeme rozhodnout na základě Vě-
ty 3.2.11. Označíme-li například an D

1
n
a bn D

1
n2 pro n 2 N, pak platí lim anC1

an
D

lim bnC1

bn
D 1,

P
an diverguje a

P
bn konverguje.

3.2.14. V souvislosti s tvrzením (d) ve Větě 3.2.11 a s tvrzením (d) ve Větě 3.2.8
upozorněme na to, že předpoklad lim sup anC1

an
> 1 nezaručuje divergenci řadyP1

nD1 an. Příkladem je řada
P1

nD1 2
�nC.�1/n . Pro každé n 2 N platí

0 � 2�nC.�1/n
� 2�nC1;

a tedy je uvedená řada konvergentní podle srovnávacího kritéria (Věta 3.2.2(a)).
Přesto však platí lim sup anC1

an
> 1, neboť

anC1

an
D 2�1C2.�1/nC1

D

(
2; pro n liché;
1
8
; pro n sudé;

n 2 N;



3.2. ŘADY S NEZÁPORNÝMI ČLENY 137

takže lim sup anC1

an
D 2.

3.2.15. Příklad. Nechť a > 0. Rozhodněte, zda řada
P1

nD1
an

nŠ
konverguje.

Řešení. Členy zadané řady jsou kladné a platí

lim
n!1

anC1

an
D lim
n!1

a

nC 1
D 0:

Řada tedy konverguje podle Věty 3.2.11(c). |

3.2.16. Nechť fang je posloupnost s kladnými členy. Z Příkladu 2.5.13 plyne, že
pokud lim anC1

an
existuje, pak existuje i lim n

p
an a limity se rovnají. To znamená,

že je-li splněn předpoklad tvrzení (c) (respektive (d)) Věty 3.2.11, pak je též spl-
něn předpoklad (c) (respektive (e)) Věty 3.2.8. Výpočet lim n

p
an však může být

v některých případech podstatně obtížnější než výpočet lim anC1

an
.

3.2.17. Věta (kondenzační kritérium). Nechť fang je nerostoucí posloupnost s ne-
zápornými členy. Pak řada

P1

nD1 an konverguje právě tehdy, když konverguje řadaP1

nD0 2
na2n .

Důkaz. Pro k 2 N označme

sk D

kX
jD1

aj a tk D

kX
jD0

2ja2j :

( Označme A D
P1

jD0 2
ja2j . Potom A 2 R. Zvolme m 2 N. K němu nalezne-

me k 2 N takové, že m < 2k. Potom tk � A, a tedy platí

sm � a1 C .a2 C a3/C .a4 C a5 C a6 C a7/C � � � C .a2k�1 C � � � C a2k�1/

D

k�1X
jD0

2j C1�1X
nD2j

an �

k�1X
jD0

2ja2j D tk�1 � tk � A:

Podle Věty 3.2.1 má řada
P1

nD1 an součet. Označme jejB. Podle předchozího platí
B < 1 a zřejmě také platí B � 0. Řada

P1

nD1 an je tedy konvergentní.

) Označme C D
P1

nD1 an. Potom C 2 R. Zvolme k 2 N. K němu nalezneme
m 2 N takové, že 2k � m. Potom sm � C a navíc platí

sm � a1 C a2 C .a3 C a4/C .a5 C a6 C a7 C a8/C � � � C .a2k�1C1 C � � � C a2k /

D a1 C

kX
jD1

2jX
iD2j �1C1

ai � a1 C

kX
jD1

2j�1a2j D a1 C
1

2

kX
jD1

2ja2j

�
1

2

kX
jD0

2ja2j D
1
2
tk ;
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takže tk � 2C . To znamená, že posloupnost ftkg je shora omezená. Podle Věty 3.2.1
má řada

P1

nD0 2
na2n součet. Označme jej D. Podle předchozího platí D < 1

a zřejmě také platí D � 0. Řada
P1

nD0 2
na2n je tedy konvergentní. �

Víme, že
P1

nD1
1
n
diverguje (Příklad 3.1.15), zatímco

P1

nD1
1
n2 konverguje (Pří-

klad 3.2.3). V následující větě uvedeme charakterizaci konvergence řad
P1

nD1
1
n˛

v závislosti na parametru ˛ 2 R. Věta je důležitou aplikací kondenzačního kritéria.

3.2.18. Věta. Nechť ˛ 2 R. Potom řada
P1

nD1
1
n˛ konverguje právě tehdy, když

˛ > 1.

Důkaz. Dokazovaná ekvivalence plyne z následující diskuze.

Případ ˛ � 0. Pak pro každé n 2 N platí 1
n˛ � 1, takže není splněna podmínka

lim an D 0. Podle Věty 3.1.11 tedy řada
P1

nD1
1
n˛ diverguje.

Případ ˛ > 0. Z definice výrazu n˛ (vizte 1.7.15) a vlastností funkcí exp a log (viz-
te 1.7.13 a 1.7.14) plyne, že f

1
n˛ g je nerostoucí posloupnost kladných reálných čísel.

Podle kondenzačního kritéria (Věta 3.2.17) řada
P1

nD1
1
n˛ konverguje právě tehdy,

když konverguje řada
1X
nD0

2n
1

.2n/˛
D

1X
nD0

.21�˛/n:

Řada
P1

nD0.2
1�˛/n je geometrickou řadou s kvocientem 21�˛, a tedy je podle Pří-

kladu 3.1.7 konvergentní právě tehdy, když 21�˛ < 1. To nastává právě tehdy, když
˛ > 1. �

3.2.19. Příklad. Rozhodněte, zda řada
P1

nD1
1C 3

p
n

1C
p
n3

konverguje.

Řešení. Pro n 2 N označme an D
1C 3

p
n

1C
p
n3

a bn D n� 7
6 . Potom pro každé n 2 N platí

an > 0 a bn > 0. Řada
P1

nD1 bn konverguje podle Věty 3.2.18, neboť 7
6
> 1. Navíc

platí

lim
an

bn
D limn

7
6 �

1C 3
p
n

1C
p
n3

D lim
n

7
6 C n

3
2

1C n
3
2

D lim
1C n� 1

3

1C n� 3
2

D 1:

Podle Věty 3.2.5(a) tedy konverguje i řada
P1

nD1 an. |

3.3. Řady s obecnými členy

V tomto oddílu odvodíme několik postačujících podmínek pro konvergenci
řad, jejichž členymohou být kladné i záporné. Prvním výsledkem tohoto typu bude
Leibnizova věta.

3.3.1. Věta (Leibniz1). Nechť fang je monotónní posloupnost splňující lim an D 0.
Potom je řada

P1

nD1.�1/
nan konvergentní.

1Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646—1716)
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Důkaz. Předpokládejme nejprve, že fang je nerostoucí. Odtud, z předpokladu věty
a Věty 2.4.1 plyne, že inffanI n 2 Ng D 0, tedy an � 0 pro každé n 2 N. Označme
pro m 2 N

sm D

mX
nD1

.�1/nan:

Potom pro každé k 2 N platí

s2kC2 � s2k D a2kC2 � a2kC1 � 0 a s2kC1 � s2k�1 D �a2kC1 C a2k � 0;

neboť fang je nerostoucí. Tedy posloupnost fs2kg je nerostoucí a posloupnost fs2kC1g

je neklesající. Díky větě o limitě monotónní posloupnosti (Věta 2.4.1) mají obě po-
sloupnosti limitu. Pro každé k 2 N platí s2kC1 D s2k�a2kC1. Z předpokladu víme,
že lim an D 0, a tedy díky větě o limitě vybrané posloupnosti (Věta 2.3.21) také
lim a2kC1 D 0. Z věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) tedy dostáváme

lim s2kC1 D lim.s2k � a2kC1/ D lim s2k � lim a2kC1 D lim s2k ;

takže posloupnosti fs2kg a fs2kC1g mají společnou limitu s 2 R�. Protože ale pro
každé k 2 N platí

s1 � s2kC1 D s2k � a2kC1 � s2k � s2;

je s 2 R. Odtud díky Větě 2.3.23 (vizte též 2.3.24) plyne, že lim sn D s, a naše řada
je tedy konvergentní.

Je-li posloupnost fangneklesající, potom je posloupnost f�angnerostoucí a lim.�an/ D

0, a tedy řada
P1

nD1.�1/
n.�an/ podle již dokázaného konverguje. Podle Důsled-

ku 3.1.19 konverguje i řada
P1

nD1.�1/
nan. �

3.3.2. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1.�1/
n 1
n
je konvergentní.

Řešení. Posloupnost f
1
n

g je nerostoucí a navíc platí lim 1
n

D 0. Z Věty 3.3.1 tedy
plyne, že řada

P1

nD1.�1/
n 1
n
je konvergentní. |

3.3.3. Předpoklad monotonie ve Větě 3.3.1 nelze vynechat. Příkladem je řadaP1

nD1.�1/
nan, kde

an D

(
1
n

pro n 2 N sudé;
0 pro n 2 N liché:

Posloupnost fang sestává z nezáporných čísel a konverguje k 0, není však mono-
tónní. Označme fsmg posloupnost částečných součtů řady

P1

nD1.�1/
nan. Potom

pro každé k 2 N platí

s2k D

kX
jD1

1

2j
D
1

2

kX
jD1

1

j
:

Podle Příkladu 3.1.15 je limk!1 s2k D 1, a tedy uvedená řada diverguje.

V následujícím lemmatu využíváme úmluvu uvedenou v Označení 1.5.2.
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3.3.4. Lemma (Abelova2 parciální sumace). Nechť m 2 N a a1; : : : ; am, b1; : : : ; bm
jsou reálná čísla.

(a) Nechť n 2 N, n � m, a �k D
Pk
jDn aj , k D n; : : : ; m. Pak platí

mX
jDn

aj bj D

m�1X
jDn

�j .bj � bjC1/C �mbm: (3.7)

(b) Označme sk D
Pk
jD1 aj , k D 0; : : : ; m. Pak pro každé n 2 N, n � m, platí

mX
jDn

aj bj D �sn�1bn C

m�1X
jDn

sj .bj � bjC1/C smbm: (3.8)

Důkaz. (a) Pomocí elementárních úprav dostaneme
mX
jDn

aj bj D anbn C � � � C ambm

D �nbn C .�nC1 � �n/bnC1 C � � � C .�m � �m�1/bm

D �n.bn � bnC1/C � � � C �m�1.bm�1 � bm/C �mbm

D

m�1X
jDn

�j .bj � bjC1/C �mbm:

Tím je dokázáno tvrzení (a).

(b) Podobně jako v důkazu tvrzení (a) platí
mX
jDn

aj bj D anbn C � � � C ambm

D .sn � sn�1/bn C .snC1 � sn/bnC1 C � � � C .sm � sm�1/bm

D �sn�1bn C sn.bn � bnC1/C � � � C sm�1.bm�1 � bm/C smbm

D �sn�1bn C

m�1X
jDn

sj .bj � bjC1/C smbm:

Tím je dokázáno tvrzení (b). �

3.3.5. Věta (Abelovo a Dirichletovo3 kritérium). Nechť fang a fbng jsou posloup-
nosti, přičemž fbng je monotónní. Nechť je navíc splněna alespoň jedna z následu-
jících dvou podmínek:

(A) posloupnost fbng je omezená a řada
P1

nD1 an konverguje,
(D) lim bn D 0 a posloupnost částečných součtů řady

P1

nD1 an je omezená.
Pak řada

P1

nD1 anbn konverguje.

2Niels Henrik Abel (1802—1829)
3Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805—1859)
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Důkaz. Nejprve budeme předpokládat, že posloupnost fbng je nerostoucí, neboli
platí

8n 2 N W bn � bnC1 � 0: (3.9)

Tvrzení věty dokážeme za předpokladu, že je splněna podmínka (A), a poté za před-
pokladu splnění (D). V obou případech dokážeme konvergenci

P1

nD1 anbn ověře-
ním Bolzanovy—Cauchyovy podmínky pro řady (Věta 3.1.13).

Podmínka (A). S pomocí (A) nalezneme K 2 .0;1/ takové, že platí

8n 2 N W jbnj � K: (3.10)

Pro ověření Bolzanovy—Cauchyovy podmínky pro
P1

nD1 anbn zvolme " 2 R; " > 0.
Řada

P1

nD1 an je podle (A) konvergentní, a proto splňuje Bolzanovu—Cauchyovu
podmínku (Věta 3.1.13), takže k našemu " můžeme nalézt n0 2 N takové, že platí

8n;m 2 N; m � n � n0 W

ˇ̌̌ mX
jDn

aj

ˇ̌̌
< ": (3.11)

Zvolme n;m 2 N splňující m � n � n0 a označme �k D
Pk
jDn aj , k D n; : : : ; m.

Potom díky (3.11) platí
8k 2 fn; : : : ; mg W j�kj < ": (3.12)

Pak postupně dostáváme:ˇ̌̌ mX
jDn

aj bj

ˇ̌̌
D

ˇ̌̌�m�1X
jDn

�j .bj � bjC1/
�

C �mbm

ˇ̌̌
(Lemma 3.3.4(a))

�

�m�1X
jDn

j�j j.bj � bjC1/
�

C j�mjjbmj (trojúhelníková nerovnost a (3.9))

� "
�m�1X
jDn

.bj � bjC1/
�

C "jbmj (podle (3.12))

D "
�
.bn � bm/C jbmj

�
(teleskopická suma, vizte 1.5.5)

� "
�
jbnj C 2jbmj

�
� 3K": (podle (3.10))

Díky předchozímu a 3.1.14 splňuje
P1

jD1 aj bj Bolzanovu—Cauchyovu podmínku,
a tedy je podle Věty 3.1.13 konvergentní.

Podmínka (D). Pro k 2 N označme sk D
Pk
jD1 aj . Díky podmínce (D) nalezneme

M 2 .0;1/ takové, že platí
8n 2 N W jsnj � M: (3.13)

Zvolme " 2 R; " > 0. S pomocí (D) k němu nalezneme n0 2 N takové, že platí

8n 2 N; n � n0 W jbnj < " (3.14)
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Nechť n;m 2 N splňují m � n � n0. Z Lemmatu 3.3.4(b) plyneˇ̌̌ mX
jDn

aj bj

ˇ̌̌

D

ˇ̌̌
�sn�1bn C

m�1X
jDn

sj .bj � bjC1/C smbm

ˇ̌̌
(Lemma 3.3.4(b))

� M jbnj C

m�1X
jDn

M.bj � bjC1/CM jbmj (trojúhelníková nerovnost, (3.9) a (3.13))

D M jbnj CM.bn � bm/CM jbmj (teleskopická suma, vizte 1.5.5)
� 4M": (podle (3.14))

Díky předchozímu a 3.1.14 splňuje
P1

jD1 aj bj Bolzanovu—Cauchyovu podmínku,
a tedy je podle Věty 3.1.13 konvergentní.

Je-li posloupnost fbng neklesající, lze důkaz provést obdobně, nebo lze již dokáza-
né tvrzení použít pro posloupnost f�bng. �

3.3.6. Leibnizova věta (Věta 3.3.1) je speciálním případem Věty 3.3.5(D), protože
řada

P1

nD1.�1/
nmáomezenouposloupnost částečných součtů (vizte Příklad 3.1.5).

3.3.7. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1 sinnx má omezenou posloupnost částeč-
ných součtů pro každé x 2 R.

Řešení. Ze součtových vzorců plyne, že pro každé x 2 R a každé n 2 N platí

2 sin.1
2
x/ sin.nx/ D cos.n �

1
2
/x � cos.nC

1
2
/x;

Pak pro každé x 2 R a každé m 2 N dostáváme

2 sin.1
2
x/

mX
nD1

sin.nx/ D

mX
nD1

�
cos.n �

1
2
/x � cos.nC

1
2
/x
�

D cos.1 �
1
2
/x � cos.mC

1
2
/x (teleskopická suma)

D cos.1
2
x/ � cos.mC

1
2
/x:

Jestliže x … f2l� I l 2 Zg, pak z předchozího plyne pro každé m 2 N odhadˇ̌̌ mX
nD1

sin.nx/
ˇ̌̌

�

ˇ̌
cos.1

2
x/ � cos.mC

1
2
/x
ˇ̌ˇ̌

2 sin.1
2
x/
ˇ̌ �

1ˇ̌
sin.1

2
x/
ˇ̌ ;

a tedy má řada
P1

nD1 sin.nx/ omezenou posloupnost částečných součtů.
Jestliže x 2 f2l� I l 2 Zg, pak sestává řada

P1

nD1 sin.nx/ z nulových členů,
a má tedy omezenou posloupnost částečných součtů. |

3.3.8. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1 cosnx má omezenou posloupnost částeč-
ných součtů právě tehdy, když x 2 R n f2l� I l 2 Zg.
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Řešení. Ze součtových vzorců plyne, že pro každé x 2 R a každé n 2 N platí

2 sin.1
2
x/ cos.kx/ D sin.nC

1
2
/x � sin.n �

1
2
/x:

Pak pro každé x 2 R a m 2 N dostáváme

2 sin.1
2
x/ �

mX
nD1

cos.nx/ D

mX
nD1

�
sin.nC

1
2
/x � sin.n �

1
2
/x
�

D � sin.1 �
1
2
/x C sin.mC

1
2
/x (teleskopická suma)

D sin.mC
1
2
/x � sin.1

2
x/:

Jestliže x … f2l� I l 2 Zg, pak z předchozího plyneˇ̌̌ mX
nD1

cos.nx/
ˇ̌̌

�

ˇ̌
sin.mC

1
2
/x � sin.1

2
x/
ˇ̌ˇ̌

2 sin.1
2
x/
ˇ̌ �

1ˇ̌
sin.1

2
x/
ˇ̌ ;

a tedy má řada
P1

nD1 cos.nx/ omezenou posloupnost částečných součtů.
Jestliže x 2 f2l� I l 2 Zg, pak řada

P1

nD1 cos.nx/ D
P1

nD1 1 zřejmě nemá
omezenou posloupnost částečných součtů. |

3.3.9. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1
sinnx
n

je konvergentní pro každé x 2 R.

Řešení. Nechť x 2 R. Pro n 2 N položme an D sinnx, bn D
1
n
. Podle Příkladu 3.3.7

je posloupnost částečných součtů řady
P1

nD1 an omezená. Posloupnost fbng je kle-
sající a splňuje lim bn D 0. Z Dirichletova kritéria (Věta 3.3.5(D)) tedy plyne, že
řada

P1

nD1
sinnx
n

konverguje. |

3.3.10. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1
cosnx
n

konverguje právě tehdy, když x 2

R n f2l� I l 2 Zg.

Řešení. Jestliže x 2 R n f2l� I k 2 Zg, pak lze konvergenci řady
P1

nD1
cosnx
n

dokázat
obdobně jako v řešení Příkladu 3.3.9. Jestliže x D 2l� , kde l 2 Z, potom pro
každé n 2 N platí cosnx D 1, a tedy řada

P1

nD1
cosnx
n

D
P1

nD1
1
n
diverguje podle

Příkladu 3.1.15. |

3.4. Absolutní konvergence číselných řad

3.4.1. Definice. Řekneme, že řada
P1

nD1 an je absolutně konvergentní, jestliže je
řada

P1

nD1 janj konvergentní. Je-li řada
P1

nD1 an konvergentní, ale není absolutně
konvergentní, říkáme, že je neabsolutně konvergentní.

3.4.2. Řada, jejíž členy nemění znaménko, konverguje právě tehdy, když konver-
guje absolutně.

3.4.3. Věta. Nechť
P1

nD1 an je absolutně konvergentní řada. Pak je řada
P1

nD1 an
konvergentní a navíc platí

P1

nD1 an �
P1

nD1 janj.
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Důkaz. Podle Věty 3.1.13 splňuje řada
P1

nD1 janj Bolzanovu—Cauchyovu podmín-
ku. Zvolme " > 0. Pak lze nalézt n0 2 N takové, že pro každé n;m 2 N,m � n � n0,
platí

Pm
jDn jaj j < ". Z trojúhelníkové nerovnosti plyne, že pro každé n;m 2 N,

m � n � n0, platí ˇ̌̌ mX
jDn

aj

ˇ̌̌
�

mX
jDn

jaj j < ";

a tedy také řada
P1

nD1 an splňuje Bolzanovu—Cauchyovu podmínku. Podle Vě-
ty 3.1.13 je tedy

P1

nD1 an konvergentní.
Pro m 2 N označme sm D

Pm
nD1 an a �m D

Pm
nD1 janj. Potom zřejmě platí pro

každé m 2 N nerovnost sm � �m. Odtud, z definice součtu řady a Věty 2.2.42(b)
plyne, že

P1

nD1 an �
P1

nD1 janj. �

3.4.4. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1
.�1/n

n2 je absolutně konvergentní.

Řešení. Označme an D
.�1/n

n2 , n 2 N. Potom platí janj D
1
n2 , n 2 N. Protože řadaP1

nD1 janj konverguje (vizte Příklad 3.2.3), je podle Věty 3.4.3 řada
P1

nD1
.�1/n

n2

absolutně konvergentní. |

3.4.5. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1
.�1/n

p
n

je neabsolutně konvergentní.

Řešení. Označme an D
.�1/n

p
n

a bn D
1p
n
, n 2 N. Potom je fbng monotónní posloup-

nost splňující lim bn D 0, a tedy je řada
P1

nD1 an konvergentní podle Věty 3.3.1.
Naproti tomu je řada

P1

nD1 janj D
P1

nD1
1p
n
divergentní podle Věty 3.2.18. Odtud

plyne, že řada
P1

nD1 an je neabsolutně konvergentní. |

Následující dvě věty jsou variantamiCauchyova odmocninového a d’Alembertova
podílového kritéria pro absolutní konvergenci řad.

3.4.6. Věta (Cauchyovo odmocninové kritérium). Nechť
P1

nD1 an je řada.
(a) Jestliže platí

9q 2 .0; 1/ 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W
n
p

janj � q;

pak je
P1

nD1 an absolutně konvergentní.
(b) Je-li lim sup n

p
janj < 1, pak je

P1

nD1 an absolutně konvergentní.
(c) Je-li lim n

p
janj < 1, pak je

P1

nD1 an absolutně konvergentní.
(d) Je-li lim sup n

p
janj > 1, pak není pravda, že lim an D 0, a tedy je

P1

nD1 an
divergentní.

(e) Je-li lim n
p

janj > 1, pak není pravda, že lim an D 0, a tedy je
P1

nD1 an
divergentní.

Důkaz. (a) Podle již dokázaného Cauchyova kritéria pro řady s nezápornými členy
(Věta 3.2.8(a)) dostáváme, že řada

P1

nD1 janj konverguje, a tedy
P1

nD1 an konver-
guje absolutně. Tvrzení (b) a (c) lze odvodit obdobně.
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(d) Podle Věty 3.2.8(d) dostáváme, že posloupnost fjanjg nekonverguje k nule.
Podle Věty 2.2.24 pak fang také nekonverguje k nule. Odtud plyne podle Vě-
ty 3.1.11 divergence řady

P1

nD1 an.

(e) Tvrzení bezprostředně plyne z (d). �

3.4.7. Věta (d’Alembertovo podílové kritérium). Nechť
P1

nD1 an je řada s nenulo-
vými členy.

(a) Jestliže platí

9q 2 .0; 1/ 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W
janC1j

janj
� q;

pak je
P1

nD1 an absolutně konvergentní.
(b) Je-li lim sup janC1j

janj
< 1, pak je

P1

nD1 an absolutně konvergentní.

(c) Je-li lim janC1j

janj
< 1, pak je

P1

nD1 an absolutně konvergentní.

(d) Je-li lim janC1j

janj
> 1, pak není pravda, že lim an D 0, a tedy je

P1

nD1 an

divergentní.

Důkaz. (a) D’Alembertovo podílové kritérium pro řady s nezápornými členy (Vě-
ta 3.2.11(a)) ukazuje, že řada

P1

nD1 janj konverguje, a tedy
P1

nD1 an konverguje
absolutně. Při důkazu tvrzení (b) a (c) lze postupovat obdobně.

(d) Podle Věty 3.2.11(d) dostáváme, že posloupnost fjanjg nekonverguje k 0. Podle
Věty 2.2.24 pak fang také nekonverguje k 0. Odtud plyne díky Větě 3.1.11 diver-
gence řady

P1

nD1 an. �

3.4.8. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1.�1/
n nC1

.nC1/
p
nC1�1

konverguje neabsolutně.

Řešení. Neplatnost absolutní konvergence. Protože

lim
nC1

.nC1/
p
nC1�1

1p
n

D lim
.nC 1/

p
n

.nC 1/
p
nC 1 � 1

D 1

a řada
P1

nD1
1p
n
diverguje podle Věty 3.2.18, z limitního srovnávacího kritéria (Vě-

ta 3.2.5(a)) plyne, že řada
P1

nD1
nC1

.nC1/
p
nC1�1

diverguje. Proto řada ze zadání ne-
konverguje absolutně.

Neabsolutní konvergence. Použijeme Leibnizovo kritérium (Věta 3.3.1). Řada zřejmě
pravidelně střídá znaménka. Dále platí

lim
nC 1

.nC 1/
p
nC 1 � 1

D lim
1

p
nC 1 �

1
nC1

D 0:

Nakonec potřebujeme rozhodnout o platnosti nerovnosti

an D
nC 1

.nC 1/
p
nC 1 � 1

�
nC 2

.nC 2/
p
nC 2 � 1

D anC1: (3.15)
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Tuto nerovnost však snadno převedeme ekvivalentními úpravami na nerovnost

.nC 1/.nC 2/
�p

nC 2 �
p
nC 1

�
C 1 � 0;

jež platí pro každé n 2 N. Pro každé n 2 N tedy platí i (3.15). Ověřili jsme, že naše
řada splňuje předpoklady Věty 3.3.1, a proto řada konverguje. Řada ze zadání je
tedy neabsolutně konvergentní. |

3.4.9. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1
sinn
n

je neabsolutně konvergentní.

Řešení. Zadaná řada je konvergentní podle Příkladu 3.3.9. K ověření neabsolutní
konvergence je třeba ukázat divergenci řady

P1

nD1 j
sinn
n

j. Protože však

8n 2 N W

ˇ̌̌ sinn
n

ˇ̌̌
�

sin2 n
n

;

stačí podle Věty 3.2.2(b) dokázat divergenci řady
P1

nD1
sin2 n
n

. Pomocí vzorce pro
dvojnásobný argument kosinu dostaneme pro každé n 2 N

sin2 n
n

D
1 � cos 2n

2n
:

Pro spor předpokládejme, že
P1

nD1
sin2 n
n

konverguje. Pak konverguje i
P1

nD1
1�cos2n
2n

.
Podle Příkladu 3.3.10

P1

nD1
cos2n
n

konverguje. Navíc pro každé n 2 N platí
1

n
D
1 � cos 2n

n
C

cos 2n
n

:

PodleDůsledku 3.1.19(b) konverguje i harmonická řada, což je spor (Příklad 3.1.15).
|

3.4.10. Věta (Toeplitz4). Nechť cn;k 2 R, n; k 2 N, jsou reálná čísla splňující
(a) pro každé k 2 N platí limn!1 cn;k D 0,
(b) limn!1

P1

kD1 cn;k D 1,
(c) sup

n2N

P1

kD1 jcn;kj < 1.
Nechť fakg je konvergentní posloupnost. Potom je posloupnost fbng, kde bn DP1

kD1 cn;kak , dobře definovaná a platí lim bn D lim an.

Důkaz. Označme C D sup
n2N

P1

kD1 jcn;kj. Posloupnost fakg je omezená, neboť je
konvergentní. Zvolme n 2 N. Potom podle (c) platí

1X
kD1

jcn;kakj � C � supfjakjI k 2 Ng < 1;

a tedy řada
P1

kD1 cn;kak konverguje absolutně, takže bn je reálné číslo.

Speciální případ lim ak D 0. Zvolme " 2 R; " > 0. K němu nalezneme k0 2 N takové,
že

8k 2 N; k � k0 W jakj < ": (3.16)

4Otto Toeplitz (1881—1940)
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Potom platí

lim sup
n!1

jbnj D lim sup
n!1

ˇ̌̌ 1X
kD1

cn;kak

ˇ̌̌

D lim sup
n!1

ˇ̌̌ k0X
kD1

cn;kak C

1X
kDk0C1

cn;kak

ˇ̌̌
:

Díky (a) platí rovnost

lim sup
n!1

k0X
kD1

cn;kak D lim
n!1

k0X
kD1

cn;kak D 0;

neboť uvažovaná sumamá konečný počet sčítanců, a tedy lze užít větu o aritmetice
limit. Dále odhadneme s pomocí (c) a (3.16)

lim sup
n!1

ˇ̌̌ 1X
kDk0C1

cn;kak

ˇ̌̌
� lim sup

n!1

1X
kDk0C1

jcn;kakj

� lim sup
n!1

1X
kDk0C1

jcn;kj" � C":

Dohromady tedy díky Větě 2.4.14 máme

lim sup
n!1

jbnj � lim sup
n!1

ˇ̌̌ k0X
kD1

cn;kak

ˇ̌̌
C lim sup

n!1

ˇ̌̌ 1X
kDk0C1

cn;kak

ˇ̌̌
� C":

Odtud plyne limn!1 bn D 0.

Obecný případ. Označme lim an D A. Máme A 2 R. Pro každé n 2 N platí, že řady
1X
kD1

cn;k.ak � A/;

1X
kD1

cn;kA

jsou konvergentní, a proto podle Věty 3.1.19(b) pro každé n 2 N platí

bn D

1X
kD1

cn;k.ak � A/C

1X
kD1

cn;kA:

Potom můžeme psát

lim
n!1

bn D lim
n!1

1X
kD1

cn;kak D lim
n!1

1X
kD1

cn;k.ak � A/C lim
n!1

1X
kD1

cn;kA:

První limita je rovna 0 podle předchozí části, neboť limk!1.ak � A/ D 0. Druhá
limita je rovna A díky (b). Dohromady tedy dostáváme limn!1 bn D A, čímž je
tvrzení dokázáno. �

V následující větě ukážeme důležitý speciální případ Toeplitzovy věty.
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3.4.11. Věta. Nechť fang je posloupnost. Jestliže platí lim an D A 2 R, potom

lim
n!1

1

n

nX
kD1

ak D A:

Důkaz. Pro n; k 2 N položme

cn;k D

(
1
n
; pokud k � n;

0; pokud k > n:

Ověříme předpoklady Toeplitzovy věty (Věta 3.4.10). Nechť k 2 N. Potom

lim
n!1

cn;k D lim
n!1

1

n
D 0;

a tedy předpoklad (a) je splněn. Protože pro každé n 2 N máme

1X
kD1

cn;k D

nX
kD1

1

n
D n �

1

n
D 1;

je splněn i předpoklad (b). Konečně protože cn;k � 0 pro každé n; k 2 N, dostává-
me

1X
kD1

jcn;kj D

1X
kD1

cn;k D 1

pro každé n 2 N. Platí tedy sup
n2N

P1

kD1 jcn;kj D 1 < 1, takže i předpoklad (c)
je ověřen. Vzhledem k tomu, že

lim
n!1

1X
kD1

cn;kak D lim
n!1

1

n

nX
kD1

ak ;

plyne tvrzení z Toeplitzovy věty (Věta 3.4.10). �

Z následujícího příkladu vyplývá, že implikaci ve Větě 3.4.11 nelze obrátit.

3.4.12. Příklad. Nechť an D .�1/n, n 2 N. Dokažte, že

lim
n!1

1

n

nX
kD1

ak D 0:

Řešení. Pro každé n 2 N platí

1

n

nX
kD1

ak D

(
�
1
n

pro n liché,
0 pro n sudé.

Odtud s pomocí Věty 2.3.23 snadno plyne dokazované tvrzení. |
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3.5. Přerovnání řad

Sčítáme-li konečně mnoho reálných čísel a1; : : : ; am, pak výsledný součet nezá-
visí na pořadí sčítanců a1; : : : ; am. Jinými slovy, je-li � libovolná bijekce množiny
f1; : : : ; mg na sebe, pak platí

Pm
nD1 an D

Pm
nD1 a�.n/. V tomto oddílu ukážeme,

za jakých podmínek platí analogie uvedeného pozorování i pro nekonečné řady.

3.5.1. Definice. Nechť
P1

nD1 an je řada. Je-li � W N ! N bijekce, nazveme řaduP1

nD1 a�.n/ přerovnáním řady
P1

nD1 an.

3.5.2. Uvažujme například bijekci � W N ! N definovanou předpisem

�.n/ D

(
nC 1 pro n liché,
n � 1 pro n sudé.

Máme-li řadu
1X
nD1

an D a1 C a2 C a3 C a4 C : : : ;

pak pomocí bijekce � obdržíme přerovnanou řadu
1X
nD1

a�.n/ D a�.1/ C a�.2/ C a�.3/ C a�.4/ C : : :

D a2 C a1 C a4 C a3 C : : :

Přerovnání absolutněkonvergentní řady. Následující jednoduché lemma v dal-
ším výkladu několikrát použijeme.

3.5.3. Lemma. Nechť f W N ! N je zobrazení a A � f .N/ je konečná množina.
Pak existuje n 2 N takové, že A � ff .1/; : : : ; f .n/g.

Důkaz. Pokud je A prázdná, pak stačí položit například n D 1. Předpokládejme,
že A je neprázdná. Pro každé a 2 A nalezneme na 2 N takové, že platí f .na/ D a.
Množina B D fnaI a 2 Ag je neprázdná a konečná, neboť A je neprázdná a koneč-
ná. Položme n D maxB. Potom platí

A D f .B/ � f
�
f1; : : : ; ng

�
D ff .1/; : : : ; f .n/g;

čímž je tvrzení dokázáno. �

3.5.4. Lemma. Nechť řada
P1

nD1 an konverguje. Potom pro každé " 2 R, " > 0,
existuje n0 2 N takové, že

ˇ̌P1

nDn0
an
ˇ̌
< ".

Důkaz. Označme fsngposloupnost částečných součtů
P1

nD1 an a s její součet.Nechť
" 2 R, " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové, že js � sn0�1j < ". Označme
ftng1

nDn0
částečné součty řady

P1

nDn0
an, tj.

tn D an0
C � � � C an; n 2 N; n � n0:

Potom pro každé n 2 N, n � n0, platí sn D sn0�1 C tn, a tedy také

lim tn D lim.sn � sn0�1/ D s � sn0�1:
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Posloupnost ftng1
nDn0

tedy konverguje, takže
P1

nDn0
an je konvergentní a její součet

je roven s � sn0�1. Tedy platíˇ̌̌ 1X
nDn0

an

ˇ̌̌
D js � sn0�1j < ":

�

3.5.5. Věta. Nechť řada
P1

nD1 an absolutně konverguje a � W N ! N je bijekce. Pak
přerovnaná řada

P1

nD1 a�.n/ absolutně konverguje a platí
P1

nD1 an D
P1

nD1 a�.n/.

Důkaz. Absolutní konvergence. Zvolme m 2 N. Lemma 3.5.3 aplikujeme na zobrazení
��1 a množinu A D f1; : : : ; mg. Nalezneme n 2 N takové, že

f1; : : : ; mg � f��1.1/; : : : ; ��1.n/g:

Máme tedy f�.1/; : : : ; �.m/g � f1; : : : ; ng. Potom platí
mX
jD1

ja�.j /j �

nX
iD1

jai j �

1X
iD1

jai j:

OdtudpodleVěty 3.2.1 plyne, že řada
P1

jD1 ja�.j /j konverguje, a tedy řada
P1

jD1 a�.j /
konverguje absolutně.

Rovnost součtů. Označme

sn D

nX
lD1

al ; tn D

nX
lD1

a�.l/; n 2 N;

s D lim
n!1

sn; t D lim
n!1

tn:

Potom s a t jsou dobře definovaná reálná čísla, neboť řady
P1

nD1 an a
P1

nD1 a�.n/
absolutně konvergují, a tedy i konvergují. Zvolme " 2 R, " > 0. Pomocí Lemma-
tu 3.5.4 nalezneme m 2 N takové, že

1X
lDmC1

jal j < " a
1X

lDmC1

ja�.l/j < ": (3.17)

Lemma 3.5.3 aplikujeme na zobrazení ��1 a � a nalezneme n; j 2 N taková, že

f1; : : : ; mg � f��1.1/; : : : ; ��1.n/g;

f1; : : : ; mg � f�.1/; : : : ; �.j /g:

Položíme-li k D maxfj; ng, máme k � n, a dostaneme

f�.1/; : : : ; �.m/g � f1; : : : ; kg; (3.18)
f1; : : : ; mg � f�.1/; : : : ; �.k/g: (3.19)

Zvolme libovolné p 2 N, p � k. Označme

A D f1; : : : ; pg n f�.1/; : : : ; �.p/g;

B D f�.1/; : : : ; �.p/g n f1; : : : ; pg:
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Pak podle (3.19) máme A � fl 2 NI l > mg a podle (3.18) je B � f�.l/I l 2 N; l >
mg. Potom dostáváme

jsp � tpj D

ˇ̌̌ pX
lD1

al �

pX
lD1

a�.l/

ˇ̌̌
D

ˇ̌̌X
i2A

ai �
X
j2B

aj

ˇ̌̌
�
X
i2A

jai j C
X
j2B

jaj j

�

1X
lDmC1

jal j C

1X
lDmC1

ja�.l/j < 2":

Ukázali jsme, že platí s � t D limp!1.sp � tp/ D 0, a tedy s D t . Tím je důkaz
dokončen. �

Riemannova věta. Předcházející věta říká, že přerovnání absolutně konver-
gentní řady nemění její součet. Pro neabsolutně konvergentní řady však toto tvrze-
ní neplatí. Nejprve ukážeme příklad řady a jejího přerovnání s rozdílnými součty.

3.5.6. Příklad. Uvažujme řadu

1

1
�
1

1
C
1

2
�
1

2
C
1

3
�
1

3
� � �

Dokažte, že existuje přerovnání této řady, které má jiný součet než původní řada.

Řešení. Zadanou řadu přepíšeme ve tvaru
P1

nD1 an, kde a2n�1 D
1
n
, a2n D �

1
n
,

n 2 N. Pro částečné součty této řady platí s2n�1 D
1
n
a s2n D 0, n 2 N. Odtud

podle Věty 2.3.23 plyne, že lim sn D 0, takže
P1

nD1 an D 0.
Položme

�.n/ D

�
4k � 3 pro n D 3k � 2; k 2 N;

4k � 1 pro n D 3k � 1; k 2 N;

2k pro n D 3k; k 2 N:

Potom platí

a�.3k�2/ D
1

2k � 1
; a�.3k�1/ D

1

2k
; a�.3k/ D �

1

k
; k 2 N;

a tedy
1X
nD1

a�.n/ D
1

1
C
1

2
�
1

1
C
1

3
C
1

4
�
1

2
C : : : :

Označme n-tý částečný součet přerovnané řady symbolem �n. Potom platí

�3n D

nX
kD1

�
a�.3k�2/ C a�.3k�1/ C a�.3k/

�
D

nX
kD1

1

.2k � 1/2k
; (3.20)

�3nC1 D �3n C
1

2nC 1
; (3.21)

�3nC2 D �3n C
1

2nC 1
C

1

2nC 2
: (3.22)
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Protože pro každé k 2 N platí 1
.2k�1/2k

�
1
k2 , je řada

P1

kD1
1

.2k�1/2k
konvergent-

ní podle srovnávacího kritéria (Věta 3.2.2(a)) a Věty 3.2.18. Její součet je kladný,
neboť členy řady jsou kladné. Podle (3.20) tedy platí vztah limn!1 �3n D s 2

.0;1/. Nyní snadno podle (3.21) a (3.22) dostáváme, že platí také limn!1 �3nC1 D

limn!1 �3nC2 D s. Podle Věty 2.3.23 obdržíme lim �n D s. Součet přerovnané řa-
dy je s, takže se liší od součtu původní řady. |

Následující věta mimo jiné ukazuje, že chování řady a jejího přerovnání popsa-
né v předcházejícím příkladu nastává pro každou neabsolutně konvergentní řadu.

3.5.7. Věta (Riemann5). Nechť řada
P1

nD1 an konverguje neabsolutně a nechť s 2

R�. Pak existuje přerovnání této řady se součtem s.

Zbytek tohoto oddílu bude věnován důkazu Riemannovy věty.

3.5.8. Označení. Pro x 2 R označme xC D maxfx; 0g a x� D maxf�x; 0g. Pro
každé x 2 R platí následující vztahy:

xC
� 0; x�

� 0; x D xC
� x�; jxj D xC

C x�; .�x/C D x�; .�x/� D xC:

3.5.9.Lemma. Nechť řada
P1

nD1 an konverguje neabsolutně. Pak platí
P1

nD1 a
C
n DP1

nD1 a
�
n D 1.

Důkaz. Jelikož obě řady
P1

nD1 a
C
n ,
P1

nD1 a
�
n sestávají z nezáporných čísel, jejich

součty existují a jsou buď konečné nebo rovné 1. Označme tyto součty po řadě
sC a s�. Jestliže jsou sC i s� vlastní, potom podle Důsledku 3.1.19 řada

1X
nD1

janj D

1X
nD1

.aC
n C a�

n /

konverguje, což je spor s předpokladem.
Předpokládáme-li sC D 1 a s� 2 R, pak dostaneme snadno z věty o aritmetice

limit (Věta 2.3.26)
1X
nD1

an D

1X
nD1

.aC
n � a�

n / D 1;

což je opět spor s předpokladem. Analogicky bychom pak přivedli ke sporu před-
poklad sC 2 R a s� D 1. Zbývá tedy pouze možnost sC D s� D 1. �

3.5.10. Lemma. Nechť fang je posloupnost, A 2 R�, lim an D A a � W N ! N je
bijekce. Pak limn!1 a�.n/ D A.

Důkaz. Zvolme " 2 R, " > 0. K němunalezneme k0 2 N takové, že pro každé k 2 N,
k � k0, platí ak 2 B.A; "/. Podle Lemmatu 3.5.3 nalezneme n0 2 N takové, že platí
f1; : : : ; k0g � f�.1/; : : : ; �.n0/g. Pro každé n 2 N; n > n0, pak máme �.n/ > k0,
a tedy a�.n/ 2 B.A; "/, čímž je tvrzení dokázáno. �

Riemannova věta (Věta 3.5.7) bude snadným důsledkem následující obecnější
věty.

5Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826—1866)



3.5. PŘEROVNÁNÍ ŘAD 153

3.5.11. Věta. Nechť řada
P1

nD1 an konverguje neabsolutně a ˛; ˇ 2 R�, ˛ � ˇ. Pak
existuje bijekce � W N ! N taková, že pro částečné součty f�ng přerovnané řadyP1

nD1 a�.n/ platí

lim inf �n D ˛ a lim sup �n D ˇ: (3.23)

3.5.12 (myšlenka důkazu). Důkaz Věty 3.5.11 je obtížnější než zatím uvedené dů-
kazy, ale základní myšlenka je jednoduchá. Označíme

P D fn 2 NI an � 0g a Q D fn 2 NI an < 0g:

Množiny P aQ zřejmě rozloží množinu N na dvě disjunktní podmnožiny.
Nalezneme posloupnosti f j̨ g a f ǰ g splňující lim j̨ D ˛, lim ǰ D ˇ a pro kaž-

dé j 2 N platí j̨ < ǰ . Zkonstruovat hledanou bijekci � znamená určit hodnoty
�.n/, n 2 N. Tyto hodnoty budeme konstruovat induktivně. Nejprve nalezneme
prvky �.1/ < �.2/ < � � � < �.k1/ z množiny P , kde k1 2 N je nejmenší přiroze-
né číslo takové, že platí

Pk1

jD1 a�.j / > ˇ1. Potom nalezneme prvky �.k1 C 1/ <

�.k1 C 2/ < � � � < �.k1 C l1/ z množiny M , kde l1 2 N je nejmenší přirozené
číslo takové, že platí

Pk1Cl1
jD1 a�.j / < ˛1. Tento postup potom opakujeme s čís-

ly ˇ2; ˛2; ˇ3; : : : tak, že střídavě vybíráme prvky z množin P a M , přičemž každý
vybereme právě jednou. Částečné součty takto vznikající přerovnané řady nejprve
tedy vystoupají nad hodnotu ˇ1, pak začnou klesat až pod hodnotu ˛1, pak začnou
stoupat až nad hodnotu ˇ2 a tak dále. Tento postup vede ke splnění (3.23). Ná-
sledující obrázek nám pomůže lépe pochopit celý postup, který nyní provedeme
podrobně.

Obrázek 1.

Důkaz Věty 3.5.11. Použijeme označení z 3.5.12. Již víme, že platí N D P [Q a P \

Q D ;. Dokážeme, že množiny P a Q jsou nekonečné. Předpokládejme pro spor
nejprve, že P je konečná. Pak pro n 2 N, n > maxP , platí an < 0, a tedy aC

n D 0.
Z tohoto pozorování plyne, že řada

P1

nD1 a
C
n konverguje. To je ovšem ve sporu

s Lemmatem 3.5.9. Obdobně bychom přivedli ke sporu předpoklad, že množina
Q je konečná.
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Prvky množiny P uspořádáme do rostoucí posloupnosti fpng1
nD1. Platí tedy

P D fpnI n 2 Ng. Podobně uspořádáme prvky množiny Q do rostoucí posloup-
nosti fqng1

nD1. Potom pro každé m 2 N platí

mX
nD1

apn
D

pmX
nD1

aC
n a

mX
nD1

aqn
D

qmX
nD1

.�a�
n /:

Odtud, z Věty 2.2.42(b) a z Lemmatu 3.5.9 plyne
1X
nD1

apn
D 1: (3.24)

Obdobně lze odvodit rovnost
1X
nD1

aqn
D �1: (3.25)

Položme k0 D l0 D 0. Konstrukce hledaného přerovnání se bude opírat o následu-
jící pomocné tvrzení.

Pomocné tvrzení. Existují rostoucí posloupnosti přirozených čísel fkj g1
jD1 a flj g1

jD1

takové, že pro každé j 2 N platí:
(a) kj je nejmenší přirozené číslo splňující kj > kj�1 a zároveň

kjX
kD1

apk
C

lj �1X
kD1

aqk
� ǰ ; (3.26)

(b) lj je nejmenší přirozené číslo splňující lj > lj�1 a zároveň

kjX
kD1

apk
C

ljX
kD1

aqk
� j̨ : (3.27)

Důkaz pomocného tvrzení. Budeme postupovat pomocí matematické indukce. Nejprve
nalezneme nejmenší k1 2 N splňující

k1X
kD1

apk
� ˇ1:

Takové k1 existuje díky (3.24). Nyní s pomocí (3.25) nalezneme nejmenší l1 2 N
splňující

k1X
kD1

apk
C

l1X
kD1

aqk
� ˛1:

Tím je první krok konstrukce proveden.
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Nyní předpokládejme, že přirozená čísla kj a lj jsou již zkonstruována. S po-
mocí (3.24) nalezneme nejmenší přirozené číslo kjC1 splňující kjC1 > kj a

kj C1X
kD1

apk
C

ljX
kD1

aqk
� ǰC1:

Dále s pomocí (3.25) nalezneme nejmenší přirozené číslo ljC1 splňující ljC1 > lj a

kj C1X
kD1

apk
C

lj C1X
kD1

aqk
� j̨C1:

Tím je konstrukce provedena a pomocné tvrzení dokázáno. �

Konstrukce bijekce � .Neformálně řečeno, posloupnost hodnot f�.n/g1
nD1 budeme de-

finovat jako

p1; p2; : : : ; pk1
; q1; q2; : : : ; ql1 ; pk1C1; : : : ; pk2

; ql1C1; : : : ; ql2 ; � � �

Formálně přesný zápis může vypadat následovně. Pro každé j 2 N platí

kj�1 C lj�1 < kj C lj�1 < kj C lj : (3.28)

Pro j 2 N označme

Aj D
�
kj�1 C lj�1; kj C lj�1

�
\ N a Bj D

�
kj C lj�1; kj C lj

�
\ N:

Protože k0 D l0 D 0, dostáváme z (3.28) rovnost N D
S1

jD1.Aj [ Bj /. Navíc jsou
množiny Ai ; Bj , i; j 2 N, po dvou disjunktní. Pro každé n 2 N definujeme

�.n/ D

(
pn�lj �1

; pokud n 2 Aj ;

qn�kj
; pokud n 2 Bj :

Platí �.N/ D N . Přímo z definice plyne, že pro každé j 2 N platí

�.Aj / D fpkj �1C1; : : : ; pkj
g a �.Bj / D fqlj �1C1; : : : ; qlj g: (3.29)

Pak platí

�.N/ D

1[
jD1

.�.Aj / [ �.Bj / D

1[
jD1

�
fpkj �1C1; : : : ; pkj

g [ fqlj �1C1; : : : ; qlj g
�

D P [Q D N:

Prostota � . Pro každé j 2 N jsou zobrazení �jAj
, �jBj

prostá, neboť fpj g a fqj g jsou
rostoucí posloupnosti. Dále máme �

�S1

jD1Aj
�
\�

�S1

iD1 Bi
�

D P \Q D ; a navíc
podle (3.29) pro každé i; j 2 N, i ¤ j , platí �.Ai /\�.Aj / D ; a �.Bi /\�.Bj / D ;.
Z právě uvedených faktů již plyne, že � je prosté.



156 3. ČÍSELNÉ ŘADY

Rovnost lim inf �n D ˛. Pro hodnotu n-tého částečného součtu �n přerovnané řady
platí podle definice � následující vztah

�n D

(Pn�lj �1

kD1
apk

C
Plj �1

kD1
aqk

; pokud n 2 Aj ;Pkj

kD1
apk

C
Pn�kj

kD1
aqk

; pokud n 2 Bj :
(3.30)

Zvolme j 2 N. Podle (3.27) platí �kj Clj � j̨ . Dále platí buď lj > lj�1 C 1

nebo lj D lj�1 C 1. V prvním případě máme lj � 1 > lj�1, a tedy, díky pod-
mínce minimality v (b), platí �kj Clj �1 > j̨ . Pokud nastává druhý případ, potom
�kj Clj �1 D �kj Clj �1

� ǰ > j̨ podle (3.26). Odtud plyne

j̨ � �kj Clj D �kj Clj �1 C aqlj

� j̨ C aqlj
:

(3.31)

Řada
P1

nD1 an je konvergentní, a tedy platí lim an D 0 (Věta 3.1.11). Užitím Lem-
matu 3.5.10 obdržíme limn!1 a�.n/ D 0. Z věty o limitě vybrané posloupnosti
(Věta 2.2.30) plyne limj!1 aqlj

D limj!1 a�.kj Clj / D 0. Odtud, z (3.31) a z věty
o dvou strážnících (Věta 2.2.44) snadno dostaneme

lim
j!1

�kj Clj D ˛: (3.32)

Podle věty o vztahu limes superior, limes inferior a hromadných hodnot (Věta 2.4.23)
dostaneme nerovnost lim inf �n � ˛. Nyní dokážeme opačnou nerovnost.

Pro n 2 Aj platí

�n D �kj �1Clj �1
C

nX
iDkj �1Clj �1C1

api�lj �1
� �kj �1Clj �1

;

neboť členy api�lj �1
v předchozí sumě jsou nezáporné. Pro n 2 Bj platí

�n D �kj Clj �1
C

nX
iDkj Clj �1C1

aqi�kj

� �kj Clj �1
C

kj CljX
iDkj Clj �1C1

aqi�kj
D �kj Clj ;

neboť n � kj C lj a členy aqi�kj
v předchozí sumě jsou záporné. Pro n 2 Aj [ Bj

tedy dohromady máme

�n � minf�kj �1Clj �1
; �kj Clj g: (3.33)

Pokud ˛ D �1, je nerovnost lim inf �n � ˛ zřejmá. Předpokládejme, že ˛ > �1.
Zvolme ˛0 2 R, ˛0 < ˛. K němu s pomocí (3.32) nalezneme j0 2 N takové, že

8j 2 N; j � j0 W �kj Clj > ˛
0: (3.34)
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Nechť nyní n 2 N splňuje n > kj0
C lj0

. K němu existuje j 2 N, j > j0, takové, že
n 2 Aj [ Bj . Potom podle (3.33) a (3.34) platí

�n � minf�kj �1Clj �1
; �kj Clj g > ˛0:

Tím je dokázána nerovnost lim inf �n � ˛. Spolu s již dokázanou opačnou nerov-
ností lim inf �n � ˛ dostáváme rovnost lim inf �n D ˛.

Rovnost lim sup �n D ˇ. Tento vztah lze dokázat obdobně jako rovnost lim inf �n D

˛. �

Riemannovu větu (Věta 3.5.7) lze nyní snadno dokázat pomocí Věty 3.5.11.

Důkaz Věty 3.5.7. Položme ˛ D ˇ D s. Podle Věty 3.5.11 existuje bijekce � W N ! N
taková, že pro posloupnost částečných součtů přerovnané řady

P1

nD1 a�.n/ platí
lim inf �n D lim sup �n D s. Díky Větě 2.4.13 tedy máme lim �n D s, čímž je důkaz
dokončen. �

3.6. Součin řad

Nechť a1; : : : ; an a b1; : : : ; bm jsou konečné posloupnosti reálných čísel. Pak
platí � nX

iD1

ai

�
�

� mX
jD1

bj

�
D

X
.i;j /2f1;:::;ng�f1;:::;mg

aibj : (3.35)

V tomto oddílu ukážeme analogii vztahu (3.35) pro nekonečné řady. Je zřejmé, že
bychom měli určitým způsobem sčítat všechna čísla anbm, kde n;m 2 N. Otázkou
však je, v jakém pořadí je sčítat. Jedna možnost je patrná z následujícího obrázku.

Obrázek 2.

Zde nejprve sčítáme prvky na „diagonálách“ a dostáváme tak novou řadu, je-
jíž součet (pokud existuje) můžeme chápat jako součin řad

P1

nD1 an a
P1

mD1 bm.
Právě uvedená možnost násobení řad není jediná, patří však mezi důležitější. Její
formální definice následuje.
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3.6.1. Definice. Cauchyovým součinem řad
P1

nD1 an a
P1

mD1 bm rozumíme řaduP1

kD1 ck , jejíž členy jsou definovány předpisem

ck D

kX
iD1

akC1�ibi ; k 2 N:

3.6.2.Věta (Mertens6). Nechť řada
P1

nD1 an absolutně konverguje a řada
P1

mD1 bm
konverguje. Pak jejich Cauchyův součin je konvergentní řada, jejíž součet je roven�P1

nD1 an
�

�
�P1

mD1 bm
�
.

Důkaz. Pro k 2 N označme:

Ak D

kX
jD1

aj ; A D

1X
jD1

aj ; QA D

1X
jD1

jaj j;

Bk D

kX
jD1

bj ; B D

1X
jD1

bj ; ˇk D Bk � B;

ck D

kX
iD1

akC1�ibi ; Ck D

kX
jD1

cj :

Pro k 2 N platí

Ck D .a1b1/C .a1b2 C a2b1/C � � � C .a1bk C � � � C akb1/

D a1.b1 C � � � C bk/C a2.b1 C � � � C bk�1/C � � � C akb1

D a1Bk C a2Bk�1 C � � � C akB1

D a1.B C ˇk/C a2.B C ˇk�1/C � � � C ak.B C ˇ1/

D .a1 C � � � C ak/B C .a1ˇk C a2ˇk�1 C � � � C akˇ1/

D AkB C .a1ˇk C a2ˇk�1 C � � � C akˇ1/

D AkB C

kX
jD1

ajˇkC1�j D AkB C

kX
jD1

akC1�jˇk :

(3.36)

Pro k 2 N označme 
k D
Pk
jD1 ajˇkC1�j . Nyní ukážeme, že platí lim 
k D 0.

Zvolme " 2 R; " > 0. K němu nalezneme k0 2 N takové, že pro každé k 2 N,
k � k0, platí jˇkj < ", neboť

P1

mD1 bm je konvergentní. Pak pro k 2 N, k > k0,

6Franz Mertens (1840—1927)
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máme

j
kj D

ˇ̌̌ kX
jD1

akC1�j ǰ

ˇ̌̌
�

ˇ̌̌ k0X
jD1

akC1�j ǰ

ˇ̌̌
C

ˇ̌̌ kX
jDk0C1

akC1�j ǰ

ˇ̌̌

�

ˇ̌̌ k0X
jD1

akC1�j ǰ

ˇ̌̌
C

kX
jDk0C1

jakC1�j jj ǰ j

�

ˇ̌̌ k0X
jD1

akC1�j ǰ

ˇ̌̌
C " �

kX
jDk0C1

jakC1�j j

�

ˇ̌̌ k0X
jD1

akC1�j ǰ

ˇ̌̌
C " QA:

(3.37)

Podle Věty 3.1.11 platí lim ak D 0, a tedy podle Věty 2.2.30 také pro každé j 2

f1; : : : ; k0g platí limk!1 akC1�j D 0. Díky 2.3.28 dostáváme

lim
k!1

k0X
jD1

akC1�j ǰ D 0: (3.38)

Díky Větě 2.4.14, (3.37) a (3.38) pak platí lim sup j
kj � " QA. Odtud plyne, že
lim sup j
kj D 0, a tedy lim j
kj D 0. Tedy podle Věty 2.2.24 dostáváme lim 
k D 0.

Limitním přechodem v (3.36) pak dostáváme z Věty 2.2.34 rovnost
1X
kD1

ck D lim
k!1

Ck D lim
k!1

.AkB C 
k/ D AB:

Tím je důkaz dokončen. �

3.6.3. Důsledek. Cauchyův součin dvou absolutně konvergentních řad je absolut-
ně konvergentní.

Důkaz. PodleMertensovy věty (Věta 3.6.2) jeCauchyův součin řad
P1

iD1 jai j a
P1

jD1 jbj j

konvergentní řada. Pro Cauchyův součin řad
P1

iD1 ai a
P1

jD1 bj tak platí

1X
kD1

ˇ̌̌ kX
iD1

akC1�ibi

ˇ̌̌
�

1X
kD1

� kX
iD1

jakC1�i jjbi j
�
< 1:

Odtud plyne, že Cauchyův součin řad
P1

iD1 ai a
P1

jD1 bj absolutně konverguje.
�

Předpoklad pouhé konvergence obou řad ve Větě 3.6.2 ke konvergenci jejich
Cauchyova součinu nestačí, jak vyplývá z následujícího příkladu.

3.6.4. Příklad. Nechť an D
.�1/n

p
n
, n 2 N. Dokažte, že řada

P1

nD1 an konverguje,
ale Cauchyův součin řady

P1

nD1 an se stejnou řadou
P1

nD1 an nekonverguje.
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Řešení. Konvergence řady vyplývá z Leibnizova kritéria (Věta 3.3.1). Členy odpo-
vídajícího Cauchyova součinu mají pro k 2 N tvar

ck D

kX
iD1

.�1/kC1�i 1
p
k C 1 � i

.�1/i
1

p
i

D .�1/kC1

kX
iD1

1p
.k C 1 � i/i

:

Podle AG-nerovnosti (Příklad 1.8.13) dostaneme odhadp
.k C 1 � i/i �

.k C 1 � i/C i

2
D
k C 1

2
; k 2 N; i 2 f1; : : : ; kg:

Potom pro každé k 2 N platí

jckj D

kX
iD1

1p
.k C 1 � i/i

�

kX
iD1

2

k C 1
D

2k

k C 1
:

Tedy neplatí limk!1 ck D 0. Odtud plyne, že Cauchyův součin
P1

kD1 ck nekon-
verguje, neboť není splněna nutná podmínka konvergence řady (Věta 3.1.11). |

Cauchyův součin dvou konvergentních řad tedy nemusí konvergovat. Nicmé-
ně platí následující věta, jejíž důkaz provedeme až v Kapitole ?? (vizte ??). Další
výsledek týkající se Cauchyova součinu naleznete v Příkladu ??.

3.6.5.Věta (Abel). Nechť
P1

nD1 an a
P1

mD1 bm jsou konvergentní řady, jejichž Cau-
chyův součin konverguje. Pak platí

1X
kD1

� kX
iD1

akC1�ibi

�
D

� 1X
nD1

an

�
�

� 1X
mD1

bm

�
:

3.6.6 (Cauchyův součin obecněji). Nechť n1; m1 2 Z a
P1

nDn1
an,

P1

mDm1
bm jsou

řady. Cauchyův součin těchto řad je definován jako řada
P1

kD1 ck , kde

ck D

kX
iD1

an1Ck�ibm1Ci�1:

Změna indexování členů řad nemá vliv na důkazy uvedené v tomto oddíle, a proto
dokázaná tvrzení o Cauchyově součinu platí i v této obecnější situaci.

3.7. Zobecněné řady

Nechť I je množina a pro každé ˛ 2 I je dáno reálné číslo x˛, neboli máme
zobrazení ˛ 7! x˛ definované na množině I s hodnotami v R. Je-li I konečná, pak
je součet

P
˛2I x˛ dobře definován. V tomto oddílu ukážeme, že součet

P
˛2I x˛
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lze v jistých případech definovat i pro I nekonečnou, přičemž některé vlastnos-
ti obvyklé pro součet konečně mnoha čísel zůstanou v platnosti. Přístup použitý
v tomto oddílu je odlišný od způsobu, jakým jsme definovali součet řady

P1

nD1 an.
V definici součtu

P1

nD1 an jsme totiž podstatným způsobem využili uspořádání sčí-
taných členů, zatímco pro definici součtu

P
˛2I x˛ žádné uspořádání k dispozici nemáme.

Příkladem takového součtu je
P
.n;m/2N�N x.n;m/.

3.7.1. Označení. Nechť I je množina. Potom symbolem K.I / označíme množinu
všech konečných podmnožin I .

3.7.2. Definice. Nechť I je množina a ˛ 7! x˛ je zobrazení z I do R. Prvek x 2 R�

nazveme součtem zobecněné řady
P
˛2I x˛, pokud platí

8" 2 R; " > 0 9F 2 K.I / 8F 0
2 K.I /; F 0

� F W
X
˛2F 0

x˛ 2 B.x; "/:

3.7.3. V tomto oddílu se budeme zabývat téměř výlučně zobecněnými řadami. Po-
kud nebude hrozit nedorozumění budeme místo termínu „zobecněná řada“ často
psát jen „řada“.

3.7.4. Věta (jednoznačnost součtu). Zobecněná řada
P
˛2I x˛ má nejvýše jeden

součet.

Důkaz. Předpokládejme, že x; y 2 R� jsou součtem
P
˛2I x˛ a x ¤ y. Zvolme

" 2 R; " > 0, takové, žeB.x; "/\B.y; "/ D ;. K němu nalezneme konečné množiny
F1; F2 � I splňující

8F 2 K.I /; F � F1 W
X
˛2F

x˛ 2 B.x; "/;

8F 2 K.I /; F � F2 W
X
˛2F

x˛ 2 B.y; "/:

Pak pro konečnou množinu F1 [ F2 platíX
˛2F1[F2

x˛ 2 B.x; "/ \ B.y; "/ D ;;

což je zřejmý spor. �

3.7.5. Definice. Nechť I je množina a ˛ 7! x˛ je zobrazení z I do R. Pokud má
zobecněná řada

P
˛2I x˛ součet x, pak píšeme

P
˛2I x˛ D x a říkáme, že zobecněná

řada
P
˛2I x˛ má součet. Je-li x 2 R, říkáme, že je

P
˛2I x˛ konvergentní. Pokud

není zobecněná řada konvergentní, říkáme, že je divergentní. Pokud zobecněná
řada

P
˛2I jx˛j konverguje, říkáme, že

P
˛2I x˛ je absolutně konvergentní.

3.7.6. Nechť I je množina a ˛ 7! x˛ je zobrazení z I do R. Symbol
P
˛2I x˛ značí

jednak zobecněnou řadu, kterou ztotožňujeme se zobrazením ˛ 7! x˛, jednak sou-
čet této řady, pokud existuje. Symbol

P
˛2I x˛ můžeme tedy používat k označení

prvku z R� až po ověření, že má příslušná řada součet. Zde uplatňujeme stejný
přístup jako u nekončných řad, srovnejte s 3.1.2.
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3.7.7. Je-li indexová množina I konečná, pak je součet zobecněné řady
P
˛2I x˛

roven obvyklému součtu. Vskutku, je-li " 2 R; " > 0, pak můžeme položit F D I .
Potom pro každou F 0 2 K.I / splňující F 0 � F platí F 0 D I . Tedy

P
˛2F 0 x˛ DP

˛2I x˛ 2 B
�P

˛2I x˛; "
�
. Pokud I D ;, pak klademe

P
˛2I x˛ D 0. Ve shodě

s touto úmluvou platí právě uvedená úvaha o zobecněném součtu i v případě, kdy
je I prázdná množina.

Následující věta je obdobou Věty 3.1.18 pro zobecněné řady.

3.7.8. Věta (linearita součtu zobecněných řad). Nechť zobecněné řady
P
˛2I x˛

a
P
˛2I y˛ mají součet.
(a) Pokud c 2 R a výraz c

P
˛2I x˛ je definován, pak má i zobecněná řadaP

˛2I cx˛ součet a platíX
˛2I

cx˛ D c
X
˛2I

x˛:

(b) Pokud je definován výraz
P
˛2I x˛ C

P
˛2I y˛, pak má i zobecněná řadaP

˛2I .x˛ C y˛/ součet a platíX
˛2I

.x˛ C y˛/ D
X
˛2I

x˛ C
X
˛2I

y˛:

Důkaz. Označme x D
P
˛2I x˛ a y D

P
˛2I y˛.

(a) Pokud je c D 0, potom musí být x 2 R a tvrzení je téměř zřejmé. Předpoklá-
dejme v dalším, že platí c ¤ 0. Rozlišíme následující případy

Případ x 2 R. Nechť " 2 R; " > 0. Nalezneme F 2 K.I / takovou, že platí

8F 0
2 K.I /; F 0

� F W

ˇ̌̌X
˛2F 0

x˛ � x
ˇ̌̌
<

"

jcj
:

Pro každou množinu F 0 2 K.I /; F 0 � F , pak mámeˇ̌̌X
˛2F 0

cx˛ � cx
ˇ̌̌

D jcj
ˇ̌̌X
˛2F 0

x˛ � x
ˇ̌̌
< jcj

"

jcj
D ":

Platí tedy rovnost
P
˛2I cx˛ D cx.

Případ x D �1, c < 0. Nechť " 2 R; " > 0. Nalezneme F 2 K.I / takovou, že platí

8F 0
2 K.I /; F 0

� F W
X
˛2F 0

x˛ < �
1

jcj"
:

Pro každou množinu F 0 2 K.I /; F 0 � F , pak mámeX
˛2F 0

cx˛ > �c
1

jcj"
D
1

"
:

Platí tedy rovnost
P
˛2I cx˛ D 1.

Ostatní případy lze dokázat obdobně jako v předchozím případě.

(b) Rozlišíme několik případů.
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Případ x; y 2 R. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme F1; F2 2 K.I / takové, že
platí

8F 0
1 2 K.I /; F 0

1 � F1 W

ˇ̌̌ X
˛2F 0

1

x˛ � x
ˇ̌̌
< 1

2
";

8F 0
2 2 K.I /; F 0

2 � F2 W

ˇ̌̌ X
˛2F 0

2

y˛ � y
ˇ̌̌
< 1

2
":

Položme F D F1[F2. Pro každou konečnou množinu F 0 � I obsahující F dostá-
váme ˇ̌̌X

˛2F 0

.x˛ C y˛/ � .x C y/
ˇ̌̌

�

ˇ̌̌X
˛2F 0

x˛ � x
ˇ̌̌
C

ˇ̌̌X
˛2F 0

y˛ � y
ˇ̌̌
< ":

Tímto je požadovaná rovnost dokázána.

Případ x D 1, y 2 R.Chceme dokázat, že platí
P
˛2I .x˛Cy˛/ D 1. Zvolme " 2 R,

" > 0, k němu nalezneme F1 2 K.I / takovou, že platí

8F 0
1 2 K.I /; F 0

1 � F1 W
X
˛2F 0

1

x˛ >
1

"
� y C 1: (3.39)

Dále nalezneme F2 2 K.I / takovou, že platí

8F 0
2 2 K.I /; F 0

2 � F2 W

ˇ̌̌ X
˛2F 0

2

y˛ � y
ˇ̌̌
< 1:

Pak máme
8F 0

2 2 K.I /; F 0
2 � F2 W

X
˛2F 0

2

y˛ > y � 1: (3.40)

Položíme F D F1 [ F2. Pak pro každou množinu F 0 2 K.I /, F 0 � F , dostáváme
díky (3.39) a (3.40) nerovnostX

˛2F 0

.x˛ C y˛/ D
X
˛2F 0

x˛ C
X
˛2F 0

y˛ >
1

"
� y C 1C y � 1 D

1

"
:

Tím je požadovaná rovnost pro případ x D 1, y 2 R dokázána. Ve zbývajících
případech lze postupovat obdobně. Příslušné důkazy již uvádět nebudeme. �

3.7.9. Věta. Nechť
P
˛2I x˛ je zobecněná řada.

(a) Nechť x˛, ˛ 2 I , jsou nezáporná čísla. Pak
P
˛2I x˛ má součet a platíX

˛2I

x˛ D sup
nX
˛2F

x˛I F 2 K.I /
o
: (3.41)

(b) Řady
P
˛2I jx˛j,

P
˛2I x

C
˛ ,
P
˛2I x

�
˛ mají vždy součet a platíX

˛2I

jx˛j D
X
˛2I

xC
˛ C

X
˛2I

x�
˛ : (3.42)
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(c) Řada
P
˛2I x˛ má součet právě tehdy, když je definován výraz

P
˛2I x

C
˛ �P

˛2I x
�
˛ . Je-li součet

P
˛2I x˛ definován, pak platí

X
˛2I

x˛ D
X
˛2I

xC
˛ �

X
˛2I

x�
˛ : (3.43)

Důkaz. (a) Nechť x˛, ˛ 2 I , jsou nezáporná čísla. Označme

s D sup
nX
˛2F

x˛I F 2 K.I /
o
:

Ukážeme, že platí
P
˛2I x˛ D s. Nejprve si povšimneme, že platí

8F 2 K.I / W
X
˛2F

x˛ � s: (3.44)

Mějme nyní dáno libovolné s0 2 R, s0 < s. Z definice suprema naleznemeF 2 K.I /

takovou, že
P
˛2F x˛ > s

0. Pak pro libovolnou F 0 2 K.I /; F 0 � F , platí

X
˛2F 0

x˛ �
X
˛2F

x˛ > s
0:

Odtud a z (3.44) již snadno dostaneme rovnost
P
˛2I x˛ D s.

(b) Díky (a) mají zobecněné řady
P
˛2I jx˛j,

P
˛2I x

C
˛ ,
P
˛2I x

�
˛ vždy součet. Rov-

nost (3.42) plyne zVěty 3.7.8(b), neboť jx˛j D xC
˛ Cx�

˛ a součet
P
˛2I x

C
˛ C

P
˛2I x

�
˛

je definován.

(c) Položme P D f˛ 2 I I x˛ � 0g, M D f˛ 2 I I x˛ < 0g, p D
P
˛2I x

C
˛ a m DP

˛2I x
�
˛ . Dokážeme nejprve, že platí

p D
X
˛2P

x˛ a m D �
X
˛2M

x˛: (3.45)

Zřejmě platí rovnosti

nX
˛2F

xC
˛ I F 2 K.I /

o
D

nX
˛2F

x˛I F 2 K.P /
o
; (3.46)nX

˛2F

x�
˛ I F 2 K.I /

o
D

n
�
X
˛2F

x˛I F 2 K.M/
o
; (3.47)
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a tedy mámeX
˛2I

xC
˛ D sup

nX
˛2F

xC
˛ I F 2 K.I /

o
D sup

nX
˛2F

x˛I F 2 K.P /
o

(podle (3.46))

D
X
˛2P

x˛ D p;

X
˛2I

x�
˛ D sup

nX
˛2F

x�
˛ I F 2 K.I /

o
D sup

nX
˛2F

�x˛I F 2 K.M/
o

(podle (3.47))

D
X
˛2M

�x˛ (podle již dokázané části (a))

D �
X
˛2M

x˛ D m: (podle Věty 3.7.8(a))

) Nejprve dokážeme, že rozdíl p �m je dobře definován. Pro spor předpoklá-
dejme, že tomu tak není, tj. p D m D 1. Nechť F 2 K.I /. Z (3.45) plyne

sup
nX
˛2G

x˛I G 2 K.P n F /
o

D 1;

a tedy existuje konečná množina G1 � P n F taková, žeX
˛2G1

x˛ > �
X
˛2F

x˛ C 1:

Z (3.45) dále plyne

inf
nX
˛2G

x˛I G 2 K.M n F /
o

D �1;

a tedy existuje konečná množina G2 � M n F taková, žeX
˛2G2

x˛ < �
X
˛2F

x˛ � 1:

Položíme F1 D F [G1 a F2 D F [G2. Pro každou konečnou množinu F � I jsme
tedy nalezli F1; F2 2 K.I /, které obsahují F a splňují

P
˛2F1

x˛ > 1 a
P
˛2F2

x˛ <

�1. Toto je ale ve sporu s předpokladem existence součtu řady
P
˛2I x˛. Rozdíl

p �m je tedy dobře definován.

( Řada
P
˛2I x˛ konverguje podle Věty 3.7.8.

Rovnost (3.43) plyne z právě dokázané ekvivalence a Věty 3.7.8, neboť pro každé
˛ 2 I platí x˛ D xC

˛ C .�1/ � x�
˛ . �
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Z Věty 3.7.9(a) snadno plyne následující analogie srovnávacího kritéria z Vě-
ty 3.2.2.

3.7.10.Věta (srovnávací kritérium pro zobecněné řady). Nechť
P
˛2I x˛ a

P
˛2I y˛

jsou zobecněné řady takové, že pro každé ˛ 2 I platí 0 � y˛ � x˛. Potom součty
řad existují a platí

P
˛2I y˛ �

P
˛2I x˛: Jestliže tedy navíc řada

P
˛2I x˛ konver-

guje, pak konverguje i řada
P
˛2I y˛.

Důkaz. Existence součtů obou řad plyne z Věty 3.7.9(a). Z nerovností 0 � y˛ � x˛,
˛ 2 I , dostáváme

0 � sup
nX
˛2F

y˛I F 2 K.I /
o

� sup
nX
˛2F

x˛I F 2 K.I /
o
:

Pak pomocí Věty 3.7.9(a) ihned plyne

0 �
X
˛2I

y˛ �
X
˛2I

x˛:

Odtud pak snadno vyplývá i tvrzení o konvergenci. �

Následující věta ukazuje, že vztah konvergence a absolutní konvergence pro
zobecněné řady je jiný než v případě standardních řad.

3.7.11. Věta (absolutní konvergence zobecněné řady). Zobecněná řada
P
˛2I x˛

je konvergentní právě tehdy, když je absolutně konvergentní.

Důkaz. ) Podle Věty 3.7.9(c) řady
P
˛2I x

C
˛ a

P
˛2I x

�
˛ konvergují, a proto kon-

verguje podle Věty 3.7.9(b) i řada
P
˛2I jx˛j.

( Pro každé ˛ 2 I platí nerovnosti 0 � xC
˛ � jx˛j a 0 � x�

˛ � jx˛j, a proto podle
Věty 3.7.10 řady

P
˛2I x

C
˛ a

P
˛2I x

�
˛ konvergují. Podle Věty 3.7.9(c) konverguje

tedy i řada
P
˛2I x˛. �

3.7.12.Věta (přerovnání zobecněné řady). Nechťmá zobecněná řada
P
˛2I x˛ sou-

čet a � W I ! I je bijekce. Potom má součet i řada
P
˛2I x�.˛/ a platí

P
˛2I x˛ DP

˛2I x�.˛/.

Důkaz. Označme s součet řady
P
˛2I x˛. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme

F 2 K.I / takovou, že

8F 0
2 K.I /; F 0

� F W
X
˛2F 0

x˛ 2 B.s; "/:

Položme G D ��1.F / a vezměme libovolnou G0 2 K.I / obsahující G. Pak mno-
žina F 0 D �.G0/ je konečná, obsahuje F a platíX

˛2G0

x�.˛/ D
X
˛2F 0

x˛ 2 B.s; "/:

Tedy
P
˛2I x�.˛/ D s. �

3.7.13. Věta. Nechť zobecněná řada
P
˛2I x˛ konverguje. Potom je množina f˛ 2

I I x˛ ¤ 0g spočetná.
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Důkaz. Řada
P
˛2I x˛ je absolutně konvergentní dle Věty 3.7.11. Označme s DP

˛2I jx˛j. Pro n 2 N položme In D
˚
˛ 2 I I jx˛j �

1
n

	
. Máme-li pak libovolnou

konečnou množinu F � In, platí pro počet jejích prvků odhad

jF j D
X
˛2F

1 D n
X
˛2F

1

n
� n

X
˛2F

jx˛j � ns:

Tedy i sama množina In má nejvýše ns prvků, a je tedy konečná. Proto je podle
Věty 1.6.21(b) množina f˛ 2 I I x˛ ¤ 0g D f˛ 2 I I jx˛j > 0g D

S1

nD1 In spočetná.
�

3.7.14. Nechť
P
˛2I x˛ je konvergentní zobecněná řada. Z důkazu tvrzení Vě-

ty 3.7.13 plyne, že pro pro každé c 2 R; c > 0, je množina f˛ 2 I I jx˛j > cg

konečná. Tuto vlastnost můžeme chápat jako analogii Věty 3.1.11 pro konvergent-
ní zobecněné řady.

3.7.15. Věta (Bolzanova—Cauchyova podmínka). Zobecněná řada
P
˛2I x˛ kon-

verguje právě tehdy, když platí

8" 2 R; " > 0 9F 2 K.I / 8F 0
2 K.I /; F 0

\ F D ;W

ˇ̌̌̌X
˛2F 0

x˛

ˇ̌̌̌
< ": (3.48)

Důkaz. ) Předpokládejme nejprve, že řada
P
˛2I x˛ konverguje a její součet je

roven x 2 R. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme F 2 K.I / takovou, že pro
každou množinu F 00 2 K.I / obsahující F platí

ˇ̌P
˛2F 00 x˛ � x

ˇ̌
< 1

2
". Vezměme

libovolnou F 0 2 K.I / disjunktní s F . Pak platíˇ̌̌X
˛2F 0

x˛

ˇ̌̌
D

ˇ̌̌ X
˛2F[F 0

x˛ �
X
˛2F

x˛

ˇ̌̌
D

ˇ̌̌ X
˛2F[F 0

x˛ � x C x �
X
˛2F

x˛

ˇ̌̌
�

ˇ̌̌ X
˛2F[F 0

x˛ � x
ˇ̌̌
C

ˇ̌̌
x �

X
˛2F

x˛

ˇ̌̌
< 1

2
"C

1
2
" D ":

Podmínka (3.48) je tedy splněna.

( Nechť n 2 N. Pak pomocí podmínky (3.48) pro " D
1
n
nalezneme konečnou

množinu Fn 2 K.I / takovou, že

8F 0
2 K.I /; F 0

\ Fn D ;W

ˇ̌̌X
˛2F 0

x˛

ˇ̌̌
< 1

n
: (3.49)

Označme yn D
P
˛2Fn

x˛, n 2 N. Ukážeme, že fyng je cauchyovská posloupnost
reálných čísel. Pro každé n;m 2 N platí

jym � ynj D

ˇ̌̌ X
˛2Fm

x˛ �
X
˛2Fn

x˛

ˇ̌̌
�

ˇ̌̌ X
˛2FmnFn

x˛

ˇ̌̌
C

ˇ̌̌ X
˛2FnnFm

x˛

ˇ̌̌
:

ProtožeFmnFn je konečnámnožina disjunktní sFn, dostáváme podle (3.49) odhadˇ̌P
˛2FmnFn

x˛
ˇ̌
< 1

n
. Obdobně dostaneme odhad

ˇ̌P
˛2FnnFm

x˛
ˇ̌
< 1

m
. Tedy pro
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každém; n 2 N máme jym�ynj < 1
n

C
1
m
. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme

n0 2 N takové, že 1
n0
< 1

2
". Potom pro každá m; n 2 N, m; n � n0, platí

jym � ynj < 1
n

C
1
m

�
1
n0

C
1
n0
< 1

2
"C

1
2
" D ":

Tudíž je posloupnost fyng cauchyovská.
Díky Větě 2.4.26 tedy existuje x 2 R takové, že lim yn D x. Ukážeme, že platíP

˛2I x˛ D x. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové, že 1
n0
< 1

2
"

a jyn0
� xj < 1

2
". Nechť F 0 2 K.I / obsahuje Fn0

. Potom platíˇ̌̌X
˛2F 0

x˛ � x
ˇ̌̌

D

ˇ̌̌ X
˛2Fn0

x˛ C
X

˛2F 0nFn0

x˛ � x
ˇ̌̌

�

ˇ̌̌ X
˛2Fn0

x˛ � x
ˇ̌̌
C

ˇ̌̌ X
˛2F 0nFn0

x˛

ˇ̌̌
D jyn0

� xj C

ˇ̌̌ X
˛2F 0nFn0

x˛

ˇ̌̌
:

Podle (3.49) platí ˇ̌̌ X
˛2F 0nFn0

x˛

ˇ̌̌
< 1

n0
< 1

2
":

Tedy celkem dostaneme ˇ̌̌X
˛2F 0

x˛ � x
ˇ̌̌
< 1

2
"C

1
2
" D ":

Podle Definice 3.7.2 tedy
P
˛2I x˛ D x. �

3.7.16.Věta (součin zobecněných řad). Nechť zobecněné řady
P
˛2I x˛ a

P
ˇ2J yˇ

konvergují. Potom konverguje i řada
P
.˛;ˇ/2I�J x˛yˇ a platíX

.˛;ˇ/2I�J

x˛yˇ D

�X
˛2I

x˛

�
�

�X
ˇ2J

yˇ

�
:

Důkaz. Podle předpokladu a Věty 3.7.11 jsou řady
P
˛2I jx˛j a

P
ˇ2J jyˇ j konver-

gentní. Označme

x D
X
˛2I

x˛; y D
X
ˇ2J

yˇ ; A D
X
˛2I

jx˛j; B D
X
ˇ2J

jyˇ j:

Platí tedy x; y; A;B 2 R.
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Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme F1 2 K.I / a F2 2 K.J / takové, že
platí

8F 0
1 2 K.I /; F 0

1 � F1 W
X

˛2F 0
1

nF1

jx˛j < " ^

ˇ̌̌ X
˛2F1

x˛ � x
ˇ̌̌
< "; (3.50)

8F 0
2 2 K.J /; F 0

2 � F2 W
X

ˇ2F 0
2

nF2

jyˇ j < " ^

ˇ̌̌ X
˛2F2

yˇ � y
ˇ̌̌
< ": (3.51)

Konstrukci množiny F1 ukážeme podrobně. Konstrukce F2 je obdobná. Podle de-
finice součtu zobecněné řady nalezneme k číslu 1

2
" množinu QF1 2 K.I / takovou,

že
8F 0

1 2 K.I /; F 0
1 � QF1 W

ˇ̌̌ X
˛2F 0

1

jx˛j � A
ˇ̌̌
< "

Pro každou množinu F 0
1 2 K.I / splňující F 0

1 � QF1 platíX
˛2F 0

1
n QF1

jx˛j D

ˇ̌̌ X
˛2F 0

1

jx˛j �
X
˛2 QF1

jx˛j

ˇ̌̌
�

ˇ̌̌ X
˛2 QF1

jx˛j � A
ˇ̌̌
C

ˇ̌̌ X
˛2 QF1

jx˛j � A
ˇ̌̌
< 1

2
"C

1
2
" D ":

(3.52)

Podle definice součtu zobecněné řady nalezneme k číslu " množinu F �
1 2 K.I /

takovou, že
8F 0

1 2 K.I /; F 0
1 � QF �

1 W

ˇ̌̌ X
˛2F 0

1

x˛ � x
ˇ̌̌
< " (3.53)

Položíme F1 D QF1 [ F �
1 . Pokud množina F 0

1 2 K.I / splňuje F 0
1 � F1 pak mámeX

˛2F 0
1

nF1

jx˛j �
X

˛2F 0
1

n QF1

jx˛j < ":

Odtud a z (3.53) dostáváme (3.50).
Položme F D F1 � F2. Zvolme F 0 2 K.I � J / takovou, že F � F 0. Snadno je

vidět, že platí X
.˛;ˇ/2F1�F2

x˛yˇ D

�X
˛2F1

x˛

�
�

�X
ˇ2F2

yˇ

�
;

a tedyˇ̌̌ X
.˛;ˇ/2F 0

x˛yˇ � xy
ˇ̌̌

D

ˇ̌̌ X
.˛;ˇ/2F 0

x˛yˇ �
X

.˛;ˇ/2F1�F2

x˛yˇ C

�X
˛2F1

x˛

�
�

�X
ˇ2F2

yˇ

�
� xy

ˇ̌̌
�

ˇ̌̌ X
.˛;ˇ/2F 0

x˛yˇ �
X

.˛;ˇ/2F1�F2

x˛yˇ

ˇ̌̌
C

ˇ̌̌�X
˛2F1

x˛

�
�

�X
ˇ2F2

yˇ

�
� xy

ˇ̌̌
:

(3.54)
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Odhadněme nejprve první člen z předchozího řádku. Uvažujme zobrazení �1 W I �

J ! I definované předpisem �1.˛; ˇ/ D ˛. Potom je podle Věty 1.6.15(d) množi-
naH1 D �1.F

0/ konečná. Podobně uvažujme zobrazení �2 W I �J ! J definované
předpisem �2.˛; ˇ/ D ˇ. Opět podle Věty 1.6.15(d) je množina H2 D �2.F

0/ ko-
nečná. Potom zřejmě platí F 0 � H1 �H2 a mámeˇ̌̌ X

.˛;ˇ/2F 0

x˛yˇ �
X

.˛;ˇ/2F1�F2

x˛yˇ

ˇ̌̌
�

X
.˛;ˇ/2F 0n.F1�F2/

jx˛yˇ j

�
X

˛2H1nF1; ˇ2H2

jx˛yˇ j C
X

˛2H1; ˇ2H2nF2

jx˛yˇ j

D

� X
˛2H1nF1

jx˛j

�
�

� X
ˇ2H2

jyˇ j

�
C

� X
˛2H1

jx˛j

�
�

� X
ˇ2H2nF2

jyˇ j

�
� "B C A":

Nyní odhadneme druhý člen na pravé straně (3.54). Platíˇ̌̌�X
˛2F1

x˛

�
�

�X
ˇ2F2

yˇ

�
� xy

ˇ̌̌
D

ˇ̌̌ X
˛2F1

x˛ �

�X
ˇ2F2

yˇ � y
�

C

�X
˛2F1

x˛ � x
�

� y
ˇ̌̌

�
X
˛2F1

jx˛j �

ˇ̌̌ X
ˇ2F2

yˇ � y
ˇ̌̌
C

ˇ̌̌ X
˛2F1

x˛ � x
ˇ̌̌
�jyj

� A"C "jyj:

Tedy celkemˇ̌̌ X
.˛;ˇ/2F 0

x˛yˇ � xy
ˇ̌̌

� "B C A"C A"C "jyj D "
�
2AC B C jyj

�
:

Odtud plyne tvrzení. �

3.7.17. Věta (asociativita zobecněných řad). Nechť I je disjunktní systémmnožin,
S D

S
I a zobecněná řada

P
˛2S x˛ konverguje. Potompro každé I 2 I zobecněná

řada
P
˛2I x˛ konverguje. Označíme-li yI D

P
˛2I x˛ pro I 2 I, pak řada

P
I2I yI

konverguje a platí
P
˛2S x˛ D

P
I2I yI .

Důkaz. Zvolme I 2 I. Podle Věty 3.7.11 je řada
P
˛2S jx˛j konvergentní. Pomo-

cí (3.41) odhadneme

0 �
X
˛2I

jx˛j �
X
˛2S

jx˛j < 1:

Odtud plyne, že i řada
P
˛2I jx˛j konverguje. Tedy dle Věty 3.7.11 řada

P
˛2I x˛

konverguje. Pro každé I 2 I je tedy prvek yI dobře definován jako prvek R.
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Označme
P
˛2S x˛ D x. Nyní dokážeme rovnost

P
I2I yI D x. Zvolme " 2 R,

" > 0. K číslu 1
2
" nalezneme podle definice F 2 K.S/ takovou, že

8F 0
2 K.I /; F 0

� F W

ˇ̌̌X
˛2F 0

x˛ � x
ˇ̌̌
< 1

2
": (3.55)

Označme G D fI 2 II F \ I ¤ ;g. Množina G je konečná, neboť systém I je
disjunktní a množina F je konečná. Nechť G 0 2 K.I/, G 0 � G . Počet prvků G 0

označme n. Pro každé I 2 G 0 nalezneme FI 2 K.I / takovou, že

8F 0
2 K.I /; F 0

� FI W

ˇ̌̌X
˛2F 0

x˛ � yI

ˇ̌̌
< 1

2n
": (3.56)

Položme F � D F [
S
I2G 0 FI . Množina F � je konečná. Dále platí F � �

S
G 0,

neboť F �
S

G �
S

G 0. Potom platíˇ̌̌X
I2G 0

yI � x
ˇ̌̌

�

ˇ̌̌X
I2G 0

yI �
X
˛2F �

x˛

ˇ̌̌
C

ˇ̌̌ X
˛2F �

x˛ � x
ˇ̌̌

D

ˇ̌̌X
I2G 0

�
yI �

X
˛2F �\I

x˛

�ˇ̌̌
C

ˇ̌̌ X
˛2F �

x˛ � x
ˇ̌̌

�
X
I2G 0

ˇ̌̌
yI �

X
˛2F �\I

x˛

ˇ̌̌
C

ˇ̌̌ X
˛2F �

x˛ � x
ˇ̌̌
:

(3.57)

Dále zřejmě platí F � F �, a tedy podle (3.55)ˇ̌̌ X
˛2F �

x˛ � x
ˇ̌̌
< 1

2
":

Pro I 2 G 0 platí FI � F � \ I , a proto podle (3.56) platíˇ̌̌
yI �

X
˛2F �\I

x˛

ˇ̌̌
< 1

2n
":

Z těchto dvou odhadů a z (3.57) pak plyneˇ̌̌X
I2G 0

yI � x
ˇ̌̌
< n �

1
2n
"C

1
2
" D ";

čímž je tvrzení dokázáno. �

Je-li fxng1
nD1 posloupnost, pakmůžeme uvažovat jednak zobecněnou řadu

P
n2N xn

a také řadu
P1

nD1 xn. Použité symboly odlišují zobecněnou řadu od řady. Násle-
dující věta ukazuje jejich vzájemný vztah.

3.7.18. Věta (zobecněný součet na N). Nechť fxng je posloupnost.
(a) Zobecněná řada

P
n2N xn je konvergentní právě tehdy, když řada

P1

nD1 xn
je absolutně konvergentní.

(b) Jestliže má zobecněná řada
P
n2N xn součet, má ho i řada

P1

nD1 xn a tyto
součty se rovnají.
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Důkaz. (a) ) Podle Věty 3.7.11 konverguje zobecněná řada
P
n2N xn absolutně.

Podle Věty 3.7.9(a) to znamená, že

sup
nX
n2F

jxnjI F 2 K.N/
o
< 1;

tedy, dle definice suprema,

sup
n mX
nD1

jxnjI m 2 N
o
< 1:

Zposlední nerovnosti plyne, že řada
P1

nD1 jxnj je konvergentní, a tedy řada
P1

nD1 xn
je absolutně konvergentní.

( Platí

sup
n mX
nD1

jxnjI m 2 N
o
< 1:

Nechť F 2 K.N/. Pak existuje m 2 N takové, že F � f1; : : : ; mg, a proto platíP
n2F jxnj �

Pm
nD1 jxnj. Odtud plyne

sup
nX
n2F

jxnjI F 2 K.N/
o
< 1:

Podle Věty 3.7.9(a) je zobecněná řada
P
n2N xn absolutně konvergentní, a tedy

konvergentní podle Věty 3.7.11.

(b) Označme s D
P
n2N xn. Dokážeme rovnost s D

P1

nD1 xn. Zvolme " 2 R, " > 0.
K němu nalezneme F 2 K.N/ takové, že platí

8F 0
2 K.I /; F 0

� F W
X
n2F 0

xn 2 B.s; "/: (3.58)

Množina F je konečná, a proto můžeme nalézt n0 2 N, které je horní závorou
F . Zvolme m 2 N; m � n0, a položme F 0 D f1; : : : ; mg. Potom platí F 0 2 K.N/
a F � F 0. Podle (3.58) tedy máme

mX
nD1

xn D
X
n2F 0

xn 2 B.s; "/:

Dostáváme tak
P1

nD1 xn D s. �

3.7.19. Obrácená implikace v tvrzení Věty 3.7.18(b) neplatí, tj. řada
P1

nD1 xn mů-
že konvergovat, ale zobecněná řada

P
n2N xn nemusí konvergovat. Stačí uvažovat

libovolnou neabsolutně konvergentní řadu
P1

nD1 xn. Ta nemůže mít zobecněný
součet. Kdyby totiž s D

P
n2N xn, pak i s D

P1

nD1 xn podle Věty 3.7.18(b). Po-
mocí Riemannovy věty (Věta 3.5.7) bychom nalezli bijekci � W N ! N takovou, žeP1

nD1 x�.n/ ¤ s. Podle Věty 3.7.12 ale platí
P
n2N x�.n/ D s. Opět z Věty 3.7.18(b)

máme
P1

nD1 x�.n/ D s, což je spor.

3.7.20. Příklad. Dokažte, že zobecněná řada
P
.n;m/2N�N

1
n2Cm2 má součet 1.
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Řešení. Protože naše řada sestává z nezáporných čísel, má součet. Pro přirozené
číslo j 2 N odhadneme částečný součet přes indexovou množinu

Ij D fj C 1; : : : ; 2j g � fj C 1; : : : ; 2j g;

tedy

X
.n;m/2Ij

1

n2 Cm2
D

2jX
mDjC1

2jX
nDjC1

1

n2 Cm2
�

2jX
mDjC1

2jX
nDjC1

1

8j 2

D j 2 �
1

8j 2
D
1

8
:

(3.59)

Množiny I2j , j 2 N, jsou po dvou disjunktní, a proto můžeme odhadnoutX
.n;m/2N�N

1

n2 Cm2
� sup
k2N

X
.n;m/2

Sk
j D1 I2j

1

n2 Cm2
(podle definice zobecněné řady)

D sup
k2N

kX
jD1

X
.n;m/2I

2j

1

n2 Cm2
(disjunktnost I2j , j 2 N)

� sup
k2N

kX
jD1

1

8
D sup
k2N

k

8
D 1: (podle (3.59))

|

3.7.21. Příklad. Dokažte, že zobecněná řada
P
.n;m/2N�N

1
n3Cm3 je konvergentní.

Řešení. Pro každé k 2 N položme

Nk D
˚
.n;m/ 2 N � NI maxfm; ng D k

	
:

Potom je počet prvků množiny Nk pro každé k 2 N roven 2k � 1. Pro k 2 N tedy
odhadnemeX

.n;m/2Nk

1

n3 Cm3
�

X
.n;m/2Nk

1

maxfm; ng3
D

X
.n;m/2Nk

1

k3
D
2k � 1

k3
: (3.60)

Nechť F � N � N je libovolná konečná množina. Nalezneme p 2 N takové, že
F �

Sp

kD1
Nk , a dostanemeX

.n;m/2F

1

n3 Cm3
�

X
.n;m/2

Sp

kD1
Nk

1

n3 Cm3

D

pX
kD1

X
.n;m/2Nk

1

n3 Cm3
(disjunktnost Nk ; k 2 N)

�

pX
kD1

2k � 1

k3
�

1X
kD1

2k � 1

k3
: (odhad (3.60))
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Řada
P1

kD1
2k�1
k3 konverguje podle limitního srovnávacího kritéria (Věta 3.2.5(a))

srovnáním s konvergentní řadou
P1

kD1
1
k2 . Z (3.41) tedy mámeX

.n;m/2N�N

1

n3 Cm3
�

1X
kD1

2k � 1

k3
< 1:

|

3.7.22. Příklad. NechťQ značí množinu všech racionálních čísel z intervalu .0; 1/.
Dokažte, že

P
q2Q q D 1.

Řešení. Protože racionálních čísel větších než 1
2
je nekonečně mnoho, je množina

fq 2 QI q > 1
2
g nekonečná, a tedy daná řada diverguje podle 3.7.14. Protože je

tvořena kladnými čísly, platí
P
q2Q q D 1 dle Věty 3.7.9(a). |

3.8. Teoretické příklady k číselným řadám

Řady s nezápornými členy.

3.8.1. Příklad (Raabeovo kritérium). Nechť
P1

nD1 an má kladné členy. Dokažte
následující tvrzení.

(a) Nechť platí lim infn
�
an

anC1
� 1

�
> 1. Potom

P1

nD1 an konverguje.
(b) Nechť existuje n0 2 N takové, že platí

8n 2 N; n � n0 W n
� an

anC1

� 1
�

� 1: (3.61)

Potom
P1

nD1 an diverguje.
(c) Nechť platí lim supn

�
an

anC1
� 1

�
< 1. Potom

P1

nD1 an diverguje.

Řešení. (a) Zvolme q 2 R tak, aby platilo 1 < q < lim infn
�
an

anC1
� 1

�
. Potom

s pomocí Věty 2.4.16(a) nalezneme n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0,
platí

n
� an

anC1

� 1
�
> q;

a tedy
nan � .nC 1/anC1 � .q � 1/anC1: (3.62)

Proto pro každé m 2 N, m � n0, platí

n0an0
> n0an0

� .mC 1/amC1 (řada má kladné členy)

D

mX
nDn0

�
nan � .nC 1/anC1

�
(teleskopická suma)

� .q � 1/

mX
nDn0

anC1: (odhad (3.62))
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Tedy pro každé m 2 N, m � n0, platí
mC1X

nDn0C1

an D

mX
nDn0

anC1 �
n0an0

q � 1
:

Odtud snadno plyne, že posloupnost částečných součtů řady
P1

nD1 an je shora
omezená, a tedy je tato řada konvergentní.

(b) Matematickou indukcí odvodíme, že pro každé n 2 N, n � n0, platí

an �
n0

n
� an0

: (3.63)

Pro n D n0 nerovnost zřejmě platí. Předpokládejme platnost (3.63) pro jedno pev-
né n 2 N; n � n0. Díky (3.61) platí první následující nerovnost a díky indukčnímu
předpokladu druhá:

anC1 �
n

nC 1
� an �

n

nC 1
�
n0

n
� an0

D
n0

nC 1
� an0

:

Tím je nerovnost podle principu matematické indukce dokázána.
Protože je řada

P1

nDn0

n0

n
an0

divergentní, ze srovnávacího kritéria (vizte Vě-
tu 3.2.2(b)) plyne, že řada

P1

nDn0
an je divergentní, a tedy je divergentní i řadaP1

nD1 an.

(c) Tvrzení plyne z již dokázaného tvrzení (b). |

3.8.2. Příklad. Nechť
P1

nD1 an a
P1

nD1 bn jsou řady s kladnými členy. Nechť exis-
tuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí

anC1

an
�
bnC1

bn
: (3.64)

(a) Předpokládejme, že řada
P1

nD1 bn je konvergentní. Dokažte, že pak je
konvergentní i řada

P1

nD1 an.
(b) Pomocí (a) dokažte d’Alambertovo kritérium 3.2.11(c),(d).

Řešení. (a) Matematickou indukcí odvodíme, že pro každé n 2 N, n � n0, platí

an �
an0

bn0

� bn: (3.65)

Pro n D n0 nerovnost zřejmě platí. Předpokládejme platnost (3.65) pro jedno pev-
né n 2 N; n � n0. Pomocí (3.64) a indukčního předpokladu obdržíme

anC1 D
anC1

an
� an �

bnC1

bn
� an �

bnC1

bn
�
an0

bn0

� bn D
an0

bn0

� bnC1:

Tím je nerovnost podle principu matematické indukce dokázána.
Konverguje-li tedy řada

P1

nD1 bn, konverguje i řada
P1

nD1

an0

bn0

bn, a tedy podle
Věty 3.2.2 i řada

P1

nD1 an.

(b) Předpokládejme nyní, že lim anC1

an
< 1. Nalezneme q 2 .0; 1/ takové, že lim anC1

an
<

q. Díky Větě 2.2.42(a) existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0 platí
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anC1

an
� q. Pak máme anC1

an
�

qnC1

qn , přičemž řada
P1

nD1 q
n konverguje (vizte Pří-

klad 3.1.7). Podle tvrzení (a)
P1

nD1 an konverguje.
Případ, kdy lim anC1

an
> 1, lze dokázat analogicky. |

3.8.3. Příklad. Nechť
P1

nD1 an je divergentní řada s kladnými členy a fsng je po-
sloupnost jejích částečných součtů. Ukažte, že řada

P1

nD1
an

sn
diverguje.

Řešení. Důkaz provedeme sporem. Předpokládejme, že řada
P1

nD1
an

sn
konverguje.

Pak splňuje Bolzanovu—Cauchyovu podmínku podle Věty 3.1.13. Pro " D
1
2
na-

lezneme n0 2 N takové, že

8n;m 2 N; n0 � n � m W

mX
kDn

ak

sk
< 1

2
: (3.66)

Posloupnost fskg je rostoucí a platí lim sk D 1. Snadno tedy dostaneme limk!1

sk�sn0

sk
D

limk!1

�
1 �

sn0

sk

�
D 1. Existuje tedy m0 2 N, m0 � n0, takové, že

sm0
�sn0

sm0

> 1
2
. Po-

tom platí
m0X

kDn0C1

ak

sk
�

1

sm0

m0X
kDn0C1

ak D
sm0

� sn0

sm0

> 1
2
;

což je ale spor s (3.66). |

3.8.4. Příklad. Nechť
P1

nD1 an je divergentní řada s kladnými členy. Dokažte, že
existuje posloupnost fbng taková, že

P1

nD1 bn D 1 a lim bn

an
D 0.

Řešení. Pro n 2 N položíme bn D
an

sn
, kde sn je n-tý částečný součet řady

P1

nD1 an.
Řada

P1

nD1 bn diverguje podle Příkladu 3.8.3. Řada
P1

nD1 an diverguje a má klad-
né členy, proto platí lim sn D 1. Odtud dostáváme

lim
bn

an
D lim

1

sn
D 0:

|

3.8.5. Příklad. Nechť fcng je posloupnost splňující lim cn D 1. Dokažte, že exis-
tuje konvergentní řada

P1

nD1 bn s kladnými členy taková, že řada
P1

nD1 cnbn diver-
guje.

Řešení. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že všechny členy posloup-
nosti fcng jsou větší než 1. Nalezneme rostoucí posloupnost přirozených čísel fnkg

splňující
8k 2 N 8n 2 N; n � nk W cn � k C 1:

Položme n0 D 0. Pro každé n 2 N nalezneme jednoznačně určené k 2 N takové,
že nk�1 < n � nk a definujeme

bn D
1

cn
�

1

k.nk � nk�1/
:
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Nechť fsmg je posloupnost částečných součtů řady
P1

nD1 bn. Pro n 2 N splňující
nk�1 < n � nk platí

bn �
1

k
�

1

k.nk � nk�1/
:

Pak pro každé l 2 N platí

snl
D

nlX
nD1

bn D

lX
kD1

nkX
nDnk�1C1

bn �

lX
kD1

nkX
nDnk�1C1

1

k2.nk � nk�1/

D

lX
kD1

1

k2
�

1X
kD1

1

k2
< 1:

Posloupnost fsnl
g1
lD1

je omezená a posloupnost fsmg je rostoucí, a tedy je i posloup-
nost fsmg omezená. Odtud plyne, že řada

P1

nD1 bn je konvergentní. Dále platí pro
každé l 2 N

nlX
nD1

cnbn D

lX
kD1

nkX
nDnk�1C1

cnbn

D

lX
kD1

nkX
nDnk�1C1

1

k.nk � nk�1/
D

lX
kD1

1

k
:

Tedy
1X
nD1

cnbn �

1X
kD1

1

k
D 1:

Tím je tvrzení dokázáno. |

Následující příklad ukazuje, že limitní srovnávací kritérium pro konvergenci
řad (Věta 3.2.5) neplatí bez předpokladu nezápornosti členů zadaných řad.

3.8.6. Příklad. Dokažte, že existuje konvergentní řada
P1

nD1 an a divergentní řadaP1

nD1 bn splňující lim
an

bn
D 1.

Řešení. Pro každé n 2 N položme

an D
.�1/n
p
n

a bn D
.�1/n
p
n

C
1

n
:

Řada
P1

nD1 an konverguje podle Leibnizova kritéria (Věta 3.3.1) a řada
P1

nD1 bn
diverguje, neboť je součtemkonvergentní řady

P1

nD1 an a divergentní řady
P1

nD1
1
n
.

Dále platí

lim
an

bn
D lim
n!1

.�1/n
p
n

.�1/n
p
n

C
1
n

D lim
n!1

1

1C
.�1/n

p
n

D 1:

|

3.8.7. Příklad. Dokažte, že platí e D
P1

nD0
1
nŠ
.
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Řešení. Pro n 2 N označme

an D
�
1C

1
n

�n a sn D

nX
kD0

1

kŠ
:

Dokážeme, že pro každé n 2 N platí an � sn � e. Protože lim an D e (Defini-
ce 2.4.6), dostaneme z věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44) rovnost lim sn D e.
Tím bude tvrzení dokázáno.

Pro každé n 2 N platí an � sn. Pro n D 1 zřejmě platí a1 D s1 D 2. Nechť n 2 N,
n � 2. Potom z binomické věty (Věta 1.5.6) plyne, že

an D

nX
kD0

 
n

k

!
1

nk
D 1C 1C

nX
kD2

n.n � 1/ � � � .n � k C 1/

nk
1

kŠ

D 1C 1C

nX
kD2

1

kŠ

k�1Y
jD1

�
1 �

j
n

�
:

Pro každé k 2 f2; : : : ; ng zřejmě platí
Qk�1
jD1

�
1 �

j
n

�
� 1, a tedy

an � 1C 1C

nX
kD2

1

kŠ
D sn:

Pro každé n 2 N platí sn � e. Posloupnost fsng je zřejmě rostoucí, a proto stačí toto
tvrzení dokázat pouze pro n 2 N, n � 2. Nechť n 2 N, n � 2. Potom pro každé
m 2 N, m � n, platí

am D

mX
kD0

 
m

k

!
1

mk
�

nX
kD0

 
m

k

!
1

mk

D 1C 1C

nX
kD2

1

kŠ

k�1Y
jD1

�
1 �

j
m

�
:

Pro každé k 2 f2; : : : ; ng zřejmě platí

lim
m!1

k�1Y
jD1

�
1 �

j
m

�
D 1:

Tedy z věty o aritmetice limit plyne, že

lim
m!1

nX
kD0

 
m

k

!
1

mk
D 1C 1C

nX
kD2

1

kŠ
D sn:

Odtud a z věty o limitě a uspořádání (Věta 2.2.42), že e D lim am � sn. |

3.8.8. Příklad. Dokažte, že e je iracionální číslo.
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Řešení. Pro spor předpokládejme, že e je racionální, tedy e D
p
q
pro nějaká p 2 Z,

q 2 N. Z Definice 2.4.6 plyne, že číslo e je kladné, a proto p 2 N. Pro libovolné
k 2 N platí podle Příkladu 3.8.7

kX
jD0

1

j Š
< e D

kX
jD0

1

j Š
C

1X
jDkC1

1

j Š
:

Zřejmě dále platí
1X

jDkC1

1

j Š
D

1X
iD1

� 1
kŠ

iY
jD1

1

k C j

�
<
1

kŠ

1X
iD1

1

.k C 1/i
:

Podle Příkladu 3.1.7 máme
1X
iD1

1

.k C 1/i
D
1

k
;

a tedy celkem dostáváme
kX

jD0

1

j Š
< e <

kX
jD0

1

j Š
C

1

k � kŠ
:

Potom
kX

jD0

1

j Š
<
p

q
<

kX
jD0

1

j Š
C

1

k � kŠ
:

Vynásobíme obě nerovnosti kladným výrazem q � kŠ a dostaneme

q � kŠ �

kX
jD0

1

j Š
< p � kŠ < q � kŠ �

kX
jD0

1

j Š
C
q

k
:

Označme

m D q � kŠ �

kX
jD0

1

j Š
:

Pak zřejmě platí m 2 N a navíc

m < p � kŠ < mC
q

k
:

Pro speciální volbu k D q odtud dostáváme p � kŠ 2 .m;m C 1/. To je ale spor,
protože m 2 N a p � kŠ 2 N. |

Číselné rozvoje.

3.8.9. Příklad. Nechť p 2 N, p > 1, a S.p/ je množina všech posloupností fang,
které splňují

(a) 8n 2 N W an 2 f0; : : : ; p � 1g.
Nechť dále I.p/ je množina všech posloupností, které splňují (a) a navíc podmínku

(b) 8n 2 N 9m 2 N; m � n W am ¤ p � 1.
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Definujme zobrazení ' W S.p/ ! R předpisem

'
�
fang

�
D

1X
nD1

an

pn
:

Dokažte, že zobrazení ' je dobře definované a jde o bijekci I.p/ na Œ0; 1/.

Řešení. Korektnost definice '. Nechť fang 2 S.p/. Pro každé n 2 N platí

0 �
an

pn
�
p � 1

pn
:

Podle Příkladu 3.1.7 platí
P1

nD1
p�1
pn D 1, takže díky Větě 3.2.2(a) je řada

P1

nD1
an

pn

konvergentní. Díky podmínce (b) existuje n0 2 N takové, že an0
< p � 1. Potom

platí

0 � '
�
fang

�
D

n0�1X
nD1

an

pn
C
an0

pn0
C

1X
nDn0C1

an

pn

<

n0�1X
nD1

p � 1

pn
C
p � 1

pn0
C

1X
nDn0C1

p � 1

pn
D 1:

Prostota 'jI.p/. Předpokládejme, že fang; fbng 2 I.p/ a fang ¤ fbng. Existuje tedy
k 2 N takové, že pro každé j 2 N; j < k, platí aj D bj a ak ¤ bk. Bez újmy na
obecnosti můžeme předpokládat, že ak < bk. Potom platí

'.fang/ <

k�1X
nD1

an

pn
C
ak

pk
C

1X
nDkC1

p � 1

pn
(odhad shora členů posloupnosti fang)

D

k�1X
nD1

an

pn
C
ak

pk
C

1

pk
(součet geometrické řady)

D

k�1X
nD1

bn

pn
C
ak C 1

pk
(využita definice čísla k a algebraická úprava)

�

kX
nD1

bn

pn
(použita nerovnost ak < bk)

�

1X
nD1

bn

pn
D '.fbng/:

Zobrazení 'jI.p/ je na Œ0; 1/. Nechť x 2 Œ0; 1/. Posloupnost fang splňující '
�
fang

�
D x

budeme pomocí funkce celá část konstruovat takto. Položíme a1 D Œpx�. Máme-li
n 2 N; n > 1, a čísla a1; : : : ; an�1 jsou již nalezena, definujme

an D

h
pnx �

n�1X
kD1

akp
n�k

i
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Tím je konstrukce fang provedena. Nyní je třeba ukázat, že fang 2 I.p/.
Celé číslo a1 splňuje 0 � a1 � px < p, a proto a1 2 f0; : : : ; p � 1g. Nechť

n 2 N. Potom postupně dostáváme:

an � pnx �

n�1X
kD1

akp
n�k < an C 1; (definice an a celé části)

0 � pnx �

n�1X
kD1

akp
n�k

� an < 1; (odečtení an)

0 � pnC1x �

nX
kD1

akp
nC1�k < p: (algebraická úprava) (3.67)

Odtud plyne 0 � anC1 < p, takže anC1 2 f0; : : : ; p�1g, neboť anC1 je podle definice
celé číslo. Tím jsme ověřili, že posloupnost fang splňuje podmínku (a).

Pro ověření podmínky (b) předpokládejme pro spor existenci n0 2 N takové-
ho, že pro každé n 2 N; n > n0, platí an D p�1. Z (3.67) plyne, že pro každé n 2 N
platí

0 � x �

nX
kD1

ak

pk
<

1

pn
: (3.68)

Pak pro každé n 2 N, n � n0, máme

0 � x �

n0X
kD1

ak

pk
�

nX
kDn0C1

p � 1

pk
<

1

pn
:

Limitním přechodem odtud plyne

0 � x �

n0X
kD1

ak

pk
�

1

pn0
� 0;

a tedy také

x �

n0X
kD1

ak

pk
D

1

pn0
;

což je ve sporu s (3.68) pro n D n0.
Nyní s pomocí věty o dvou strážnících (Věta 2.2.42) a (3.68) máme

'
�
fang

�
D

1X
nD1

ak

pk
D lim
n!1

nX
kD1

ak

pk
D x:

Tedy 'jI.p/ je zobrazení na. |

3.8.10. (a)Nechťp 2 N; p > 1. Pakp-adickýmrozvojem budeme rozumět každou
řadu tvaru

P1

nD1
an

pn , kde fang 2 S.p/. Podle Příkladu 3.8.9 lze každé číslo x 2 Œ0; 1/

vyjádřit jako součet p-adického rozvoje
P1

nD1
an

pn . Pokud budeme uvažovat pouze
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takové p-adické rozvoje, kde fang 2 I.p/, pak je příslušný p-adický rozvoj určen
jednoznačně.

(b) Pokudmáme p-adický rozvoj
P1

nD1
an

pn , kde fang nesplňuje podmínku (b) z Pří-
kladu 3.8.9, pak existuje nejmenší n0 2 N takové, že pro každé n 2 N; n � n0, platí
an D p � 1. Pokud n0 D 1, pak

1X
nD1

an

pn
D

1X
nD1

p � 1

pn
D 1:

Pokud n0 > 1, pak an0�1 < p � 1. Potom platí an0�1 C 1 2 f0; 1; : : : ; p � 1g a
1X
nD1

an

pn
D

n0�1X
nD1

an

pn
C

1X
nDn0

p � 1

pn
D

n0�1X
nD1

an

pn
C

1

pn0�1

D

n0�2X
nD1

an

pn
C
an0�1 C 1

pn0�1
C

1X
nDn0C1

0

pn
:

Odtud plyne, že ve druhém případě posloupnost fbng definovaná předpisem

bn D

�
an; pokud n 2 N; n < n0 � 1;

an0�1 C 1; pokud n D n0 � 1;

0; pokud n 2 N; n � n0;

určuje jiný p-adický rozvoj než fang, neboť se liší od fang, nicméně součet mají
oba p-adické rozvoje stejný. Při práci s p-adickými rozvoji je často třeba brát tuto
nejednoznačnost v potaz.

3.8.11 (desetinné rozvoje). Nejdůležitejší typem p-adického rozvoje je případ, kdy
p D 10, neboť většinu výpočtů provádíme v desítkové soustavě. Každé reálné číslo
můžeme zapsat jako součet celého čísla a reálného čísla z intervalu Œ0; 1/, pro každé
x 2 R totiž platí x D Œx�C .x � Œx�/. Každé nezáporné celé číslo n lze jednoznačně
zapsat ve tvaru

n D

kX
nD0

an � 10n;

kde k 2 N, a0; : : : ; ak 2 f0; : : : ; 9g. Každé nezáporné reálné číslo pak můžeme
zapsat ve tvaru akak�1 : : : a1a0; b1b2b2 : : : .

3.8.12. Příklad. Nechť p 2 N; p > 1. Pak p-adický rozvoj
P1

nD1
an

pn nazýváme
periodický, pokud existují k; r 2 N taková, že pro každé n 2 N; n � k, platí
anCr D an. Ukažte, že p-adický rozvoj

P1

nD1
an

pn má racionální součet právě tehdy,
když je periodický.

Řešení. ( Nechť k; r 2 N svědčí o periodičnosti p-adického rozvoje
P1

nD1
an

pn ,
neboli platí

8n 2 N; n � k W an D anCr :
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Odtud snadno plyne

8j 2 N 8n 2 N; n � k W an D anC.j�1/r : (3.69)

Pro m 2 N označme m-tý částečný součet našeho rozvoje jako sm. Pro každé l 2 N
platí

skClr D

kX
nD1

an

pn
C

lX
jD1

kCjrX
nDkC.j�1/rC1

an

pn
(3.70)

Pokud n 2 N splňuje

k C .j � 1/r C 1 � n � k C jr;

kde j 2 N, pak můžeme psát n D k C .j � 1/r C u pro u 2 f1; 2; : : : ; rg a díky
(3.69) platí an D akCu. Toto pozorování nám umožňuje přepsat rovnost (3.70)
následujícím způsobem

skClr D

kX
nD1

an

pn
C

lX
jD1

1

pkC.j�1/r

rX
uD1

akCu

pu
:

Označme ˛ D
Pk
nD1

an

pn a ˇ D
Pr
uD1

akCu

pu . Obě čísla ˛; ˇ jsou zřejmě racionální.
Potom platí

lim
l!1

skClr D lim
l!1

�
˛ C

ˇ

pk

lX
jD1

1

.pr /j�1

�

D ˛ C
ˇ

pk

1X
jD1

1

.pr /j�1

D ˛ C
ˇ

pk
1

1 �
1
pr

;

což je racionální číslo. Odtud plyne, že součet našeho rozvoje je racionální, neboť
limm!1 sm D liml!1 skClr .

) Nechť nyní p-adický rozvoj
P1

nD1
an

pn má racionální součet x 2 Œ0; 1�. Bez újmy
na obecnosti můžeme předpokládat, že x 2 .0; 1/. Potom existují u; v 2 N, u < v,
splňující x D

u
v
, Pokud fang 2 S.p/ n I.p/, pak je uvažovaný rozvoj zřejmě perio-

dický. Předpokládejme tedy, že fang 2 I.p/. Pro k 2 N označme sk D
Pk
nD1

an

pn .
Pro každé k 2 N platí

0 � x � sk D

1X
nDkC1

an

pn
<

1X
nDkC1

p � 1

pn
D

1

pk
;

a tedy

0 � pk.x � sk/ < 1: (3.71)
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Platí

pksk D pk
kX
nD1

an

pn
D

kX
nD1

anp
k�n;

takže pksk 2 N. Dále máme

pk.x � sk/ D pk
u

v
� pksk : (3.72)

Odtud plyne, že existuje ck 2 Z takové, že pk.x � sk/ D
ck

v
. S pomocí (3.71) pro

každé k 2 N dostáváme ck 2 f0; : : : ; v�1g. Musí tedy existovat k1; k2 2 N, k1 < k2
takové, že ck1

D ck2
. Položme r D k2 � k1, pak ck2

D ck1Cr a platí

ck1

v
D pk1.x � sk1

/ D

1X
nDk1C1

an

pn�k1
D

1X
jD1

ajCk1

pj
;

ck1Cr

v
D
ck2

v
D pk1Cr .x � sk1Cr / D

1X
nDk1CrC1

an

pn�k1�r
D

1X
jD1

ajCk1Cr

pj
:

Posloupnosti fajCk1
g1
jD1, fajCk1Crg

1
jD1 patří do I.p/ a obě definují p-adický rozvoj

se součtem ck1

v
. Podle Příkladu 3.8.9 se uvedené posloupnosti musí rovnat. Proto

pro n > k1 platí an D anCr , takže uvažovaný rozvoj je periodický. |

Řady s obecnými členy.

3.8.13. Příklad. Nechť faj g je nerostoucí posloupnost nezáporných reálných čísel
a n 2 N. Dokažte, že pro každé k 2 N [ f0g platí

0 �

kX
iD0

.�1/ianCi � an:

Řešení. Nechť n 2 N je dáno. Indukcí podle k dokážeme, že pro každou nerostoucí
posloupnost nezáporných čísel faj g platí uvedená nerovnost. Pro k D 0 zřejmě
platí

P0
iD0.�1/

ianCi D an, a tedy

0 �

0X
iD0

.�1/ianCi � an:

Předpokládejme nyní, že uvedené tvrzení platí pro k 2 N [ f0g. Naším cílem
je dokázat nerovnost pro k C 1, tj. chceme ověřit nerovnosti

0 �

kC1X
iD0

.�1/ianCi � an: (3.73)

Posloupnost faiC1g
1
iD0 má nezáporné členy a je nerostoucí. Proto podle indukční-

ho předpokladu platí

0 �

kX
iD0

.�1/ianC1Ci � anC1: (3.74)
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Potom díky (3.74) dostáváme
kC1X
iD0

.�1/ianCi D an �

kX
iD0

.�1/ianC1Ci

(
� an � anC1 � 0

� an
; (3.75)

čímž je podle principu matematické indukce tvrzení dokázáno. |

3.8.14 (alternativní důkaz Věty 3.3.1). Konvergenci řady
P1

nD1.�1/
nan ověříme

pomocí Bolzanovy—Cauchyovy podmínky pro řady, tedy ověříme platnost pod-
mínky (3.1). Předpokládejme nejprve, že posloupnost fang je nerostoucí. Členy
této posloupnosti jsou pak nutně nezáporné. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalez-
neme n0 2 N takové, že

8n 2 N; n � n0 W an < ": (3.76)
Vezměme nyní libovolná čísla n;m 2 N splňující n0 � n � m. Pak z Příkladu 3.8.13
a (3.76) plyneˇ̌̌ mX

iDn

.�1/iai

ˇ̌̌
D

ˇ̌̌m�nX
iD0

.�1/ianCi

ˇ̌̌
D

m�nX
iD0

.�1/ianCi � an < ":

Tím je ověřena platnost Bolzanovy—Cauchyovy podmínky pro řadu
P1

nD1.�1/
nan.

Je-li posloupnost fang neklesající, pak lze důkaz dokončit stejně jako v původ-
ním důkazu Věty 3.3.1.

3.8.15. Příklad. Nechť řady
P1

nD1 an a
P1

nD1 bn mají omezené posloupnosti čás-
tečných součtů a c 2 R. Dokažte následující tvrzení.

(a) Řada
P1

nD1 can má omezenou posloupnost částečných součtů.
(b) Řada

P1

nD1.an C bn/ má omezenou posloupnost částečných součtů.

Řešení. Označmepostupně fsmg a ftmgposloupnosti částečných součtů řad
P1

nD1 an
a
P1

nD1 bn. Podle předpokladu existuje M 2 R takové, že pro každé m 2 N platí
jsmj � M a jtmj � M .

(a) Pro každé m 2 N platí ˇ̌̌ mX
nD1

can

ˇ̌̌
D jcsmj � jcjM:

Tím je omezenost posloupnosti částečných součtů řady
P1

nD1 can dokázána.

(b) Pro každé m 2 N platíˇ̌̌ mX
nD1

.an C bn/
ˇ̌̌

� jsmj C jtmj � 2M;

čímž je tvrzení dokázáno. |

3.8.16. Příklad. Nechť
P1

nD1 an je konvergentní řada a fnkg je rostoucí posloup-
nost přirozených čísel splňující n1 D 1. Položme bk D

PnkC1�1

jDnk
aj , k 2 N. Dokaž-

te, že
P1

kD1 bk D
P1

nD1 an.
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Řešení. Nechť fsmg a ftmg jsou posloupnosti částečných součtů pro řady
P1

nD1 an
a
P1

kD1 bk. Pro každé m 2 N platí

tm D

mX
kD1

bk D

mX
kD1

nkC1�1X
jDnk

aj

D

nmC1�1X
jD1

aj D snmC1�1:

(3.77)

Řada
P1

nD1 an konverguje, a proto je limita limj!1 sj vlastní. ZVěty 2.2.30 a (3.77)
pak dostáváme limm!1 tm D limm!1 snmC1�1 D limj!1 sj : Řada

P1

kD1 bk tedy
konverguje. |

3.8.17. Příklad. Nechť
P1

nD1 an je řada s nezápornými členy a fnkg je rostoucí po-
sloupnost přirozených čísel splňující n1 D 1. Pro k 2 N položme bk D

PnkC1�1

jDnk
aj .

Dokažte, že
P1

nD1 an konverguje právě tehdy, když
P1

kD1 bk konverguje.

Řešení. Použijeme stejné označení jako v Příkladu 3.8.16.

) Tato implikace plyne z Příkladu 3.8.16.

( Řada
P1

nD1 an má nezáporné členy, a proto limm!1 sm existuje podle Vě-
ty 3.2.1. Podle předpokladu je limm!1 tm vlastní a z (3.77) plyne limm!1 snmC1�1 D

limm!1 tm. Posloupnost fsmg má tedy konvergentní podposloupnost fsnmC1�1g.
Proto je sama konvergentní dle Věty 2.3.21 a řada

P1

nD1 an konverguje. |

3.8.18. Příklad. Nalezněte divergentní řadu
P1

nD1 an a rostoucí posloupnost při-
rozených čísel fnkg splňující n1 D 1 takové, že řada

P1

kD1 bk , kde bk D
PnkC1�1

jDnk
aj ,

k 2 N, konverguje.

Řešení. Položme an D .�1/n, n 2 N, a nk D 2k � 1, k 2 N. Pak pro každé k 2 N

platí bk D a2k�1Ca2k D 0. Řada
P1

kD1 bk tedy konverguje, zatímco řada
P1

nD1 an
diverguje (například díky Větě 3.1.11). |

Nekonečné součiny.

3.8.19.Definice. Nechť fang je posloupnost. Řekneme, že součin
Q1

nD1 an konver-
guje (je konvergentní), je-li limm!1

Qm
nD1 an vlastní. Řekneme, že součin

Q1

nD1 an
(je divergentní), jestliže limm!1

Qm
nD1 an neexistuje nebo je nevlastní. Pokud exis-

tuje limm!1

Qm
nD1 an, pak symbol

Q1

nD1 an označuje také její hodnotu.

3.8.20. Příklad. Nechť fang je posloupnost s kladnými členy. Potom
P1

nD1 an kon-
verguje právě tehdy, když

Q1

nD1.1C an/ konverguje.

Řešení. ( Posloupnost
˚Qm

nD1.1C an/
	1

mD1
je rostoucí a pro každé m 2 N platí

1Y
nD1

.1C an/ �

mY
nD1

.1C an/ � 1C

mX
nD1

an �

mX
nD1

an:



3.8. TEORETICKÉ PŘÍKLADY K ČÍSELNÝM ŘADÁM 187

Odtud již plyne konvergence řady
P1

nD1 an.

) Posloupnost
˚Qm

nD1.1 C an/
	1

mD1
je rostoucí, a proto má limitu. Díky nerov-

nosti log.1 C x/ � x (vizte 1.7.14) platné pro každé x 2 .0;1/ dostaneme pro
každé m 2 N

log
� mY
nD1

.1C an/
�

D

mX
nD1

log.1C an/ �

mX
nD1

an �

1X
nD1

an:

Odtud plyne
1Y
nD1

.1C an/ � exp
� 1X
nD1

an

�
< 1;

a nekonečný součin tedy konverguje. |

3.8.21. Příklad. Ukažte, že řada
P1

nD1
1
pn

, kde pn značí n-té prvočíslo, diverguje.

Řešení. Pro spor předpokládejme, že naše řada je konvergentní. Potom je konver-
gentní také řada

P1

nD1
2
pn

. Pro každé n 2 N platí pn � 2, a proto díky součtu
geometrické řady dostaneme

1X
kD1

� 1
pn

�k
D

1

pn

1

1 �
1
pn

�
2

pn
:

Řada
P1

nD1

�P1

kD1

�
1
pn

�k� je tedy konvergentní. Podle předchozího příkladu pak
konverguje nekonečný součin

1Y
nD1

�
1C

1X
kD1

� 1
pn

�k�
D

1Y
nD1

� 1X
kD0

�
1

pn

�k�
:

Zvolme m 2 N libovolné. K němu nalezneme n0 2 N takové, že prvočíselný roz-
klad každého l 2 N; l � m, obsahuje pouze prvočísla menší než n0 a v mocnině
nejvýše n0 (vizte 1.2.14). Pak platí

1Y
nD1

� 1X
kD0

� 1
pn

�k�
�

n0Y
nD1

� n0X
kD0

� 1
pn

�k�
�

mX
jD1

1

j
:

Harmonická řada však diverguje, a protomusí nekonečný součin
Q1

nD1

P1

kD0

�
1
pn

�k
též divergovat, což je spor. |

Miscelanea.

3.8.22. Příklad. Dokažte, že pro každé k 2 N platí nerovnosti

1
kC1

� log
�
1C

1
k

�
�

1
k
: (3.78)
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Řešení. Nechť k 2 N. Podle 1.7.14 platí pro každé x 2 R, x > �1, nerovnost log.1C

x/ � x. Dosadíme x D
1
k
a dostaneme ihned druhou nerovnost v (3.78). Dále

položíme x D �
1
kC1

, pak x > �1, a tedy platí

log
�
1 �

1
kC1

�
� �

1
kC1

;

to jest
� log

�
1 �

1
kC1

�
�

1
kC1

:

Odtud a z vlastností logaritmu (1.7.14) dostáváme

log
�
1C

1
k

�
D log

� 1

1 �
1
kC1

�
D � log

�
1 �

1
kC1

�
�

1
kC1

;

což je první nerovnost v (3.78). |

3.8.23. Příklad. Dokažte, že pro každé n 2 N platí nerovnosti
nX
kD1

1

k C 1
� log.nC 1/ �

nX
kD1

1

k
:

Řešení. Zvolme n 2 N. Sečtením nerovností v (3.78) pro hodnoty k 2 f1; : : : ; ng

dostaneme
nX
kD1

1

k C 1
�

nX
kD1

log
�
1C

1
k

�
�

nX
kD1

1

k
:

Pomocí vlastností logaritmické funkce a úpravou teleskopické sumy (vizte 1.7.14
a 1.5.5) dostáváme

nX
kD1

log
�
1C

1
k

�
D

nX
kD1

�
log.k C 1/ � log k

�
D log.nC 1/:

Odtud vyplývají obě dokazované nerovnosti. |

3.8.24. Příklad. Dokažte, že posloupnost fang definovaná předpisem

an D

� nX
kD1

1

k

�
� logn; n 2 N;

je konvergentní.

Řešení. Nechť n 2 N. Potom platí

anC1 � an D
1

nC 1
� log.nC 1/C logn D

1

nC 1
� log

�
1C

1
n

�
� 0

podle první nerovnosti v (3.78). Posloupnost fang je tedy nerostoucí. Dále pro kaž-
dé n 2 N platí podle Příkladu 3.8.23

an �

nX
kD1

1

k
� log.nC 1/ � 0;
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takže posloupnost fang je zdola omezená. ZDůsledku 2.4.2 tedy plyne, že posloup-
nost fang je konvergentní. |

3.8.25. Poznámka. Označíme


 D lim
n!1

�� nX
kD1

1

k

�
� logn

�
:

Z Příkladu 3.8.24 vyplývá, že toto číslo je dobře definováno. Číslo 
 nazýváme
Eulerovou-Mascheroniho konstantou.7 Tato konstanta je přibližně rovna 0; 577
a není známo, zda je racionální.

3.8.26. Příklad. Spočtěte limitu limn!1

Pn
kD1

1
nCk

.

Řešení. Pro n 2 N položme

an D

� nX
kD1

1

k

�
� logn a bn D

nX
kD1

1

nC k
:

Potom pro každé n 2 N platí

bn D a2n � an C log.2n/ � logn;

a tedy podle věty o limitě součtu (Věta 2.2.34(a)) platí

lim bn D lim.a2n � an C log.2n/ � logn/

D lim
�
a2n � an C log

�
2n
n

��
D 
 � 
 C log 2

D log 2:

|

3.8.27. Příklad. Dokažte, že platí P .N/ � R (vizte 1.3.3 a 1.6.1(a)).

Řešení. Podle Cantorovy—Bernsteinovy věty (Věta 1.6.5) stačí dokázat, že P .N/ �

R a R � P .N/.

Platnost P .N/ � R. Označme Z množinu všech posloupností, jejichž členy jsou
prvky množiny f0; 1g. Symbol �A bude značit charakteristickou funkci množiny
A definovanou na N (vizte 1.4.25). Charakteristická funkce �A je tedy zobrazení
z množiny N, a proto jde o posloupnost, která patří do Z (vizte 1.4.34). Definujme
zobrazení ˚ W P .N/ ! Z předpisem

˚.A/ D �A; A 2 P .N/:

Pokud A;B 2 P .N/ a �A D �B , pak pro každé n 2 N platí �A.n/ D �B.n/. Pro
každé n 2 N tedy platí, že n 2 A právě tehdy, když n 2 B, neboliA D B. Zobrazení
˚ je tedy prosté. (Není těžké si rozmyslet, že ˚ je i zobrazení na Z.) Platí tedy
Z � P .N/.

7Lorenzo Mascheroni (1750—1800)
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Pro ´ 2 Z definujme ' W Z ! R předpisem

'.´/ D

1X
nD1

´.n/

3n
; ´ 2 Z:

Každému ´ 2 Z je tedy přiřazen 3-adický rozvoj, a protože Z � I.3/ je podle
Příkladu 3.8.9 zobrazení ' prosté. Tedy Z � R. Podle Věty 1.6.3(b) dostáváme
P .N/ � R.

PlatnostR � P .N/.Podle Příkladu 1.6.23 platíN � Q, a tedy podle Příkladu 1.8.22
stačí ověřit, že platí R � P .Q/. Definujme zobrazení  W R ! P .Q/ předpisem

 .x/ D fq 2 QI q < xg; x 2 R:

Dokážeme, že zobrazení  je prosté. Předpokládejme, že x; y 2 R, přičemž
x ¤ y. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že x < y. Podle Věty 1.5.32
existuje racionální číslo r splňující x < r < y. To znamená, že r 2  .y/ n  .x/,
a tedy  .x/ ¤  .y/. Odtud plyne, že  je prosté, a tudíž R � P .Q/. |

3.8.28. Příklad. Dokažte, že množina R je nespočetná.

Řešení. Pro spor předpokládejme R � N. Podle Příkladu 3.8.27 a Věty 1.6.3 pak
máme P .N/ � N, což je ve sporu s Cantorovou větou (Věta 1.6.7), ze které plyne
N � P .N/. |

3.8.29. Příklad. Dokažte, že platí R2 � R.

Řešení. Tvrzení dokážeme pomocí Cantorovy—Bernsteinovy věty (Věta 1.6.5).

Platnost R � R2. Definujme zobrazení ' W R ! R2 předpisem '.x/ D Œx; 0�. Potom
je ' zřejmě prosté. Odtud plyne, že R � R2.

Platnost R2 � R. Nyní definujme zobrazení  W R2 ! P .Q2/ předpisem

 .x; y/ D
˚
Œp; q� 2 Q2

I .p < x/ ^ .q < y/
	
; Œx; y� 2 R2:

Nechť Œx; y�; Œx0; y0� 2 R2, Œx; y� ¤ Œx0; y0�. Pak platí buď x ¤ x0 nebo y ¤ y0.
Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že x ¤ x0, a dále že x < x0. Podle
Věty 1.5.32 nalezneme racionální číslo r splňující x < r < x0. Dále zvolme q 2 Q,
q < y0. Potom platí Œr; q� 2  .x0; y0/ n  .x; y/, takže  .x; y/ ¤  .x0; y0/. Odtud
plyne, že  je prosté. Platí tedy R2 � P .Q2/.

Podle Věty 1.6.21(c) a Příkladu 1.6.23 platí Q2 � N, a díky Příkladu 1.8.22
máme P .Q2/ � P .N/. Odtud a z Vět 1.6.4, 3.8.27 plyne P .Q2/ � R. Díky Vě-
tě 1.6.3 dostáváme R � R2. |

3.8.30. Příklad. Nechť jsou posloupnosti fang a fbng definovány předpisy:

an D

(
2 pro n D 1;

2n�1 pro n 2 N; n > 1;
bn D

(
�1 pro n D 1;

1 pro n 2 N; n > 1;

Dokažte, že Cauchyův součin divergentních řad
P1

nD1 an a
P1

nD1 bn je konvergent-
ní.
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Řešení. Označme fcng posloupnost členůCauchyova součinu obou řad. Potom pla-
tí c1 D �2 a pro každé k 2 N, k � 2, máme

ck D a1bk C � � � C akb1 D a1 C � � � C ak�1 � ak

D 2C 21 C 22 C � � � C 2k�2
� 2k�1

D 0:

Odtud vyplývá tvrzení. |

3.8.31. Příklad. Nechť Q značí množinu racionálních čísel v intervalu .0; 1/. Do-
kažte, že existují bijekce � a � množiny N naQ takové, že

P
n2N �.n/

n konverguje
a
P
n2N �.n/

n diverguje.

Řešení. Konstrukce � . Nalezneme rostoucí posloupnost fakg1
kD0

reálných čísel z in-
tervalu Œ0; 1/ splňující a0 D 0, a1 D

1
2
a lim ak D 1. Pro každé k 2 N nalezneme

nk 2 N takové, že

a
nk

kC1

1 � akC1

< 2�.kC1/:

Položíme n0 D 0. Dále nalezneme posloupnost nekonečných množin fPkg1
kD0

,
které splňují

� Pk � fn 2 NI n � nkg,
� 8k; l 2 N; k ¤ l W Pk \ Pl D ;,
�
S1

kD0 Pk D N.

Pro každé k 2 N [ f0g nalezneme bijekci �k množiny Pk na množinu Ak D

.ak ; akC1� \ Q. Hledanou bijekci pak definujeme jako �.n/ D �k.n/ pro n 2 Pk.
OdhadnemeX

n2N

�.n/n D
X
q2Q

q�
�1.q/

D

1X
kD0

X
q2Ak

q�
�1.q/

�

1X
kD0

1X
lD0

a
nkCl

kC1
�

1X
lD0

2�l
C

1X
kD1

a
nk

kC1

1 � akC1

� 2C

1X
kD1

2�k
D 3:

Konstrukce � . Nalezneme rostoucí posloupnost fqkg prvků Q splňující q2k
k

> 1
2
.

Označme T D fqk I k 2 Ng. Množina T je nekonečná a spočetná. Nalezneme
bijekci � množiny lichých přirozených čísel na množinuQ n T . Potom definujeme
bijekci � W N ! Q předpisem �.2k/ D qk a �.2k�1/ D �.2k�1/, k 2 N. Prom 2 N
odhadneme X

n2N

�.n/n >

mX
kD1

q2kk >

mX
kD1

1

2
D
m

2
:

Odtud plyne
P
n2N �.n/

n D 1. |
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3.9. Početní příklady k číselným řadám

Řady s nezápornými členy.

3.9.1. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1
n22nC3
.n4C1/6

.

Řešení. Řada má kladné členy. Spočteme lim n

q
n22nC3
.n4C1/6

. Pro každé n 2 N, n � 2,
platí

2
�

n
p
n
�2

�
n
p
n22n C 3 �

n
p
2 � 2nn2 D 2

n
p
2
�

n
p
n
�2

a
n
p
n �

n
p
n24 �

n
p
.n4 C 1/6 �

n
p
26n24 D

n
p
26
�

n
p
n
�24
:

Odtud vyplývá, že pro každé n 2 N, n � 2, platí

2
n
p
26
�

n
p
n
�22 D

2
�

n
p
n
�2

n
p
26
�

n
p
n
�24 �

n

s
n22n C 3

.n4 C 1/6
�
2

n
p
2
�

n
p
n
�2

n
p
n

D 2
n
p
2 �

n
p
n:

Podle věty o dvou strážnících, Příkladů 2.2.47 a 2.2.48 a věty o aritmetice limit
tedy platí

lim
n!1

n

s
n22n C 3

.n4 C 1/6
D 2:

Protože 2 > 1, zadaná řada diverguje podle Cauchyova odmocninového kritéria.
|

3.9.2. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1
n2

n3C1
.

Řešení. Řada má kladné členy. Pro velké hodnoty n 2 N je ve výrazu n3 C 1 člen 1
zanedbatelný, a proto můžeme očekávat, že se zadaná řada bude chovat podobně
jako řada s členy n2

n3 D
1
n
. Pro n 2 N položme an D

n2

n3C1
a bn D

1
n
. Platí

lim
n!1

an

bn
D lim
n!1

n2

n3C1

1
n

D lim
n!1

1

1C
1
n3

D 1:

Podle limitního srovnávacího kritéria (Věta 3.2.5) tedy dostáváme, že zadaná řada
konverguje právě tehdy, když konverguje řada

P1

nD1 bn. Tato řada diverguje podle
Příkladu 3.1.15, a tedy diverguje i zadaná řada. |

3.9.3. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1
n2

2n .

Řešení. Pomocí Příkladu 2.2.48 dostaneme

lim n

r
n2

2n
D
1

2
lim n

p
n � lim n

p
n D

1

2
:

Protože 1
2
< 1, Zadaná řada konverguje podle Cauchyova odmocninového kritéria

(Věta 3.2.8). |
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3.9.4. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1 n
˛
�p
nC 1�

p
n
�
v závislosti na

parametru ˛ 2 R.

Řešení. Řada má kladné členy pro každé ˛ 2 R. Pro každé n 2 N platí

n˛
�p
nC 1 �

p
n
�

D
n˛

p
nC 1C

p
n
:

Pro n 2 N položme

an D
n˛

p
nC 1C

p
n
; bn D

n˛
p
n

D n˛� 1
2 :

Platí

lim
n!1

an

bn
D lim
n!1

n˛
p
nC1C

p
n

n˛
p
n

D lim
n!1

1q
1C

1
n

C 1

D
1

2
:

Podle limitního srovnávacího kritéria zadaná řada konverguje právě tehdy, když
konverguje řada

P1

nD1 n
˛� 1

2 . Ta podle Věty 3.2.18 konverguje právě tehdy, když
˛ �

1
2
< �1, neboli právě tehdy, když ˛ < �

1
2
. |

3.9.5. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD2
1

n log2 n
.

Řešení. Posloupnost
˚

1

n log2 n

	1

nD2
je klesající a má kladné členy. Podle kondenzač-

ního kritéria zadaná řada konverguje právě tehdy, když konverguje řada
1X
kD1

2k �
1

2k log2.2k/
D

1X
kD1

1

k2 log2 2
:

Tato řada konverguje podle Příkladu 3.2.3 a linearity konvergentních řad (Důsle-
dek 3.1.19). Zadaná řada je tedy konvergentní. |

3.9.6. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD2

p
n2C1�n

log2 n
.

Řešení. Výraz
p
n2C1�n

log2 n
je dobře definován a je kladný pro každé n 2 N, n � 2. Pro

tato n označme an D

p
n2C1�n

log2 n
. Potom pro každé n 2 N, n � 2, platí

an D
1�p

n2 C 1C
p
n2
�
log2 n

:

Pro každé n 2 N, n � 2, položme bn D
1

n log2 n
. Potom

lim
n!1

an

bn
D lim
n!1

1q
1C

1
n2 C 1

D
1

2
:

Podle Příkladu 3.9.5 řada
P1

nD2
1

n log2 n
konverguje. Tedy podle limitního srovná-

vacího kritéria konverguje i zadaná řada. |
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3.9.7. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1
.nŠ/2

2n2 .

Řešení. Řada má kladné členy. Pro n 2 N položme an D
.nŠ/2

2n2 . Pro každé n 2 N

platí
anC1

an
D
.nC 1/2

22nC1
:

Podle Příkladu 2.5.3 platí lim n
2n D 0. Tedy

lim
anC1

an
D lim

1

2

� n
2n

C
1

2n

�2
D 0:

Protože 0 < 1, zadaná řada konverguje podle d’Alembertova podílového kritéria.
|

3.9.8. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1

�
1Ccosn
2Ccosn

�n.
Řešení. Obor hodnot funkce kosinus je interval Œ�1; 1� a pro všechna t 2 Œ�1; 1� platí

0 �
1C t

2C t
D 1 �

1

2C t
� 1 �

1

2C 1
D
2

3
:

Pro každé n 2 N tedy platí

0 �

�1C cosn
2C cosn

�n
�
�
2
3

�n
:

Podle Příkladu 3.1.7 řada
P1

nD1

�
2
3

�n konverguje. Podle srovnávacího kritéria tudíž
konverguje i zadaná řada. |

3.9.9. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1

�
3
p
n2 C 5 �

3
p
n2 C 1

�
.

Řešení. Řadamá zřejmě kladné členy. Pro n 2 N položme an D
3
p
n2 C 5�

3
p
n2 C 1.

Podle Příkladu 1.5.7 pro každé n 2 N platí

an D
3
p
n2 C 5 �

3
p
n2 C 1

D
� 3
p
n2 C 5 �

3
p
n2 C 1

�
�

�
3
p
n2 C 5

�2
C

3
p
n2 C 5 �

3
p
n2 C 1C

�
3
p
n2 C 1

�2�
3
p
n2 C 5

�2
C

3
p
n2 C 5 �

3
p
n2 C 1C

�
3
p
n2 C 1

�2
D

.n2 C 5/ � .n2 C 1/�
3
p
n2 C 5

�2
C

3
p
n2 C 5 �

3
p
n2 C 1C

�
3
p
n2 C 1

�2
D

4�
3
p
n2 C 5

�2
C

3
p
n2 C 5 �

3
p
n2 C 1C

�
3
p
n2 C 1

�2 :
Pro n 2 N položme bn D n� 4

3 . Platí

lim
n!1

an

bn
D lim
n!1

4

3

q�
1C

5
n2

�2
C 3

q
1C

5
n2 � 3

q
1C

1
n2 C

3

q�
1C

1
n2

�2 D
4

3
:
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Řada
P1

nD1 n
� 4

3 konverguje podle Věty 3.2.18, a proto konverguje i zadaná řada
podle limitního srovnávacího kritéria. |

3.9.10. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1 e
� 3

p
n.

Řešení. Řada má zřejmě kladné členy. Podle Příkladu 2.5.3 platí limk!1
k6

ek D 0.
Existuje tedy k0 2 N takové, že pro všechna k 2 N, k � k0, platí k

6

ek � 1. Položme
n0 D k30 . Potom pro každé n 2 N, n � n0, platí

n2

e
3
p
n

D

�
3
p
n
�6

e
3
p
n

�
.Œ 3

p
n�C 1/6

eŒ
3
p
n�

�

�
2Œ 3

p
n�
�6

eŒ
3
p
n�

� 26;

a tedy

e� 3
p
n

�
26

n2
:

Řada
P1

nD1
26

n2 konverguje, a proto podle srovnávacího kritéria konverguje i zadaná
řada. |

3.9.11. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1

�p
n2 C 3 �

3
p
n3 C 1

�
.

Řešení. Pro n 2 N položme an D
p
n2 C 1�

3
p
n3 C 1. Potom pro každé n 2 N platíp

n2 C 3 �
3
p
n3 C 1 D

6
p
.n2 C 3/3 �

6
p
.n3 C 1/2

D
.n2 C 3/3 � .n3 C 1/2P5

jD0

�
6
p
.n2 C 3/3

�5�j � 6
p
.n3 C 1/2

�j
D

9n4 � 2n3 C 27n2 C 26P5
jD0

�
6
p
.n2 C 3/3

�5�j � 6
p
.n3 C 1/2

�j :
Protože lim.9n4 � 2n3 C 27n2 C 26/ D 1, existuje n0 2 N takové, že pro každé
n 2 N, n � n0, je an nezáporné. Navíc platí

lim
an
1
n

D lim
9n5 � 2n4 C 27n3 C 26nP5

jD0

�
6
p
.n2 C 3/3

�5�j � 6
p
.n3 C 1/2

�j
D lim

9 �
2
n

C
27
n2 C

26
n4P5

jD0

�
6

q
.1C

3
n2 /

3
�5�j�

6

q
.1C

1
n3 /

2
�j D

9

6
D
3

2
:

Protože 3
2

2 .0;1/ a řada
P1

nD1
1
n
diverguje podle Příkladu 3.1.15, zadaná řada

diverguje podle limitního srovnávacího kritéria. |

3.9.12. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1 an, kde

an D

p
nŠ

.2C
p
1/.2C

p
2/ � � � .2C

p
n/
; n 2 N:
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Řešení. Členy zadané řady jsou kladné a pro každé n 2 N platí

an

anC1

D
2C

p
nC 1

p
nC 1

D
2

p
nC 1

C 1:

Odtud plyne, že

lim
n!1

n
� an

anC1

� 1
�

D lim
n!1

2n
p
nC 1

D 1:

Podle Raabeova kritéria (Příklad 3.8.1) tedy daná řada konverguje. |

3.9.13. Příklad. Nechť a; b; d 2 .0;1/. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1 an, kde

an D
a.aC d/ � � � .aC nd/

b.b C d/ � � � .b C nd/
; n 2 N:

Řešení. Členy řady jsou kladné a pro každé n 2 N platí

an

anC1

D
b C .nC 1/d

aC .nC 1/d
:

Pak

lim
n!1

n
� an

anC1

� 1
�

D lim
n!1

n
b � a

aC .nC 1/d
D
b � a

d
:

Jestliže b � a > d , pak zadaná řada konverguje podle Raabeova kritéria. Jestliže
b � a < d , pak zadaná řada dle stejného kritéria diverguje. Jestliže b D aC d , pak
pro každé n 2 N platí

an D
a.aC d/ � � � .aC nd/

.aC d/.aC 2d/ � � � .aC nd/.aC .nC 1/d/
D

a

aC .nC 1/d
;

a tedy

lim
an
1
n

D
a

d
:

Protože a
d

2 .0;1/, zadaná řada v tomto případě diverguje podle Věty 3.2.5. |

Řady s obecnými členy.

3.9.14. Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řady
P1

nD1
.�1/n

p
n
.

Řešení. Posloupnost
˚
1p
n

	
je zřejmě klesající a splňuje limn!1

1p
n

D 0. Zadaná řada
tedy konverguje podle Leibnizovy věty (Věta 3.3.1). Navíc podle Věty 3.2.18 řadaP1

nD1

ˇ̌
.�1/n

p
n

ˇ̌
D
P1

nD1
1p
n
diverguje, a tedy zadaná řada nekonverguje absolutně.

|

3.9.15. Příklad. Ukažte, že řada
P1

nD1
.�1/Œ

p
n�

n.
p
nC1/

je absolutně konvergentní.
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Řešení. Pro každé n 2 N platíˇ̌
.�1/Œ

p
n�
ˇ̌
� 1 a 0 �

1

n.
p
nC 1/

�
1

n3=2
:

Odtud pro každé n 2 N plyne

0 �

ˇ̌̌ .�1/Œpn�
n.

p
nC 1/

ˇ̌̌
�

1

n3=2
: (3.79)

Řada
P1

nD1
1

n3=2 je konvergentní podle Věty 3.2.18. Z nerovnosti (3.79) a srovná-
vacího kritéria tedy vyplývá, že zadaná řada je absolutně konvergentní. |

3.9.16.Příklad. Nechť ˛ 2 R a x 2 Rnf2k� I k 2 Zg. Dokažte, že řady
P1

nD1 sin.nxC

˛/ a
P1

nD1 cos.nx C ˛/ mají omezené posloupnosti částečných součtů.

Řešení. Nechť x 2 Rnf2k� I k 2 Zg. Řady
P1

nD1 sinnx a
P1

nD1 cosnxmají omezené
posloupnosti částečných součtů podle Příkladů 3.3.7 a 3.3.8. Dále podle 1.7.16 pro
každé n 2 N platí

sin.nx C ˛/ D sinnx � cos˛ C cosnx � sin˛;
cos.nx C ˛/ D cosnx � cos˛ � sinnx � sin˛:

Odtud pak dokazovaná tvrzení plynou pomocí Příkladu 3.8.15. |

3.9.17. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1.�1/
n sinnx má omezenou posloupnost

částečných součtů pro každé x 2 R a že řada
P1

nD1.�1/
n cosnx má omezenou

posloupnost částečných součtů právě tehdy, když x 2 R n f.2k C 1/� I k 2 Zg.

Řešení. Podle 1.7.16 platí pro každé x 2 R a každé n 2 N

.�1/n sinnx D sinn.x C �/ a .�1/n cosnx D cosn.x C �/:

Tvrzení tedy plyne z Příkladu 3.9.16. |

3.9.18. Příklad. Dokažte, že pro každé x 2 R řada
P1

nD1.�1/
n sinnxp

n
konverguje.

Řešení. Nechť x 2 R. Podle Příkladu 3.9.17 má řada
P1

nD1.�1/
n sinnx omezenou

posloupnost částečných součtů. Posloupnost
˚
1p
n

	
je klesající a konverguje k 0.

Zadaná řada tedy konverguje podle Dirichletova kritéria (Věta 3.3.5(D)). |

3.9.19. Příklad. Dokažte, že pro každé x 2 R řada
P1

nD1.�1/
n sinnxp

n

n2

n2C1
konver-

guje.

Řešení. Nechť x 2 R. Potom řada
P1

nD1.�1/
n sinnxp

n
konverguje podle Příkladu 3.9.18.

Navíc pro každé n 2 N platí

0 �
n2

n2 C 1
� 1 a

n2

n2 C 1
D 1 �

1

n2 C 1
:

Posloupnost
˚
n2

n2C1

	
je tedy omezená a rostoucí. PodleAbelova kriteria (Věta 3.3.5(A))

je tedy zadaná řada konvergentní. |
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3.9.20. Příklad. Dokažte, že řada
1X
nD1

cos
�
nx C

�
4

�
�

�q
n2 C

p
n � n

�
�
n2 C n

n2 C 2

konverguje právě tehdy, když x 2 R n f2k� I k 2 Zg.

Řešení. ( Nechť x 2 R n f2k� I k 2 Zg. Pro n 2 N položme

an D cos
�
nx C

�
4

�
; bn D

q
n2 C

p
n � n; cn D

n2 C n

n2 C 2
:

Potom

bn D

p
np

n2 C
p
nC n

;

a tedy lim bn D 0.
Nechť n 2 N. Nerovnost bnC1 � bn platí právě tehdy, kdyžq

.nC 1/2 C
p
nC 1 � .nC 1/ �

q
n2 C

p
n � n:

Tato nerovnost je postupně ekvivalentní nerovnostem

.nC 1/2 C
p
nC 1 � n2 C

p
nC 1C 2

q
n2 C

p
n;

2nC
1

p
nC 1C

p
n

� 2

q
n2 C

p
n;

4n2 C

� 1
p
nC 1C

p
n

�2
C

4n
p
nC 1C

p
n

� 4n2 C 4
p
n;

a konečně � 1
p
nC 1C

p
n

�2 1
p
n

C
4
p
n

p
nC 1C

p
n

� 4: (3.80)

Pro každé n 2 N označme výraz na levé straně předchozí nerovnosti jako xn. Potom
platí lim xn D 2. Podle Věty 2.3.30 existuje tedy n0 2 N takové, že pro každé n 2 N,
n � n0, platí (3.80), a proto pro každé n 2 N, n � n0, platí bnC1 � bn.

Podle Příkladu 3.9.16 má
P1

nD1 an omezenou posloupnost částečných součtů.
Podle Dirichletova kritéria (Věta 3.3.5(D)) je tedy řada

P1

nDn0
anbn konvergentní.

Proto je konvergentní i řada
P1

nD1 anbn.
Protože lim cn D 1, je posloupnost fcng omezená. Nechť n 2 N. Potom platí

cn � cnC1 právě tehdy, když

n2 C n

n2 C 2
�
.nC 1/2 C .nC 1/

.nC 1/2 C 2
:
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Tato nerovnost je postupně ekvivalentní nerovnostem

.n2 C 2nC 3/.n2 C n/ � .n2 C 2/.n2 C 3nC 2/;

n4 C 3n3 C 5n2 C 3n � n4 C 3n3 C 4n2 C 6nC 4;

n2 � 3nC 4;

a konečně

1 �
3

n
C

4

n2
:

Protože pravá strana poslední nerovnosti zřejmě konverguje k 0, existuje n0 2 N
takové, že

8n 2 N; n � n0 W cn � cnC1: (3.81)
Proto podle Abelova kritéria (Věta 3.3.5(A)) konverguje řada

P1

nDn0
anbncn, a tedy

i zadaná řada.

) Tuto implikaci dokážem nepřímým důkazem. Nechť x 2 f2k� I k 2 Zg. Pak
an D cos.�

4
/ D

p
2
2
. Řada

P1

nD1 anbncn má pro uvedenou volbu x nezáporné členy
a platí

lim
anbncn

1p
n

D lim
p
2

2
�

np
n2 C

p
nC n

�
n2 C n

n2 C 2
D

p
2

4
:

Řada
P1

nD1 anbncn proto diverguje podle limitního srovnávacího kritéria a Vě-
ty 3.2.18. |

3.9.21. Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řady
P1

nD2
.�1/n

logn .

Řešení. Posloupnost
˚

1
logn

	1

nD2
je zřejmě klesající a platí lim 1

logn D 0. Zadaná řada
tedy konverguje podle Leibnizovy věty. Podle 1.7.14 pro každé n 2 N, n � 2, platí
1

logn �
1
n�1

. Protože řada
P1

nD2
1
n�1

diverguje, plyne ze srovnávacího kritéria, že
diverguje i řada

P1

nD2
1

logn . Zadaná řad je tedy neabsolutně konvergentní. |

3.9.22.Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řady
P1

nD1.�1/
n.

n
p
3�

1/.

Řešení. Pro každé n 2 N označme an D
n
p
3�1. Potom je posloupnost fang klesající

a platí lim an D 0 podle Příkladu 2.2.48. Řada tedy konverguje podle Leibnizovy
věty. Ukážeme, že řada nekonverguje absolutně. Podle Věty 1.5.7 pro každé n 2 N
platí

an D
�

n
p
3 � 1

�
�

Pn�1
kD1

�
n
p
3
�kPn�1

kD1

�
n
p
3
�k

D
3 � 1Pn�1

kD1

�
n
p
3
�k D

2Pn�1
kD1

�
n
p
3
�k �

2

3n
:
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Řada
P1

nD1
2
3n

je divergentní, takže podle srovnávacího kritéria řada
P1

nD1

ˇ̌
.�1/n.

n
p
3�

1/
ˇ̌
diverguje. |

3.9.23.Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řady
P1

nD0
xn

nŠ
v zá-

vislosti na parametru x 2 R.

Řešení. Pro x D 0 řada zřejmě konverguje absolutně. Zvolme x 2 R n f0g. Potom
platí

lim
n!1

ˇ̌
xnC1

.nC1/Š

ˇ̌ˇ̌
xn

nŠ

ˇ̌ D lim
n!1

jxj

nC 1
D 0:

Podle d’Alembertova podílového kritéria (Věta 3.2.11) tedy zadaná řada konver-
guje absolutně pro každé x 2 R. |

3.9.24. Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řad
1X
nD0

.�1/n
x2nC1

.2nC 1/Š
;

1X
nD0

.�1/n
x2n

.2n/Š

v závislosti na parametru x 2 R.

Řešení. Pro x D 0 první řada zřejmě konverguje absolutně. Zvolme x 2 R n f0g.
Potom platí

lim
n!1

ˇ̌̌̌
.�1/nC1 x2nC3

.2nC3/Š

.�1/n x2nC1

.2nC1/Š

ˇ̌̌̌
D lim
n!1

jxj2

.2nC 2/.2nC 3/
D 0:

Podle d’Alembertova podílového kritéria (Věta 3.2.11) tedy první řada konvergu-
je absolutně pro každé x 2 R. Obdobně lze ukázat, že i druhá řada konverguje
absolutně pro každé x 2 R. |

3.9.25.Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řady
P1

nD1
.�1/n

n
xn

v závislosti na parametru x 2 R.

Řešení. Pro x D 0 řada zřejmě konverguje absolutně. Zvolme x 2 R n f0g. Potom
platí

lim
n!1

ˇ̌
.�1/nC1

nC1
xnC1

ˇ̌ˇ̌
.�1/n

n
xn
ˇ̌ D lim

n!1

n

nC 1
� jxj D jxj:

Podle d’Alembertova podílového kritéria (Věta 3.4.7) tedy zadaná řada absolutně
konverguje pro každé x 2 .�1; 1/ a diverguje pro každé x 2 .�1;�1/ [ .1;1/.

Zbývá vyšetřit případy x D 1 a x D �1. Položme x D �1. Pak obdržíme řaduP1

nD1
.�1/n

n
.�1/n D

P1

nD1
1
n
, která diverguje. Položme x D 1. Potom dostaneme

řadu
P1

nD1
.�1/n

n
, která konverguje (Věta 3.3.1) nikoli však absolutně (Věta 3.2.18).

Zadaná řada tedy konverguje právě tehdy, když x 2 Œ�1; 1/, a absolutně kon-
verguje právě tehdy, když x 2 .�1; 1/. |
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3.9.26. Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řady
P1

nD1

�
2n
n

�
xn

v závislosti na parametru x 2 R.

Řešení. Pro x D 0 řada zřejmě konverguje absolutně. Zvolme x 2 Rnf0g. Označme
an D

�
2n
n

�
xn pro n 2 N. Potom platí

lim
n!1

janC1j

janj
D lim
n!1

.2.nC1//Š
.nC1/Š.nC1/Š

jxjnC1

.2n/Š
nŠnŠ

jxjn

D lim
n!1

.2.nC 1//Š

.2n/Š

.nŠ/2

..nC 1/Š/2
jxjnC1

jxjn

D lim
n!1

.2nC 2/.2nC 1/

.nC 1/2
jxj D 4jxj :

Podle d’Alembertova podílového kritéria tedy zadaná řada absolutně konverguje
pro každé x 2 .�1

4
; 1
4
/ a diverguje pro každé x 2 .�1;�1

4
/[ .1

4
;1/. Zbývá vyřešit

případy x D
1
4
a x D �

1
4
.

Položme bn D
�
2n
n

�
1
4n , n 2 N. Potom b1 D

1
2
a pro každé n 2 N platí

bnC1 D
2nC 1

2nC 2
� bn: (3.82)

Matematickou indukcí dokážeme, že

8n 2 N W
1

2n
� bn �

1
p
2nC 1

: (3.83)

Je zřejmé, že pro n D 1 obě nerovnosti v (3.83) platí. Předpokládejme, že nerov-
nosti jsou splněny pro n 2 N. Potom dostáváme

bnC1 D
2nC 1

2nC 2
� bn

(
�

2nC1
2nC2

�
1
2n

�
1

2nC2
;

�
2nC1
2nC2

�
1p
2nC1

�
1p
2nC3

:

Z (3.82) vyplývá, že posloupnost fbng je klesající. Z (3.83) a věty o dvou stráž-
nících plyne, že lim bn D 0. Podle Leibnizovy věty tedy dostáváme konvergenci
řady

P1

nD1.�1/
nbn.

Z (3.83) a srovnávacího kritéria dále plyne, že řada
P1

nD1 bn je divergentní.
Zadaná řada tedy konverguje právě tehdy, když platí x 2

�
�
1
4
; 1
4

�
a absolutně

konverguje právě tehdy, když x 2
�
�
1
4
; 1
4

�
. |

3.9.27. Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řady
P1

nD1
sin.2n/
n

.

Řešení. Konvergence. Pro n 2 N označme an D sin.2n/ a bn D
1
n
. Podle Příkladu 3.3.7

má řada
P1

nD1 an omezenou posloupnost částečných součtů. Posloupnost fbng je
klesající a platí lim bn D 0. Řada

P1

nD1 anbn tedy konverguje podle Dirichletova
kritéria.

Absolutní konvergence. Pro každé n 2 N platí

j sin.2n/j � sin2.2n/ D
1
2

�
1 � cos.4n/

�
� 0;



202 3. ČÍSELNÉ ŘADY

a tedy

8n 2 N W

ˇ̌̌ sin.2n/
n

ˇ̌̌
�
1 � cos.4n/

2n
: (3.84)

PodleDirichletova kritéria a Příkladu 3.3.8 je řada
P1

nD1
cos.4n/
n

konvergentní. Před-
pokládejme, že řada

P1

nD1
1�cos.4n/

2n
konverguje. Potom díky linearitě konvergent-

ních řad (Důsledek 3.1.19) konverguje i řada
P1

nD1
1
2n

, což je spor. Řada
P1

nD1
1�cos.4n/

2n

tedy diverguje. Tato řada má nezáporné členy. Podle srovnávacího kritéria a (3.84)
tedy diverguje i řada

P1

nD1
j sin.2n/j

n
. Zadaná řada tedy konverguje neabsolutně. |

3.9.28. Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řady
1X
nD3

cos.n�
4
/

log.logn/
: (3.85)

Řešení. Konvergence. Pro každé n 2 N, n � 3, označme an D cos
�
n�
4

�
a bn D

1
log.logn/ .

Z Příkladu 3.3.8 plyne, že řada
P1

nD3 an má omezenou posloupnost částečných
součtů. Posloupnost fbng1

nD3 je klesající a platí lim bn D 0. Podle Dirichletova kri-
téria tedy zadaná řada konverguje.

Absolutní konvergence. Pro každé n 2 N; n � 3, platí

log.logn/ � log.log 3/ > log.log e/ D 0

a ˇ̌
cos

�
n�
4

�ˇ̌
log.logn/

�
cos2

�
n�
4

�
log.logn/

D

1
2

�
1C cos

�
n�
2

��
log.logn/

� 0: (3.86)

Podle 1.7.14 pro každé x 2 .0;1/ platí log x � x � 1 < x. Odtud plyne

8n 2 N; n � 3 W 0 < log.logn/ < logn < n:

Odtud plyne, že pro každé n 2 N, n � 3, platí
1

2 log.logn/
�

1

2n
;

takže řada
P1

nD3
1

2 log.logn/ diverguje. Řada
P1

nD3

cos.n�
2 /

2n
konverguje podleDirichle-

tova kritéria. Z linearity konvergentních řad tedy plyne, že řada
1X
nD3

� 1

2 log.logn/
�

cos.n�
2
/

2n

�
diverguje. Podle (3.86) a srovnávacího kritéria tedy řada (3.85) konverguje neab-
solutně. |

3.9.29. Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řady
1X
nD1

sinn
p
n

arctgn: (3.87)
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Řešení. Konvergence. Pro každé n 2 N označme

an D
sinn
p
n

a bn D arctgn:

Posloupnost fbng je rostoucí a omezená. Řada
P1

nD1 an konverguje podle Dirichle-
tova kritéria, neboť řada

P1

nD1 sinnmá omezenou posloupnost částečných součtů
a posloupnost

˚
1p
n

	
je klesající a má limitu rovnou nule. Řada (3.87) konverguje

podle Abelova kritéria.

Absolutní konvergence. Pro každé n 2 N platíˇ̌̌ sinn
p
n

arctgn
ˇ̌̌

�
sin2 n
p
n

arctg 1 D
�

8

1
p
n

�
�

8

cos.2n/
p
n

� 0:

Řada
P1

nD1
cos.2n/

p
n

konverguje podle Dirichletova kritéria, zatímco řada
P1

nD1
1p
n

diverguje. Podle srovnávacího kritéria tedy řada (3.87) není absolutně konvergent-
ní. |

3.9.30. Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řady
1X
nD11

sinn
nC 10 sinn

:

Řešení. Konvergence. Pro každé n 2 N, n � 11, označme

an D
sinn

nC 10 sinn
a bn D

sinn
n
:

Řada
P1

nD11 bn je podle Příkladu 3.3.9 konvergentní. Dále pro každé n 2 N, n �

11, platí

jan � bnj D

ˇ̌̌
�10.sinn/2

n.nC 10 sinn/

ˇ̌̌
�

10

n.n � 10/
:

Pro každé n 2 N, n � 11, označme cn D
10

n.n�10/
. Řada

P1

nD11 cn nezáporné členy,
platí

lim
cn
1
n2

D 10

a řada
P

1
n2 konverguje podle Příkladu 3.2.3. Tedy podle limitního srovnávací-

ho kritéria konverguje i řada
P1

nD11 cn. Podle srovnávacího kritéria je tudíž i řadaP1

nD11 jan � bnj konvergentní. Podle Věty 3.4.3 odtud plyne, že je řada
1X
nD11

an D

1X
nD11

.an � bn/C

1X
nD11

bn

konvergentní.
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Absolutní konvergence. Pro každé n 2 N, n � 11, platíˇ̌̌ sinn
nC 10 sinn

ˇ̌̌
�

sin2 n
nC 10 sinn

D

1
2

�
1 � cos.2n/

�
nC 10 sinn

� 0:

Řada
1X
nD11

cos 2n
2.nC 10 sinn/

konverguje, což lze ověřit podobně jako v případě řady
P1

nD11 an. Pro každé n 2 N,
n � 11, platí

1

nC 10 sinn
�

1

nC 10
� 0;

takže podle srovnávacího kritéria řada
1X
nD11

1

nC 10 sinn

diverguje. Z linearity konvergentních řad tedy vyplývá, že
1X
nD11

sin2 n
nC 10 sinn

diverguje. Podle srovnávacího kritéria tudíž diverguje i řada
P1

nD11 janj. Zadaná
řada tedy konverguje neabsolutně. |

3.9.31. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1 an, kde

an D
sin.2nC 1/

2nC .�1/nn
arctg.n2/; n 2 N:

Řešení. Pro každé n 2 N platí

1

2nC .�1/nn
D
2n � .�1/nn

3n2
D
2 � .�1/n

3n
:

Tedy pro každé n 2 N platí

sin.2nC 1/

2nC .�1/nn
D
2 sin.2nC 1/

3n
�
.�1/n sin.2nC 1/

3n
:

Z Příkladu 3.9.16 víme, že řada
P1

nD1 sin.2nC1/má omezené částečné součty. Pro
každé n 2 N platí

.�1/n sin.2nC 1/ D .�1/n sin.2n/ cos.1/C .�1/n cos.2n/ sin.1/:

Podle Příkladu 3.9.17 má řada
P1

nD1.�1/
n sin.2nC1/ omezenou posloupnost čás-

tečných součtů. Posloupnost
˚
2
3n

	
je klesající a platí lim 2

3n
D 0. Řada

1X
nD1

2 sin.2nC 1/

3n
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tudíž konverguje podle Dirichletova kritéria. Podobně lze ověřit konvergenci řady
1X
nD1

.�1/n sin.2nC 1/

3n
:

Odtud vyplývá, že řada
1X
nD1

sin.2nC 1/

2nC .�1/nn

konverguje. Protože posloupnost
˚
arctg.n2/

	
je rostoucí a omezená, zadaná řada

konverguje podle Abelova kritéria. |





KAPITOLA 4

Limita a spojitost funkce

4.1. Definice a základní vlastnosti

4.1.1.Definice. Reálnou funkcí jedné reálné proměnné rozumíme zobrazení z R
do R, tj. f W M ! R, kdeM � R. V této kapitole budeme psát stručněji jen funkce.
Podobně tomu bude i dále, nebude-li hrozit nedorozumění.

4.1.2 (intuitivní pojem limity funkce). Na následujících obrázcích máme grafy ně-
kolika různých funkcí. Podívejme se na chování těchto funkcí blízko bodu c. Na
prvém obrázku se zdá, že přibližují-li se hodnoty x k bodu c, blíží se f .x/ k funkč-
ní hodnotě f v bodě c. Na druhém obrázku se děje něco podobného, ale f .c/ je
různé od hodnoty, k níž se blíží f .x/, když se proměnná x přibližuje k c. Konečně
na třetím obrázku rostou hodnoty f .x/ nade všechny meze. Analogicky můžeme
rozumět dalším dvěma obrázkům pro c D 1. Na posledním obrázku se však pro
x blížící se k c funkční hodnoty f .x/ k žádné hodnotě nepřibližují.

Obrázek 1. Obrázek 2. Obrázek 3.

207
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Obrázek 4. Obrázek 5. Obrázek 6.

Nyní budeme chtít matematicky postihnout, co to znamená, že se funkční hod-
noty f .x/ k něčemu blíží, pokud se x blíží k c. Přitom si ale nebudeme všímat
funkční hodnoty v bodě c, ale pouze samotného faktu „blížení se“. Následující
definice nám pomůže při přesné formulaci tohoto pojmu.

4.1.3. Definice. Nechť c 2 R. Potom prstencovým okolím bodu c rozumíme
každou množinu tvaru .c � "; c C "/ n fcg, kde " 2 R; " > 0, a kterou značíme
P.c; "/. Prstencovým okolím bodu 1 rozumíme každou množinu tvaru .1

"
;1/,

kde " 2 R; " > 0, a kterou značíme P.1; "/. Prstencovým okolím bodu �1 ro-
zumíme každou množinu tvaru .�1;�1

"
/, kde " 2 R; " > 0, a kterou značíme

P.�1; "/.

Připomeňme, že v Definici 2.3.13 jsme definovali pojem okolí pro body z R�.

4.1.4. Učiníme několik jednoduchých pozorování stran pojmu okolí.

(a) Ať už je c 2 R, nebo c 2 f1;�1g, vždy pro "1 2 R; "2 2 R; 0 < "1 < "2, platí
B.c; "1/ � B.c; "2/. Podobně je tomu, nahradíme-li okolí prstencovými okolími.
Všimněme si, že v případě bodu 1 je okolí a prstencové okolí táž množina. Stejně
je tomu s okolím a prstencovým okolím bodu �1.

(b) Pokud c1; c2 2 R�, c1 ¤ c2, potom existuje " 2 R, " > 0, takové, že B.c1; "/ \

B.c2; "/ D ;. V případě, že c1; c2 2 R, můžeme volit například " D
1
2
jc1 � c2j.

Pokud je c1 D 1 a c2 2 R, pak položíme " D min
˚
1; 1

jc2jC2

	
. Potom totiž platí

c2 C " � c2 C 1 < jc2j C 2 D
1
1

jc2jC2

�
1

"
;

takže B.1; "/ \ B.c2; "/ D ;. Ve zbývajících případech postupujeme obdobně.

(c) Pokud c1; c2 2 R�, c1 < c2, " 2 R, " > 0, splňují B.c1; "/ \ B.c2; "/ D ;, potom
pro každá x 2 B.c1; "/, y 2 B.c2; "/ platí x < y.

Následující definice je jednou z nejdůležitějších v tomto textu.
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4.1.5. Definice. Řekneme, že prvek A 2 R� je limitou funkce f v bodě c 2 R�,
jestliže

8" 2 R; " > 0 9ı 2 R; ı > 0 8x 2 P.c; ı/ W f .x/ 2 B.A; "/: (4.1)

4.1.6 (formule jako hra ještě jednou). Na ověřování podmínky (4.1) je možné opět
nahlížet jako na hru, v níž se utkají dva hráči (vizte 2.2.5). První hráč (náš protivník)
volí v prvním tahu hry kladné reálné číslo ". Naším úkolem (v roli druhého hráče)
je zvolit ve druhém tahu hry kladné reálné číslo ı. Ve třetím (posledním) tahu hry
volí první hráč x 2 P.c; ı/. Pokud f .x/ … B.A; "/, vyhrává první hráč, v opačném
případě vítězíme my. Pokud dokážeme vyhrát libovolnou takovou partii, je limitou
funkce f v bodě c prvek A.

4.1.7. Věta (jednoznačnost limity). Funkce má v bodě nejvýše jednu limitu.

Důkaz. Pro spor předpokládejme, že A1; A2 2 R�, A1 ¤ A2, jsou limity funkce f
v bodě c 2 R�. Zvolme " 2 R, " > 0, takové, že B.A1; "/ \ B.A2; "/ D ;. Podle
definice limity pak nalezneme ı1 2 R, ı1 > 0, takové, že

8x 2 P.c; ı1/ W f .x/ 2 B.A1; "/:

Podobně nalezneme ı2 2 R, ı2 > 0, takové, že

8x 2 P.c; ı2/ W f .x/ 2 B.A2; "/:

Položme ı3 D minfı1; ı2g. Vezměme x 2 P.c; ı3/. Potom máme

f .x/ 2 B.A1; "1/ \ B.A2; "2/ D ;;

což je spor. �

Podobně jako u limity posloupnosti nám předchozí věta umožňuje zavést ná-
sledující označení.

4.1.8. Označení. Má-li funkce f v bodě c 2 R� limitu A 2 R�, pak píšeme
limx!c f .x/ D A.

4.1.9. (a) Jestliže limx!c f .x/ existuje, pak je f definována na jistém prstencovém
okolí bodu c. V bodě c funkce f nemusí být definována.

(b) Nechť limx!c f .x/ D A, kde c; A 2 R�. Pak můžeme rozlišit tyto případy:

počítáme
limitu

˚
ve vlastním bodě, tj. c 2 R a

˚
A 2 R (limita je vlastní),
A D 1 (limita je rovna plus nekonečnu),
A D �1 (limita je rovna mínus nekonečnu),

v nevlastním bodě, tj. c 2 f�1;1g, a

˚
A 2 R (limita je vlastní),
A D 1 (limita je rovna plus nekonečnu),
A D �1 (limita je rovna mínus nekonečnu).

Uvědomme si, že pro c; A 2 R platí limx!c f .x/ D A právě tehdy, když

8" 2 R; " > 0 9ı 2 R; ı > 0 8x 2 R W 0 < jx � cj < ı ) jf .x/ � Aj < ": (4.2)
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Obdobně platí limx!1 f .x/ D 1 právě tehdy, když

8K 2 R 9L 2 R 8x 2 R W x > L ) f .x/ > K:

Zde je vidět užitečnost pojmů okolí a prstencové okolí, které nám dovolují formu-
lovat definici vlastní i nevlastní limity funkce ve vlastním i nevlastním bodě pomocí
jedné formule.

4.1.10. Příklad. Nechť A 2 R a f je funkce, jejíž funkční hodnoty jsou na jistém
prstencovém okolí bodu c 2 R� rovny A. Dokažte, že platí limx!c f .x/ D A.

Řešení. Podle předpokladu nalezneme ı0 2 R, ı0 > 0, takové, že pro každé x 2

P.c; ı0/ platí f .x/ D A. Zvolme " 2 R, " > 0. Položme ı D ı0. Pro x 2 P.c; ı/ platí
x 2 P.c; ı0/, a tedy f .x/ D A 2 B.A; "/. |

4.1.11. Příklad. Nechť c 2 R�. Dokažte, že platí limx!c x D c.

Řešení. Zvolme " 2 R, " > 0. Položme ı D ". Pro každé x 2 P.c; ı/ pak platí
x 2 P.c; "/ � B.c; "/. |

4.1.12. Příklad. Dokažte, že platí limx!1
1
x

D 0.

Řešení. Zvolme " 2 R, " > 0. Položme ı D ". Pro každé x 2 P.1; ı/ pak platí
0 < 1

x
< ", a tedy 1

x
2 B.0; "/. |

4.1.13. Příklad. Dokažte, že platí limx!0
1
x2 D 1.

Řešení. Zvolme " 2 R, " > 0. K tomuto " hledáme ı 2 R, ı > 0, takové, že platí

8x 2 P.0; ı/ W
1

x2
2 B.1; "/;

neboli

8x 2 P.0; ı/ W
1

x2
>
1

"
:

Položíme-li ı D
p
", pak je výše uvedená formule splněna a důkaz proveden. |

4.1.14 (lokální charakter limity). Nechť c 2 R�, � 2 R; � > 0, a funkce f; g splňují

8x 2 P.c; �/ W f .x/ D g.x/:

Potom limx!c f .x/ D limx!c g.x/, pokud alespoň jedna z limit existuje.
K ověření tohoto tvrzení stačí ukázat, že pokud limx!c f .x/ D A, kde A 2 R�,

pak také limx!c g.x/ D A. Zvolme " 2 R; " > 0. K němu podle definice limity
nalezneme ı 2 R; ı > 0, takové, že

8x 2 P.c; ı/ W f .x/ 2 B.A; "/:

Nyní položme ı0 D minfı; �g. Pak pro každé x 2 P.c; ı0/ platí

g.x/ D f .x/ 2 B.A; "/:

Podle definice limity tedy platí limx!c g.x/ D A.
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Pokud se tedy dvě funkce shodují na jistém prstencovém okolí bodu c, pak
se vzhledem k pojmu limity v bodě c chovají stejně. Jinými slovy existence limity
a hodnota limity funkce v daném bodě závisí pouze na chování funkce na jistém
prstencovémokolí bodu c, proto hovoříme o lokálním charakteru limity. Tuto vlastnost
budeme při výpočtech limit často používat.

Na následujícím obrázku vidíme, že limita funkce f v bodě c zjevně neexis-
tuje, přesto blíží-li se x k bodu c zprava, potom se i funkční hodnoty blíží k jisté
hodnotě.

I tento pojem, kdy se proměnná blíží k c z jedné strany, lze formalizovat, a to
pomocí pojmu limity v bodě zprava (respektive zleva).K tomubudeme potřebovat
pravé (respektive levé) okolí bodu, jež jsou definovány následovně.

4.1.15. Definice. Nechť c 2 R.
� Pravým okolím bodu c rozumíme každý interval Œc; c C "/, kde " > 0,

a který značíme BC.c; "/,
� levýmokolím bodu c rozumíme každý interval .c�"; c�, kde " > 0, a který

značíme B�.c; "/,
� pravým prstencovým okolím bodu c rozumíme každý interval .c; c C "/,
kde " > 0, a který značíme PC.c; "/,

� levým prstencovým okolím bodu c rozumíme každý interval .c � "; c/,
kde " > 0, a který značíme P�.c; "/.

Pokračujme s definicí pro nevlastní hodnoty.

� Pravýmokolím bodu �1 rozumíme každý interval .�1;�1
"
/, kde " > 0,

a který značíme BC.�1; "/,
� levýmokolím bodu 1 rozumíme každý interval .1

"
;1/, kde " > 0, a který

značíme B�.1; "/,
� pravýmprstencovýmokolímbodu�1 rozumíme každý interval .�1;�1

"
/,

kde " > 0, a který značíme PC.�1; "/,
� levýmprstencovýmokolím bodu1 rozumíme každý interval .1

"
;1/, kde

" > 0, a který značíme P�.1; "/.
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4.1.16. Definice. Nechť A 2 R�, c 2 R [ f�1g. Řekneme, že funkce f má v bodě
c limitu zprava rovnou A, jestliže

8" 2 R; " > 0 9ı 2 R; ı > 0 8x 2 PC.c; ı/ W f .x/ 2 B.A; "/:

Obdobně definujeme pojem limity zleva v bodě c 2 R [ f1g.

4.1.17. Obdobně jako ve Větě 4.1.7 lze dokázat, že funkce f má v daném bodě c
nejvýše jednu limitu zprava a nejvýše jednu limitu zleva. Pro limitu zleva funkce f
v bodě c užíváme symbol limx!c�

f .x/ a pro limitu zprava symbol limx!cC
f .x/.

4.1.18. Věta. Nechť f je funkce a c 2 R. Limita funkce f v bodě c existuje právě
tehdy, když má f v bodě c limitu zprava i zleva a hodnoty těchto jednostranných
limit se rovnají. Navíc pokud limx!c f .x/ existuje, pak

lim
x!c

f .x/ D lim
x!c�

f .x/ D lim
x!cC

f .x/:

Důkaz. ) Předpokládejme, že limx!c f .x/ D A, kde A 2 R�. Zvolme " 2 R,
" > 0. Podle definice limity nalezneme ı 2 R, ı > 0, takové, že platí

8x 2 P.c; ı/ W f .x/ 2 B.A; "/:

Potom ale máme také

8x 2 PC.c; ı/ W f .x/ 2 B.A; "/;

neboť PC.c; ı/ � P.c; ı/. Tím jsme dokázali, že platí limx!cC
f .x/ D A. Rovnost

limx!c�
f .x/ D A lze dokázat obdobně.

( Předpokládejme, že limx!cC
f .x/ D limx!c�

f .x/ D A, kdeA 2 R�. Zvolme
" 2 R, " > 0. Podle definice limity zprava nalezneme ı1 2 R, ı1 > 0, takové, že
platí

8x 2 PC.c; ı1/ W f .x/ 2 B.A; "/:

Dále podle definice limity zleva nalezneme ı2 2 R, ı2 > 0, takové, že platí

8x 2 P�.c; ı2/ W f .x/ 2 B.A; "/:

Položme ı D minfı1; ı2g. Potom P.c; ı/ � P.c; ı1/ [ P.c; ı2/, takže pro každé
x 2 P.c; ı/ máme f .x/ 2 B.A; "/. Dokázali jsme tak, že platí limx!c f .x/ D A.

Závěrečné tvrzení plyne z předchozího. �

Následující výsledek je obdobou Věty 2.2.24 pro funkce.

4.1.19. Věta. Nechť f je funkce a c 2 R�. Potom limx!c f .x/ D 0 právě tehdy,
když limx!c jf .x/j D 0.

Důkaz. ) Zvolme " 2 R, " > 0. Podle definice limity nalezneme ı 2 R, ı > 0,
takové, že

8x 2 P.c; ı/ W f .x/ 2 .�"; "/:

Pro každé x 2 P.c; ı/ pak platí jf .x/j 2 Œ0; "/ � B.0; "/. Tím jsme dokázali, že platí
limx!c jf .x/j D 0.
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( Zvolme " 2 R, " > 0. Podle definice limity nalezneme ı 2 R, ı > 0, takové, že

8x 2 P.c; ı/ W jf .x/j 2 .�"; "/:

Pro každé x 2 P.c; ı/ pak platí f .x/ 2 .�"; "/ D B.0; "/. Tím jsme dokázali, že
platí limx!c f .x/ D 0. �

4.1.20. Definice. Nechť c 2 R. Řekneme, že funkce f je v bodě c spojitá, jestliže
limx!c f .x/ D f .c/. Řekneme, že funkce f je v bodě c spojitá zprava (respektive
zleva), jestliže limx!cC

f .x/ D f .c/ (respektive limx!c�
f .x/ D f .c/).

4.1.21. Nechť f je funkce a c 2 R. Z vlastností okolí lze snadno odvodit ekviva-
lenci následujících výroků.

(i) Funkce f je spojitá v bodě c.
(ii) Platí

8" 2 R; " > 0 9ı 2 R; ı > 0 8x 2 B.c; ı/ W f .x/ 2 B.f .c/; "/:

Je užitečné porovnat poslední dvě formule s formulemi (4.1) a (4.2).

4.1.22. Příklad. Funkci signum, kterou budeme značit sign, definujeme na R
předpisem

sign.x/ D

�
1 pro x > 0;
0 pro x D 0;

�1 pro x < 0:

Dokažte, že signum není v bodě 0 spojitá.

Řešení. Snadno nahlédneme, že

lim
x!0C

sign x D 1 a lim
x!0�

sign x D �1:

Funkce sign tedy nemá v bodě 0 limitu podle Věty 4.1.18, a tedy není v 0 spojitá. |

4.1.23. Příklad. Afinní funkce je spojitá v každém bodě R.

Řešení. Uvažujme afinní funkci f W R ! R, která je definována předpisem f .x/ D

ax C b, kde a; b 2 R (vizte 1.7.5). Tvrzení dokážeme přímým ověřením definice.
Důkaz provedeme podrobně v případě, že a > 0. Mějme c 2 R. Pro a < 0 lze
postupovat obdobně a pro a D 0 je uvažovaná funkce konstantní, takže tvrzení
plyne z 4.1.10.

Zvolme " 2 R, " > 0. Položme ı D
"
a
. Pak pro každé x 2 .c � ı; c C ı/ platí

f .c/ � " D f .c/ � aı < f .x/ D f .c/C a.x � c/ < f .c/C aı D f .c/C ":

Tím je dokázáno, že limx!c f .x/ D f .c/. |

4.1.24.Věta (vlastní limita a omezenost). Nechť funkce f má v bodě c 2 R� vlastní
limitu. Pak existuje ı 2 R; ı > 0, takové, že f je na P.c; ı/ omezená.
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Důkaz. Označme A D limx!c f .x/. Podle předpokladu je A 2 R. Nalezneme ı 2

R; ı > 0, takové, že

8x 2 P.c; ı/ W f .x/ 2 B.A; 1/;

neboli f
�
P.c; ı/

�
� .A� 1;AC 1/. Tato inkluze dokazuje omezenost funkce f na

P.c; ı/, neboť číslo AC 1 je horní závorou množiny f
�
P.c; ı/

�
a číslo A � 1 je její

dolní závorou (vizte Definice 1.4.11 a 1.5.19) �

4.2. Věty o limitách

Definice limity neobsahuje návod, jak tuto limitu vypočítat, případně jak uká-
zat, že funkce v danémbodě limitu nemá. Věty z tohoto oddílu námumožní jednak
limity v některých případech vypočítat a dále ukáží nové vlastnosti právě defino-
vaných pojmů.

Aritmetika limit.

4.2.1.Věta (aritmetika limit funkcí). NechťA;B; c 2 R�, limx!c f .x/ D A a limx!c g.x/ D

B. Potom platí:

(a) lim
x!c

�
f .x/C g.x/

�
D AC B, pokud je výraz na pravé straně definován,

(b) lim
x!c

f .x/g.x/ D AB, pokud je výraz na pravé straně definován,

(c) lim
x!c

f .x/

g.x/
D
A

B
, pokud je výraz na pravé straně definován.

Důkaz. Dokážeme pouze tvrzení (c). Technika důkazů zbývajících tvrzení je ob-
dobná a zde je nebudeme provádět. Výraz A

B
je podle předpokladu definován, tak-

že musí nastat některý z následujících případů:

(1) A 2 R, B 2 R n f0g,
(2) A 2 R, B 2 f�1;1g,
(3) A D 1, B 2 R, B > 0,
(4) A D 1, B 2 R, B < 0,
(5) A D �1, B 2 R, B > 0,
(6) A D �1, B 2 R, B < 0.

(1) Číslo 1
2
jBj je kladné. Podle definice limity nalezneme � 2 R, � > 0, takové, že

pro každé x 2 P.c; �/ platí g.x/ 2 .B �
1
2
jBj; B C

1
2
jBj/, a tedy jg.x/j > 1

2
jBj > 0,
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takže výraz f .x/
g.x/

má smysl pro každé x 2 P.c; �/. Pro x 2 P.c; �/ odhadujmeˇ̌̌f .x/
g.x/

�
A

B

ˇ̌̌
D

1

jg.x/jjBj
� jf .x/B � g.x/Aj

D
1

jg.x/jjBj
� jf .x/B � AB C AB � g.x/Aj

�
1

jg.x/jjBj

�
jBjjf .x/ � Aj C jAjjB � g.x/j

�
� M

�
jf .x/ � Aj C jg.x/ � Bj

�
;

(4.3)

kde M D max
n
2

jBj
; 2jAj

jBj2

o
. Zvolme nyní " 2 R, " > 0. Díky předpokladům věty

nalezneme kladná čísla ı1; ı2 2 R taková, že platí

8x 2 P.c; ı1/ W jf .x/ � Aj <
"

2M
; (4.4)

8x 2 P.c; ı2/ W jg.x/ � Bj <
"

2M
: (4.5)

Položme ı D minf�; ı1; ı2g. Potom díky (4.3), (4.4) a (4.5) platí

8x 2 P.c; ı/ W
ˇ̌̌f .x/
g.x/

�
A

B

ˇ̌̌
< ":

Odtud plyne dokazované tvrzení.

(2) Podle Věty 4.1.24 nalezneme ı1 2 R, ı1 > 0, a kladné K 2 R taková, že

x 2 P.c; ı1/ W jf .x/j < K: (4.6)

Zvolme " 2 R, " > 0. Ať už předpokládáme B D 1, nebo B D �1, můžeme
v obou případech nalézt ı2 2 R, ı2 > 0, takové, že

8x 2 P.c; ı2/ W jg.x/j >
K

"
: (4.7)

Položme ı D minfı1; ı2g. Potom pro každé x 2 P.c; ı/ díky (4.6) a (4.7) dostávámeˇ̌̌f .x/
g.x/

ˇ̌̌
<
K
K
"

D ":

Odtud plyne limx!c
f .x/
g.x/

D 0.

(3) Podobně jako v bodě (1) nalezneme � 2 R, � > 0, takové, že

8x 2 P.c; �/ W g.x/ < 2B: (4.8)

Zvolme libovolné " 2 R, " > 0. Nalezneme ı1 2 R, ı1 > 0, takové, že

8x 2 P.c; ı1/ W f .x/ >
2B

"
: (4.9)

Položme ı D minf�; ı1g. Potom pro každé x 2 P.c; ı/ platí
f .x/

g.x/
>
2B

"
�
1

2B
D
1

"
:
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Tím je dokázáno, že limx!c
f .x/
g.x/

D 1.

Zbývající případy (4)—(6) lze dokázat stejným způsobem jako případ (3), pouze je
třeba na příslušných místech změnit nerovnosti a znaménka. �

4.2.2. Bez předpokladu existence pravých stran ve vzorcích Věty 4.2.1 nelze o hod-
notě limit na levých stranách nic říci. Nechť a 2 R. Uvažujme funkce f .x/ D

x C a a g.x/ D �x, x 2 R. Pak limx!1 f .x/ D 1, limx!1 g.x/ D �1, ale
limx!1

�
f .x/ C g.x/

�
D a. Podobnou úvahu jsme provedli v 2.3.27. Obdobné

příklady je možné zkonstruovat pro limitu součinu i limitu podílu dvou funkcí.

4.2.3. Věta 4.2.1 má i své zřejmé jednostranné varianty.

4.2.4. Věta (spojitost a aritmetické operace). Nechť f; g jsou spojité funkce v bodě
c 2 R. Potom i funkce f C g a fg jsou spojité v bodě c. Je-li navíc g.c/ ¤ 0, je
i funkce f

g
spojitá v bodě c.

Důkaz. Tvrzení plynou bezprostředně z Věty 4.2.1. �

4.2.5 (spojitost polynomu a racionální funkce). Nechť b 2 R. Víme již, že funkce
x 7! b, x 7! x, x 2 R, jsou spojité v každém bodě c 2 R (Příklad 4.1.23). Podle
předcházející věty jsou tedy funkce x 7! x2; x 7! x3; x 7! x4; : : : spojité v každém
bodě R. Odtud podle téže věty plyne, že polynomy a racionální funkce jsou spojité
v každém bodě svého definičního oboru.

Výraz „A
0
“ není definován, nicméně platí věta.

4.2.6. Věta. Nechť A 2 R, A > 0, c 2 R�, limx!c g.x/ D 0, limx!c f .x/ D A

a existuje � 2 R, � > 0, takové, že pro každé x 2 P.c; �/ platí g.x/ > 0. Potom platí
limx!c

f .x/
g.x/

D 1.

Důkaz. Rozlišíme dva případy.

Případ A 2 R. Zvolme L 2 R. Nalezneme ı1 2 R; ı1 > 0, takové, že pro každé x 2

P.c; ı1/ platí f .x/ 2 .A�
1
2
A;AC

1
2
A/ D .1

2
A; 3

2
A/. Dále nalezneme ı2 2 R; ı2 > 0,

takové, že pro každé x 2 P.c; ı2/platí jg.x/j < A
2.jLjC1/

. Položme ı D minfı1; ı2; �g.
Pak pro každé x 2 P.c; ı/ máme

0 < g.x/ <
A

2.jLj C 1/
a

f .x/

g.x/
>

1
2
A

A
2.jLjC1/

D jLj C 1 > L:

Tím je tvrzení pro A 2 R dokázáno.

Případ A D 1. Zvolme L 2 R. Nalezneme ı1 2 R; ı1 > 0, takové, že pro každé
x 2 P.c; ı1/ platí f .x/ > 1. Dále nalezneme ı2 2 R; ı2 > 0, takové, že pro každé
x 2 P.c; ı2/ platí jg.x/j < 1

jLjC1
. Položme ı D minfı1; ı2; �g. Pak pro každé x 2

P.c; ı/ máme

0 < g.x/ <
1

jLj C 1
a

f .x/

g.x/
>

1
1

jLjC1

D jLj C 1 > L:

�
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4.2.7. Předchozí věta má i svou variantu pro jednostranné limity. Předpokládáme-
-li, žeA 2 R�; A > 0, c 2 R[f�1g, limx!cC

g.x/ D 0, limx!cC
f .x/ D A a existuje

� > 0 takové, že pro každé x 2 PC.c; �/ platí g.x/ > 0, pak limx!cC

f .x/
g.x/

D 1.
Podobně lze zformulovat i variantu s limitou zleva.

Limita a uspořádání.

4.2.8. Věta (limita a uspořádání). Nechť c 2 R� a funkce f a g mají limity v c.
(a) Nechť

lim
x!c

f .x/ > lim
x!c

g.x/:

Pak existuje ı 2 R; ı > 0, takové, že platí

8x 2 P.c; ı/ W f .x/ > g.x/:

(b) Nechť existuje ı 2 R; ı > 0, takové, že platí

8x 2 P.c; ı/ W f .x/ � g.x/:

Potom platí
lim
x!c

f .x/ � lim
x!c

g.x/:

Důkaz. (a) Označme A D limx!c f .x/ a B D limx!c g.x/. Podle 4.1.4(b) nalezne-
me " 2 R, " > 0, takové, že B.A; "/ \ B.B; "/ D ;. K tomuto " nalezneme kladná
ı1; ı2 2 R taková, že

8x 2 P.c; ı1/ W f .x/ 2 B.A; "/;

8x 2 P.c; ı2/ W g.x/ 2 B.B; "/:

Položme ı D minfı1; ı2g. Díky volbě " a nerovnosti A > B platí podle 4.1.4(c) pro
každé x 2 B.c; ı/ nerovnost f .x/ > g.x/.

(b) Pro spor předpokládejme, že limx!c f .x/ > limx!c g.x/. Potom podle již do-
kázané části (a) nalezneme � 2 R; � > 0, takové, že

8x 2 P.c; �/ W f .x/ > g.x/:

Zvolme y 2 P.c; ı/\P.c; �/. Pak ovšem platí f .y/ > g.y/ � f .y/, což je spor. �

4.2.9. Věta (o dvou strážnících). Nechť A 2 R�, � 2 R; � > 0, a funkce f , g a h
splňují

� 8x 2 P.c; �/ W f .x/ � h.x/ � g.x/,
� lim
x!c

f .x/ D lim
x!c

g.x/ D A.

Potom existuje limx!c h.x/ a rovná se A.

Důkaz. Případ A 2 R. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme ı1 2 R, ı1 > 0,
takové, že pro x 2 P.c; ı1/ platí

A � " < f .x/ < AC " a A � " < g.x/ < AC ":

Položme ı D minfı1; �g. Je-li x 2 P.c; ı/, potom máme

A � " < f .x/ � h.x/ � g.x/ < AC ";
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a tedy h.x/ 2 .A � "; AC "/. Ke každému " > 0 tedy existuje ı > 0 takové, že

8x 2 P.c; ı/ W h.x/ 2 .A � "; AC "/;

čili limx!c h.x/ D A.

Případ A D 1. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme ı1 2 R, ı1 > 0, takové, že
pro každé x 2 P.c; ı1/ platí 1" < f .x/. Položme ı D minfı1; �g. Je-li x 2 P.c; ı/,
pak platí

1
"
< f .x/ � h.x/;

a tedy h.x/ 2 B.1; "/. Dokázali jsme tedy limx!c h.x/ D 1.

Případ A D �1. Důkaz lze provést podobně jako v předchozím případě. �

4.2.10 (Proč dva strážníci?). Následující obrázek ilustruje myšlenku Věty 4.2.9.
Funkce h je „přivedena“ k limitě A pomocí funkce f (dolní strážník) a g (horní
strážník) k limitě A.

4.2.11. Příklad. Nechť funkce h je definována předpisem

h.x/ D x cos.x/ � sin
�
1
x

�
; x 2 R n f0g:

Dokažte, že limx!0 h.x/ D 0.

Řešení. Definujme pomocné funkce f a g předpisy f .x/ D �jxj, g.x/ D jxj, x 2 R.
Pak pro každé x 2 P.0; 1/ platí f .x/ � h.x/ � g.x/ a

lim
x!0

f .x/ D lim
x!0

g.x/ D 0:

Z Věty 4.2.9 tedy plyne limx!0 h.x/ D 0. |

4.2.12. Pokud je funkce f v bodě c spojitá a f .c/ > 0, pak existuje ı 2 R, ı > 0,
takové, že pro každé x 2 B.c; ı/ platí f .x/ > 0. Toto tvrzení plyne z Věty 4.2.8(a),
kde za funkci g volíme konstantní nulovou funkci.

V kapitole o posloupnostech jsme ukázali varianty věty o dvou strážnících pro
nevlastní limity (Věta 2.3.31 a 2.3.32). Podobně je tomu i v případě nevlastních
limit funkcí. Uveďme formulaci věty pro limitu rovnou 1.

4.2.13. Věta. Nechť limx!c f .x/ D 1 a existuje � 2 R; � > 0, takové, že pro každé
x 2 P.c; �/ platí f .x/ � h.x/. Potom platí limx!c h.x/ D 1.

4.2.14. Příklad. Ukažte, že limx!1
x2Csinx

x
D 1.

Řešení. Pro každé x 2 .0;1/ platí

x2 C sin x
x

�
x2 � 1

x
D x �

1

x
;

a
lim
x!1

�
x �

1
x

�
D 1:
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Podle Věty 4.2.13 pak dostáváme

lim
x!1

x2 C sin x
x

D 1:

|

Při výpočtech limit je často užitečná následující věta, jejíž důkaz lze snadno
provést pomocí Věty 4.2.9.

4.2.15. Věta. Nechť c 2 R�, limx!c f .x/ D 0 a existuje � 2 R; � > 0, takové, že g
je omezená na P.c; �/. Potom limx!c f .x/g.x/ D 0.

Heineova věta a její varianty. Nyní uvedeme větu, která dává do souvislosti
limitu funkce s limitou posloupnosti.

4.2.16. Věta (Heine1). Nechť c; A 2 R� a f je reálná funkce. Pak jsou výroky (i)
a (ii) ekvivalentní.

(i) Platí limx!c f .x/ D A.
(ii) Pro každou posloupnost fxng splňující:

� 8n 2 N W xn ¤ c,
� limn!1 xn D c

platí limn!1 f .xn/ D A.

Důkaz. (i) ) (ii) Mějme posloupnost fxng splňující xn ¤ c pro každé n 2 N
a limn!1 xn D c. Zvolme " 2 R, " > 0. Podle (i) nalezneme ı 2 R; ı > 0, takové,
že

8x 2 P.c; ı/ W f .x/ 2 B.A; "/:

Díky předpokladu limn!1 xn D c dále nalezneme n0 2 N takové, že

8n 2 N; n � n0 W xn 2 B.c; ı/:

Potom

8n 2 N; n � n0 W xn 2 P.c; ı/;

a tedy

8n 2 N; n � n0 W f .xn/ 2 B.A; "/:

Tím jsem dokázali, že platí limn!1 f .xn/ D A.

(ii) ) (i) Provedeme nepřímý důkaz, neboli dokážeme :(i) ) :(ii). Předpoklá-
dáme tedy negaci (i), tj.

9" 2 R; " > 0 8ı 2 R; ı > 0 9x 2 P.c; ı/ W :
�
f .x/ 2 B.A; "/

�
:

Pro každé n 2 N nalezneme xn 2 P.c; 1
n
/ takové, že :

�
f .xn/ 2 B.A; "/

�
. Pak

máme xn ¤ c, :
�
f .xn/ 2 B.A; "/

�
pro každé n 2 N a lim xn D c. Neplatí tak

1Heinrich Eduard Heine (1821 —1881)
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limf .xn/ D A. Jsou tedy splněny předpoklady ve (ii) ale nikoli závěr ve (ii), tj. (ii)
neplatí, což jsme měli dokázat. �

4.2.17 (k důkazu Věty 4.2.16). Výrokovou formu :
�
f .x/ 2 B.A; "/

�
v předcho-

zím důkazu nepřepisujeme jako f .x/ … B.A; "/, neboť hodnota f .x/ nemusí být
definována.

Není těžké zformulovat Heineovu větu pro limitu zleva (respektive zprava).
Podobně lze dát do souvislosti spojitost a limitu posloupnosti. Z několika různých
variant uveďme následující dvě, přičemž dokážeme pouze druhou.

4.2.18. Věta. Nechť c 2 R [ f1g, A 2 R� a f je reálná funkce. Pak jsou výroky (i)
a (ii) ekvivalentní.

(i) Platí limx!c�
f .x/ D A.

(ii) Pro každouposloupnost fxng splňující xn < c pro všechna n 2 N a limn!1 xn D

c, platí limn!1 f .xn/ D A.

4.2.19. Věta. Nechť c 2 R a f je reálná funkce. Pak jsou výroky (i) a (ii) ekviva-
lentní.

(i) Funkce f je spojitá v bodě c.
(ii) Pro každouposloupnost fxng splňující limn!1 xn D c platí limn!1 f .xn/ D

f .c/.

Důkaz. (i) ) (ii) Mějme posloupnost fxng splňující limn!1 xn D c. Zvolme " 2

R, " > 0. Podle (i) nalezneme ı 2 R; ı > 0, takové, že

8x 2 B.c; ı/ W f .x/ 2 B.f .c/; "/:

Dále nalezneme n0 2 N takové, že

8n 2 N; n � n0 W xn 2 B.c; ı/;

a tedy
8n 2 N; n � n0 W f .xn/ 2 B.f .c/; "/:

Platí tedy limn!1 f .xn/ D f .c/.

(ii) ) (i) Provedeme nepřímý důkaz, neboli dokážeme :(i) ) :(ii). Předpoklá-
dáme-li negaci (i), potom máme

9" 2 R; " > 0 8ı 2 R; ı > 0 9x 2 B.c; ı/ W :
�
f .x/ 2 B.f .c/; "/

�
:

Pro každé n 2 N nalezneme xn 2 B.c; 1
n
/ takové, že :

�
f .xn/ 2 B.A; "/

�
. Pak máme

:
�
f .xn/ 2 B.A; "/

�
pro každé n 2 N a lim xn D c. Neplatí tak lim f .xn/ D A. Jsou

tedy splněny předpoklady ve (ii) ale nikoli závěr ve (ii). �

Větu 4.2.16 lze často použít k odvození neexistence některých limit.

4.2.20. Příklad. Ukažte, že limx!1.�1/
Œx� neexistuje. Symbol Œx� značí celou část

čísla x.
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Řešení. Předpokládejme, že limx!1.�1/
Œx� D A pro nějaké A 2 R�. Vezměme po-

sloupnost fxng D f2ng. Potom .�1/Œxn� D .�1/Œ2n� D 1 pro každé n 2 N, a tedy
limn!1.�1/

Œxn� D 1. Přitom limn!1 xn D 1 a xn ¤ 1 pro všechna n 2 N.
Vezměme dále posloupnost fyng D f2nC1g. Potom .�1/Œyn� D .�1/Œ2nC1� D �1

pro každé n 2 N, a tedy limn!1.�1/
Œyn� D �1. Přitom limn!1 yn D 1 a yn ¤ 1

pro všechna n 2 N.
Podle Heineovy věty musí být limn!1.�1/

Œxn� D limn!1.�1/
Œyn� D A. Na

druhé straně ovšem limn!1.�1/
Œxn� ¤ limn!1.�1/

Œyn�, a to je spor. Proto limita
limx!1.�1/

Œx� neexistuje. |

4.2.21. Příklad (spojitost k-té odmocniny). Nechť k 2 N. Dokažte, že funkce
definovaná předpisem x 7! k

p
x; x 2 Œ0;1/, je spojitá v každém bodě c 2 .0;1/

a je spojitá zprava v bodě 0.

Řešení. Pro c 2 .0;1/ plyne tvrzení z Příkladu 2.2.46 a Věty 4.2.19. V bodě 0 ob-
držíme výsledek díky Příkladu 2.2.46 a z pravostranné varianty Věty 4.2.18. |

Věta o limitě složené funkce. Věta 4.2.1 říká, jak se limita funkce chová vzhle-
dem k algebraickým operacím sčítání, násobení a dělení. Následující věta ozřejmu-
je vztah limity ke skládání funkcí.

4.2.22.Věta (limita složené funkce). Nechť x0; y0 2 R�, f; g jsou funkce, limx!x0
g.x/ D

y0, limy!y0
f .y/ existuje a je splněna alespoň jedna z následujících podmínek:

(P) 9� 2 R; � > 0 8x 2 P.x0; �/ W g.x/ ¤ y0,
(S) f je spojitá v bodě y0.

Potom platí
lim
x!x0

.f B g/.x/ D lim
y!y0

f .y/: (4.10)

Důkaz. Označme A D limy!y0
f .y/. Rozlišíme dva případy.

Je splněna podmínka (P). Zvolme " 2 R; " > 0. K tomuto " nalezneme  2 R;  > 0,
takové, že

8y 2 P.y0;  / W f .y/ 2 B.A; "/; (4.11)
neboť limy!y0

f .y/ D A. K  nalezneme ı0 2 R; ı0 > 0, takové, že

8x 2 P.x0; ı
0/ W g.x/ 2 B.y0;  /; (4.12)

neboť limx!x0
g.x/ D y0. Díky (P) nalezneme � 2 R; � > 0, takové, že

8x 2 P.x0; �/ W g.x/ ¤ y0: (4.13)

Položme ı D minfı0; �g. Zvolme x 2 P.x0; ı/. Pak podle (4.12) a (4.13) platí g.x/ 2

B.y0;  / n fy0g, neboli g.x/ 2 P.y0;  /. Díky (4.11) dostáváme, že platí f
�
g.x/

�
2

B.A; "/. Tím je (4.10) dokázáno.

Je splněna podmínka (S).Zde platí y0 2 R aA D f .y0/. Zvolme " 2 R; " > 0. K tomuto
" nalezneme  2 R;  > 0, takové, že

8y 2 B.y0;  / W f .y/ 2 B
�
f .y0/; "

�
; (4.14)
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neboť je splněna podmínka (S) (vizte 4.1.21). K  nalezneme ı 2 R; ı > 0, takové,
že

8x 2 P.x0; ı/ W g.x/ 2 B.y0;  /: (4.15)
Zvolme x 2 P.x0; ı/. Pak podle (4.14) a (4.15) platí f

�
g.x/

�
2 B

�
f .y0/; "

�
. Tím je

(4.10) dokázáno �

4.2.23. Není-li splněna podmínka (P) ani (S), pak závěr věty nemusí platit. Zvolí-
me-li f .y/ D j signyj, y 2 R, g.x/ D 0, x 2 R, x0 D 0 a y0 D 0, pak limx!x0

g.x/ D

0, limy!y0
f .y/ D 1, ale limx!x0

.f ı g/.x/ D 0 ¤ 1.

4.2.24. Věta. Pokud je funkce g spojitá v bodě c 2 R a funkce f je spojitá v bodě
g.c/, pak je funkce f B g spojitá v bodě c.

Důkaz. Tvrzení plyne z Věty 4.2.22. �

4.2.25. Příklad. Nechť funkce f je spojitá v bodě 0. Dokažte, že platí

lim
x!1

f
�
1
x

�
D f .0/:

Řešení. Definujme pomocnou funkci g předpisem g.x/ D
1
x
; x 2 R n f0g. Platí

limx!1 g.x/ D limx!1
1
x

D 0 (Příklad 4.1.12) a limy!0 f .y/ D f .0/. Podle Vě-
ty 4.2.22 ve verzi s podmínkou (S) pak platí limx!1 f

�
1
x

�
D f .0/. |

Věta o limitě složené funkce má také své varianty pro jednostranné limity.
Uveďme jednu z nich bez důkazu.

4.2.26. Věta. Nechť x0 2 R [ f1g, y0 2 R [ f�1g, f a g jsou funkce splňující
limx!x0�

g.x/ D y0, limy!y0C
f .y/ existuje a je splněna alespoň jedna z následu-

jících podmínek:
(P’) 9� 2 R; � > 0 8x 2 P�.c; �/ W g.x/ > y0,
(S’) f je spojitá v bodě y0 zprava.

Potom platí
lim

x!x0�

.f B g/.x/ D lim
y!y0C

f .y/:

Limita monotónní funkce.

4.2.27. Věta (limita monotónní funkce). Nechť a; b 2 R�, a < b, f je monotónní
funkce na intervalu .a; b/. Potom existují limx!aC

f .x/ a limx!b�
f .x/, přičemž

platí:
(a) je-li f na .a; b/ neklesající, pak

lim
x!aC

f .x/ D inff
�
.a; b/

�
a lim

x!b�

f .x/ D supf
�
.a; b/

�
;

(b) je-li f na .a; b/ nerostoucí, pak

lim
x!aC

f .x/ D supf
�
.a; b/

�
a lim

x!b�

f .x/ D inff
�
.a; b/

�
:
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Důkaz. (a) Předpokládejme nejprve, že f je neklesající a zdola omezená na .a; b/.
Označme m D inff

�
.a; b/

�
. Potom platí m 2 R. Zvolme " 2 R; " > 0. Díky vlast-

nostem infima nalezneme y 2 f
�
.a; b/

�
takové, že y < mC ". Podle definice mno-

žiny f
�
.a; b/

�
nalezneme x0 2 .a; b/ splňující y D f .x0/. Protože však funkce f je

neklesající, je
8x 2 .a; x0/ W f .x/ � f .x0/ < mC ":

Protože m je dolní závora množiny f
�
.a; b/

�
, je

8x 2 .a; b/ W m � " < m � f .x/:

Platí tedy
8x 2 .a; x0/ W m � " < f .x/ < mC ":

Nyní nalezneme ı 2 R; ı > 0, takové, že PC.a; ı/ � .a; x0/. Potom platí

8x 2 PC.a; ı/ W f .x/ 2 B.m; "/:

Tím jsme dokázali, že platí limx!aC
f .x/ D m.

Odvození druhé limity v (a), důkaz v případě, kdy f není omezená zdola, a důkaz
(b) je možné provést obdobně. �

4.3. Funkce spojité na intervalu

4.3.1. Definice. Nechť J � R je interval. Funkce f W J ! R je spojitá na interva-
lu J , jestliže platí:

� f je spojitá zprava v každém bodě J , který není pravým koncovým bo-
dem J ,

� f je spojitá zleva v každémbodě J , který není levým koncovýmbodem J .

4.3.2. Pokud je interval J v Definici 4.3.1 nedegenerovaný (vizte Definici 1.5.25),
pak je funkce f na J spojitá právě tehdy, když je spojitá v každém vnitřním bodě J ,
spojitá zprava v levém koncovém bodě J , pokud je prvkem J , a spojitá zleva v pra-
vém koncovém bodě J , pokud je prvkem J . Všimněme si, že pokud J obsahuje
právě jeden bod, pak je na J každá funkce f W J ! R spojitá.

4.3.3. Nechť J � R je interval a f W J ! R. Funkce f je na J spojitá právě tehdy,
když pro každé c 2 J platí

8" 2 R; " > 0 9ı 2 R; ı > 0 8x 2 B.c; ı/ \ J W f .x/ 2 B.f .c/; "/: (4.16)

) Zvolme c 2 J a " 2 R; " > 0. Pak existují ıC; ı� 2 R; ıC; ı� > 0, taková, že
(a) pokud c není pravý koncový bod J tak, platí

8x 2 BC.c; ıC/ W f .x/ 2 B.f .c/; "/; (4.17)

(b) pokud c není levý koncový bod J tak, platí

8x 2 B�.c; ı�/ W f .x/ 2 B.f .c/; "/: (4.18)
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Označme ı D minfıC; ı�g. Potom platí

B.c; ı/ \ J � B�.c; ı�/ [ BC.c; ıC/:

Odtud plyne (4.16).

( Předpokládejme, že bod c 2 J není pravým koncovým bodem J . Pak existuje
ı0 2 R; ı0 > 0, takové, žeBC.c; ı0/ � J . Zvolme " 2 R; " > 0. Nalezneme ı 2 .0; ı0/

takové, že
8x 2 B.c; ı/ \ J W f .x/ 2 B.f .c/; "/:

Poněvadž BC.c; ı/ � B.c; ı/ \ J , platí také

8x 2 B.c; ı/ W f .x/ 2 B.f .c/; "/;

a tedy f je spojitá zprava v bodě c. Spojitost zleva v bodě c, pokud c není levý
koncový, lze dokázat obdobně. Odtud pak plyne spojitost f na inervalu J .

Spojitost funkce na intervalu lze charakterizovat pomocí konvergence posloup-
ností, jak ukazuje následující varianta Heineovy věty.

4.3.4. Věta. Nechť J � R je interval a f W J ! R. Pak jsou výroky (i) a (ii) ekviva-
lentní.

(i) Funkce f je spojitá na J .
(ii) Pro každé c 2 J a každou posloupnost fxng bodů J splňující lim xn D c

platí limf .xn/ D f .c/.

Důkaz. (i) ) (ii) Uvažujme c 2 J a posloupnost fxng bodů J splňující lim xn D

c 2 J . Pokud je bod c vnitřním bodem intervalu J , potom podle Heineovy věty
(Věta 4.2.19) platí limf .xn/ D f .c/. Pokud je bod c krajním bodem intervalu J ,
pak limf .xn/ D f .c/ platí podle příslušné jednostranné varianty Heineovy věty.

(ii) ) (i) Spojitost ve vnitřních bodech J plyne opět z Heineovy věty. Spoji-
tost v krajních bodech, pokud jsou tyto prvkem J , plyne z jednostranných variant
Heineovy věty. �

4.3.5. Věta. Nechť I; J jsou intervaly v R a f W I ! J , g W J ! R jsou spojité
funkce. Pak g B f W I ! R je spojitá funkce.

Důkaz. Zvolme posloupnost fxng bodů v I konvergující k bodu c 2 I . Dle Vě-
ty 4.3.4 platí lim f .xn/ D f .c/. Opětovným použitím tohoto tvrzení, tentokrát pro
funkci g, dostaneme, že limg

�
f .xn/

�
D g

�
f .c/

�
, neboli lim.gBf /.xn/ D .gBf /.c/,

a tedy g B f je spojitá na I opět dle Věty 4.3.4. �

4.3.6. Věta (Bolzano). Nechť a; b 2 R, a < b, funkce f je spojitá na intervalu Œa; b�
a f .a/ < f .b/. Pak ke každému C 2

�
f .a/; f .b/

�
existuje � 2 .a; b/ takové, že platí

f .�/ D C .

Důkaz. Zvolme C 2
�
f .a/; f .b/

�
a položmeM D f´ 2 Œa; b�I f .´/ < C g. Množina

M je neprázdná, neboť platí a 2 M . Množina M je také shora omezená, protože
číslo b je horní závora M . Položme � D supM . Zřejmě platí � 2 Œa; b�. Ukážeme,
že f .�/ D C vyloučením možností f .�/ > C a f .�/ < C .
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Předpokládejme, že f .�/ > C . Pak � > a a lze nalézt ı > 0 takové, že pro
každé x 2 .� � ı; �/ platí f .x/ > C . To znamená, že M � Œa; � � ı�, což je spor
s definicí �.

Předpokládejme, že f .�/ < C . Pak � < b a lze nalézt ı > 0 takové, že pro
každé x 2 .�; � C ı/ platí f .x/ < C . To znamená, že .�; � C ı/ � M , což je opět
spor. �

4.3.7. Věta platí obdobně v případě, kdy f .a/ > f .b/. Povšimněme si, že z před-
pokladů věty neplyne nic o tom, kolik je takových bodů � 2 .a; b/, pro které platí
f .�/ D C . Bolzanova věta pouze tvrdí, že takový bod existuje alespoň jeden.

4.3.8. Věta. Nechť J je interval a funkce f W J ! R je spojitá na J . Potom je f .J /
interval.

Důkaz. Předpokládejme, že y1; y2 2 f .J / a ´ 2 R, y1 < ´ < y2. Pak nalezneme
x1; x2 2 J taková, že f .x1/ D y1 a f .x2/ D y2. Podle Věty 4.3.6 a 4.3.7 f nabý-
vá v jistém bodě hodnoty ´, takže ´ 2 f .J /. Tím jsme ověřili podmínku (1.13)
v Lemmatu 1.5.27, kde za M bereme f .J /. Podle Lemmatu 1.5.27 je tedy f .J /
interval. �

4.3.9. Definice. NechťM � R, x 2 M a funkce f je definována alespoň naM , tj.
M � D.f /.

(a) Řekneme, že f nabývá v bodě x maxima (minima) naM , jestliže platí

8y 2 M W f .y/ � f .x/
�
8y 2 M W f .y/ � f .x/

�
:

Bod x pak nazýváme bodemmaxima (minima) funkce f na množiněM .

(b) Řekneme, že f nabývá v bodě x lokálníhomaxima (lokálníhominima) vzhle-
dem kM , jestliže existuje ı > 0 takové, že

8y 2 B.x; ı/ \M W f .y/ � f .x/
�
8y 2 B.x; ı/ \M W f .y/ � f .x/

�
:

Bod x pak nazýváme bodem lokálníhomaxima (lokálníhominima) funkce f na
množiněM .

(c) Řekneme, že f nabývá v bodě x ostrého lokálníhomaxima (ostrého lokálního
minima) vzhledem kM , jestliže existuje ı > 0 takové, že

8y 2 P.x; ı/ \M W f .y/ < f .x/
�
8y 2 P.x; ı/ \M W f .y/ > f .x/

�
:

Bod x pak nazýváme bodem ostrého lokálníhomaxima (ostrého lokálníhomini-
ma) funkce f na množiněM .

(d) Symboly maxM f a minM f označují po řadě maximum a minimum množiny
f .M/, pokud tyto hodnoty existují.

(e) Bodem extrému budeme rozumět bod maxima či minima. Bodem lokálního
extrému budeme rozumět bod lokálního maxima či lokálního minima.
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Obrázek 7.

Na obrázku jsou x a ´ body lokálního maxima funkce f a v bodech y a t má
funkce f lokální minima.

4.3.10. Budeme-li hovořit o lokálním extrému reálné funkce bez udání množiny,
budeme mít na mysli lokální extrém vzhledem k nějakému okolí.

4.3.11. Věta. Nechť a; b 2 R; a < b, a f je spojitá funkce na intervalu Œa; b�. Potom
má f bod maxima i bod minima na Œa; b�.

Důkaz. Bod maxima. Označme G D supf
�
Œa; b�

�
. Podle Věty 2.3.36 nalezneme po-

sloupnost fyng prvků množiny f
�
Œa; b�

�
takovou, že lim yn D G. Pro každé n 2 N

nalezneme xn 2 Œa; b� splňující f .xn/ D yn. Podle Věty 2.4.7 vybereme z posloup-
nosti fxng konvergentní posloupnost fxnk

g s limitou x�. Protože pro každé n 2 N
platí an � xn � bn, podle Věty 2.2.42(b) leží bod x� v intervalu Œa; b�. Protože f
je spojitá v x�, podle Věty 4.2.19 platí limk!1 f .xnk

/ D f .x�/. Protože pro kaž-
dé k 2 N platí f .xnk

/ D ynk
, je posloupnost ff .xnk

/g1
kD1

vybraná z posloupnosti
fyng1

nD1. Podle Věty 2.2.30 platí

f .x�/ D lim
k!1

f .xnk
/ D lim

n!1
yn D G:

Je tedy f .x�/ D G a x� je bodem maxima funkce f na intervalu Œa; b�.

Bodminima. Pro důkaz existence boduminima definujme funkci g W Œa; b� ! R před-
pisem g.x/ D �f .x/. Funkce g je na Œa; b� spojitá, musí tedy na Œa; b� nabývat svého
maxima podle již dokázané části věty. Nechť tomu tak je v bodě x� 2 Œa; b�. Pak
pro každé x 2 Œa; b� platí g.x/ � g.x�/. To znamená, že f .x/ � f .x�/ pro každé
x 2 Œa; b�, a f nabývá svého minima na Œa; b� v bodě x�. Tím je věta dokázána. �

4.3.12.Důsledek. Nechť f je spojitá funkce na intervalu Œa; b�. Potom je f na Œa; b�
omezená.
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Důkaz. Podle Věty 4.3.11 nalezneme bod maxima x� a bod minima x� funkce f
na intervalu Œa; b�. Platí tedy f .x�/ � f .x/ � f .x�/ pro každé x 2 Œa; b�, takže
množina f

�
Œa; b�

�
je omezená, což znamená, že funkce f je omezená. �

4.3.13. Funkce f .x/ D
1
x
; x 2 .0; 1/, nenabývá na intervalu .0; 1/ extrému. Stejně

tak funkce f W Œ0; 1� ! R definovaná předpisem

f .x/ D

(
1
2

pro x 2 f0; 1g;

x pro x 2 .0; 1/

nemá na Œ0; 1� extrém. Tyto dva příklady ukazují, že ani předpoklad uzavřenosti
intervalu ani spojitosti funkce nelze ve Větě 4.3.11 vynechat.

4.3.14. Hledání extrémů funkce patří k důležitým úlohám. Věta 4.3.11 sice nedává
návod jak bod extrému hledat, ale dává nám velmi cennou informaci o tom, že
při splnění předpokladů věty existují alespoň jeden bod maxima a alespoň jeden
bod minima. V Kapitole 5 se naučíme jak vytipovat body, které jsou podezřelé
z toho, že by v nich funkce mohla nabývat extrému. Pokud víme, že naše funkce
nabývá maxima (respektive minima) na uvažované množině, pak bodem maxima
(respektive minima) bude ten z vytipovaných podezřelých bodů, v němž funkce
nabývá největší (respektive nejmenší) hodnoty.

Spojitost inverzní funkce. Spojitá funkce na intervalu J zobrazuje tento in-
terval na interval f .J / (Věta 4.3.8). Pokud je f na J rostoucí (nebo klesající), je
f prosté zobrazení J na f .J / a existuje inverzní zobrazení f �1 W f .J / ! J (viz-
te 1.4.31). Toto zobrazení je funkce, budeme proto o f �1 hovořit jako o inverzní
funkci. Následující věta tvrdí, že jak druh monotonie tak i spojitost zdědí inverzní
funkce od funkce výchozí.

4.3.15. Věta. Nechť f je spojitá a rostoucí (klesající) funkce na intervalu J . Potom
funkce f �1 je spojitá a rostoucí (klesající) na intervalu f .J /.

Důkaz. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že f je spojitá a rostoucí,
jinak bychom uvažovali �f . Potom podle Věty 4.3.8 je funkce f �1 definována
na intervalu f .J / a je rostoucí, což je snadné si uvědomit. Dokážeme spojitost
f �1 na f .J /. Nechť y0 2 f .J / není pravý krajní bod intervalu f .J /. Dokážeme
spojitost f �1 v bodě y0 zprava. Označme x0 D f �1.y0/. Bod x0 není pravým
krajním bodem J , neboť f je rostoucí na J . Zvolme " 2 R; " > 0, a x1 2 J \

.x0; x0 C "/. Položme ı D f .x1/ � y0. Odtud potom Œy0; y0 C ı� � f .J /, a tedy

f �1
�
BC.y0; ı/

�
D f �1

�
Œy0; y0 C ı/

�
D Œx0; x1/ � B.x0; "/ D B.f �1.y0/; "/:

Obdobně bychom dokázali spojitost zleva funkce f �1 v bodech f .J /, které nejsou
levým krajním bodem f .J /. Odtud plyne spojitost f �1 na f .J /. �
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4.4. Teoretické příklady k limitě funkce

4.4.1. Příklad. Nechť f; g jsou reálné funkce spojité v bodě c 2 R. Ukažte, že
funkce jf j, maxff; gg a minff; gg definované po řadě předpisy

jf j.x/ D jf .x/j; x 2 D.f /;

maxff; gg.x/ D maxff .x/; g.x/g; x 2 D.f / \ D.g/;

minff; gg.x/ D minff .x/; g.x/g; x 2 D.f / \ D.g/;

jsou spojité v c.

Řešení. Absloutní hodnota. Díky Důsledku 1.5.12(a) platí pro každé x 2 D.f / nerov-
nost

0 �
ˇ̌
jf .x/j � jf .c/j

ˇ̌
� jf .x/ � f .c/j: (4.19)

Podle předpokladu platí limx!c

�
f .x/ � f .c/

�
D 0, a tedy také podle Věty 4.1.19

platí limx!c jf .x/�f .c/j D 0.Odtud a z (4.19) platí díkyVětě 4.2.9 limx!c

ˇ̌
jf .x/j�

jf .c/j
ˇ̌

D 0. Pak máme opět podle Věty 4.1.19 limx!c

�
jf .x/j � jf .c/j

�
D 0, neboli

limx!c jf .x/j D jf .c/j. Funkce jf j je tedy spojitá v c.

Maximum a minimum. Pro každé x 2 D.f / \ D.g/ platí

maxff .x/; g.x/g D
f .x/C g.x/C jf .x/ � g.x/j

2
a

minff .x/; g.x/g D
f .x/C g.x/ � jf .x/ � g.x/j

2
;

z čehož použitím již dokázaného tvrzení o absolutní hodnotě plynou požadovaná
tvrzení. |

4.4.2. Příklad (varianta Heineovy věty). Nechť c 2 R [ f1g, A 2 R� a f je reálná
funkce. Dokažte, že pak jsou výroky (i) a (ii) ekvivalentní.

(i) Platí limx!c�
f .x/ D A.

(ii) Pro každou rostoucí posloupnost fxng splňující limn!1 xn D c platí

lim
n!1

f .xn/ D A:

Řešení. (i) ) (ii) Předpokládejme, že fxng je rostoucí posloupnost, pro kterou
platí limn!1 xn D c. Odtud plyne, že xn < c pro každé n 2 N. Podle Heineovy
věty 4.2.18 pak dostáváme limn!1 f .xn/ D A.

(ii) ) (i) Provedeme nepřímý důkaz. Předpokládejme tedy, že neplatí (i), neboli

9" 2 R; " > 0 8ı 2 R; ı > 0 9x 2 P�.c; ı/ W :
�
f .x/ 2 B.A; "/

�
: (4.20)

Zkonstruujeme posloupnost fxng následujícím způsobem. Dle (4.20) nalezneme
x1 2 P�.c; 1/ takové, že :

�
f .x1/ 2 B.A; "/

�
. Předpokládejme nyní, že pro ně-

jaké n 2 N máme nalezeny body x1 < x2 < � � � < xn takové, že pro každé
i 2 f1; : : : ; ng platí xi 2 P�.c;

1
i
/ a :

�
f .xi / 2 B.A; "/

�
. Zvolíme ınC1 2 .0; 1

nC1
/
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takové, že xn … P�.c; ınC1/. Podle (4.20) nalezneme xnC1 2 P�.c; ınC1/ splňující
:
�
f .xnC1/ 2 B.A; "/

�
. Zřejmě pak platí xn < xnC1 a xnC1 2 P�.c;

1
nC1

/. Tím je
konstrukce ukončena.

Našli jsem tak rostoucí posloupnost fxng splňující limn!1 xn D c, neboť pro
každé n 2 N platí xn 2 P�.c;

1
n
/. Neplatí však lim f .xn/ D A, protože pro každé

n 2 N máme :
�
f .xn/ 2 B.A; "/

�
. Tím je důkaz proveden. |

4.4.3.Příklad. Nechť ' je rostoucí spojitá funkce na Œ1;1/ splňující limx!1 '.x/ D

1 a f je nekonstatní periodická funkce na R. Pak limx!1 f ı '.x/ neexistuje.

Řešení. Podle Věty 4.3.8 je '
�
Œ1;1/

�
interval. Tento interval není shora omezený,

protože limx!1 '.x/ D 1. Funkce ' je rostoucí na Œ1;1/, a proto '.Œ1;1// D

Œ'.1/;1/. Inverzní funkce '�1 je tedy rostoucí funkce definovaná na Œ'.1/;1/ a její
obor hodnot je roven Œ1;1/. Podle Věty 4.2.27 platí

lim
y!1

'�1.y/ D sup'�1
�
Œ'.1/;1/

�
D supŒ1;1/ D 1:

Nechť p > 0 je perioda funkce f . Funkce f je nekonstantní, a proto můžeme
nalézt body x�; y� 2 R splňující f .x�/ ¤ f .y�/. Nalezneme k 2 N takové, že
x� Ckp; y� Ckp 2 Œ'.1/;1/. Definujme xn D '�1.x� C .kCn/p/, n 2 N. Pak platí
limn!1.x

�C.kCn/p/ D 1 a podleHeineovy věty (Věta 4.2.16) platí limn!1 xn D

1. Dále máme

lim
n!1

.f ı '/.xn/ D lim
n!1

f .x�
C .k C n/p/ D lim

n!1
f .x�/ D f .x�/:

Podobně definujme yn D '�1.y� C .k C n/p/, n 2 N. Pak stejně jako v předcho-
zím případě platí limn!1 yn D 1 a také limn!1.f ı '/.yn/ D f .y�/. Poněvadž
f .x�/ ¤ f .y�/, dostáváme podle Věty 4.2.16, že limita limx!1 f ı '.x/ neexistu-
je. |

Body nespojitosti.

4.4.4. Příklad. Nechť f W R ! R je monotónní funkce. Dokažte, že množina

D D fx 2 RI f není spojitá v bodě xg

je spočetná.

Řešení. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že f je neklesající. Funkce
f má tedy v každém bodě x 2 R limitu zleva i zprava dle Věty 4.2.27. Pro každé
x 2 R označme ax D lim´!x�

f .´/ a bx D lim´!xC
f .´/. Zřejmě pro každé x 2 R

platí ax � f .x/ � bx. Dostáváme tak, žeD D
˚
x 2 RI ax < bx

	
. Máme-li x; y 2 R,

x < y, pak pro w 2 .x; y/ platí bx � f .w/ � ay , a tedy bx � ay . Systém otevřených
intervalů S D f.ax ; bx/I x 2 Dg je tedy disjunktní, a proto je podle Příkladu 1.6.25
spočetný. Pro každý interval I 2 S existuje právě jedno x 2 D splňující I D

.ax ; bx/. Zobrazení ' W D ! S definované předpisem '.x/ D .ax ; bx/; x 2 D, je
tedy prosté. Množina D je pak spočetná díky Lemmatu 1.6.8. |

4.4.5. Příklad. Nechť D � R je spočetná množina. Nalezněte neklesající funkci
f W R ! R takovou, že její množina bodů nespojitosti je právě D.
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Řešení. Pokud je množina D konečná, pak je řešení snadné. Předpokládejme tedy,
že D je nekonečná. Množina D je podle předpokladu spočetná, a proto existuje
prostá posloupnost fxng splňující D D fxnI n 2 Ng. Pro n 2 N položme fn D

�Œxn;1/ (vizte 1.4.25), neboli

fn.x/ D

(
0 pro x < xn;
1 pro x � xn:

Definujme f W R ! R předpisem

f .x/ D

1X
nD1

1

2n
fn.x/; x 2 R: (4.21)

Pro každé x 2 R je řada (4.21) absolutně konvergentní, a proto je f definovaná na
R. Funkce f je neklesající, neboť všechny funkce fn jsou neklesající.

Spojitost f v bodech R nD.Nechť x 2 R nD. Zvolme " 2 R; " > 0. K němu nalezneme
n0 2 N takové, že

P1

nDn0C1 2
�n < ". Funkce f1; : : : ; fn0

jsou spojité v x, a proto
můžeme nalézt ı 2 R, ı > 0, takové, že pro každé n 2 f1; : : : ; n0g a každé y 2 B.x; ı/

platí jfn.x/ � fn.y/j < ". Pro každé n 2 N; n > n0, a každé y 2 R platí podle
definice fn nerovnost jfn.x/ � fn.y/j � 1. Pak pro každé y 2 B.x; ı/ máme

jf .x/ � f .y/j �

n0X
nD1

1

2n
jfn.x/ � fn.y/j C

1X
nDn0C1

1

2n
jfn.x/ � fn.y/j

�

n0X
nD1

1

2n
"C

1X
nDn0C1

1

2n
� 1

< "C " D 2":

Tedy f je spojitá v x.

Nespojitost f v bodechD. Nechť x 2 D. Nalezneme m 2 N takové, že x D xm. Defi-
nujme funkci g předpisem

g D

m�1X
nD1

1

2n
fn C

1X
nDmC1

1

2n
fn:

Funkce g je definována na R a je neklesající na R. Má tedy jednostranné limity ve
všech bodech R a pro každé y 2 R platí limx!y�

g.x/ � g.y/. Dále platí f D

g C
1
2m fm a limx!xm�

fm.x/ D 0. Pak dostáváme

lim
x!xm�

f .x/ D lim
x!xm�

�
g.x/C

1
2m fm.x/

�
D lim
x!xm�

g.x/C lim
x!xm�

1
2m fm.x/

D lim
x!xm�

g.x/C 0 < g.xm/C
1
2m D g.xm/C

1
2m fm.xm/ D f .xm/:

Tedy f není spojitá v xm, neboť limx!xm�
f .x/ < f .xm/. |
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4.4.6 (klasifikace bodů nespojitosti). Nechť f je reálná funkce definovaná na jis-
tém okolí bodu c 2 R. Jestliže f není spojitá v c a existuje její vlastní limita v c,
potom říkáme, že f má v c odstranitelnou nespojitost. Změníme-li totiž hodnotu
funkce f v bodě c z f .c/ na limx!c f .x/, bude nová funkce spojitá v bodě c.

Neexistuje-li vlastní limita f v bodě c, pak říkáme, že bod c je bodem neod-
stranitelné nespojitosti funkce f . Body neodstranitelné nespojitosti dále rozlišu-
jeme následujícím způsobem. Existují-li (různé) jednostranné limity v bodě c, pak
říkáme, že c je bodem nespojitosti prvního druhu. Jestliže alespoň jedna z jedno-
stranných limit neexistuje, pak říkáme, že c je bodem nespojitosti druhéhodruhu.

4.4.7. Příklad. Nechť f W R ! R. Dokažte, že platí:
(a) Množina fx 2 RI f má v x odstranitelnou nespojitostg je spočetná.
(b) Množina fx 2 RI f má v x neodstranitelnou nespojitost 1. druhug je spo-

četná.

Řešení. (a) Stačí dokázat, že množiny

O D fx 2 RI lim
y!x

f .y/ existuje a lim
y!x

f .y/ < f .x/g

a
P D fx 2 RI lim

y!x
f .y/ existuje a lim

y!x
f .y/ > f .x/g

jsou spočetné. Provedeme důkaz pouze pro množinu O, protože pro množinu P
je důkaz obdobný. Pro každé x 2 O nalezneme rx 2 Q takové, že

lim
y!x

f .y/ < rx < f .x/:

Pak platí O D
S
r2QOr , kde Or D fx 2 OI rx D rg, je sjednocením spočetně

mnoha množin, a tedy stačí dokázat, že každá množina Or ; r 2 Q, je spočetná.
Zvolme r 2 Q. Pro každé x 2 Or nalezneme ıx > 0 splňující

8´ 2 P.x; ıx/ W f .´/ < r:

Dokážeme, že systém intervalů

J D
˚
.x �

1
2
ıx ; x C

1
2
ıx/I x 2 Or

	
je disjunktní. Pro spor předpokládejme, že pro x; y 2 Or , x ¤ y, platí

.x �
1
2
ıx ; x C

1
2
ıx/ \ .y �

1
2
ıy ; y C

1
2
ıy/ ¤ ;:

Potom platí jx � yj < 1
2
ıx C

1
2
ıy . Nyní rozlišíme dva případy. Pokud ıx � ıy ,

pak jx � yj < ıy , a tedy f .x/ < r díky volbě ıy a zároveň f .x/ > rx D r , což je
spor. Pokud ıx > ıy , pak lze spor odvodit obdobně. Systém J je tedy spočetný dle
Příkladu 1.6.25, a proto je i množina Or spočetná.

(b) Stačí dokázat, že množiny

N D fx 2 RI lim
y!x�

f .y/ < lim
y!xC

f .y/g;

M D fx 2 RI lim
y!x�

f .y/ > lim
y!xC

f .y/g



232 4. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE

jsou spočetné. Důkaz provedeme pouze promnožinuN . Důkaz proM je obdobný.
Pro každé x 2 N nalezneme rx 2 Q splňující

lim
y!x�

f .y/ < rx < lim
y!xC

f .y/

a zapíšeme N jako N D
S
r2QNr , kde Nr D fx 2 N I rx D rg, r 2 Q. Dokážeme,

že každá z množin Nr ; r 2 Q, je spočetná.
Nechť r 2 Q. Pro každé x 2 Nr nalezneme ıx > 0 takové, že

8´ 2 P�.x; ıx/ W f .´/ < r;

8´ 2 PC.x; ıx/ W f .´/ > r:

Máme-li nyní dva body x; y 2 Nr , x < y, pak zjevně

.x; x C ıx/ \ .y � ıy ; y/ D ;:

Tedy i
.x � ıx ; x C ıx/ \ .y � ıy ; y C ıy/ D ;:

Opět je tedy systém f.x � ıx ; x C ıx/I x 2 Nrg disjunktní, a proto spočetný. Tedy
i množina Nr je spočetná. Odtud plyne spočetnost N . |

4.4.8. Příklad. Nechť f je funkce z R do R. Potom je množina

E D fx 2 RI fmá v bodě x ostrý lokální extrémg

spočetná.

Řešení. Zřejmě stačí ukázat, že množina

M D fx 2 RI fmá v x ostré lokální maximumg

je spočetná. K tomuto účelu nalezneme pro každé x 2 M kladné číslo ıx takové,
že

8y 2 P.x; ıx/ W f .y/ < f .x/:

Pro n 2 N položmeMn D fx 2 M I ıx >
1
n

g. Předpokládejme, že x; y 2 Mn; x ¤ y,
a platí

´ 2
�
x �

1
2n
; x C

1
2n

�
\
�
y �

1
2n
; y C

1
2n

�
: (4.22)

Pak máme
jx � yj � jx � ´j C j´ � yj < 1

2n
C

1
2n

D
1
n
;

což znamená, že y 2 .x � ıx ; x C ıx/ a x 2 .y � ıy ; y C ıy/. Díky volbě ıx a ıy pak
platí f .y/ < f .x/ a f .x/ < f .y/, což je spor. Systém intervalů˚

.x �
1
2n
; x C

1
2n
/I x 2 Mn

	
je proto disjunktní, a tedy spočetný dle Příkladu 1.6.25. Odtud plyne, že množina
Mn je spočetná. Tedy i množinaM D

S1

nD1Mn je spočetná podle Věty 1.6.21(b).
|
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Podivné funkce.

4.4.9. Příklad. Sestrojte funkci f W R ! R takovou, že pro každý nedegenerovaný
interval I � R platí f .I / D R.

Řešení. Při řešení úlohy využijeme výsledek i značení z Příkladu 3.8.9. Podle uvede-
ného příkladu pro každé x 2 Œ0; 1/ nalezneme jednoznačně určenou posloupnost
fan.x/g

1
nD1 2 I.10/ splňující

x D

1X
nD1

an.x/

10n
:

Označme D množinu všech posloupností fang 2 I.10/, pro které existuje m 2 N
takové, že platí:

a2m D 9;

8j 2 N; j > m W a2j D 0:
(4.23)

Definice pomocné funkce g. Nejprve zkonstruujeme funkci g W Œ0; 1/ ! Œ0; 1/ splňující
g
�
I \ Œ0; 1/

�
D Œ0; 1/ pro každý otevřený nedegenerovaný interval I , který má ne-

prázdný průnik s intervalem Œ0; 1/. Definujme g předpisem

g.x/ D

(
0; pokud fan.x/g 2 I.10/ nD;P1

jDmC1
a2j �1.x/

10j �m ; pokud fan.x/g 2 D a m 2 N splňuje (4.23) pro fan.x/g.

Funkce g je dobře definovaná, protože pokud fang 2 D, pak je číslo m 2 N, pro
které je splněno (4.23), určeno jednoznačně.

Nechť I je nedegenerovaný otevřený interval takový, že I \ Œ0; 1/ ¤ ;. Nalezneme
x; y 2 I \ Œ0; 1/, x < y. Dále nalezneme k 2 N takové, že x C

2

10k < y a ak.x/ ¤ 9.
Položme

´ D

k�1X
nD1

an.x/

10n
C
ak.x/C 1

10k
:

Pak platí

x D

1X
nD1

an.x/

10n
<

kX
nD1

an.x/

10n
C

1X
nDkC1

9

10n
D

kX
nD1

an.x/

10n
C

1

10k
D ´;

´ D

kX
nD1

an.x/

10n
C

1

10k
�

1X
nD1

an.x/

10n
C

1

10k
D x C

1

10k
:

Platí tedy x < ´ � x C
1

10k .

Pozorování. Nechť posloupnost fcng 2 I.10/ splňuje cj D aj .´/ pro každé j 2

f1; : : : ; kg. Potom platí
1X
nD1

cn

10n
2 .x; y/:
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Máme totiž

x < ´ �

1X
nD1

cn

10n
<

kX
nD1

an.´/

10n
C

1X
nDkC1

9

10n
D ´C

1

10k
� x C

2

10k
< y:

Tím je pozorování ověřeno.

Rovnost g
�
I \ Œ0; 1/

�
D Œ0; 1/. Zřejmě g

�
I \ Œ0; 1/

�
� Œ0; 1/. Dokážeme opačnou inklu-

zi. Zvolme ˛ 2 Œ0; 1/. Naleznemem 2 N takové, že 2m > k. Definujme posloupnost
fwng následovně.

wn D

†
aj .´/ pro j � k;

9 pro k < j � 2m;

a j C1
2 �m

.˛/ pro j > 2m liché;

0 pro j > 2m sudé:

Neformálně zapsána vypadá posloupnost fwng takto

a1.´/ : : : ak.´/ 9 : : : 9 a1.˛/ 0 a2.˛/ 0 : : :

Platí, že fwng 2 I.10/. Reálné číslo t D
P1

nD1
wn

10n splňuje t 2 .x; y/ podle výše
uvedeného pozorování a podle definice funkce g platí g.t/ D ˛. Máme tedy g

�
I \

Œ0; 1/
�

D Œ0; 1/.

Konstrukce hledané funkce f . Definujme h W Œ0; 1/ ! R předpisem

h.x/ D

(
0 pro x D 0;

tg
�
�x �

�
2

�
pro x 2 .0; 1/:

Je snadné ověřit, že platí h
�
Œ0; 1/

�
D h

�
.0; 1/

�
D R. Definujme

f .x/ D h ı g.x � Œx�/; x 2 R:

Je-li I nedegenerovaný interval, nalezneme otevřený nedegenerovaný interval .a; b/ �

I . Pak nalezneme n 2 Z takové, že .a; b/ \ Œn; nC 1/ ¤ ;. Potom platí

f
�
.a; b/ \ Œn; nC 1/

�
D h

�
g
�
.a � n; b � n/ \ Œ0; 1/

��
D h

�
Œ0; 1/

�
D R:

|

4.4.10. Příklad. Dirichletova funkce D W R ! R je definována předpisem

D.x/ D

(
1 pro x 2 Q;

0 pro x 2 R n Q:

Dokažte, že každý bod z R je bodem neodstranitelné nespojitosti 2. druhu funk-
ce D.

Řešení. Nechť a 2 R. Zvolme ı > 0. Podle Věty 1.5.32 nalezneme u; q 2 .a; aC ı/\

Q, u < q. Položme v D uC
1p
2
.q � u/. Potom platí

u < v < uC .q � u/ D q;
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a tedy v 2 .a; aCı/. Kdyby bylo číslo v racionální, pak by bylo racionální i číslo
p
2,

což není pravda (vizte Příklad 1.2.17). Číslo v je tedy iracionální.Máme tedy u; v 2

PC.a; ı/ splňujícíD.u/ D 1 aD.v/ D 0. Odtud plyne, že limx!aC
D.x/ neexistuje.

Obdobně lze ukázat, že limx!a�
D.x/ neexistuje. Tím je důkaz proveden. |

4.4.11.Příklad. Riemannova funkce, někdy nazýváná také jakoThomaeova2 funk-
ce, R W R ! R je definována předpisem

R.x/ D

(
1
q

pro x 2 Q; kde x D
p
q
; p 2 Z; q 2 N a p; q jsou nesoudělná;

0 pro x 2 R n Q:

Dokažte, že funkce R je spojitá právě v bodech množiny R n Q.

Řešení. Spojitost v bodech z R n Q.Nechť a 2 R n Q. Zvolme " > 0. K němu nalezneme
q0 2 N takové, že 1

q0
< ". Díky iracionalitě a a vlastnostem celé části pro každé

q 2 N platí
Œqa�

q
< a <

Œqa�C 1

q
: (4.24)

Označme

dq D min
�
a �

Œqa�

q
;
Œqa�C 1

q
� a

�
; q 2 N:

Podle (4.24) je dq > 0 pro každé q 2 N a interval .a�dq; aCdq/ neobsahuje žádné
číslo tvaru p

q
, kde p 2 Z. Definujme dále

ı D minfdqI q 2 N; q � q0g:

Číslo ı je definováno jako minimum z konečné množiny kladných čísel, a proto
je také kladné. Množina B.a; ı/ tedy neobsahuje žádné číslo tvaru p

q
, kde p 2 Z

a q 2 N; q � q0. Pro každé x 2 B.a; ı/ tedy máme 0 � R.x/ < 1
q0
< ". Poněvadž

R.a/ D 0, je tím spojitost R v bodě a ověřena.

Nespojitost v bodech z Q. Nechť a 2 Q. Potom R.a/ > 0. Nalezneme " 2 R; " > 0,
takové, že R.a/ � " > 0. Zvolme ı 2 R; ı > 0. Nalezneme iracionální číslo x 2

B.a; ı/, vizte řešení Příkladu 4.4.10. Potom platí R.x/ D 0 < R.a/ � ", a tedy
R.x/ … B.R.a/; "/. Tím jsme ověřili, že funkce R není spojitá v bodě a. |

4.4.12. Příklad. Nalezněte spojitou funkci na R, která není na žádném nedege-
nerovaném intervalu v R monotónní.

Řešení. Nechť '.x/ D jxj pro x 2 Œ�1
2
; 1
2
� a je dodefinována na R periodicky s peri-

odou 1. Pro každé n 2 N definujme

fn.x/ D 4�n'.4nx/; x 2 R:

2Carl Johannes Thomae (1840 —1921)
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Funkce fn je potom 4�n-periodická a spojitá na R a nabývá maximální hodnoty
1
2
4�n. Hledanou funkci definujeme předpisem

f .x/ D

1X
nD1

fn.x/; x 2 R: (4.25)

Korektnost definice f . Pro každé x 2 R platí 0 � fn.x/ �
1
2
4�n, a tedy řada v (4.25)

konverguje podle srovnávacího kritéria (Věta 3.2.2), neboť
P1

nD1
1
2
4�n konverguje.

Spojitost f . Nechť a 2 R. Zvolme " 2 R; " > 0. Nalezneme m 2 N takové, že
4�m < ". Dále nalezneme ı 2 R; ı > 0 takové, že

8i 2 f1; : : : ; mg 8x 2 B.a; ı/ W jfi .x/ � fi .a/j <
"

m
:

Pak pro každé x 2 B.a; ı/ platí

jf .x/ � f .a/j �

mX
iD1

jfi .x/ � fi .a/j C

1X
iDmC1

�
jfi .x/j C jfi .a/j

�
� m �

"

m
C

1X
iDmC1

2 �
1
2
4�i

D "C
1
3

� 4�m < 4
3
":

(4.26)

Tedy f je spojitá v a.

Pozorování 1. Platí

8i 2 N 8x; y 2 R W jfi .x/ � fi .y/j � jx � yj:

Zvolme i 2 N a x; y 2 R. Funkce fi je 4�i -periodická, a proto můžeme bez újmy
na obecnosti předpokládat, že x; y 2 Œ�1

2
4�i ; 1

2
4�i �. Potom platí 4ix; 4iy 2 Œ�1

2
; 1
2
�

a díky Důsledku 1.5.12(a) dostáváme

jfi .x/ � fi .y/j D
ˇ̌
4�i'.4ix/ � 4�i'.4iy/

ˇ̌
D
ˇ̌
4�i .j4ixj � j4iyj/

ˇ̌
D
ˇ̌
jxj � jyj

ˇ̌
� jx � yj:

Pozorování 2. Nechť k 2 Z, n 2 N, a D k4�n a h 2 Œ0; 1
2
4�n�. Pak platí fn.a C h/ D

fn.a � h/ D h.

Platí 4nh 2 Œ0; 1
2
�, 4na D k 2 Z a ' je 1-periodická. Proto máme

fn.aC h/ D 4�n'.4naC 4nh/ D 4�n'.4nh/ D 4�n
� 4nh D h:

Obdobně obdržíme fn.a � h/ D h.

Pozorování 3. Nechť k 2 Z, m 2 N, a D k4�m a h D
1
2
4�2m. Pak f .a C h/ > f .a/

a f .a � h/ > f .a/.

Pro n > 2m platí k4n�m 2 Z a k4n�m C
1
2
4n�2m 2 Z. Díky Pozorování 2 tedy pro

každé n > 2m platí

fn.a/ D fn
�
k4�m

�
D fn

�
k4n�m4�n

�
D 0
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a

fn.aC h/ D fn
�
k4�m

C
1
2
4�2m

�
D fn

�
.k4n�m

C
1
2
4n�2m/ � 4�n

�
D 0;

Podle Pozorování 2 obdržíme pro každé n 2 fm; : : : ; 2mg rovnost fn.a C h/ D h.
Díky Pozorování 1 a 2 máme

f .aC h/ � f .a/ D

m�1X
iD1

�
fi .aC h/ � fi .a/

�
C

2mX
iDm

�
fi .aC h/ � fi .a/

�
� �.m � 1/hC .mC 1/h D 2h > 0:

Obdobně dostaneme, že f .a � h/ � f .a/ � h > 0.

Nikde monotónnost f .Nechť I je nedegenerovaný interval. Naleznemem 2 N a k 2 Z
taková, že

�
.k�1/4�m; .kC1/4�m� � I . Položme a D k4�m a h D

1
2
4�2m. Pakmáme

a� h; a; aC h 2 I a z Pozorování 3 dostáváme f .a� h/ > f .a/ a f .aC h/ > f .a/.
Funkce f proto není monotónní na I . |

4.4.13. Příklad. Nechť f W R ! R je nekonstantní periodická funkce. Označme

P D fT > 0I T je perioda f g:

(a) Ukažte, že pokud je f spojitá, potom existuje minimummnožiny P , tzv.
fundamentální perioda.

(b) Ukažte, že minimum množiny P nemusí existovat.

Řešení. (a) Označme T D infP . Nejprve ukážeme, že pro každé x 2 R platí f .x/ D

f .x C T /. Nalezneme posloupnost fTng prvků množiny P splňující limTn D T .
Potom platí

f .x C T / D limf .x C Tn/ D limf .x/ D f .x/:

První rovnost plyne pomocí Heineovy věty (Věta 4.2.19) ze spojitosti funkce f ,
druhá rovnost plyne z faktu, že f je Tn-periodická funkce pro každé n 2 N.

Zbývá ukázat, že T > 0. Pro spor předpokládejme, že T D 0. Nalezneme
posloupnost fTng prvků množiny P splňující limTn D 0. Zvolme x 2 R a " 2

R; " > 0. Díky spojitosti f nalezneme ı > 0, takové, že

8y 2 .x � ı; x C ı/ W jf .x/ � f .y/j < ":

Nalezneme n0 2 N splňující Tn0
< ı. Pak nalezneme k 2 Z takové, že kTn0

2

.x � ı; x C ı/. Tedy

jf .x/ � f .0/j D jf .x/ � f .kTn0
/j < ":

Protože " bylo libovolné, platí f .0/ D f .x/. Tedy f je konstantní, což je spor.

(b) Uvažujme Dirichletovu funkciD z Příkladu 4.4.10. Pak je každé kladné racio-
nální číslo periodou funkce D, a tedy D nemá fundamentální periodu. |
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Limes superior a limes inferior.

4.4.14. Limes superior a limes inferior pro funkce zavedeme podobně jako limes
superior a limes inferior pro posloupnosti, vizte 2.4.8 aDefinici 2.4.9. Nechť c 2 R�

a f je funkce, pro kterou existuje � 2 R; � > 0, splňující P.c; �/ � D.f /. Limes
superior funkce f v bodě c definujeme předpisem

lim sup
x!c

f .x/ D

‚
limı!0C

supf
�
P.c; ı/

�
;

pokud existuje �0 2 .0; �/, ta-
kové, že f je omezená shora na
P.c; �0/,

1; jinak:

Jestliže nastává první možnost, tj., pokud existuje �0 2 .0; �/ takové, že f je ome-
zená shora na P.c; �0/, pak předpis ı 7! supf

�
P.c; ı/

�
definuje reálnou funkci

na intervalu .0; �0/, která je neklesající, a proto existuje uvedená limita podle Vě-
ty 4.2.27(a). Definice je tedy korektní.

Limes inferior funkce f v bodě c definujeme předpisem

lim inf
x!c

f .x/ D

‚
limı!0C

inff
�
P.c; ı/

�
;

pokud existuje �0 2 .0; �/ tako-
vé, že f je omezená zdola na
P.c; �0/,

�1; jinak:

Podobně jako v definici limes superior plyne existence limity v prvním případě
z Věty 4.2.27. Tentokrát použijeme její část (b) na funkci ı 7! inff

�
P.c; ı/

�
, která

je na intervalu .0; �0/ nerostoucí.
Obdobně definujeme limes superior a limes inferior v bodě c zleva či zprava,

prstencová okolí v předchozích definicích nahradíme příslušnými jednostrannými
prstencovými okolími.

V Příkladech 4.4.15–4.4.18 jsou funkce f a bod c jako v 4.4.14.

4.4.15. Příklad. Dokažte, že platí

lim inf
x!c

f .x/ � lim sup
x!c

f .x/: (4.27)

Řešení. Předpokládejme, že existuje �0 2 .0; �/ takové, že funkce f je na množině
P.c; �0/ omezená. Pak pro každé ı 2 .0; �0/ platí

inff
�
P.c; ı/

�
� supf

�
P.c; ı/

�
:

Podle definice lim sup a lim inf dostaneme

lim inf
x!c

f .x/ D lim
ı!0C

inff
�
P.c; ı/

�
� lim
ı!0C

supf
�
P.c; ı/

�
D lim sup

x!c

f .x/:

V případě, že neexistuje �0 s uvedenými vlastnostmi, pak lim infx!c f .x/ D

�1 nebo lim sup
x!c

f .x/ D 1. V obou případech pak (4.27) zřejmě platí. |
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4.4.16. Příklad. Limita limx!c f .x/ existuje právě tehdy, když lim sup
x!c

f .x/ D

lim infx!c f .x/. Pokud limx!c f .x/ existuje, pak platí

lim
x!c

f .x/ D lim sup
x!c

f .x/ D lim inf
x!c

f .x/: (4.28)

Řešení. Začneme s důkazem prvního tvrzení.

) OznačmeA D limx!c f .x/. Rozlišíme případy podle hodnotyA. Předpoklá-
dejme nejprve, že A 2 R. Zvolme " 2 R; " > 0. K němu nalezneme ı1 2 R; ı1 > 0

takové, že
8x 2 P.c; ı1/ W f .x/ 2 .A � "; AC "/:

Odtud plyne sup f .B.c; ı// � A C " pro každé ı 2 .0; ı1/. Podle definice limes
superior pak dostáváme

lim sup
x!c

f .x/ D lim
ı!0C

supf .B.c; ı// � AC ":

Podobně odvodíme lim infx!c f .x/ � A� ". Odtud a díky Příkladu 4.4.15 máme

0 � lim sup
x!c

f .x/ � lim inf
x!c

f .x/ � AC " � .A � "/ D 2":

Vzhledem k tomu, že " bylo voleno libovolně, dostáváme požadovanou rovnost.
Pokud A D 1, pak díky Příkladu 4.4.15 stačí dokázat, že lim infx!c f .x/ D

1. Zvolme " 2 R; " > 0. K němu nalezneme ı1 2 R; ı1 > 0, takové, že

8x 2 P.c; ı1/ W f .x/ >
1

"
:

Odtud plyne sup f .B.c; ı// �
1
"
pro každé ı 2 .0; ı1/. Podle definice limes superior

pak dostáváme lim sup
x!c

f .x/ D limı!0C
supf .B.c; ı// �

1
"
. Vzhledem k tomu,

že " bylo voleno jako libovolné kladné reálné číslo, dostáváme požadovanou rov-
nost.

Pokud A D �1, pak lze postupovat obdobně jako v předchozím případě.

( Označme
A D lim sup

x!c

f .y/ D lim inf
x!c

f .y/:

Opět rozlišíme tři případy podle hodnotyA. Předpokládejme nejprve, že platíA 2

R. Zvolme " 2 R; " > 0. Nalezneme ı1; ı2 2 R; ı1; ı2 > 0, taková, že

A � " < inff .P.c; ı1// a sup f .P.c; ı2// < AC ":

Položme ı D minfı1; ı2g. Pak platí

A � " < inff .P.c; ı// � supf .P.c; ı// < AC ":

Tedy f .P.c; ı// � B.A; "/, takže limx!c f .x/ D A.
Pokud platí A D 1, pak pro dané " 2 R; " > 0, nalezneme ı 2 R; ı > 0 takové,

že inff .P.c; ı// > 1
"
. Tedy f .P.c; ı// � B.A; "/. Odtud plyne limx!c f .y/ D 1.

V případě A D �1 lze tvrzení dokázat obdobně jako v předchozím případě.

V důkazu druhé implikace jsme ověřili platnost (4.28). |
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4.4.17. Příklad. Platí lim infx!c f .x/ D � lim sup
x!c

.�f .x//.

Řešení. Pro A � R připomeňme značení �A D f�xI x 2 Ag.

Pomocné tvrzení. Nechť A � R. Potom platí infA D � sup.�A/.
Pokud je A neprázdná a zdola omezená, pak pomocné tvrzení platí podle Vě-

ty 1.5.17. Pokud je A prázdná, pak

supA D sup; D �1 a inf.�A/ D inf; D 1;

takže dokazovaná rovnost platí. Pokud A není zdola omezená, pak �A není shora
omezená, a proto sup.�A/ D 1. Poněvadž platí infA D �1, dostáváme dokazo-
vanou rovnost i v tomto případě.

Vlastní řešení.Nejprve předpokládejme, že existuje �0 2 .0; �/, takové, že funkce f je
zdola omezená na P.c; �0/. Potom platí i díky pomocnému tvrzení

lim inf
x!c

f .x/ D lim
ı!0C

inff .P.x; ı// D lim
ı!0C

� sup
�
�f .P.x; ı//

�
D � lim

ı!0C

sup
�
�f .P.x; ı//

�
D � lim sup

x!c

.�f .x//;

čímž je tvrzení v tomto případě dokázáno.
V případě, kdy neexistuje �0 2 R; �0 > 0, takové, že funkce f je zdola omezená

a definovaná na P.c; �0/, pak také neexistuje �0 2 R; �0 > 0, takové, že funkce �f je
shora omezená a definovaná naP.c; �0/. Podle definice dostáváme lim sup

x!c
.�f .x// D

1 a lim infx!c f .x/ D �1. Odtud plyne dokazovaná rovnost. |

4.4.18. Příklad. Nechť c 2 R� a f; g jsou funkce definované na nějakém P.c; ı/.
Potom platí

lim inf
x!c

�
f .y/C g.y/

�
� lim inf

x!c
f .y/C lim inf

x!c
g.y/;

lim sup
x!c

�
f .y/C g.y/

�
� lim sup

x!c

f .y/C lim sup
x!c

g.y/;

pokud jsou pravé strany definovány.

Řešení. Dokážeme pouze druhou nerovnost. První nerovnost lze dokázat obdobně.
Označme

b1 D lim sup
x!c

f .x/ a b2 D lim sup
x!c

g.x/:

Je-li b1 C b2 D 1, požadovaná nerovnost zjevně platí. Předpokládejme tedy, že
b1 C b2 < 1 a nechť b0 2 R je libovolné číslo větší než b1 C b2. Snadno nalezneme
čísla b0

1; b
0
2 2 R taková, že b1 < b0

1, b2 < b
0
2 a b

0
1Cb0

2 < b
0. Z definice nyní nalezneme

ı1; ı2 2 R; ı1; ı2 > 0, splňující

supf .P.x; ı1// < b0
1 a supg.P.x; ı2// < b0

2:

Pro ı D minfı1; ı2g pak z Věty 1.5.21(a) dostáváme
sup.f C g/.P.c; ı// � supf .P.c; ı//C supg.P.x; ı//

� supf .P.c; ı1//C supg.P.c; ı2//

< b0
1 C b0

2 < b
0:
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Tedy
lim sup
x!c

.f C g/.x/ < b0:

Protože bylo b0 libovolné, platí

lim sup
x!c

.f C g/.x/ � b1 C b2:

Tím je důkaz dokončen. |

4.5. Početní příklady k limitě funkce

4.5.1 (metody výpočtu limit). Nechť c 2 R�, f je funkce a naším úkolem je spo-
čítat limitu funkce f v bodě c. Pokud je funkce f v bodě c spojitá, pak platí
limx!c f .x/ D f .c/ a výpočet je proveden. Často se však budeme setkávat se
situací, kdy funkce f není spojitá v bodě c. Jednou z možností, kterou bude-
me často využívat, je nalezení funkce g, která je spojitá v bodě c a která se sho-
duje s funkcí f na jistém prstencovém okolí bodu c. Potom podle 4.1.14 platí
limx!c f .x/ D limx!c g.x/ D g.c/.

Mezi další metody patří použití věty o aritmetice limit (Věta 4.2.1), věty o dvou
strážnících (Věta 4.2.9), věty o limitě složené funkce(Věta 4.2.22) a využití limit,
jejichž hodnotu již známe. V následujících úlohách tyto postupy podrobně před-
vedeme. Dalšími důležitými metodami jsou výpočet limity pomocí l’Hôpitalova
pravidla a pomocí Taylorova polynomu, které jsou však uvedeny až v kapitolách 5
a 6.

4.5.2. Příklad. Spočtěte

lim
x!0

x2 C 2x � 3

x2 � 1
:

Řešení. Z 4.2.5 víme, že funkce x 7! x2 C 2x � 3, x 7! x2 � 1 jsou spojité na R,
a proto

lim
x!0

.x2 C 2x � 3/ D �3 a lim
x!0

.x2 � 1/ D �1:

Z věty o aritmetice limit funkcí (Věta 4.2.1(c)) dostáváme

lim
x!0

x2 C 2x � 3

x2 � 1
D

limx!0.x
2 C 2x � 3/

limx!0.x2 � 1/
D

�3

�1
D 3:

|

4.5.3. Příklad. Spočtěte

lim
x!1

x2 C 2x � 3

x2 � 1
:

Řešení. Díky spojitosti příslušných funkcí platí

lim
x!1

.x2 C 2x � 3/ D 0 a lim
x!1

.x2 � 1/ D 0:
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Protože výraz 0
0
není definovaný, nelze použít přímočaře Větu 4.2.1(c). Označme

f .x/ D
x2 C 2x � 3

x2 � 1
; x 2 R n f�1; 1g;

g.x/ D
x C 3

x C 1
; x 2 R n f�1g:

Pak
f .x/ D

.x � 1/.x C 3/

.x � 1/.x C 1/
D g.x/; x 2 R n f�1; 1g:

Speciálně tedy platí, že pro každé x 2 P.1; 1/ máme f .x/ D g.x/. Proto podle
4.1.14 limx!1 f .x/ D limx!1 g.x/, pokud alespoň jedna z limit existuje. Poslední
limitu ale snadno spočteme pomocí věty o aritmetice limit. Obdržíme tak

lim
x!1

f .x/ D lim
x!1

g.x/ D lim
x!1

x C 3

x C 1
D

limx!1.x C 3/

limx!1.x C 1/
D
4

2
D 2:

|

4.5.4. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

x100 � 2x C 1

x50 � 2x C 1
:

Řešení. Zvolme n 2 N, n � 2, a vyjádřeme

xn � 2x C 1 D .xn � x/ � .x � 1/ D x.xn�1
� 1/ � .x � 1/

D x.x � 1/
�n�2X
jD0

xj
�

� .x � 1/ D .x � 1/
�
x
�n�2X
jD0

xj
�

� 1
�
:

Tedy dostáváme postupem podobným jako v Příkladu 4.5.3

lim
x!1

x100 � 2x C 1

x50 � 2x C 1
D lim
x!1

.x � 1/
�
x
�P98

jD0 x
j
�

� 1
�

.x � 1/
�
x
�P48

jD0 x
j
�

� 1
�

D lim
x!1

x
�P98

jD0 x
j
�

� 1

x
�P48

jD0 x
j
�

� 1
D
1 � 99 � 1

1 � 49 � 1
D
98

48
D
49

24
:

|

4.5.5 (limita racionální funkce ve vlastním bodě). Nechť P;Q jsou nenulové poly-
nomy a c 2 R. Pro výpočet limity

lim
x!c

P.x/

Q.x/

lze uvést následující obecný postup. Podle 1.7.9 rozložíme uvažované polynomy:

P.x/ D .x � c/n QP .x/; x 2 R;

Q.x/ D .x � c/m QQ.x/; x 2 R;
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kde QP ; QQ jsou polynomy, n;m 2 N [ f0g, QP .c/ ¤ 0 a QQ.c/ ¤ 0. Rozlišíme následu-
jící případy.

Případm D n. Pak podle 4.1.14 a Věty 4.2.1(c) obdržíme

lim
x!c

P.x/

Q.x/
D lim
x!c

QP .x/

QQ.x/
D

QP .c/

QQ.c/
:

Případm > n. Zde budeme nejprve počítat jednostranné limity v bodě c. Tím zajís-
tíme, že funkce x 7! x� c nebude na (pravém či levém) prstencovém okolí c měnit
znaménko. Pro limitu zprava platí

lim
x!cC

P.x/

Q.x/
D lim
x!cC

1

.x � c/m�n
�

QP .x/

QQ.x/
D 1 �

QP .c/

QQ.c/

D

˚
1; pokud QP.c/

QQ.c/
> 0;

�1; pokud QP.c/
QQ.c/

< 0:

Pro limitu zleva platí

lim
x!c�

P.x/

Q.x/
D lim
x!c�

1

.x � c/m�n
�

QP .x/

QQ.x/

D

˚
1 �

QP.c/
QQ.c/

pokud m � n je sudé;

�1 �
QP.c/
QQ.c/

pokud m � n je liché:

D

˚
1; pokud m � n je sudé a QP.c/

QQ.c/
> 0;

�1; pokud m � n je sudé a QP.c/
QQ.c/

< 0;

�1; pokud m � n je liché a QP.c/
QQ.c/

> 0;

1; pokud m � n je liché a QP.c/
QQ.c/

< 0:

Z uvedených výpočtů plyne, že limita limx!c
P.x/
Q.x/

existuje právě tehdy, když je
číslo m � n sudé. Pak platí

lim
x!c

P.x/

Q.x/
D

˚
1; pokud QP.c/

QQ.c/
> 0;

�1; pokud QP.c/
QQ.c/

< 0:

Případm < n. Pak podle 4.1.14 a Věty 4.2.1(c) obdržíme

lim
x!c

P.x/

Q.x/
D lim
x!c

.x � c/n�m
QP .x/

QQ.x/
D 0 �

QP .c/

QQ.c/
D 0:

4.5.6 (limita racionální funkce v 1). Nechť P;Q jsou nenulové polynomy. Pro
výpočet limity

lim
x!1

P.x/

Q.x/
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existuje také obecný postup. Zapišme polynomy ve tvaru

P.x/ D

nX
jD0

ajx
j a Q.x/ D

mX
iD0

bix
i ; x 2 R;

kde n;m 2 N, pro každé j 2 f0; : : : ; ng platí aj 2 R, pro každé i 2 f0; : : : ; mg platí
bi 2 R, an ¤ 0 a bm ¤ 0. Rozlišíme opět tři případy.

Případ n D m. Použijeme Větu 4.2.1 a Příklad 4.1.12 a obdržíme

lim
x!1

P.x/

Q.x/
D lim
x!1

an C
Pn�1
jD0 ajx

j�n

bm C
Pm�1
iD0 bix

i�n
D
an

bm
:

Případ n > m. Použijeme Větu 4.2.1 a Příklady 4.1.12, 4.1.11 a obdržíme

lim
x!1

P.x/

Q.x/
D lim
x!1

xn�m
�
an C

Pn�1
jD0 ajx

j�n
�

bm C
Pm�1
iD0 bix

i�m
D

1 � .an C 0/

bm

D

(
1; pokud an

bm
> 0;

�1; pokud an

bm
< 0:

Případ n < m. Použijeme Větu 4.2.1 a Příklady 4.1.12, 4.1.11 a obdržíme

lim
x!1

P.x/

Q.x/
D lim
x!1

an C
Pn�1
jD0 ajx

j�n

xm�n
�
bm C

Pm�1
iD0 bix

i�m
� D

an C 0

1 � bm
D 0:

4.5.7. Poznámka. Limitu racionální funkce v �1 je možné počítat obdobně jako
v 4.5.6.

4.5.8. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

.2x � 3/20.3x C 2/30

.2x C 1/50
:

Řešení. Polynom v čitateli označme P a polynom ve jmenovateli Q. Pro tyto poly-
nomy platí pro každé x 2 R

P.x/ D .2x/20 � .3x/30 C QP .x/;

Q.x/ D .2x/50 C QQ.x/;

kde QP , QQ jsou polynomy stupně menšího než 50. Podle 4.5.6 platí

lim
x!1

.2x � 3/20.3x C 2/30

.2x C 1/50
D
220 � 330

250
D
�
3
2

�30
:

|

4.5.9. Příklad. Nechť n 2 N. Spočtěte limitu

lim
x!1

�Pn
jD1 x

j
�

� n

x � 1
:
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Řešení. Pro x 2 R n f1g vyjádříme�Pn
jD1 x

j
�

� n

x � 1
D

Pn
jD1.x

j � 1/

x � 1
D

nX
jD1

xj � 1

x � 1
:

Pro každé j 2 f1; 2; � � � ; ng platí

lim
x!1

xj � 1

x � 1
D lim
x!1

.x � 1/
�Pj�1

kD0
xk
�

x � 1

D lim
x!1

j�1X
kD0

xk D j:

Z Věty 4.2.1 tady máme

lim
x!1

�Pn
jD1 x

j
�

� n

x � 1
D

nX
jD1

j D
1
2
n.nC 1/;

přičemž poslední rovnost plyne z Příkladu 1.8.6 pro a D 1 a b D 0. |

4.5.10. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

.1Cmx/n � .1C nx/m

x2
;

kde n;m 2 N.

Řešení. Čitatel zadané funkce vyjádříme pro x 2 R jako

.1Cmx/n � .1C nx/m D

� nX
jD0

�
n
j

�
.mx/j

�
�

� mX
kD0

�
m
k

�
.nx/k

�

D

�
1C

�
n
1

�
mx C

nX
jD2

�
n
j

�
.mx/j

�
�

�
1C

�
m
1

�
nx C

mX
kD2

�
m
k

�
.nx/k

�
:

Protože platí
�
n
1

�
m D nm D mn D

�
m
1

�
n, máme

.1Cmx/n � .1C nx/m D x2 � P.x/;

kde P je polynom definovaný předpisem

P.x/ D

� nX
jD2

�
n
j

�
mjxj�2

�
�

� mX
kD2

�
m
k

�
nkxk�2

�
: (4.29)

Z Věty 4.2.1 a Příkladu 4.2.5 tedy dostáváme

lim
x!0

.1Cmx/n � .1C nx/m

x2
D lim
x!0

P.x/ D P.0/:
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V závislosti na n a m vyjádříme hodnotu P.0/ z (4.29), přičemž bereme v úvahu
konvenci zavedenou v Označení 1.5.2(a):

P.0/ D

„
0 � 0 D 0; n D m D 1;

0 �
�
m
2

�
n2 D �

�
m
2

�
n2; n D 1;m > 1;�

n
2

�
m2 � 0 D

�
n
2

�
m2; n > 1;m D 1;�

n
2

�
m2 �

�
m
2

�
n2: n > 1;m > 1:

Ve všech uvedených případech je příslušná hodnota P.0/ rovna 1
2
nm.n � m/, což

je tedy výsledek naší úlohy. |

4.5.11. Příklad. Nechť m; n 2 N. Spočtěte limitu

lim
x!1

� m

1 � xm
�

n

1 � xn

�
:

Řešení. Funkci v zadané limitě upravíme takto

m

1 � xm
�

n

1 � xn
D
m.1 � xn/ � n.1 � xm/

.1 � xn/.1 � xm/

D
m.1 � xn/ � n.1 � xm/

.1 � x/ �
�Pn�1

iD0 x
i
�

� .1 � x/ �
�Pm�1

jD0 x
j
�

D
m.1 � xn/ � n.1 � xm/

.1 � x/2
�

1Pn�1
iD0 x

i �
Pm�1
jD0 x

j
:

(4.30)

Limity obou činitelů vypočítáme zvlášť. Pro každé x 2 R platí

m.1 � xn/ D m.1 � x/

n�1X
jD0

xj

D m.1 � x/

n�1X
jD0

.xj � 1/Cm.1 � x/

n�1X
jD0

1

D �m.1 � x/2
n�1X
jD0

j�1X
kD0

xk Cmn.1 � x/:

(4.31)

Obdobně platí

n.1 � xm/ D �n.1 � x/2
m�1X
iD0

l�1X
lD0

xl Cmn.1 � x/: (4.32)

Díky (4.31) a (4.32) platí pro každé x 2 P.1; 1/

m.1 � xn/ � n.1 � xm/

.1 � x/2
D �m

n�1X
jD0

j�1X
kD0

xk C n

m�1X
iD0

l�1X
lD0

xl :
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Limitu funkce v bodě 1 na pravé straně je již snadné dopočítat, neboť jde o poly-
nom. Máme tedy

lim
x!1

m.1 � xn/ � n.1 � xm/

.1 � x/2
D lim
x!1

�
�m

n�1X
jD0

j�1X
kD0

xk C n

m�1X
iD0

i�1X
lD0

xl
�

D �m

n�1X
jD0

j�1X
kD0

1C n

m�1X
iD0

i�1X
lD0

1

D �m

n�1X
jD0

j C n

m�1X
iD0

i D �m �
1
2
n.n � 1/C n �

1
2
m.m � 1/

D
1
2
mn.m � n/:

Přímým použitím věty o limitě podílu spočteme limitu druhého činitele v (4.30)

lim
x!1

1�Pn�1
iD0 x

i
�

�
�Pm�1

jD0 x
j
� D

1�Pn�1
iD0 1

�
�
�Pm�1

jD0 1
� D

1

nm
:

Odtud pomocí věty o limitě součinu odvodíme výsledek naší úlohy

lim
x!1

� m

1 � xm
�

n

1 � xn

�
D

1
2
mn.m � n/

nm
D

1
2
.m � n/:

|

4.5.12 (úprava rozdílu odmocnin). Nechť f a g jsou funkce. Předpokládejme, že
funkce h W x 7!

p
f .x/ �

p
g.x/ je definována na P.c:ı/, kde c 2 R�; ı 2 R; ı > 0.

Při zkoumání funkce h na P.c; ı/ může být užitečná následující úprava

h.x/ D h.x/ �

p
f .x/C

p
g.x/p

f .x/C
p
g.x/

D
f .x/ � g.x/p
f .x/C

p
g.x/

;

přičemž jsme použili vzorec .a � b/.a C b/ D a2 � b2. Nové vyjádření funkce h
může být někdy složitější než vyjádření původní, přece však práce s ním může být
jednodušší, jak uvidíme na příkladech.

Obdobně lze pracovat s funkcí x 7!
n
p
f .x/ �

n
p
g.x/, kde n 2 N. Zde lze

použít vzorec pro rozvoj výrazu an � bn, vizte 1.5.7.

4.5.13. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!3

p
x C 13 � 2

p
x C 1

x2 � 9
:



248 4. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE

Řešení. Pro každé x 2 P.3; 1/ platí
p
x C 13 � 2

p
x C 1

x2 � 9
D

p
x C 13 � 2

p
x C 1

x2 � 9
�

p
x C 13C 2

p
x C 1

p
x C 13C 2

p
x C 1

D
.x C 13/ � 4.x C 1/

x2 � 9
�

1
p
x C 13C 2

p
x C 1

D
�3.x � 3/

.x � 3/.x C 3/
�

1
p
x C 13C 2

p
x C 1

:

Funkce

g.x/ D
�3

x C 3
�

1
p
x C 13C 2

p
x C 1

; x 2 .2;1/;

je spojitá na intervalu I D .2;1/ z následujících důvodů. Funkce x 7! x C 13,
x 7! x C 1 jsou spojité na I dle 4.2.5. Vzhledem k Příkladu 4.2.21 a Větě 4.3.5
jsou i funkce x 7!

p
x C 13, x 7!

p
x C 1 spojité na I . Dále jsou funkce x 7! xC 3,

x 7!
p
x C 13, x 7!

p
x C 1 kladné na I , a tedy je g, jakožto výsledek algebraických

operací provedených na tyto funkce, spojitá na I dle Věty 4.2.4. Odtud a také díky
4.5.1 máme

lim
x!3

p
x C 13 � 2

p
x C 1

x2 � 9
D lim
x!3

�3

x C 3
�

1
p
x C 13C 2

p
x C 1

D
�3

6
�

1
p
16C 2

p
4

D �
1

16
:

|

4.5.14. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

p
1C x �

p
1 � x

3
p
1C x �

3
p
1 � x

:

Řešení. Pro každé x 2 P.0; 1/ platí
p
1C x �

p
1 � x

3
p
1C x �

3
p
1 � x

D

p
1C x �

p
1 � x

3
p
1C x �

3
p
1 � x

�

p
1C x C

p
1 � x

p
1C x C

p
1 � x

�

3
p
.1C x/2 C

3
p
.1C x/.1 � x/C

3
p
.1 � x/2

3
p
.1C x/2 C

3
p
.1C x/.1 � x/C

3
p
.1 � x/2

D
1C x � .1 � x/

1C x � .1 � x/
�

3
p
.1C x/2 C

3
p
.1C x/.1 � x/C

3
p
.1 � x/2

p
1C x C

p
1 � x

D

3
p
.1C x/2 C

3
p
.1C x/.1 � x/C

3
p
.1 � x/2

p
1C x C

p
1 � x

:
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Z Věty 4.2.1 a Příkladu 4.2.21 máme

lim
x!0

p
1C x �

p
1 � x

3
p
1C x �

3
p
1 � x

D
3

2
:

|

4.5.15. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!7

p
x C 2 �

3
p
x C 20

4
p
x C 9 � 2

;

Řešení. Úprava čitatele. Použijeme vzorec z Příkladu 1.5.7 pro n D 6, a D
p
x C 2

a b D
3
p
x C 20. Definujme funkci g předpisem

g.x/ D

6X
iD1

�p
x C 2

�6�i
�
�

3
p
x C 20

�i
; x 2 .0;1/:

Potom platí
lim
x!7

g.x/ D 6 � 36 (4.33)

a pro každé x 2 .0;1/ máme

p
x C 2 �

3
p
x C 20 D

�p
x C 2

�6
�
�

3
p
x C 20

�6
g.x/

D
.x C 2/3 � .x C 20/2

g.x/

D
x3 C 5x2 � 28x � 392

g.x/
:

Polynom v čitateli předchozího výrazu označme symbolemQ. Číslo 7 je kořenem
Q a pomocí algoritmu z 1.7.8 dostaneme, že pro každé x 2 R platí

Q.x/ D .x � 7/.x2 C 12x C 56/: (4.34)

Úprava jmenovatele. Opět použijeme vzorec z Příkladu 1.5.7, tentokrát pro n D 4,
a D

4
p
x C 9 a b D 2. Definujme funkci h předpisem

h.x/ D

4X
iD1

�
4
p
x C 9

�4�i
2i ; .0;1/:

Potom platí
lim
x!7

h.x/ D 4 � 24 (4.35)

a pro každé x 2 .0;1/ máme

4
p
x C 9 � 2 D

.x C 9/ � 24

h.x/
D
x � 7

h.x/
:
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Kombinací (4.33), (4.34) a (4.35) dostaneme pomocí Věty 4.2.1 závěr

lim
x!7

p
x C 2 �

3
p
x C 20

4
p
x C 9 � 2

D lim
x!7

.x � 7/.x2 C 12x C 56/

g.x/
�
h.x/

x � 7

D
.72 C 12 � 7C 56/ � .4 � 24/

6 � 36
D
189 � 4 � 24

6 � 36
D
7 � 25

34
:

|

4.5.16.

4.5.17. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

3

q
1C

1
3
x �

4

q
1C

1
4
x

1 �

q
1 �

1
2
x

:

Řešení. Úprava čitatele. Pro zjednodušení zápisu definujme na intervalu .�1; 1/ po-
mocné funkce

a.x/ D
3

q
1C

1
3
x a b.x/ D

4

q
1C

1
4
x:

Podle vzorce z Příkladu 1.5.7 pro n D 12 platí pro každé x 2 .�1; 1/

a.x/12 � b.x/12 D .a.x/ � b.x// �

12X
kD1

a.x/12�kb.x/k�1:

Pro x 2 .�1;1/ označme ještě

c.x/ D

12X
kD1

a.x/12�kb.x/k�1:

Pak pro každé x 2 .�1; 1/ máme

3

q
1C

1
3
x �

4

q
1C

1
4
x D a.x/ � b.x/ D

a.x/12 � b.x/12

c.x/

D

�
3

q
1C

1
3
x
�12

�

�
4

q
1C

1
4
x
�12

c.x/

D
1

c.x/
�

��
1C

1
3
x
�4

�
�
1C

1
4
x
�3�

D
1

c.x/
�

� 4X
kD0

�
4
k

��
1
3
x
�k

�

3X
kD0

�
3
k

��
1
4
x
�k�

D
1

c.x/
�

�
x
��
4
1

�
�
1
3

�
�
3
1

�
�
1
4

�
C x2P.x/

�
;

D
1

c.x/
�
�
7
12
x C x2P.x/

�
;
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kde P je polynom.

Úprava jmenovatele. Dále pro každé x 2 .�1; 1/ platí

1 �

q
1 �

1
2
x D

1 � .1 �
1
2
x/

1C

q
1 �

1
2
x

D
1

2
�

x

1C

q
1 �

1
2
x

:

Závěrečný výpočet. Funkce a a b jsou spojité v 0, a proto je v 0 spojitá i funkce c. Platí
a.0/ D b.0/ D 1, a tedy limx!0 c.x/ D c.0/ D 12. Podobně jako v předchozích
úlohách dostáváme

lim
x!0

3

q
1C

1
3
x �

4

q
1C

1
4
x

1 �

q
1 �

1
2
x

D lim
x!0

1
c.x/

�

�
7
12
x C x2P.x/

�
1
2

�
x

1C

q
1 �

1
2
x

D lim
x!0

1

c.x/
�
�
7
12

C xP.x/
�

� 2 �

�
1C

q
1 �

1
2
x
�

D
1

12
�
7

12
� 2 � 2 D

7

36
:

|

4.5.18. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

q
x C

p
x C

p
xp

x C
p
x

:

Řešení. Pomocí Věty 4.2.1 a Příkladu 4.2.21 spočteme

lim
x!1

q
x C

p
x C

p
xp

x C
p
x

D lim
x!1

q
x C

p
x C

p
xp

x C
p
x

�

1p
x

1p
x

D lim
x!1

s
1C

r
1
x

C

q
1
x3r

1C

q
1
x

D 1:

|

4.5.19. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

x
3
2

�p
x C 2 � 2

p
x C 1C

p
x
�
:
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Řešení. Pro každé x 2 .0;1/ platí
p
x C 2 � 2

p
x C 1C

p
x

D
p
x C 2 �

p
x C 1C

p
x �

p
x C 1 D

x C 2 � .x C 1/
p
x C 2C

p
x C 1

C
x � .x C 1/

p
x C

p
x C 1

D
1

p
x C 2C

p
x C 1

�
1

p
x C

p
x C 1

D

p
x C

p
x C 1 �

p
x C 2 �

p
x C 1�p

x C 2C
p
x C 1

��p
x C

p
x C 1

�
D

p
x �

p
x C 2�p

x C 2C
p
x C 1

��p
x C

p
x C 1

�
D

�2�p
x C 2C

p
x C 1

��p
x C

p
x C 1

��p
x C

p
x C 2

� :
Proto platí

lim
x!1

x
3
2

�p
x C 2 � 2

p
x C 1C

p
x
�

D lim
x!1

�2�q
1C

2
x

C

q
1C

1
x

��
1C

q
1C

1
x

��
1C

q
1C

2
x

�
D

�2

2 � 2 � 2
D �

1

4
:

|

4.5.20. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

�p
x2 C 5

�
C x

p
x2 C 1C Œ3x�

:

Řešení. Protože pro každé x 2 R platí Œx� � x < Œx� C 1, dostáváme pro každé
x 2 R; x > 1, odhady

p
x2 C 5C x � 1

p
x2 C 1C 3x

�

�p
x2 C 5

�
C x

p
x2 C 1C Œ3x�

�

p
x2 C 5C x

p
x2 C 1C 3x � 1

: (4.36)

Označme pro x 2 R, x > 1,

f .x/ D

p
x2 C 5C x � 1

p
x2 C 1C 3x

a g.x/ D

p
x2 C 5C x

p
x2 C 1C 3x � 1

:

Pak

lim
x!1

f .x/ D lim
x!1

q
1C

5
x2 C 1 �

1
xq

1C
1
x2 C 3

D
1

2
(4.37)

a

lim
x!1

g.x/ D lim
x!1

q
1C

5
x2 C 1q

1C
1
x2 C 3 �

1
x

D
1

2
: (4.38)
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Označíme-li

h.x/ D

�p
x2 C 5

�
C x

p
x2 C 1C Œ3x�

; x 2 .1;1/;

dostáváme z (4.36) nerovnosti

f .x/ � h.x/ � g.x/; x 2 .1;1/:

Díky Větě 4.2.9 tak z (4.37) a (4.38) plyne

lim
x!1

h.x/ D
1

2
:

|

4.5.21. Příklad. Ukažte, že

lim
x!1

x.sin x � 1/
p
x2 C 1

neexistuje.

Řešení. Pro spor předpokládejme, že limx!1
x.sinx�1/

p
x2C1

D A 2 R�. Označme f .x/ D

xp
x2C1

, x 2 R. Pak

lim
x!1

f .x/ D lim
x!1

1q
1C

1
x2

D 1:

Uvažujme pro n 2 N body

xn D
�

2
C 2�n; yn D 2�n:

Pak fxng a fyng jsou posloupnosti v definičním oboru funkce x.sinx�1/
p
x2C1

konvergující
k 1, a proto z Heineovy věty (Věta 4.2.18) plyne

A D lim
n!1

f .xn/.sin xn � 1/ D lim
n!1

0 D 0

a

A D lim
n!1

f .yn/.sinyn � 1/ D lim
n!1

f .yn/.�1/ D �1:

To je ale zřejmý spor, takže limx!1
x.sinx�1/

p
x2C1

neexistuje. |





KAPITOLA 5

Derivace funkce

Derivace funkce je po pojmech limity posloupnosti a limity funkce dalším
klíčovým pojmem matematické analýzy. V této kapitole odvodíme jeho základní
vlastnosti a pomocí něj budeme zkoumat hlubší vlastnosti funkcí.

5.1. Základní vlastnosti derivace

5.1.1. Definice. Nechť a 2 R a f je funkce. Jestliže existuje limita

lim
h!0

f .aC h/ � f .a/

h
; (5.1)

pak tuto limitu nazýváme derivací funkce f v bodě a a značíme ji f 0.a/. Obdobně
definujeme derivaci zprava a derivaci zleva funkce f v bodě a předpisy

lim
h!0C

f .aC h/ � f .a/

h
a lim

h!0�

f .aC h/ � f .a/

h
:

Derivaci zleva v bodě a derivaci zprava v bodě nazýváme jednostrannými deriva-
cemi.

5.1.2. Označení. Jestliže existuje derivace funkce f v bodě a 2 R, pak je urče-
na jednoznačně. Tvrzení bezprostředně vyplývá z definice derivace a Věty 4.1.7
o jednoznačnosti limity funkce. Obdobná tvrzení platí pro jednostranné derivace.
Derivaci funkce f v bodě a, derivaci funkce f v bodě a zprava a derivaci funkce
f v bodě a zleva budeme po řadě značit f 0.a/, f 0

C.a/ a f
0

�.a/.

5.1.3. (a) Při počítání derivace funkce f v bodě a 2 R mohou nastat tyto případy:

derivace v bodě a

�
neexistuje,

existuje a je

(
vlastní, tj. je rovna reálnému číslu,
nevlastní, tj. je rovna C1 nebo �1.

(b) Z existence f 0.a/ plyne, že funkce f je definovaná na jistém okolí bodu a.
Podobně z existence f 0

C.a/ plyne, že funkce f je definovaná na jistém pravém okolí
bodu a. Obdobné tvrzení platí i pro derivaci zleva.

255
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(c) Derivace reálné funkce v bodě má lokální charakter. To znamená, že jestliže se
funkce f a g shodují na nějakém okolí bodu a 2 R a existuje f 0.a/, pak existuje
i g0.a/ a platí f 0.a/ D g0.a/. Srovnejte s 4.1.14.

5.1.4 (geometrický význam derivace). Podíl 1
h

�
f .aC h/� f .a/

�
je směrnicí afinní

funkce, jejíž graf obsahuje body Œa; f .a/� a ŒaC h; f .aC h/�. Přibližujeme-li bod h
k 0, pak, pokud f 0.a/ existuje vlastní, se příslušná afinní funkce v jistém smyslu
přibližuje k afinní funkci se směrnicí f 0.a/, jejíž graf obsahuje bod Œa; f .a/�.

Obrázek 1.

5.1.5. Definice. Nechť f je funkce, a 2 R a f 0.a/ existuje vlastní. Pak tečnou ke
grafu funkce f v bodě a nazýváme afinní funkci t W R ! R definovanou předpisem

t.x/ D f .a/C f 0.a/ � .x � a/; x 2 R:

5.1.6 (aproximační vlastnost tečny). Nechť f; t a a jsou jako v Definici 5.1.5. Pak
tečna t má následující důležitou vlastnost

lim
x!a

f .x/ � t.x/

x � a
D lim
x!a

f .x/ � f .a/ � f 0.a/ � .x � a/

x � a

D lim
x!a

�f .x/ � f .a/

x � a
� f 0.a/

�
D f 0.a/ � f 0.a/ D 0:

Funkce t tedy v blízkosti bodu a dobře přibližuje (aproximuje) chování funkce f
ve výše uvedeném smyslu.

5.1.7 (diferenciální počet jako nauka o linearizaci). Tečna ke grafu funkce f v bo-
dě a je afinní funkce, a jde tedy o jednoduchý objekt, který poskytuje informaci
o chování obecně složitějšího objektu, totiž funkce f . Tečna nese jen část infor-
mace o chování f , která však někdy může být dostatečná pro zkoumání jistých
vlastností funkce f . Pokud při řešení nějakého problému nahradíme funkci f její
tečnou, hovoříme o linearizaci. Možnosti a korektnost takových postupů budeme
zkoumat v této i dalších kapitolách.
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5.1.8 (alternativní vzorec pro výpočet derivace). Nechť a 2 R a f je funkce. Potom
platí

lim
h!0

f .aC h/ � f .a/

h
D lim
x!a

f .x/ � f .a/

x � a
; (5.2)

pokud alespoň jedna z limit existuje. Odtud plyne alternativní vzorec pro výpočet
derivace

f 0.a/ D lim
x!a

f .x/ � f .a/

x � a
:

Obdobně platí

f 0
C.a/ D lim

x!aC

f .x/ � f .a/

x � a
a f 0

�.a/ D lim
x!a�

f .x/ � f .a/

x � a
;

vždy má-li alespoň jedna ze stran rovnosti smysl.

Ověříme rovnost (5.2). Předpokládejme, že existuje limita na levé straně. Pak je
funkce

F.h/ D
f .aC h/ � f .a/

h

definována na jistémprstencovémokolí bodu 0. Označmedále g.x/ D x�a; x 2 R.
Funkce g splňuje limx!a g.x/ D 0 a g.x/ ¤ 0 pro každé x 2 R n fag. Podle věty
o limitě složené funkce (Věta 4.2.22(P)) dostáváme

lim
x!a

f .x/ � f .a/

x � a
D lim
x!a

F.g.x// D lim
h!0

f .aC h/ � f .a/

h
:

Nyní naopak předpokládejme, že existuje limita na pravé straně (5.2). Potom je
funkce

G.x/ D
f .x/ � f .a/

x � a

definovaná na nějakém prstencovém okolí bodu a. Označme dále u.h/ D aCh; h 2

R. Funkce u splňuje limh!0 u.h/ D a a u.h/ ¤ a pro každé h 2 R n f0g. Podle věty
o limitě složené funkce (Věta 4.2.22(P)) dostáváme

lim
h!0

f .aC h/ � f .a/

h
D lim
h!0

G.u.h// D lim
x!a

f .x/ � f .a/

x � a
:

5.1.9. Věta (vztah derivace a jednostranných derivací). Nechť a 2 R a f je funkce.
Potom f 0.a/ existuje právě tehdy, když existují f 0

C.a/ a f
0

�.a/ a platí f 0
C.a/ D f 0

�.a/.
Navíc pokud f 0.a/ existuje, potom f 0.a/ D f 0

C.a/ D f 0
�.a/.

Důkaz. Tvrzení bezprostředně plyne z definice derivace, definice jednostranných
derivací a Věty 4.1.18. �

5.1.10. Definice. Nechť f je reálná funkce. Potom definičním oborem funkce f 0

budeme rozumět množinu všech x 2 D.f /, pro která existuje vlastní f 0.x/.

5.1.11. Příklad. Nechť c 2 R, f .x/ D c, x 2 R, a a 2 R. Dokažte, že platí f 0.a/ D

0.
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Řešení. Podle 5.1.8 platí

f 0.a/ D lim
x!a

f .x/ � f .a/

x � a
D lim
x!a

c � c

x � a
D lim
x!a

0 D 0:

|

5.1.12. Příklad. Nechť n 2 N, f .x/ D xn, x 2 R, a a 2 R. Dokažte, že platí
f 0.a/ D nan�1.

Řešení. S pomocí Příkladu 1.5.7 spočteme

f 0.a/ D lim
x!a

xn � an

x � a
D lim
x!a

x � a

x � a
�

nX
kD1

xn�kak�1

D lim
x!a

nX
kD1

xn�kak�1
D

nX
kD1

an�kak�1
D nan�1:

Předposlední rovnost plyne ze spojitosti polynomů (Příklad 4.2.5). |

5.1.13. Příklad. Nechť f .x/ D jxj, x 2 R. Dokažte, že f 0.0/ neexistuje, f 0
C.0/ D 1

a f 0
�.0/ D �1.

Řešení. Podle 5.1.8 máme

f 0
C.0/ D lim

x!0C

f .x/ � f .0/

x � 0
D lim
x!0C

x

x
D 1;

f 0
�.0/ D lim

x!0�

f .x/ � f .0/

x � 0
D lim
x!0�

�x

x
D �1:

Protože se jednostranné derivace funkce f v bodě 0 nerovnají, vyplývá z Věty 5.1.9,
že f 0.0/ neexistuje. |

5.1.14. Příklad. Nechť f .x/ D sign x, x 2 R. Dokažte, že f 0.0/ D 1.

Řešení. Platí

f 0
C.0/ D lim

x!0C

f .x/ � f .0/

x � 0
D lim
x!0C

1

x
D 1;

f 0
�.0/ D lim

x!0�

f .x/ � f .0/

x � 0
D lim
x!0�

�1

x
D 1:

Z Věty 5.1.9 tedy vyplývá, že f 0.0/ D 1. |

Z Příkladu 5.1.14 plyne, že existence (nevlastní) derivace funkce f v bodě a
nezaručuje její spojitost v a. Jestliže všakmá f vlastní derivaci v a, pak je již v tomto
bodě spojitá.

5.1.15. Věta (derivace a spojitost). Nechť funkce f má v bodě a 2 R vlastní deri-
vaci. Potom je f v bodě a spojitá.
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Důkaz. Podle věty o aritmetice limit pro funkce (Věta 4.2.1) platí

lim
x!a

f .x/ D lim
x!a

�f .x/ � f .a/

x � a
� .x � a/C f .a/

�
D f 0.a/ � 0C f .a/ D f .a/;

neboť f 0.a/ existuje vlastní. Funkce f je tedy v a spojitá. �

5.1.16. Tvrzení obdobné Věte 5.1.15 platí i pro jednostranné derivace: existuje-li
vlastní f 0

C.a/, pak funkce f je spojitá zprava v bodě a a existuje-li vlastní f 0
�.a/,

pak funkce f je spojitá zleva v bodě a. Důkaz lze provést obdobně jako důkaz
předchozí věty.

5.1.17. Věta (aritmetika derivací). Nechť a 2 R a f , g jsou funkce, které mají
v bodě a derivaci.

(a) Pak platí
.f C g/0.a/ D f 0.a/C g0.a/;

je-li výraz na pravé straně definován.
(b) Nechť alespoň jedna z funkcí f a g je spojitá v bodě a. Potom platí

.fg/0.a/ D f 0.a/g.a/C f .a/g0.a/;

je-li výraz na pravé straně definován.
(c) Nechť funkce g je spojitá v bodě a. Potom platí�f

g

�0

.a/ D
f 0.a/g.a/ � f .a/g0.a/

g2.a/
;

je-li výraz na pravé straně definován.

Důkaz. (a) Je-li výraz f 0.a/ C g0.a/ definován, pak podle definice derivace a věty
o aritmetice limit pro funkce (Věta 4.2.1) máme

.f C g/0.a/ D lim
h!0

1
h

�
f .aC h/C g.aC h/ � f .a/ � g.a/

�
D lim
h!0

1
h

�
f .aC h/ � f .a/

�
C lim
h!0

1
h

�
g.aC h/ � g.a/

�
D f 0.a/C g0.a/:

(b) Předpokládejme, že funkce g je spojitá v bodě a a výraz f 0.a/g.a/C f .a/g0.a/

je definován. Potom limh!0 g.aCh/ D g.a/ a díky této rovnosti dostaneme pomocí
definice derivace a věty o aritmetice limit pro funkce

.fg/0.a/ D lim
h!0

1
h

�
f .aC h/g.aC h/ � f .a/g.a/

�
D lim
h!0

1
h

�
f .aC h/g.aC h/ � f .a/g.aC h/C f .a/g.aC h/ � f .a/g.a/

�
D lim
h!0

1
h

��
f .aC h/ � f .a/

�
g.aC h/C f .a/

�
g.aC h/ � g.a/

��
D lim
h!0

1
h

�
f .aC h/ � f .a/

�
g.aC h/C lim

h!0

1
h
f .a/

�
g.aC h/ � g.a/

�
D f 0.a/g.a/C f .a/g0.a/:
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V případě, že je v bodě a spojitá funkce f , postupujeme obdobně.

(c) Předpokládejme, že výraz na pravé straně dokazované rovnosti je definován.
Potom g.a/ ¤ 0 a můžeme počítat�f
g

�0

.a/ D lim
h!0

1

h

�f .aC h/

g.aC h/
�
f .a/

g.a/

�
D lim
h!0

1

g.aC h/g.a/

�f .aC h/ � f .a/

h
g.a/ � f .a/

g.aC h/ � g.a/

h

�
D lim
h!0

1

g.aC h/g.a/
�

�
lim
x!a

f .aC h/ � f .a/

h
g.a/ � lim

x!a
f .a/

g.aC h/ � g.a/

h

�
D

1

g2.a/
�
�
f 0.a/g.a/ � f .a/g0.a/

�
:

Při výpočtu jsme využili větu o aritmetice limit a vztah limh!0 g.a C h/ D g.a/,
neboli spojitost funkce g v bodě a. �

5.1.18. Tvrzení Věty 5.1.17 platí obdobně i pro jednostranné derivace.

5.1.19. Pokud jsou derivace funkcí f a g v bodě a vlastní, pak jsou splněny před-
poklady platnosti vztahů v bodech (a) a (b) předchozí věty. Pokud navíc g.a/ ¤ 0,
pak jsou splněny i předpoklady pro bod (c).

5.1.20. Pomocí matematické indukce můžeme rozšířit platnost tvrzení (a) a (b)
z předchozí věty následovně. Nechť n 2 N, a 2 R a f1; : : : ; fn jsou funkce, které
mají v bodě a derivaci.

(a) Pak platí � nX
jD1

fj

�0

.a/ D

nX
jD1

f 0
j .a/;

je-li výraz na pravé straně definován.
(b) Nechť jsou funkce f1; : : : ; fn spojité v bodě a. Potom platí� nY

jD1

fj

�0

.a/ D

nX
kD1

�
f 0
k.a/ �

nY
jD1;j¤k

fj .a/
�
;

je-li výraz na pravé straně definován.

5.1.21. Příklad. Nechť n 2 N, a0; : : : ; an 2 R a f .x/ D a0 C a1x C � � � C anx
n,

x 2 R. Dokažte, že

f 0.x/ D a1 C 2a2x C � � � C nanx
n�1; x 2 R:

Řešení. Vzorec plyne z Příkladů 5.1.11, 5.1.12 a Věty 5.1.17(a),(b). |

5.1.22. Příklad. Definujme funkce f a g předpisy

f .x/ D sign x a g.x/ D

(
� sign x pro x ¤ R n f0g;
1
2

pro x D 0:

Dokažte, že f 0.0/ a g0.0/ existují, ale .f C g/0.0/ neexistuje.
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Řešení. Z Příkladu 5.1.14 víme, že f 0.0/ D 1, a podobně spočteme g0.0/ D �1.
Dále platí

f .x/C g.x/ D

(
0 pro x 2 R n f0g;
1
2

pro x D 0:

Opět snadno vypočítáme, že .f C g/0C.0/ D �1 a .f C g/0�.0/ D 1. Tedy podle
Věty 5.1.9 .f C g/0.0/ neexistuje. |

5.1.23. Předcházející příklad ukazuje, že z existence derivací funkcí f a g v bodě a
obecně neplyne existence derivace funkce f Cg v bodě a. Funkce uvedené v tomto
příkladu ovšem nesplňují podmínku Věty 5.1.17(a), totiž že výraz f 0.a/ C g0.a/

má být definován, tento předpoklad Věty 5.1.17(a) tedy nelze vynechat. Obdobné
příklady vztahující se k částem (b) a (c) jsou uvedeny v oddílu 5.8.

5.1.24. Věta (derivace složené funkce). Nechť funkce g je spojitá v bodě a 2 R,
má v tomto bodě derivaci a funkce f má derivaci v bodě g.a/. Pak platí

.f ı g/0.a/ D f 0
�
g.a/

�
� g0.a/; (5.3)

je-li výraz na pravé straně definován.

Důkaz. Označme b D g.a/. Definujme pomocnou funkci ' předpisem

'.y/ D
f .y/ � f .b/

y � b
; y 2 D.f / n fbg:

Díky existenci f 0.b/ platí limy!b '.y/ D f 0.b/. Důkaz nyní rozdělíme na dva pří-
pady podle toho, zda je g0.a/ různá od 0, nebo rovna 0.

Případ g0.a/ ¤ 0. Podle Věty 4.2.8(a) nalezneme � > 0 takové, že

8x 2 P.a; �/ W
g.x/ � g.a/

x � a
¤ 0:

Odtud plyne
8x 2 P.a; �/ W g.x/ ¤ g.a/: (5.4)

Potompodle předpokladu platí limx!a g.x/ D g.a/. Nyní použijemeVětu 4.2.22(P)
pro složení vnější funkce ' s vnitřní funkcí g. Podmínka (P) je splněna díky (5.4).
Dostaneme

lim
x!a

f .g.x// � f .g.a//

g.x/ � g.a/
D lim
x!a

.' ı g/.x/ D lim
y!b

'.y/ D f 0.b/: (5.5)

Odtud podle věty o limitě součinu (Věta 4.2.1(b)) dostáváme

lim
x!a

.f ı g/.x/ � .f ı g/.a/

x � a
D lim
x!a

f .g.x// � f .g.a//

g.x/ � g.a/
�
g.x/ � g.a/

x � a

D f 0.b/ � g0.a/;

přičemž jsme využili (5.5), předpoklad existence g0.a/ a také předpoklad, že výraz
f 0.b/ � g0.a/ je definován.
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Případ g0.a/ D 0. Protože výraz na pravé straně (5.3) je definován, je f 0.b/ vlastní.
Podle Věty 4.1.24 nalezneme C > 0 a ı > 0 taková, že pro každé y 2 P.b; ı/ platí
j'.y/j < C . Odtud plyne

8y 2 B.b; ı/ W jf .y/ � f .b/j � C jy � bj: (5.6)

Nerovnost v (5.6) platí i pro y D b, neboť na obě strany nerovnosti jsou nulové.
Zvolme " > 0. Z definice derivace nalezneme %1 > 0 takové, že platí

8x 2 P.a; %1/ W
ˇ̌̌g.x/ � g.a/

x � a

ˇ̌̌
< ": (5.7)

Díky spojitosti g v a existuje %2 2 .0; %1/ takové, že platí

8x 2 B.a; %2/ W g.x/ 2 B.b; ı/: (5.8)

Pro každé x 2 P.a; %2/ pak platí g.x/ 2 B.b; ı/ a podle (5.6), (5.7) mámeˇ̌̌ .f ı g/.x/ � .f ı g/.a/

x � a

ˇ̌̌
D

jf .g.x// � f .b/j

jx � aj
�
C jg.x/ � bj

jx � aj

D C �

ˇ̌̌g.x/ � g.a/

x � a

ˇ̌̌
< C � ":

Odtud plyne

.f ı g/0.a/ D lim
x!a

.f ı g/.x/ � .f ı g/.a/

x � a
D 0 D f 0.b/ � g0.a/:

Tím je důkaz dokončen. �

5.1.25. Ve Větě 5.1.24 je předpoklad spojitosti funkce g v bodě a automaticky
splněn, je-li g0.a/ vlastní, jak plyne z Věty 5.1.15.

Předpoklad spojitosti vnitřní funkce ve Větě 5.1.24 nelze obecně vynechat, jak
ukazuje následující příklad.

5.1.26. Příklad. Nechť funkce f a g jsou definovány pomocí předpisů

f .y/ D jyj ; y 2 R; g.x/ D

(
sign x pro x 2 R n f0g;

�
1
2

pro x D 0:

Dokažte, že výraz f 0.g.0// � g0.0/ má smysl, ale přesto .f ı g/0.0/ neexistuje.

Řešení. Podobně jako v Příkladu 5.1.14 odvodíme, že g0.0/ D 1. Dále zřejmě platí
f 0.�1

2
/ D �1. Výraz

f 0.g.0// � g0.0/ D f 0
�
�
1
2

�
� g0.0/ D .�1/ � 1 D �1

tedy má smysl. Dále platí

.f ı g/.x/ D

(
1 pro x 2 R n f0g;
1
2

pro x D 0;

a tedy .f ı g/0�.0/ D �1, .f ı g/0C.0/ D 1, takže .f ı g/0.0/ neexistuje. |
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5.1.27. Věta (derivace inverzní funkce). Nechť a je vnitřním bodem intervalu I
a f je spojitá a ryze monotónní funkce na I . Označme b D f .a/.

(a) Nechť f 0.a/ existuje a je nenulová. Potom platí

.f �1/0.b/ D
1

f 0.a/
:

(b) Nechť f 0.a/ D 0 a f je rostoucí na I . Potom platí .f �1/0.b/ D 1.
(c) Nechť f 0.a/ D 0 a f je klesající na I . Potom platí .f �1/0.b/ D �1.

Důkaz. Nejprve provedeme několik předběžných úvah, které pak využijeme v důka-
zech jednotlivých částí věty. Interval I je nedegenerovaný, neboť obsahuje vnitřní
bod a. Z Věty 4.3.8 pak vyplývá, že množina J D f .I / je interval. Dle Věty 4.3.15
navíc víme, že inverzní funkce f �1 W J ! I je spojitá a ryze monotónní. Díky to-
mu, že a je vnitřním bodem I , nalezneme ı > 0 takové, že B.a; ı/ � I . Protože a je
vnitřním bodem I a f je ryze monotónní, je také b vnitřním bodem J . Nalezneme
tedy " > 0 takové, že B.b; "/ � J . Ze spojitosti funkce f v bodě a plyne, že toto ı
lze zvolit tak, aby f

�
B.a; ı/

�
� B.b; "/. Definujme pomocnou funkci ' předpisem

'.x/ D
f .x/ � f .a/

x � a
; x 2 P.a; ı/:

Pak platí
lim
x!a

'.x/ D f 0.a/: (5.9)

Ze spojitosti f �1 v bodě b plyne limy!b f
�1.y/ D f �1.b/ D a. Protože je f �1 ryze

monotónní, můžeme použít Větu 4.2.22(P) pro složení vnitřní funkce f �1 s vnější
funkci ' a odvodit z (5.9)

lim
y!b

y � b

f �1.y/ � f �1.b/
D lim
y!b

�
' ı f �1

�
.y/ D lim

x!a
'.x/ D f 0.a/: (5.10)

(a) Podle věty o limitě podílu (Věta 4.2.1(c)) a (5.10) dostáváme�
f �1

�0
.b/ D lim

y!b

f �1.y/ � f �1.b/

y � b
D lim
y!b

1
y�b

f �1.y/�f �1.b/

D
1

f 0.a/
:

(b) Definujme pomocnou funkci  předpisem

 .y/ D
y � b

f �1.y/ � f �1.b/
; y 2 P.b; "/:

Podle (5.10) máme limy!b  .y/ D 0. Funkce  je na prstencovém okolí P.b; "/
kladná, neboť funkce f �1 je rostoucí na J . Z Věty 4.2.6 pak plyne�

f �1
�0
.b/ D lim

y!b

f �1.y/ � f �1.b/

y � b
D lim
y!b

1

 .y/
D 1:

(c) Tvrzení dokázat obdobně jako v předchozím případě. �
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5.1.28. Příklad. Nechť n 2 N a g.y/ D n
p
y, y 2 .0;1/. Dokažte, že

g0.b/ D

n
p
b

nb
; b 2 .0;1/:

Řešení. Definujme funkci f předpisem f .x/ D xn; x 2 .0;1/, a označme I D

J D .0;1/. Potom f W I ! J je na I spojitá a rostoucí. Pro funkci g W J ! I

platí g D f �1. Zvolme b 2 J . Označme a D g.b/, neboli a D
n
p
b. Pak podle

Věty 5.1.27(a) a Příkladu 5.1.12 máme

g0.b/ D
1

f 0.a/
D

1

nan�1
D

a

nan
D

n
p
b

nb
:

|

5.1.29. Není těžké ověřit, že je-li n 2 N n f1g, a g.y/ D n
p
y, y 2 Œ0;1/, pak

g0
C.0/ D 1.

5.1.30. Příklad. Nechť n 2 N n f1g je liché a g.y/ D n
p
y, y 2 R. Pak

g0.b/ D

(
n
p
b

nb
pro b 2 R n f0g;

1 pro b D 0:

Řešení. Definujme funkci f předpisem f .x/ D xn; x 2 R, a označme I D J D

.�1;1/. Potom f W I ! J je na I spojitá a rostoucí. Pro funkci g W J ! I platí
g D f �1. Zvolme b 2 J; b ¤ 0, a a D g.b/. Pak podle Věty 5.1.27(a) a Příkla-
dů 5.1.12 a 5.1.11 dostaneme obdobně jako v Příkladu 5.1.28

g0.b/ D
1

f 0.a/
D

n
p
b

nb
:

Je-li b D 0, pak a D 0, f 0.a/ D 0, a tedy g0.0/ D 1 podle Věty 5.1.27(b). |

5.1.31.Věta (nutná podmínka existence extrému). Nechť f je funkce a a je bodem
lokálního extrému funkce f . Potom buď f 0.a/ neexistuje, nebo f 0.a/ D 0.

Důkaz. Pro spor předpokládejme, že f 0.a/ existuje a je různá od 0. Uvažujme nej-
prve případ f 0.a/ > 0. Dle Věty 4.2.8(a) nalezneme ı > 0, takové, že

8x 2 P.a; ı/ W
f .x/ � f .a/

x � a
> 0:

Odtud plyne, že pro každé x 2 PC.a; ı/ platí f .a/ < f .x/ a pro každé x 2 P�.a; ı/

platí f .a/ > f .x/. Tedy f nemá v a lokální extrém, což je spor. Obdobně lze
odvodit, že funkce f nemá v a lokální extrém ani v případě, kdy f 0.a/ < 0. �

5.1.32. Funkce f .x/ D jxj, x 2 R, nabývá svého mimima na R v bodě 0, ale f 0.0/

neexistuje podle Příkladu 5.1.13.
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5.1.33. Definice. Nechť funkce f má na jistém okolí bodu a 2 R vlastní derivaci.
Druhou derivací funkce f v bodě a budeme rozumět

f .2/.a/ D lim
h!0

f 0.aC h/ � f 0.a/

h
;

pokud limita existuje.
Nechť nyní n 2 N a funkce f má v jistém okolí bodu a 2 R vlastní n-tou

derivaci (značíme ji symbolem f .n/). Pak .n C 1/-ní derivací funkce f v bodě a
budeme rozumět

f .nC1/.a/ D lim
h!0

f .n/.aC h/ � f .n/.a/

h
;

pokud limita existuje. V této souvislosti první derivací rozumíme již definovaný
pojem derivace.

5.1.34. Označení. Druhou a třetí derivaci funkce f v bodě a 2 R často značíme
po řadě jako f 00.a/ a f 000.a/.

5.1.35. Příklad. Nechť n 2 N a x 2 R. Spočtěte sin.n/.x/ a cos.n/.x/.

Řešení. Funkce sinus. Počítejme

sin0.x/ D cos.x/;

sin00.x/ D cos0.x/ D � sin.x/;

sin000.x/ D .� sin/0.x/ D � cos.x/;

sin.4/.x/ D .� cos/0.x/ D sin.x/:

Pokud n zapíšeme ve tvaru n D 4kCj; k 2 N [f0g; j 2 f0; 1; 2; 3g, snadno pomocí
matematické indukce odvodíme

sin.4kCj /.x/ D sin.j /.x/:

Funkce kosinus. Podobně jako v předchozím případě obdržíme

cos0.x/ D � sin.x/;

cos00.x/ D .� sin/0.x/ D � cos.x/;

cos000.x/ D .� cos/0.x/ D sin.x/;

cos.4/.x/ D sin0.x/ D cos.x/;

cos.4kCj /.x/ D cos.j /.x/; k 2 N [ f0g; j 2 f0; 1; 2; 3g:

|
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5.2. Věty o střední hodnotě

5.2.1. Věta (Rolle1). Nechť a; b 2 R, a < b, a f W Œa; b� ! R je spojitá funkce. Je-li
f .a/ D f .b/ a f má derivaci v každém bodě intervalu .a; b/, pak existuje c 2 .a; b/

takové, že f 0.c/ D 0.

Důkaz. Podle Věty 4.3.11 nabývá funkce f na intervalu Œa; b� svého maxima i mi-
nima. Označme m D minf

�
Œa; b�

�
aM D maxf

�
Œa; b�

�
. Pak

m � f .a/ D f .b/ � M: (5.11)

Jestližem D M , potom je funkce f konstantní na Œa; b�. Z Příkladu 5.1.11 vyplývá,
že f 0.c/ D 0 dokonce v každém bodě c 2 .a; b/.

Nyní předpokládejme, že m < M . Potom musí být alespoň jedna z obou ne-
rovností v (5.11) ostrá. Předpokládejme, že platí f .b/ < M . Nalezneme c 2 Œa; b�

splňující f .c/ D M . Potom c … fa; bg, a tedy c 2 .a; b/. Pak f nabývá v bodě
c svého maxima na intervalu Œa; b� a existuje v něm derivace podle předpokladu.
Podle Věty 5.1.31 tedy platí f 0.c/ D 0.

Jestližem < f .a/, pak lze postupovat obdobně jako v předcházejícím případě.
Alternativně je také možné použít již dokázané tvrzení na funkci �f . Tím je důkaz
hotov. �

5.2.2. Geometricky lze interpretovat Větu 5.2.1 tak, že za předpokladů věty graf
funkce f obsahuje bod Œc; f .c/�, kde c 2 .a; b/, v němž je tečna ke grafu f rovno-
běžná s osou x.

Obrázek 2.

1Michel Rolle (1652 —1719)
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5.2.3. VeVětě 5.2.1 nelze předpoklad o existenci derivace v bodech intervalu .a; b/
vynechat. Například pro funkci f .x/ D jxj, x 2 Œ�1; 1�, která je na intervalu Œ�1; 1�
spojitá, platí f .�1/ D f .1/, ale funkce nemá v žádném bodě intervalu .�1; 1/ nu-
lovou derivaci.

5.2.4. Věta (Lagrange2). Nechť a; b 2 R, a < b, a f W Œa; b� ! R je spojitá funkce,
která má v každém bodě intervalu .a; b/ derivaci. Pak existuje c 2 .a; b/ takové, že

f 0.c/ D
f .b/ � f .a/

b � a
:

Důkaz. Myšlenka důkazu spočívá v převedení problému do situace, ve které bude
možné použít Rolleovu větu (Věta 5.2.1). Definujme pomocnou funkci g předpi-
sem

g.x/ D f .x/ �
f .b/ � f .a/

b � a
� .x � a/; x 2 Œa; b�:

Pak g je spojitá podle Věty 4.2.4 a Příkladu 4.2.5. Přímočarý výpočet navíc dává
g.a/ D g.b/. Protože v každém bodě intervalu .a; b/ má funkce

x 7!
f .b/ � f .a/

b � a
� .x � a/; x 2 Œa; b�;

vlastní derivaci (Příklad 5.1.12) a funkce f derivaci, existuje podle Věty 5.1.17(a)
derivace g v každémbodě intervalu .a; b/. Díky Větě 5.2.1 nalezneme bod c 2 .a; b/

splňující g0.c/ D 0. Protože pro každé x 2 .a; b/ platí

g0.x/ D f 0.x/ �
f .b/ � f .a/

b � a
;

dostáváme

0 D g0.c/ D f 0.c/ �
f .b/ � f .a/

b � a
:

Tedy f 0.c/ D
f .b/�f .a/

b�a
. �

5.2.5. (a) Za předpokladů Věty 5.2.4 můžeme přírůstek funkce f na intervalu
Œa; b�, který je roven f .b/ � f .a/, vyjádřit takto

f .b/ � f .a/ D f 0.c/ � .b � a/;

tedy jako součin přírůstku proměnné x a derivace v jistém bodě c, o jehož poloze
víme jen tolik, že patří do .a; b/.

(b) Uvědomme si, že ani Věta 5.2.1 ani Věta 5.2.4 neříkají nic o tom, kolik bodů c
s danou vlastností existuje. Říkají pouze, že takový bod je alespoň jeden.

(c) Geometricky lze interpretovat Větu 5.2.4 tak, že za uvedených předpokladů ob-
sahuje graf funkce f bod Œc; f .c/�, v němž je tečna ke grafu f rovnoběžná s přím-
kou spojující body Œa; f .a/� a Œb; f .b/�.

2Joseph-Louis Lagrange (1736 —1813)
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Obrázek 3.

5.2.6. Věta. Nechť f je spojitá funkce na intervalu I , která má v každém vnitřním
bodě I nezápornou (respektive kladnou, respektive zápornou, respektive neklad-
nou) derivaci. Pak f je neklesající (respektive rostoucí, respektive klesající, respek-
tive nerostoucí) na I .

Důkaz. Dokážeme první variantu věty. Předpokládejme, že a; b 2 I; a < b. Pak je
funkce f jŒa;b� spojitá na Œa; b� a má derivaci v každém vnitřním bodě Œa; b�. Dle
Věty 5.2.4 nalezneme bod c 2 .a; b/ splňující

f 0.c/ D
f .b/ � f .a/

b � a
:

Podle předpokladu o znaménku derivace dostáváme
f .b/ � f .a/

b � a
D f 0.c/ � 0;

což znamená f .a/ � f .b/. Funkce f je tedy neklesající. Všechny zbývající varianty
tvrzení věty lze dokázat obdobně. �

5.2.7. Předpoklad spojitosti lze ve Větě 5.2.6 vynechat, jak uvidíme ve Větě 5.5.7,
jejíž důkaz je však o něco obtížnější.

5.2.8. Věta. Nechť f je spojitá funkce na intervalu I , která má v každém vnitřním
bodě I nulovou derivaci. Pak f je konstantní na I .

Důkaz. Podle Věty 5.2.6 je funkce f neklesající i nerostoucí na I . Funkce f je tedy
konstantní na I . �
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5.2.9. Věta (limita derivace). Nechť funkce f je spojitá zprava v bodě a 2 R a exis-
tuje limx!aC

f 0.x/. Pak existuje f 0
C.a/ a platí f

0
C.a/ D limx!aC

f 0.x/.

Důkaz. Označme L D limx!aC
f 0.x/. Díky existenci této limity nalezneme ı0 > 0

takové, že pro každé x 2 PC.a; ı0/ je f 0.x/ vlastní. Zvolme " > 0. K němu nalez-
neme ı 2 .0; ı0/ takové, že pro každé ´ 2 PC.a; ı/ platí

f 0.´/ 2 B.L; "/: (5.12)

Zvolme x 2 PC.a; ı/. Pak má funkce f vlastní derivaci v každém bodě intervalu
.a; x/. Dále je f spojitá na intervalu Œa; x�, neboť spojitost v bodech intervalu .a; x�
plyne zVěty 5.1.15 a spojitost v a zprava předpokládáme.DleVěty 5.2.4 nalezneme
cx 2 .a; x/ splňující

f .x/ � f .a/

x � a
D f 0.cx/:

Protože cx 2 PC.a; ı/, z (5.12) máme

f .x/ � f .a/

x � a
2 B.L; "/:

Odtud plyne, že f 0
C.a/ D L. �

5.2.10. (a) Tvrzení obdobnáVětě 5.2.9 platí i pro derivaci zleva i pro oboustrannou
derivaci.

(b) Předpoklad spojitosti veVětě 5.2.9 nelze vynechat. Pro funkci sign platí limx!0C
sign0.x/ D

limx!0C
0 D 0, ale sign0

C
.0/ D 1.

5.2.11.Věta (Cauchy). Nechť a; b 2 R, a < b, f a g jsou funkce spojité na intervalu
Œa; b�, f má v každém bodě x 2 .a; b/ derivaci a g má v každém bodě x 2 .a; b/

vlastní nenulovou derivaci. Potom g.a/ ¤ g.b/ a existuje c 2 .a; b/ takové, že

f 0.c/

g0.c/
D
f .b/ � f .a/

g.b/ � g.a/
: (5.13)

Důkaz. Díky Lagrangeově větě (Věta 5.2.4) nalezneme bod d 2 .a; b/ takový, že

g0.d/ D
g.b/ � g.a/

b � a
:

Protože g0.d/ ¤ 0, dostáváme g.a/ ¤ g.b/. Položme

'.x/ D
�
f .x/� f .a/

�
�
�
g.b/� g.a/

�
�
�
g.x/� g.a/

�
�
�
f .b/� f .a/

�
; x 2 Œa; b�:

Pak je funkce ' podle Věty 4.2.4 spojitá na Œa; b� a podle Věty 5.1.17(a),(b) má
v každém bodě intervalu .a; b/ derivaci, neboť funkce

x 7!
�
f .x/ � f .a/

�
�
�
g.b/ � g.a/

�
má v každém bodě intervalu .a; b/ derivaci a funkce

x 7!
�
g.x/ � g.a/

�
�
�
f .b/ � f .a/

�
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má v každém bodě intervalu .a; b/ vlastní derivaci. Navíc '.a/ D '.b/ D 0. Díky
Větě 5.2.1 nalezneme c 2 .a; b/ splňující '0.c/ D 0. Protože pro každé x 2 .a; b/

platí
'0.x/ D f 0.x/ �

�
g.b/ � g.a/

�
� g0.x/ �

�
f .b/ � f .a/

�
;

pro x D c platí

0 D '0.c/ D f 0.c/ �
�
g.b/ � g.a/

�
� g0.c/ �

�
f .b/ � f .a/

�
:

Odtud plyne, že f 0.c/ je vlastní, a elementární úpravou dostáváme (5.13). �

5.3. Elementární funkce

Již v první kapitole jsme se zabývali elementárními funkcemi. Uvedli jsme však
pouze některé jejich vlastnosti a jejich konstrukcí jsme se nezabývali. Výsledky, kte-
ré jsme odvodili v předchozích kapitolách, nám nyní umožní elementární funkce
zkonstruovat a přesně odvodit jejich základní vlastnosti.

5.3.1. Odmocniny.

5.3.1. Je-li n 2 N liché, pak funkce x 7! xn je spojitá rostoucí funkce na R, a tedy
dle Věty 4.3.15 je funkce x 7! n

p
x spojitá a rostoucí funkce na R. Je-li n 2 N sudé,

pak funkce x 7! xn je spojitá rostoucí funkce na Œ0;1/, a tedy dle Věty 4.3.15 je
funkce x 7! n

p
x spojitá a rostoucí na Œ0;1/.

V následujících příkladech odvodíme několik základních vlastností odmocni-
ny.

5.3.2. Příklad. Nechť n 2 N a x; y 2 R jsou nezáporná čísla. Dokažte, že n
p
xy D

n
p
x � n

p
y.

Řešení. Označme a D n
p
x a b D n

p
y. Potom platí xy D an � bn D .ab/n, a tedy

n
p
xy D ab D n

p
x � n

p
y. |

5.3.3. Příklad. Nechť n; k 2 N a x 2 R je nezáporné číslo. Dokažte, že n
p
xk D�

n
p
x
�k.

Řešení. Plyne snadno z Příkladu 5.3.2 pomocí matematické indukce. |

5.3.2. Exponenciální funkce a logaritmus.

5.3.4. Označení. V následující části textu, ale i později, budeme pracovat s ne-
konečnými řadami tvaru

P1

nD0 anx
n, kde x i an, n 2 N, jsou reálná čísla. Pro

x D 0; n D 0, pak ale musíme uvažovat výraz a000. Symbol 00 není obecně de-
finován, zde však bude označovat číslo 1. Tato konvence umožňuje místo kompli-
kovanějšího zápisu a0 C

P1

nD1 anx
n psát pouze

P1

nD0 anx
n.
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5.3.5. Definice. Exponenciální funkci exp definujme pro x 2 R předpisem

exp.x/ D

1X
nD0

xn

nŠ
: (5.14)

5.3.6. Věta (základní vlastnosti funkce exp). Funkce exp W R ! R je dobře defino-
vána a splňuje:

(E1) 8x; y 2 R W exp.x C y/ D exp.x/ � exp.y/,

(E2) lim
x!0

exp.x/ � 1

x
D 1.

Důkaz. Korektnost definice. Z řešení Příkladu 3.9.23 vyplývá, že řada na pravé straně
rovnosti (5.14) je absolutně konvergentní pro každé x 2 R. Funkce exp je tedy
předpisem (5.14) dobře definována na množině R.

Ověření (E1). Zvolme x; y 2 R. Potom z binomické věty (Věta 1.5.6) plyne, že

exp.x C y/ D

1X
nD0

.x C y/n

nŠ
D

1X
nD0

nX
kD0

0@ n
k

1A xn�kyk

nŠ

D

1X
nD0

nX
kD0

xn�k

.n � k/Š

yk

kŠ
:

(5.15)

Poslední výraz v (5.15) je Cauchyovým součinem řad
P1

nD0
xn

nŠ
a
P1

nD0
yn

nŠ
(vizte

3.6.6). Obě tyto řady jsou absolutně konvergentní, takže podle Mertensovy věty
(Věta 3.6.2) a 3.6.6 je řada

P1

nD0

Pn
kD0

xn�k

.n�k/Š
yk

kŠ
konvergentní a platí

1X
nD0

nX
kD0

xn�k

.n � k/Š

yk

kŠ
D

� 1X
nD0

xn

nŠ

�
�

� 1X
nD0

yn

nŠ

�
;

tedy exp.x C y/ D exp.x/ � exp.y/.

Ověření (E2). Nechť x 2 R, 0 < jxj � 1. Potom podle (5.14) platí:ˇ̌̌exp.x/ � 1

x
� 1

ˇ̌̌
D

ˇ̌̌exp.x/ � 1 � x

x

ˇ̌̌
D

ˇ̌̌ 1
x

�

1X
nD2

xn

nŠ

ˇ̌̌
D

ˇ̌̌
x �

1X
nD2

xn�2

nŠ

ˇ̌̌
:

Protože jxj � 1 a n�2 � 0 pro každé n � 2, dostáváme z Věty 3.4.3 a Příkladu 3.8.7,
že ˇ̌̌exp.x/ � 1

x
� 1

ˇ̌̌
� jxj �

1X
nD2

jxjn�2

nŠ
� jxj �

1X
nD2

1

nŠ
� ejxj:

Zřejmě platí limx!0 ejxj D 0, a tedy dle věty o dvou strážnících (Věta 4.2.9) platí
také limx!0

ˇ̌ exp.x/�1
x

�1
ˇ̌

D 0. Podle Věty 4.1.19 tudíž platí limx!0

� expx�1

x
�1
�

D 0.
Odtud plyne tvrzení (E2). �
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5.3.7 (vlastnosti exponenciální funkce). Nyní uvedeme několik vlastností expo-
nenciální funkce, které odvodíme pouze z výroků (E1) a (E2). To znamená, že se
nebudeme odvolávat na předpis (5.14) ale pouze na (E1) a (E2). Tento přístup
nám později umožní dokázat, že exponenciální funkce je svými vlastnostmi (E1)
a (E2) jednoznačně určena.

(E3) Platí exp.0/ D 1.

Podle (E1) platí exp.0/ D exp.0C0/ D .exp.0//2. To znamená, že buď exp.0/ D 1,
nebo exp.0/ D 0. Předpokládejme, že exp.0/ D 0. Potom pro každé x 2 R podle
(E1) platí exp.x/ D exp.x C 0/ D exp.x/ exp.0/ D 0. Tedy z (E2) vyplývá, že
1 D limx!0

expx�1

x
D limx!0

�1
x
, což je spor. Platí tedy exp.0/ D 1.

(E4) Pro každé x 2 R platí exp0.x/ D exp.x/.

Nechť x 2 R. Potom podle definice derivace a (E1) platí

exp0.x/ D lim
h!0

exp.x C h/ � exp.x/
h

D lim
h!0

exp.x C h/ � exp.x C 0/

h

D lim
h!0

exp.x/ exp.h/ � exp.x/ exp.0/
h

D lim
h!0

exp.x/ �
exp.h/ � exp.0/

h
:

Odtud podle (E2) a (E3) plyne, že

exp0.x/ D lim
h!0

exp.x/ �
exp.h/ � 1

h
D exp.x/:

(E5) Pro každé x 2 R platí exp.�x/ D
1

exp.x/
.

Z (E1) a (E3) plyne 1 D exp.0/ D exp.x � x/ D exp.x/ exp.�x/, odkud již snadno
plyne naše tvrzení.

(E6) Pro každé x 2 R platí exp.x/ > 0.

Zvolme x 2 R. Z (E5) plyne exp.x/ ¤ 0. Dle (E1) platí

exp.x/ D exp
�
x
2

C
x
2

�
D exp

�
x
2

�
� exp

�
x
2

�
D
�
exp

�
x
2

��2
� 0;

čímž je tvrzení dokázáno.

(E7) Funkce exp je spojitá na R.

Podle (E4) má funkce exp vlastní derivaci v každém bodě x 2 R. Tvrzení tedy
plyne z Věty 5.1.15.

(E8) Funkce exp je rostoucí na R.

Podle (E4) a (E6) platí exp0.x/ D exp.x/ > 0 pro každé x 2 R. Tvrzení tedy plyne
z Věty 5.2.6.



5.3. ELEMENTÁRNÍ FUNKCE 273

(E9) Platí limx!1 exp.x/ D 1 a limx!�1 exp.x/ D 0.

Z (E3) a (E8) plyne exp.1/ > exp.0/ D 1. Odtud, z (E1) a Příkladu 2.3.34 dostá-
váme

lim
n!1

exp.n/ D lim
n!1

�
exp.1/

�n
D 1:

To znamená, že funkce exp není shora omezená. Zároveň je podle (E8) rostoucí,
a tedy z věty o limitě monotónní funkce (Věta 4.2.27) plyne, že limx!1 exp.x/ D

1. Odtud plyne

lim
x!1

1

exp.x/
D 0:

Podle Věty 4.2.22(P) a (E5) platí

lim
x!�1

exp.x/ D lim
x!1

exp.�x/ D lim
x!1

1

exp.x/
D 0:

Tím jsou dokázána obě požadovaná tvrzení.

(E10) Platí H .exp/ D .0;1/.

Podle (E7) a Věty 4.3.8 jemnožinaH .exp/ interval. Podle (E6) pak platíH .exp/ �

.0;1/. Díky (E9) pak dostáváme H .exp/ D .0;1/.

5.3.8. Věta. Existuje právě jedna funkce definovaná na R splňující podmínky (E1)
a (E2).

Důkaz. Existence funkce splňující podmínky (E1) a (E2) plyne z Definice 5.3.5
a Věty 5.3.6. Dokážeme nyní její jednoznačnost.

Předpokládejme, že funkce f W R ! R a g W R ! R splňují podmínky (E1)
a (E2), kde je exp nahrazeno f , respektive g. Ukážeme, že pak již nutně platí
f D g.

Z 5.3.7 vyplývá, že funkce f splňuje všechny podmínky (E3)—(E10), neboť
k jejich odvození jsme využili pouze podmínky (E1) a (E2). Obdobně je tomu
pro funkci g. Platí tedy f .0/ D g.0/ D 1 podle (E3) a pro každé x 2 R platí
f 0.x/ D f .x/ a g0.x/ D g.x/ podle (E4). Z podmínky (E6) vyplývá, že pro každé
x 2 R platí g.x/ ¤ 0. Pomocí Věty 5.1.17(c) tudíž dostáváme pro každé x 2 R�f

g

�0

.x/ D
f 0.x/g.x/ � f .x/g0.x/

g.x/2
D
f .x/g.x/ � f .x/g.x/

g.x/2
D 0:

Podle Věty 5.2.8 je funkce f
g
konstantní na R, tedy existuje c 2 R takové, že pro

každé x 2 R platí f .x/
g.x/

D c. Protože f .0/
g.0/

D 1, platí c D 1. Odtud plyne, že
f D g. �
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Obrázek 4. Graf exponenciální funkce

5.3.9. Podle Příkladu 3.8.7 platí e D
P1

nD0
1
nŠ
. Ze vzorce (5.14) tedy plyne

exp.1/ D

1X
nD0

1

nŠ
D e:

5.3.10. Definice.
(a) Funkce log W .0;1/ ! R je definována jako inverzní funkce k funkci exp.

Nazývá se (přirozeným) logaritmem.
(b) Je-li a 2 .0;1/ n f1g, pak definujeme funkci log

a
W .0;1/ ! R předpisem

log
a
x D

log x
log a

:

Funkci log
a
nazýváme logaritmem o základu a. V případě a D e píšeme

pouze log místo log
e
.

(c) Nechť a 2 R; a > 0, a b 2 R. Potom definujeme reálné číslo ab předpisem
ab D exp.b log a/.

(d) Nechť a 2 R, a > 0. Potom funkci x 7! ax , x 2 R, nazýváme obecnou
mocninou.

5.3.11 (vlastnosti přirozeného logaritmu).
(L1) Platí D.log/ D .0;1/.

Platí D.log/ D H .exp/, a proto tvrzení plyne z (E10).

(L2) Platí H .log/ D R.

Tvrzení plyne z faktu H .log/ D D.exp/.

(L3) Funkce log je rostoucí na .0;1/.

Funkce exp je rostoucí, a proto je podle Věty 4.3.15 rostoucí i funkce log.
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(L4) Funkce log je spojitá na .0;1/.

Tvrzení plyne z Věty 4.3.15.

(L5) Pro každá x; y 2 .0;1/ platí log.xy/ D log.x/C log.y/.

Zvolme x; y 2 .0;1/ a označme a D log x a b D logy. Pak

xy D exp.a/ exp.b/ D exp.aC b/ D exp.log.x/C log.y//;

a tedy log.xy/ D log.x/C log.y/.

(L6) Pro každé a 2 .0;1/ a b 2 R platí log ab D b log a.

Pro příslušná a; b platí podle definice obecné mocniny

log ab D log
�
exp.b log a/

�
D b log a:

(L7) Pro každé x 2 .0;1/ platí log0
.x/ D

1
x
.

Podle věty o derivaci inverzní funkce (Věta 5.1.27(a)) a (E4) platí pro x 2 .0;1/

vztah

log0
.x/ D

1

exp0.log x/
D

1

exp.log x/
D
1

x
:

(L8) Platí limx!0C
log x D �1 a limx!1 log x D 1.

Podle (L3) je funkce log rostoucí, takže z věty o limitě monotónní funkce (Vě-
ta 4.2.27(a)) plyne limx!0C

log x D infH .log/ a limx!1 log x D supH .log/.
Z (L2) pak vyplývá naše tvrzení.

Obrázek 5. Graf funkce logaritmus
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5.3.12 ((ne)soulad definic mocniny). V Definici 5.3.10(c) jsme provedli rozšíře-
ní výrazu ab na všechny reálné exponenty b za předpokladu, že základ a je větší
než 0. Doposud jsme měli korektně definován výraz ab, a > 0, pouze pro případ,
kdy b bylo číslo celé. Nová definice dává podle vlastnosti (L6) v tomto případě to-
též, a je tedy rozšířením definice původní. Výraz ab máme tedy definován v těchto
případech:

� a 2 R, a > 0, a b 2 R libovolné,
� a 2 R libovolné a b 2 N,
� a 2 R, a ¤ 0, a b 2 Z, b < 0.

5.3.13. (a) Místo exp.x/ často píšeme ex , neboť podle definice obecné mocniny
jsou si tyto výrazy rovny.

(b) Nechť f a g jsou reálné funkce definované na množině M � R, přičemž
f W M ! .0;1/. Potom symbolem f .x/g.x/ budeme označovat funkci definova-
nou na množiněM předpisem x 7! exp

�
g.x/ logf .x/

�
.

5.3.3. Goniometrické funkce.

5.3.14 (goniometrické funkce v geometrii a matematické analýze).

Při odvozování některých vlastností elementárních funkcí v tomto oddílu vy-
užijeme následující lemma.

5.3.15. Lemma. Nechť x 2 R. Potom existuje kladné C 2 R (závisející na x)
takové, že pro každé n 2 N a h 2 .�1; 1/ platíˇ̌

.x C h/n � xn � nhxn�1
ˇ̌

� h2C n: (5.16)

Důkaz. Položme C D 2.jxj C 1/. Pokud n D 1, pak tvrzení triviálně platí. Z bino-
mické věty pro n � 2 a h 2 .�1; 1/ dostáváme

.x C h/n � xn � nhxn�1
D

nX
kD2

0@ n
k

1A xn�khk :

Využitím nerovností jxj � jxj C 1, 1 � jxj C 1 a jhj < 1 obdržíme

j.x C h/n � xn � nhxn�1
j �

nX
kD2

0@ n
k

1A jxj
n�k

jhj
k

�

nX
kD2

0@ n
k

1A .jxj C 1/nh2

� h2.jxj C 1/n
nX
kD0

0@ n
k

1A :
Podle Příkladu 1.8.5 platí

Pn
kD0

�
n
k

�
D 2n. Pak dostáváme

j.x C h/n � xn � nhxn�1
j � h2.jxj C 1/n2n D h2C n:

Tím je důkaz dokončen. �
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5.3.16. Definice. Funkci sinus, značíme sin, a kosinus, značíme cos, definujeme
předpisy

sin.x/ D

1X
nD0

.�1/n
x2nC1

.2nC 1/Š
; x 2 R; (5.17)

cos.x/ D

1X
nD0

.�1/n
x2n

.2n/Š
; x 2 R: (5.18)

5.3.17. Věta (základní vlastnosti sinu a kosinu). Funkce sinus a kosinus jsou dobře
definované a splňují

(G1) pro každé x; y 2 R platí

sin.x C y/ D sin.x/ cos.y/C cos.x/ sin.y/;

(G2) pro každé x; y 2 R platí

cos.x C y/ D cos.x/ cos.y/ � sin.x/ sin.y/;

(G3) sin je lichá funkce a cos je sudá funkce,

(G4) existuje právě jedno kladné reálné číslo � takové, že sin je rostoucí na Œ0; �
2
�,

sin.0/ D 0 a sin.�
2
/ D 1,

(G5) sin0.0/ D 1.

Důkaz. Podle řešení Příkladu 3.9.24 obě řady konvergují pro každé x 2 R. Funkce
sin a cos jsou tedy dobře definovány.

Nejprve dokážeme, že platí

8x 2 R W sin0.x/ D cos.x/: (5.19)

Zvolme pevné x 2 R. Pro h 2 R díky Důsledku 3.1.19 platí

sin.x C h/ � sin.x/ � h cos.x/

D

1X
nD0

.�1/n
� .x C h/2nC1 � x2nC1

.2nC 1/Š
�
hx2n

.2n/Š

�
D

1X
nD1

.�1/n

.2nC 1/Š

�
.x C h/2nC1

� x2nC1
� h.2nC 1/x2n

�
:

(5.20)

Podle Lemmatu 5.3.15 nalezneme pro x 2 R kladné C takové, že pro každé h 2

R; jhj < 1, platí

j.x C h/2nC1
� x2nC1

� h.2nC 1/x2nj � C 2nC1h2: (5.21)
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Odtud a z (5.20) dostáváme, že pro každé h 2 P.0; 1/ platí

j sin.x C h/ � sin.x/ � h cos.x/j �

1X
nD1

C 2nC1

.2nC 1/Š
h2

D

� 1X
nD1

C 2nC1

.2nC 1/Š

�
h2:

(5.22)

Řada
P1

nD1
C2nC1

.2nC1/Š
konverguje podle podílového kritéria. Odtud pak plyne

lim
h!0

ˇ̌̌ sin.x C h/ � sin.x/ � h cos.x/
h

ˇ̌̌
D 0;

neboli

sin0.x/ D lim
h!0

sin.x C h/ � sin.x/
h

D cos.x/:

Obdobně lze odvodit vztah

8x 2 R W cos0.x/ D � sin.x/: (5.23)

Nyní ověříme vlastnosti (G1)—(G5).

(G1) a (G2) Zvolme a 2 R a pro x 2 R definujme

 .x/ D
�
sin.x C a/ � sin.x/ cos.a/ � sin.a/ cos.x/

�2
C
�
cos.x C a/ � cos.x/ cos.a/C sin.a/ sin.x/

�2
:

Přímočarý výpočet spolu s (5.19) a (5.23) dává, že pro každé x 2 R platí  0.x/ D 0.
Protože

 .0/ D .sin.a/ � sin.a//2 C .cos.a/ � cos.a//2 D 0;

dostáváme  .x/ D 0 pro každé x 2 R, a tedy také dokazované vztahy z (G1)
a (G2).

(G3) Ze vztahu (5.17) plyne, že funkce sin je lichá. Podobně z (5.18) plyne, že
funkce cos je sudá.

(G4) Pro každé x 2 R díky Příkladu 3.8.16 platí

sin.x/ D

1X
nD0

� x4nC1

.4nC 1/Š
�

x4nC3

.4nC 3/Š

�
D

1X
nD0

x4nC1

.4nC 1/Š

�
1 �

x2

.4nC 2/.4nC 3/

�
:
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Pokud x 2 .0; 2/, potom jsou členy předchozí řady kladné a platí sin.x/ > 0. Podle
Věty 5.2.6 a (5.23) je funkce cos klesající na intervalu .0; 2/. Ze vztahu

cos.x/ D 1C

1X
nD0

�
�

x4nC2

.4nC 2/Š
C

x4nC4

.4nC 4/Š

�
D 1 �

1X
nD0

x4nC2

.4nC 2/Š

�
1 �

x2

.4nC 3/.4nC 4/

�
plyne

cos.2/ < 1 �
22

2Š

�
1 �

22

3 � 4

�
D �

1

3
< 0:

Díky této nerovnosti, vztahu cos.0/ > 0 a spojitosti funkce kosinus existuje podle
Věty 4.3.6 právě jedno ˛ 2 .0; 2/ takové, že cos.˛/ D 0. Tedy funkce cos je na
intervalu .0; ˛/ kladná. Odtud a z (5.19) plyne, že funkce sin je rostoucí na Œ0; ˛�
(Věta 5.2.6). Položme nyní � D 2˛. Podle (G2) a (G3) platí

1 D cos.0/ D cos
�
�
2

�
�
2

�
D cos

�
�
2

�
cos

�
�
�
2

�
� sin

�
�
2

�
sin
�
�
�
2

�
D 0C sin2

�
�
2

�
;

a tedy sin2.�
2
/ D 1. Poněvadž sin

�
�
2

�
> 0, platí sin

�
�
2

�
D 1. Podle (5.17) snadno

ověříme, že sin.0/ D 0. Tím jsou vlastnosti popsané v (G4) ověřeny.

(G5) Podle (5.18) máme cos.0/ D 1, a tedy podle (5.19) platí sin0.0/ D cos.0/ D

1. �

5.3.18 (vlastnosti sinu a kosinu). K odvození vlastností funkcí sinus a kosinus po-
užijeme pouze vlastnosti (G1)—(G5).

(G6) Platí cos.0/ D 1.

Z (G1) a (G4) dostáváme

1 D sin
�
�
2

�
D sin

�
�
2

C 0
�

D sin
�
�
2

�
cos.0/C cos

�
�
2

�
sin.0/

D 1 � cos.0/C cos
�
�
2

�
� 0 D cos.0/:

(G7) Pro každé x 2 R platí sin2.x/C cos2.x/ D 1.

Z (G2) a (G3) máme pro každé x 2 R

1 D cos.x � x/ D cos.x/ cos.�x/ � sin.x/ sin.�x/ D cos2.x/C sin2.x/:

(G8) Platí cos
�
�
2

�
D 0.

Tvrzení plyne z (G4) a (G7).
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(G9) Pro každé x 2 R platí sin.x C �/ D � sin.x/ a cos.x C �/ D � cos.x/.

Podle (G1), (G2), (G4) a (G8) platí

sin.x C �/ D sin
�
x C

�
2

�
cos

�
�
2

�
C cos

�
x C

�
2

�
sin
�
�
2

�
D cos

�
x C

�
2

�
D cos.x/ cos

�
�
2

�
� sin.x/ sin

�
�
2

�
D � sin.x/;

cos.x C �/ D cos
�
x C

�
2

�
cos

�
�
2

�
� sin

�
x C

�
2

�
sin
�
�
2

�
D � sin

�
x C

�
2

�
D � sin.x/ cos

�
�
2

�
� cos.x/ sin

�
�
2

�
D � cos.x/:

(G10) Funkce sin a cos jsou 2�-periodické.

Zvolme x 2 R. Potom podle (G9) platí sin.xC2�/ D � sin.xC�/ D sin x a cos.xC

2�/ D � cos.x C �/ D cos.x/.

(G11) Pro každé x 2 R platí sin0.x/ D cos.x/.

Spočteme nejprve dvě limity, které budeme potřebovat při odvození derivace funk-
ce sin. Podle (G4) a (G5) platí

lim
h!0

sin.h/
h

D lim
h!0

sin.h/ � sin.0/
h

D sin0.0/ D 1:

Podle vztahu (G2) platí pro každé h 2 R rovnost cos.h/ D cos2
�
h
2

�
� sin2

�
h
2

�
.

Podle (G7) pak obdržíme vztah cos.h/ D 1 � 2 sin2
�
h
2

�
. Tento vztah použijeme

v následujícím výpočtu

lim
h!0

cos.h/ � 1

h2
D lim
h!0

�2 sin2
�
h
2

�
h2

D �
1

2
� lim
h!0

� sin�h
2

�
h
2

�2
D �

1

2
:

Pro x 2 R počítejme

sin0.x/ D lim
h!0

sin.x C h/ � sin.x/
h

D lim
h!0

1

h

�
sin.x/ cos.h/C cos.x/ sin.h/ � sin.x/

�
D lim
h!0

�
sin.x/

cos.h/ � 1

h2
hC cos.x/

sin.h/
h

�
D sin.x/ �

�1
2

� 0C cos.x/ � sin0.0/ D cos.x/:

(G12) Pro každé x 2 R platí cos0.x/ D � sin.x/.

Pro každé x 2 R platí podle (G1), (G4) a (G8) vztah sin
�
�
2

� x
�

D cos.x/, a tedy
také cos

�
�
2

� x
�

D sin.x/. Pro každé x 2 R máme podle věty o derivaci složené
funkce

cos0.x/ D

�
sin
�
�
2

� x
��0

D cos
�
�
2

� x
�

� .�1/ D � sin.x/:
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(G13) Funkce sin a cos jsou spojité na R.

Funkce sin a cos mají v každém bodě x 2 R vlastní derivaci, a tedy jsou podle
Věty 5.1.15 v x spojité.

(G14) Platí sin.x/ D 0 právě tehdy, když x D k� pro k 2 Z.

Funkce sin je 2�-periodická podle (G10). Stačí tedy určit nulové body v intervalu
Œ0; 2�/. Podle (G4) platí, že sin.0/ D 0 a funkce sin je kladná na intervalu .0; �

2
/.

Odtud, podle Věty 5.2.6 a podle (G12) je cos klesající na intervalu Œ0; �
2
�. Díky

(G8) dostáváme, že funkce cos je na intervalu Œ0; �
2
/ kladná. Ze vztahů sin

�
xC

�
2

�
D

cos.x/ a cos
�
xC

�
2

�
D � sin.x/ dostáváme, že funkce sin je nulová v intervalu Œ0; 2�/

právě v bodech 0 a �.

(G15) Platí cos.x/ D 0 právě tehdy, když x D
�
2

C k� pro k 2 Z.

Tvrzení plyne z (G14) a vztahu sin
�
x C

�
2

�
D cos.x/.

5.3.19. Věta. Trojice .sin; cos; �/ je vlastnostmi (G1)—(G5) určena jednoznačně.

Důkaz. Předpokládejme, že trojice .sin�; cos�; ��/ splňuje vlastnosti (G1)—(G5).
Položme

'.x/ D
�
sin.x/ � sin�.x/

�2
C
�
cos.x/ � cos�.x/

�2
; x 2 R:

Pro každé x 2 R platí

'0.x/ D 2
�
sin.x/ � sin�.x/

�
�
�
cos.x/ � cos�.x/

�
C 2

�
cos.x/ � cos�.x/

�
�
�
� sin.x/C cos�.x/

�
D 0:

Tedy je dle Věty 5.2.8 funkce ' konstantní na R. V bodě 0 je však nulová, a tedy
'.x/ D 0 pro každé x 2 R. Proto je sin D sin� a cos D cos�. Odtud a díky (G4)
platí � D �� a důkaz je hotov. �

5.3.20. Poznámka. Vzhledem k tomu, že již bylo zavedeno číslo � a obecná moc-
nina, máme zavedeno také reálné číslo �� , o němž jsme se zmínili v 1.1.2.

Obrázek 6. Grafy funkcí sinus a kosinus
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5.3.21. Definice. Funkce tangens, značíme ji tg, a kotangens, značíme ji cotg,
definujeme předpisy

tg.x/ D
sin.x/
cos.x/

; x 2 R n
˚
1
2
� C k� I k 2 Z

	
;

cotg.x/ D
cos.x/
sin.x/

; x 2 R n
˚
k� I k 2 Z

	
:

Funkce sinus, kosinus, tangens a kotangens nazýváme goniometrickými funkce-
mi.

5.3.22 (vlastnosti funkce tangens).
(G16) Funkce tg je spojitá v každém bodě svého definičního oboru.

Plyne z (G13) pomocí Věty 4.2.4.

(G17) Funkce tg je lichá.

Plyne z (G3).

(G18) Funkce tg je �-periodická.

Je-li x 2 D.tg/, pak také xC� 2 D.tg/ a x�� 2 D.tg/ podle (G15). Pro x 2 D.tg/
pak máme podle (G9)

tg.x C �/ D
sin.x C �/

cos.x C �/
D

sin.x/
cos.x/

D tg.x/:

(G19) Pro každé x 2 D.tg/ platí tg0.x/ D
1

cos2.x/
.

Podle věty o derivaci podílu (Věta 5.1.17(c)), (G7), (G11) a (G12) dostaneme pro
každé x 2 D.tg/

tg0.x/ D
sin0.x/ cos.x/ � sin.x/ cos0.x/

cos2.x/
D

cos.x/ cos.x/C sin.x/ sin.x/
cos2.x/

D
1

cos2.x/
:

(G20) Funkce tg je rostoucí na
�
�
1
2
�; 1

2
�
�
.

Funkce cos je na intervalu
�
�
1
2
�; 1

2
�
�
kladná, a tedy je derivace funkce tg na tomto

intervalu kladná. Z Věty 5.2.6 pak plyne, že funkce tg je rostoucí na
�
�
1
2
�; 1

2
�
�
.
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(G21) Platí tg
�
1
4
�
�

D 1.

Díky (G2), (G7, a (G8) dostáváme 0 D cos.�
2
/ D 1 � 2 sin2.�

4
/. Odtud plyne

sin.�
4
/ D

1p
2
, neboť podle (G4) je sin.�

4
/ > 0. Podobně obdržíme cos.�

4
/ D

1p
2
.

Odtud již plyne dokazovaný vztah.

(G22) Platí limx! �
2 �

tg.x/ D 1 a limx!� �
2 C

tg.x/ D �1.

Tvrzení plyne z poznámky za Větou 4.2.6 a vlastností funkcí sinus a kosinus.

(G23) Platí H .tg/ D R.

Funkce tg je spojitá na intervalu .��
2
; �
2
/ a zobrazuje tento interval opět na interval

(Věta 4.3.8), který podle předchozího tvrzení není omezený ani shora ani zdola.
Musí tedy být tg

�
.��

2
; �
2
/
�

D R, čímž je tvrzení dokázáno.

5.3.23 (vlastnosti funkce kotangens). Při důkazu následujících vlastností lze po-
stupovat stejně jako v případě funkce tangens, a proto odvození již uvádět nebu-
deme.

(G21) Funkce cotg je spojitá v každém bodě svého definičního oboru.

(G22) Funkce cotg je lichá.

(G23) Funkce cotg je periodická s periodou �.

(G24) Funkce cotg je klesající na intervalu .0; �/.

(G25) Platí limx!0C
cotg.x/ D 1.

(G26) Platí limx!��
cotg.x/ D �1.

(G27) Platí cotg
�
1
4
�
�

D 1.

(G28) Platí H .cotg/ D R.
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Obrázek 7. Graf funkce tangens Obrázek 8. Graf funkce kotangens

5.3.4. Cyklometrické funkce.

5.3.24. Žádná z goniometrických funkcí nemá funkci inverzní, protože goniomet-
rické funkce nejsou prosté. Pokud však uvažujeme zúžení těchto funkcí na vhodné
intervaly, pak můžeme k těmto zúženým funkcím definovat funkce inverzní.

5.3.25.Definice. Cyklometrické funkce arkussinus (arcsin), arkuskosinus (arccos),
arkustangens (arctg) a arkuskotangens (arccotg) definujeme následujícím způso-
bem

arcsin D
�
sin jŒ� 1

2�;
1
2��
/�1;

arccos D
�
cos jŒ0;��

��1
;

arctg D
�
tg j.� 1

2�;
1
2�/
/�1;

arccotg D
�
cotg j.0;�/

��1
:

5.3.26 (vlastnosti arkussinu).

(AS1) Platí D.arcsin/ D Œ�1; 1� a H .arcsin/ D
�
�
1
2
�; 1

2
�
�
.

(AS2) Funkce arcsin je lichá, rostoucí a spojitá na Œ�1; 1�.

(AS3) Následující rovnosti plynou z .

arcsin.�1/ D �
1
2
�; arcsin.0/ D 0;

arcsin
�
1
2

p
2
�

D
1
4
�; arcsin.1/ D

1
2
�:
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(AS4) Platí lim
x!0

arcsin x
x

D 1.

Funkce arcsin je prostá, a proto arcsin x ¤ 0 pro každé x 2 Œ�1; 1� n f0g. Užitím
Věty 4.2.22(P) a vlastnosti funkce sinus dostaneme

lim
x!0

sin.arcsin x/
arcsin x

D 1:

Odtud po algebraické úpravě plyne

lim
x!0

x

arcsin x
D 1:

Dokazovaný vztah nyní plyne z Věty 4.2.1(c) o limitě podílu.

(AS5) Pro každé y 2 .�1; 1/ platí arcsin0.y/ D
1p
1 � y2

.

Pro dané y 2 .�1; 1/ nalezneme x 2
�
�
1
2
�; 1

2
�
�
splňující sin.x/ D y. Podle Vě-

ty 5.1.27 platí

arcsin0.y/ D
1

sin0.x/
D

1

cos.x/
D

1q
1 � sin2.x/

D
1p
1 � y2

:

(AS6) Platí arcsin0
C.�1/ D 1 a arcsin0

�.1/ D 1.

V bodě 1 počítejme dle Věty 5.2.9

arcsin0
�.1/ D lim

y!1�

arcsin0.y/ D lim
y!1�

1p
1 � y2

D 1:

Obdobně odvodíme arcsin0
C.�1/ D 1.

(AS7) Pro každé x 2 Œ�1; 1� platí arcsin x C arccos x D
�
2
.

Vezměme libovolné x 2 Œ�1; 1� a označme y D arcsin x. Potom platí x D siny D

cos
�
1
2
� �y

�
. Protože y 2 Œ�1

2
�; 1

2
��, je 1

2
� �y 2 Œ0; ��, a tedy arccos x D

1
2
� �y D

1
2
� � arcsin x, odkud již plyne dokazovaná rovnost.

5.3.27 (vlastnosti arkuskosinu).

(AC1) Platí D.arccos/ D Œ�1; 1� a H .arccos/ D Œ0; ��.

(AC2) Funkce arccos je klesající a spojitá na Œ�1; 1�.
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(AC3) Následující rovnosti plynou ze známých vlastností funkcí sin a cos.

arcsin.�1/ D �
1
2
�; arccos.�1/ D �;

arcsin.0/ D 0; arccos.0/ D
1
2
�;

arcsin
�p

2
2

�
D

1
4
�; arccos

�p
2
2

�
D

1
4
�;

arcsin.1/ D
1
2
�; arccos.1/ D 0:

(AC4) Pro každé y 2 .�1; 1/ platí arccos0.y/ D �
1p
1�y2

.

Obrázek 9. Grafy funkcí arkussinus a arkuskosinus

5.3.28 (vlastnosti funkce akustangens).

(ATa1) Platí D.arctg/ D R a H .arctg/ D
�
�
1
2
�; 1

2
�
�
.

(ATa2) Funkce arctg je spojitá, rostoucí a lichá na R.

(ATa3) Platí limx!1 arctg x D
1
2
� , limx!�1 arctg x D �

1
2
�.

(ATa4) Platí arctg.0/ D 0, arctg.1/ D
1
4
� , arctg.�1/ D �

1
4
�.

(ATa5) Platí lim
x!0

arctg x
x

D 1.

(ATa6) Pro každé x 2 R platí arctg0 x D
1

1C x2
.

5.3.29 (vlastnosti funkce arkuskotangens).
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(ACo1) Platí D.arccotg/ D R a H .arccotg/ D .0; �/.

(ACo2) Funkce arccotg je spojitá a klesající funkce na R.

(ACo3) Platí limx!1 arccotg.x/ D 0 a limx!�1 arccotg.x/ D �.

(ACo4) Platí arccotg.0/ D
1
2
� a arccotg.1/ D

1
4
�.

(ACo5) Pro každé x 2 R platí arctg x C arccotg x D
1
2
�.

(ACo6) Pro každé x 2 R platí arccotg0 x D �
1

1C x2
.

Nechť I D .0; �/ a nechť f .y/ D cotgy, y 2 .0; �/. Potom inverzní funkce f �1 je
definována na R a splňuje f �1.x/ D arccotg.x/, x 2 R. Pro každé y 2 .0; �/ platí

f 0.y/ D
�1

sin2.y/
D �.1C cotg2 y/;

a tedy f je spojitá a klesající na I . Nechť x 2 R a y D arccotg.x/. Potom y 2 .0; �/

a x D cotg.y/. Podle věty o derivaci inverzní funkce (Věta 5.1.27(a)) tedy pro
každé x 2 R platí

arccotg0.x/ D .f �1/0.x/ D
1

f 0.y/
D

�1

1C cotg2.y/
D

�1

1C x2
;

což jsme chtěli dokázat.

Obrázek 10. Grafy funkcí arkustangens a arkuskotangens



288 5. DERIVACE FUNKCE

5.4. L’Hôpitalovo pravidlo

5.4.1. Věta (L’Hôpitalovo3 pravidlo). Nechť a 2 R [ f�1g, f; g jsou funkce, exis-
tuje

lim
x!aC

f 0.x/

g0.x/

a platí
(a) limx!aC

f .x/ D limx!aC
g.x/ D 0, nebo

(b) limx!aC
jg.x/j D 1.

Potom platí

lim
x!aC

f .x/

g.x/
D lim
x!aC

f 0.x/

g0.x/
:

Důkaz. Označme

L D lim
x!aC

f 0.x/

g0.x/
: (5.24)

Dokažme nejprve následující pomocné tvrzení.

Pomocné tvrzení.
(i) Jestliže ˛ 2 R splňuje ˛ > L, pak existuje ı > 0, takové, že platí

8x 2 PC.a; ı/ W
f .x/

g.x/
< ˛:

(ii) Jestliže ˇ 2 R splňuje ˇ < L, pak existuje ı0 > 0, takové, že platí

8x 2 PC.a; ı
0/ W

f .x/

g.x/
> ˇ:

Důkaz pomocného tvrzení. (i) Zvolme r 2 .L; ˛/. Díky předpokladu existence limity
v (5.24) nalezneme ı1 > 0 takové, že funkce f a g jsou definované na PC.a; ı1/, f
zde má vlastní derivaci, g zde má vlastní nenulovou derivaci a platí

8x 2 PC.a; ı1/ W
f 0.x/

g0.x/
< r: (5.25)

Vezměme nyní libovolná x; y 2 PC.a; ı1/; x < y. Podle Cauchyovy věty (Vě-
ta 5.2.11) aplikované na f a g na intervalu Œx; y� existuje c 2 .x; y/ splňující

f .x/ � f .y/

g.x/ � g.y/
D
f 0.c/

g0.c/
: (5.26)

Pro každé x; y 2 PC.a; ı1/; x < y, tedy podle (5.25) a (5.26) platí

f .x/ � f .y/

g.x/ � g.y/
< r: (5.27)

3Guillaume François Antoine de L’Hôpital (1661—1704)
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Je splněna podmínka (a). Potom pro pevné y 2 PC.a; ı1/ dostaneme podle (5.27)

lim
x!aC

f .x/ � f .y/

g.x/ � g.y/
D
f .y/

g.y/
� r < ˛:

Nyní stačí položit ı D ı1.

Je splněna podmínka (b). Zvolme pevně Qy 2 PC.a; ı1/. Potom platí

lim
x!aC

r
�
1 �

g. Qy/

g.x/

�
C
f . Qy/

g.x/
D r C 0 D r < ˛: (5.28)

Existuje tedy ı2 2 .0; ı1/, takové, že

8x 2 PC.a; ı2/ W r
�
1 �

g. Qy/

g.x/

�
C
f . Qy/

g.x/
< ˛: (5.29)

Navíc díky podmínce (b) můžeme požadovat, aby platilo

8x 2 PC.a; ı2/ W
g. Qy/

g.x/
< 1: (5.30)

Nechť x 2 PC.a; ı2/. Pak můžeme psát

f .x/

g.x/
D
f .x/ � f . Qy/

g.x/
C
f . Qy/

g.x/

D
f .x/ � f . Qy/

g.x/ � g. Qy/
�
g.x/ � g. Qy/

g.x/
C
f . Qy/

g.x/

D
f .x/ � f . Qy/

g.x/ � g. Qy/

�
1 �

g. Qy/

g.x/

�
C
f . Qy/

g.x/
:

(5.31)

S pomocí (5.29), (5.30) a (5.31) odhadneme

f .x/

g.x/
< r

�
1 �

g. Qy/

g.x/

�
C
f . Qy/

g.x/
< ˛:

Nyní stačí položit ı D ı2.

(ii) Podle (5.24) platí limx!aC
�f .x/
g.x/

D �L. Předpokládejme, že ˇ 2 R splňuje
ˇ < L. Potom platí �ˇ > �L. Již dokázanou část (i) použijeme pro ˛ D �ˇ

a nalezneme ı > 0 takové, že

8x 2 PC.a; ı/ W
�f .x/

g.x/
< �ˇ:

Nyní stačí položit ı0 D ı a tvrzení je dokázáno. �

Vlastní důkaz. Pokud L D �1, respektive L D 1, tvrzení věty plyne okamžitě z (i),
respektive z (ii). Nechť L 2 R. Zvolme " > 0. Použijeme (i) pro ˛ D L C " a ob-
držíme příslušné ı > 0. Dále použijeme (ii) pro ˇ D L � " a obdržíme příslušné
ı0 > 0. Pro každé x 2 PC.a;minfı; ı0g/ dostaneme

f .x/

g.x/
2 .ˇ; ˛/ D .L � "; LC "/ D B.L; "/;
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což dokazuje naši větu. �

5.4.2. Věta 5.4.1 platí i pro limity zleva a oboustranné limity.

5.4.3. Příklad. Spočtěte lim
x!0

x � sin.x/
x3

.

Řešení. Pro každé x 2 R platí .x � sin.x//0 D 1 � cos.x/, .x � sin.x//00 D sin.x/
a .x3/0 D 3x2, .x3/00 D 6x. Protože limx!0

sin.x/
6x

D
1
6
, dostávámepoužitím l’Hospitalova

pravidla 5.4.1(a) rovnost

lim
x!0

1 � cos.x/
3x2

D lim
x!0

sin.x/
6x

D
1

6
:

Dalším použitím l’Hospitalova pravidla 5.4.1(a) obdržíme

lim
x!0

x � sin.x/
x3

D lim
x!0

1 � cos.x/
3x2

D
1

6
:

|

5.4.4. Příklad. Dokažte, že pro každé ˛ 2 R; ˛ > 0, platí vztahy

lim
x!0C

x˛ log x D 0 a lim
x!1

e�xx˛ D 0:

Řešení. Použijeme l’Hospitalovo pravidlo 5.4.1(b) a dostaneme

lim
x!0C

x˛ log x D lim
x!0C

log x
x�˛

D lim
x!0C

x�1

�˛x�˛�1
D lim
x!0C

x˛

�˛
D 0:

Pro výpočet druhé limity nalezneme n 2 N splňující ˛ < n. Pak n-násobné užití
Věty 5.4.1(b) dává

lim
x!1

e�xxn D lim
x!1

xn

ex
D lim
x!1

nxn�1

ex
D � � � D lim

x!1

nŠ

ex
D 0:

Protože 0 � e�xx˛ � e�xxn pro každé x 2 R; x � 1, platí limx!1 e�xx˛ D 0 dle
Věty 4.2.9. |

5.4.5. Obecně není pravda, že z existence limx!aC

f .x/
g.x/

můžeme něco usoudit
o limx!aC

f 0.x/
g0.x/

. Například platí

lim
x!�1

x2

x C sin.x/
D lim
x!�1

x

1C
sin.x/
x

D �1;

ale

lim
x!�1

2x

1C cos.x/

neexistuje, neboť funkce x 7!
2x

1Ccos.x/ není definována na žádném okolí bodu �1.
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5.4.6. L’Hospitalovo pravidlo není vždy vhodným nástrojem pro výpočet limity.
Přímočaré použití l’Hospitalova pravidla pro limitu

lim
x!0C

e� 1
x

x

vede k limitě

lim
x!0C

e� 1
x
1
x2

1
D lim
x!0C

e� 1
x

x2
:

Výpočet poslední limity není však snazší než výpočet původní limity.

5.4.7. Poznámka. Uvažujme

f .x/ D
1
2
x C

1
4
sin.2x/ a g.x/ D f .x/esin.x/; x 2 R:

Pak limx!1 f .x/ D 1 a

lim
x!1

f .x/

g.x/
D lim
x!1

1

esin.x/
(5.32)

neexistuje.Na druhou stranu, počítáme-li pomocí l’Hospitalova pravidla (Věta 5.4.1),
dostáváme

lim
x!1

f 0.x/

g0.x/
D lim
x!1

cos2.x/
cos2.x/esin.x/ C f .x/esin.x/ cos.x/

D lim
x!1

cos.x/
esin.x/ .cos.x/C f .x//

D 0;

(5.33)

což nesouhlasí s (5.32). Chybné použití l’Hospitalova pravidla spočívá v tom, že
výraz f

0

g0 není definovaný na žádnémokolí1, tj. limx!1
f 0.x/
g0.x/

z definice neexistuje.
Druhá rovnost ve výpočtu (5.33) je tedy chybná.

5.5. Monotónní funkce

5.5.1. Definice. Nechť a 2 R. Řekneme, že funkce f je
� rostoucí v bodě a, pokud existuje ı > 0 takové, že pro každé x 2 P�.a; ı/

platí f .x/ < f .a/ a pro každé x 2 PC.a; ı/ platí f .x/ > f .a/,
� klesající v bodě a, pokud existuje ı > 0 takové, že pro každé x 2 P�.a; ı/

platí f .x/ > f .a/ a pro každé x 2 PC.a; ı/ platí f .x/ < f .a/,
� neklesající v bodě a, pokud existuje ı > 0 takové, že pro každé x 2

P�.a; ı/ platí f .x/ � f .a/ a pro každé x 2 PC.a; ı/ platí f .x/ � f .a/,
� nerostoucí v bodě a, pokud existuje ı > 0 takové, že pro každé x 2

P�.a; ı/ platí f .x/ � f .a/ a pro každé x 2 PC.a; ı/ platí f .x/ � f .a/.
Podobně definujeme, že funkce f je rostoucí v a zprava apod.

5.5.2. Je-li funkce f W I ! R rostoucí na intervalu I , pak je zřejmě rostoucí v kaž-
dém vnitřním bodě intervalu I a rostoucí zprava či zleva v eventuálních krajních
bodech intervalu I .
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5.5.3. Lemma. Nechť a 2 R a funkce f splňuje f 0
C.a/ > 0. Pak je f rostoucí v a

zprava.

Důkaz. Dle Věty 4.2.8(a) existuje ı > 0 takové, že pro každé x 2 PC.a; ı/ platí
f .x/ � f .a/

x � a
> 0:

Pak zřejmě pro každé x 2 PC.a; ı/ platí f .x/ > f .a/, takže je f rostoucí zprava
v a. �

5.5.4. Zřejmémodifikace výše uvedené věty platí pro derivaci zleva, oboustrannou
derivaci i případy, kdy je příslušná derivace menší než 0.

5.5.5. Je-li funkce f rostoucí v bodě a 2 R, pak obecně nemusí existovat ı > 0

takové, že f je monotónní na intervalu .a � ı; aC ı/. Stačí vzít

f .x/ D 2 � sign x CD.x/; x 2 R;

kdeD je Dirichletova funkce (vizte 4.4.10), a uvažovat bod a D 0. Potom pro kaž-
dé x < 0 platí f .x/ D �2 C D.x/ � �1 < 0 D f .0/ a podobně pro každé x > 0

platí f .x/ D 2CD.x/ � 2 > f .0/. Funkce f je tedy rostoucí v 0. Díky chování Di-
richletovy funkce není f monotónní na žádném neprázdném otevřeném intervalu.

5.5.6. Lemma. Nechť I je interval a f W I ! R je funkce.
(a) Nechť f je funkce rostoucí v každém vnitřním bodě I , rostoucí zleva

v pravém krajním bodě I , pokud patří do I , a rostoucí zprava v levém
krajním bodě I , pokud patří do I . Potom je f rostoucí na I .

(b) Nechť f je funkce neklesající v každém vnitřním bodě I , neklesající zleva
v pravém krajním bodě I , pokud patří do I , a neklesající zprava v levém
krajním bodě I , pokud patří do I . Potom je f neklesající na I .

Důkaz. (a) Nechť a; b 2 I , a < b. Chceme dokázat, že f .a/ < f .b/. Definujme
množinu M D fc 2 .a; b�I f .c/ > f .a/g. Pak M je shora omezená, neboť b je
horní závorou M . Funkce f je rostoucí zprava v bodě a, a proto existuje ı1 > 0

takové, že pro každé x 2 PC.a; ı1/ platí f .x/ > f .a/. Pak .a; b� \ PC.a; ı1/ � M ,
a tedy M ¤ ;. Položme s D supM . Pak zřejmě a < s � b. Funkce f je rostoucí
v bodě s zleva, a proto můžeme nalézt ı2 > 0 takové, že pro každé x 2 P�.s; ı2/

platí f .x/ < f .s/ . Podle definice suprema existuje t 2 M \ P�.s; ı2/. Pak máme
f .a/ < f .t/ < f .s/, a tedy s 2 M .

Dokážeme nyní, že s D b. Pro spor předpokládejme s < b. Funkce f je
rostoucí v bodě s zprava, a proto můžeme nalézt ı3 > 0 takové, že pro každé
x 2 PC.s; ı3/ platí f .x/ > f .s/. Pak tedy libovolné u 2 PC.s; ı3/ \ .s; b/ splňu-
je f .a/ < f .s/ < f .u/, což znamená u 2 M . To je ale spor s faktem s D supM .
Tím je rovnost s D b dokázána.

Poněvadž s 2 M , máme f .b/ D f .s/ > f .a/. Tím je nerovnost f .a/ < f .b/

dokázána.

(b) Nechť a; b 2 M , a < b. Zvolme " > 0. Definujme pomocnou funkci předpisem

g.x/ D f .x/C "x; x 2 I:
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Funkce g splňuje předpoklady v již dokázaném tvrzení (a), a je tedy rostoucí na
I . Pak platí f .a/ C "a D g.a/ < g.b/ D f .b/ C "b. Jelikož " je libovolné, platí
f .a/ � f .b/. Tím je důkaz dokončen. �

Následující věta ukazuje vztah monotonie a znaménka derivace a narozdíl od
Věty 5.2.6 nepracuje s předpokladem spojitosti.

5.5.7. Věta. Nechť I je interval a funkce f W I ! R má v každém bodě I klad-
nou (respektive nezápornou, zápornou, nekladnou) derivaci, přičemž v krajních
bodech I , pokud patří do I , uvažujeme příslušné jednostranné derivace. Pak f je
rostoucí (respektive neklesající, klesající, nerostoucí) na I .

Důkaz. Dokážeme pouze první variantu věty, důkazy ostatních jsou obdobné. Pod-
le Lemmatu 5.5.3 a 5.5.4 je funkce f v každém vnitřním bodě I rostoucí, v levém
krajním bodě je rostoucí zprava, pokud tento bod patří do I , v pravém krajním
bodě je rostoucí zleva, pokud tento bod patří do I . Z Lemmatu 5.5.6 pak plyne,
že f je rostoucí na I . �

5.6. Konvexní a konkávní funkce

V tomto oddílu se seznámíme s dalšími pojmy, které jsou vhodné pro popsání
průběhu funkce.

5.6.1. Definice. Nechť I je interval a f je funkce definovaná alespoň na I . Řekne-
me, že f je

� konvexní na I , jestliže

8x; y 2 I 8� 2 .0; 1/ W f .�x C .1 � �/y/ � �f .x/C .1 � �/f .y/;

� konkávní na I , jestliže

8x; y 2 I 8� 2 .0; 1/ W f .�x C .1 � �/y/ � �f .x/C .1 � �/f .y/;

� ryze konvexní na I , jestliže

8x; y 2 I; x ¤ y 8� 2 .0; 1/ W f .�x C .1 � �/y/ < �f .x/C .1 � �/f .y/;

� ryze konkávní na I , jestliže

8x; y 2 I; x ¤ y 8� 2 .0; 1/ W f .�x C .1 � �/y/ > �f .x/C .1 � �/f .y/:

5.6.2. Přímo z definice jsou vidět následující tvrzení. Funkce f je konkávní na I ,
právě když je funkce �f konvexní na I . Funkce f je ryze konkávní na I , právě
když je funkce �f ryze konvexní na I .

5.6.3 (geometrický smysl konvexity). Funkce f konvexní na I je taková, že vede-
me-li libovolnými dvěma body Œx1; f .x1/�, Œx2; f .x2/�, x1; x2 2 I , x1 < x2, přímku,
leží každý bod množiny

˚
Œx; f .x/� 2 R2I x 2 Œx1; x2�

	
pod touto přímkou nebo na

ní.



294 5. DERIVACE FUNKCE

Obrázek 11.

Vdalším lemmatu popíšeme konvexitu poněkud jinak než v předchozí definici.

5.6.4. Lemma (ekvivalentní podmínky pro konvexitu). Nechť I � R je interval
a f W I ! R. Pak jsou následující výroky ekvivalentní:

(i) f je konvexní na I ,

(ii) 8x1; x2; x3 2 I; x1 < x2 < x3 W
f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
�
f .x3/ � f .x1/

x3 � x1
,

(iii) 8x1; x2; x3 2 I; x1 < x2 < x3 W
f .x3/ � f .x1/

x3 � x1
�
f .x3/ � f .x2/

x3 � x2
,

(iv) 8x1; x2; x3 2 I; x1 < x2 < x3 W
f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
�
f .x3/ � f .x2/

x3 � x2
.

Obdobné charakterizace platí pro konkávní, ryze konvexní a ryze konkávní funkce.

Důkaz. Předpokládejme, že x1; x2; x3 2 I , x1 < x2 < x3. Položme � D
x3�x2

x3�x1
. Pak

platí � 2 .0; 1/ a x2 D �x1 C .1 � �/x3. Označme c D �f .x1/ C .1 � �/f .x3/.
Přímočarým výpočtem pak obdržíme

c � f .x1/

x2 � x1
D
f .x3/ � f .x1/

x3 � x1
D
f .x3/ � c

x3 � x2
: (5.34)

Pokud platí f .x2/ � c, pak pomocí (5.34) dostáváme

f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
�
f .x3/ � f .x1/

x3 � x1
�
f .x3/ � f .x2/

x3 � x2
: (5.35)

Pokud platí jedna z nerovností v (5.35) nebo nerovnost

f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
�
f .x3/ � f .x2/

x3 � x2
;

pak podle (5.34) platí nerovnost f .x2/ � c.
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(i) ) (ii) Předpokládejme, že x1; x2; x3 2 I , x1 < x2 < x3. Při označení z před-
chozího odstavce dostaneme f .x2/ � c, neboť f je konvexní. Pak podle (5.34)
dostáváme nerovnost

f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
�
f .x3/ � f .x1/

x3 � x1
:

(ii) ) (i) Předpokládejme, že x1; x2; x3 2 I , x1 < x2 < x3, a c je definováno
stejně jako v úvodním odstavci. Potom podle předpokladu platí

f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
�
f .x3/ � f .x1/

x3 � x1
;

takže c � f .x2/. Tím je podmínka z definice konvexity ověřena.

Ekvivalenci (i) , (iii) a (i) , (iv) lze pomocí úvah prvního odstavce ověřit obdob-
ně. �

5.6.5 (geometrická interpretace). Předchozí lemma poskytuje ekvivalentní popis
konvexity pomocí jisté monotonie směrnic sečen grafu funkce f . Následující ob-
rázky ukazují směrnice kterých sečen porovnáváme v bodech (ii), (iii) a (iv).

5.6.6. Pokud budeme v bodech (ii)—(iv) požadovat ostré nerovnosti mezi směr-
nicemi obdržíme charakterizaci ryzí konvexity. Zřejmou modifikací můžeme dále
získat charakterizaci konkávnosti a ryzí konkávnosti.

5.6.7. Věta (konvexita a jednostranné derivace). Nechť f je konvexní funkce na
nedegenerovaném intervalu I a a 2 I .

(a) Je-li a vnitřní bod I , potom existují vlastní jednostranné derivace f 0
C.a/,

f 0
�.a/, které splňují f 0

�.a/ � f 0
C.a/.

(b) Je-li a pravý krajní bod I , pak f 0
�.a/ existuje.

(c) Je-li a levý krajní bod I , pak f 0
C.a/ existuje.

Důkaz. (a) Nechť a je vnitřní bod I . Nalezneme ı > 0 splňující B.a; ı/ � I a defi-
nujeme funkce

'.x/ D
f .x/ � f .a/

x � a
; x 2 PC.a; ı/;

 .y/ D
f .y/ � f .a/

y � a
; y 2 P�.a; ı/:

Pro body y1; y2; x1; x2 2 P.a; ı/ splňující y2 < y1 < a < x1 < x2 dostáváme
z Lemmatu 5.6.4

'.x1/ D
f .x1/ � f .a/

x1 � a
�
f .x2/ � f .a/

x2 � a
D '.x2/

a

 .y2/ D
f .y2/ � f .a/

y2 � a
�
f .y1/ � f .a/

y1 � a
D  .y1/:
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Tedy ' je neklesající na PC.a; ı/ a  je neklesající na P�.a; ı/. Z Lemmatu 5.6.4
dále pro každé x 2 PC.a; ı/ a y 2 P�.a; ı/ plyne

 .y/ D
f .a/ � f .y/

a � y
�
f .x/ � f .a/

x � a
D '.x/: (5.36)

Tedy ' je zdola omezená na PC.a; ı/ a  je shora omezená na P�.a; ı/.
Z Věty 4.2.27 plyne, že

f 0
C.a/ D lim

x!aC

f .x/ � f .a/

x � a
D lim
x!aC

'.x/

a

f 0
�.a/ D lim

y!a�

f .y/ � f .a/

y � a
D lim
y!a�

 .y/

existují vlastní.
Navíc z (5.36) a Věty 4.2.27 plyne pro každé x 2 PC.a; ı/

f 0
�.a/ D lim

y!a�

 .y/ � '.x/:

Po dalším použití Věty 4.2.27 dostáváme

f 0
�.a/ � lim

x!aC

'.x/ D f 0
C.a/:

Tím je důkaz dokončen.

(b) Nechť a je pravý koncový bod I . Vzhledem k tomu, že I není degenerovaný,
existuje ı > 0 splňujícíB�.a; ı/ � I . Na tomto prstencovém okolí uvažujme funkci
 z předchozí části důkazu. Pro ni i zde platí, že je na P�.a; ı/ neklesající, a proto
f 0

�.a/ existuje.

(c) Důkaz lze provést obdobně jako v části (b). �

5.6.8. (a) Jednostranné derivace konvexní funkce f na intervalu I se nemusí v bo-
dě a 2 Int I rovnat, a nemusí tedy existovat f 0.a/. Příkladem je funkce f .x/ D jxj

a bod a D 0.

(b) Jednostranné derivace v tvrzení (b) a (c) předchozí věty mohou být nevlastní,
vizte např. funkci sign uvažovanou na intervalu Œ�1; 0�.

5.6.9. Věta (konvexita a spojitost). Nechť I je interval, a je vnitřní bod I a f W I !

R je konvexní funkce na I . Potom je f je spojitá v a.

Důkaz. Díky Větě 5.6.7(a) existují f 0
�.a/ a f 0

C.a/ vlastní. Podle 5.1.16 je f spojitá
zleva i zprava v a, tedy je spojitá v a. �

5.6.10. Funkce sign, která je na intervalu .�1; 0� konvexní, není spojitá v bodě 0.
Z konvexity funkce f tedy nevyplývá spojitost ve všech bodech intervalu I , na
němž je funkce f definována.

5.6.11. Věta (druhá derivace a konvexita). Nechť I je nedegenerovaný interval,
f W I ! R je spojitá funkce na I , která má v každém vnitřním bodě I vlastní
derivaci.
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(a) Nechť funkce f 0 je neklesající na svém definičním oboru. Potom je f
konvexní na I .

(b) Nechť pro každý vnitřní bod x intervalu I platí f 00.x/ � 0. Potom je f
konvexní na I .

Důkaz. (a) Vezměme libovolné body x1 < x2 < x3 z intervalu I . Podle předpokla-
dů je funkce f spojitá na intervalu Œx1; x3� a v bodech intervalu .x1; x3/máderivaci.
Díky Lagrangeově větě (Věta 5.2.4) existují body c 2 .x1; x2/ a d 2 .x2; x3/ splňu-
jící

f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
D f 0.c/ a

f .x3/ � f .x2/

x3 � x2
D f 0.d/:

Z předpokladu na f 0 obdržíme

f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
D f 0.c/ � f 0.d/ D

f .x3/ � f .x2/

x3 � x2
:

Dle Lemmatu 5.6.4((i),(iv)) je tedy f konvexní.

(b) Funkce f 0 je neklesající na svém definičním oboru (Věta 5.5.7), a tedy f je
konvexní díky části (a). �

5.6.12. Obdobná tvrzení platí pro ryzí konvexitu, konkávnost a ryzí konkávnost.

5.6.13. Příklad. Dokažte, že pro každé h 2 Œ0; �
2
� platí sin h �

2
�
h.

Řešení. Funkce sinus má druhou derivaci rovnou funkci � sin, která je na intervalu
Œ0; �

2
� menší nebo rovna 0. Funkce sinus je tedy na intervalu Œ0; �

2
� konkávní. Pro

h 2 Œ0; �
2
� položme x D

�
2
, y D 0 a � D

2
�
h. Podle definice konkávní funkce platí

sin h D sin
�
�x C .1 � �/y

�
� � sin x C .1 � �/ siny D � D

2
�
h:

|

5.6.14. Definice. Nechť f je reálná funkce a a 2 R. Řekneme, že f má v bodě a
inflexi nebo také že a je inflexním bodem funkce f , jestliže existuje vlastní f 0.a/

a existuje ı > 0 takové, že buď

8x 2 P�.a; ı/ W f .x/ > f .a/C f 0.a/.x � a/ a

8x 2 PC.a; ı/ W f .x/ < f .a/C f 0.a/.x � a/;

nebo

8x 2 P�.a; ı/ W f .x/ < f .a/C f 0.a/.x � a/ a

8x 2 PC.a; ı/ W f .x/ > f .a/C f 0.a/.x � a/:

5.6.15 (geometrická interpretace). Graf funkce v oblasti inflexního bodu přechá-
zí z jedné strany tečny na druhou, buď je v levém prstencovém okolí bodu a nad
tečnou a v pravém prstencovém okolí bodu a pod tečnou, nebo je v levém prsten-
covém okolí bodu a pod tečnou a v pravém prstencovém okolí bodu a nad tečnou.
Tuto poznámku ilustruje následující obrázek.
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Obrázek 12.

5.6.16. Věta (nutná podmínka inflexe). Nechť f je funkce, a 2 R a f 00.a/ existuje
a je různá od nuly. Potom a není inflexním bodem funkce f .

Důkaz. Předpokládejme nejprve, že f 00.a/ > 0. Z definice limity najdeme ı > 0

takové, že pro každé x 2 P.a; ı/ platí

f 0.x/ � f 0.a/

x � a
> 0:

Dostáváme tedy, že

8x 2 P�.a; ı/ W f
0.x/ < f 0.a/ a

8x 2 PC.a; ı/ W f
0.x/ > f 0.a/:

(5.37)

Vezměme nyní libovolné x 2 P�.a; ı/. Protože f je spojitá na B.a; ı/ dle Vě-
ty 5.1.15, pomocí Lagrangeovy věty (Věta 5.2.4) najdeme cx 2 .x; a/ splňující

f .a/ � f .x/

a � x
D f 0.cx/:

Protože díky (5.37) máme f 0.cx/ < f 0.a/, obdržíme f .x/�f .a/
x�a

< f 0.a/. Úpravou
dostáváme f .x/ > f .a/C f 0.a/.x � a/.

Je-li x 2 PC.a; ı/, jako výše nalezneme dx 2 .a; x/ splňující

f .x/ � f .a/

x � a
D f 0.dx/ > f

0.a/:

Tedy máme f .x/ > f .a/Cf 0.a/.x�a/. Jinými slovy, bod Œx; f .x/� leží nad tečnou
f v bodě a na levém i pravém okolí a. Tedy a není inflexním bodem f . Obdobně
bychom postupovali v případě f 00.a/ < 0. �
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5.6.17. Rovnost f 00.a/ D 0 ještě nezaručuje, že a je inflexním bodem f . Příkladem
je funkce f .x/ D x4, x 2 R. Pak f 00.0/ D 0, ale bod 0 není inflexním bodem f ,
protože graf funkce f leží nad tečnou v bodě 0.

5.6.18.Věta (postačující podmínka pro inflexi). Nechť funkce f má spojitou první
derivaci na intervalu .a; b/, c 2 .a; b/ a platí

8x 2 .a; c/ W f 00.x/ > 0 a 8x 2 .c; b/ W f 00.x/ < 0 (5.38)

nebo

8x 2 .a; c/ W f 00.x/ < 0 a 8x 2 .c; b/ W f 00.x/ > 0: (5.39)

Pak c je inflexním bodem f .

Důkaz. Předpokládejme nejprve, že f splňuje (5.38). Z Věty 5.2.6 plyne, že f 0 je
rostoucí na .a; c� a je klesající na Œc; b/. Pro dané x 2 .a; c/ použijeme Lagrangeovu
větu 5.2.4 k nalezení cx 2 .x; c/ splňujícího

f .c/ � f .x/

c � x
D f 0.cx/ < f

0.c/:

Tedy f .x/ > f .c/C f 0.c/.x � c/.
Podobně pro x 2 .c; b/ najdeme dx 2 .c; x/ splňující

f .x/ � f .c/

x � c
D f 0.dx/ < f

0.c/:

Úpravou obdržíme f .x/ < f .c/ C f 0.c/.x � c/. Tedy c splňuje první variantu
v Definici 5.6.14, tj. c je inflexním bodem f .

Obdobně bychom ověřili, že funkce splňující (5.39) splňuje v c druhou možnost
v definici inflexního bodu. �

5.7. Průběh funkce

Při zkoumání vlastností funkcí nás může zajímat chování funkce v 1 nebo
�1. Často postačí výpočet limity, ale někdy potřebujeme mít přesnější představu
o chování funkce. Asymptota je jedním z možných nástrojů, pomocí kterého lze
toto chování popsat.

5.7.1. Definice. Asymptotou funkce f v bodě 1 rozumíme afinní funkci l splňu-
jící

lim
x!1

�
f .x/ � l.x/

�
D 0: (5.40)

Obdobně definujeme asymptotu funkce f v bodě �1.

5.7.2 (komentář k definici).
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5.7.3. Věta (tvar asymptoty). Nechť a; b 2 R. Funkce f má v bodě 1 asymptotu
x 7! ax C b právě tehdy, když platí

lim
x!1

f .x/

x
D a 2 R a lim

x!1

�
f .x/ � ax

�
D b 2 R: (5.41)

Obdobné tvrzení platí pro asymptotu v bodě �1.

Důkaz. ) Díky Větě 4.2.1 dostáváme

lim
x!1

f .x/

x
D lim
x!1

f .x/ � ax � b

x
C lim
x!1

�
aC

b
x

�
D 0C a D a;

a

lim
x!1

�
f .x/ � ax

�
D lim
x!1

�
f .x/ � ax � b

�
C lim
x!1

b D b:

( S pomocí (5.41) dostáváme

lim
x!1

.f .x/ � ax � b/ D b � b D 0:

Tedy x 7! ax C b je asymptotou funkce f v 1. �

5.7.4. Příklad. Funkce ex má v �1 asymptotu x 7! 0 a v bodě 1 asymptotu
nemá, neboť první limita ve Větě 5.7.3 je nevlastní.

5.7.5.Příklad. Funkce f .x/ D
p
2x2 C x C 1má v bodě1 asymptotu x 7!

p
2xC

1

2
p
2
. To plyne z

lim
x!1

f .x/

x
D lim
x!1

p
2x2 C x C 1

x
D

p
2

a

lim
x!1

�
f .x/ �

p
2x
�

D lim
x!1

�p
2x2 C x C 1 �

p
2x
�

D lim
x!1

x C 1
p
2x2 C x C 1C

p
2x

D
1

2
p
2
:

5.7.6. Příklad. Funkce tangens nemá v bodě 1 asymptotu, protože není defino-
vaná na žádném jeho okolí.

5.7.7. Příklad. Funkce sinus nemá v bodě 1 asymptotu, ačkoli první z obou limit
ve Větě 5.7.3 existuje a je rovna nule, neexistuje však limita limx!1.f .x/ � 0 � x/.

5.7.8. Vyšetření průběhu funkce je neformálně zadaná úloha, kde zkoumáme jisté vlast-
nosti uvažované funkce. Volba těchto vlastností závisí na cíli našeho zkoumání. Při
vyšetřování průběhu funkce získáváme zejména následující informace:

(1) definiční obor funkce,
(2) spojitost, limity v krajních bodech definičního oboru (což mohou být

i body 1 a �1) a limity v bodech nespojitosti,
(3) výpočet derivace a případně jednostranných derivací, intervaly monoto-

nie, extrémy (lokální i globální), obor hodnot,
(4) výpočet druhé derivace, intervaly konvexity a konkávnosti, inflexní body.
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Na základě těchto informací pak zpravidla již získáme poměrně přesnou před-
stavu o chování funkce. Pokud funkce vykazuje nějaké symetrie (např. sudost, li-
chost nebo periodicitu) nebo má asymptotu, pak je užitečné tyto informace zahr-
nout do výpočtu.

5.7.9. Příklad. Vyšetřete průběh funkce

f .x/ D arcsin
� 2x

1C x2

�
:

Řešení. Podívejme se nejdříve na funkci

g.x/ D
2x

x2 C 1
; x 2 R:

Pak D.f / D R a funkce gmá vlastní první i druhou derivaci v každém bodě x 2 R.
Zřejmě

lim
x!1

g.x/ D lim
x!�1

g.x/ D 0; (5.42)

g je lichá a kladná na .0;1/. Počítejme

g0.x/ D
1

.x2 C 1/2

�
2.x2 C 1/ � 4x2

�
D

�2.x2 � 1/

.x2 C 1/2
; x 2 R:

Tedy g0 > 0 na intervalu .�1; 1/ a g0 < 0 na intervalech .�1;�1/ a .1;1/. Dle
Věty 5.2.6 g roste na Œ�1; 1� a klesá na intervalech .�1;�1� a Œ1;1/. Tedy g má
minimum v bodě �1 a maximum v 1. Protože g.�1/ D �1 a g.1/ D 1, z Věty 4.3.6
plyne H .f / D Œ�1; 1�.

Jelikož D.arcsin/ D Œ�1; 1�, je funkce f definovaná na R a je zde spojitá (jeli-
kož g i arcsin jsou spojité, plyne tvrzení z Poznámky 4.2.24(b)). Díky (5.42) a spo-
jitosti funkce arcsin v 0 dostáváme použitím Věty 4.2.22

lim
x!1

f .x/ D lim
x!�1

f .x/ D f .0/ D 0:

Po dosazení vidíme f .�x/ D �f .x/, tj. f je lichá.
Při výpočtu derivace dostáváme za pomoci Věty 5.1.17 a vlastnosti (C5)

f 0.x/ D

0@s1 �

�
2x

x2 C 1

�21A�1

2.1 � x2/

.x2 C 1/2

D
2.1 � x2/

.1C x2/ j1 � x2j
; x 2 R n f�1; 1g:
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V bodech �1 a 1 použijeme Větu 5.2.9 k odvození

f 0
C.1/ D lim

x!1C

f 0.x/ D lim
x!1C

�2

x2 C 1
D �1;

f 0
�.1/ D lim

x!1�

f 0.x/ D lim
x!1�

2

x2 C 1
D 1;

f 0
C.�1/ D lim

x!�1C

f 0.x/ D lim
x!�1C

2

x2 C 1
D 1;

f 0
�.�1/ D lim

x!�1�

f 0.x/ D lim
x!�1�

�2

x2 C 1
D �1:

Tedy derivace v bodech �1 a 1 neexistuje.
Máme f 0 > 0 na .�1; 1/ a f 0 < 0 na intervalech .�1;�1/ a .1;1/. Z Věty 5.2.6

plyne, že f roste na Œ�1; 1� a klesá na intervalech .�1;�1� a Œ1;1/. Dále, f má
maximum v bodě 1 a minimum v bodě �1, přičemž f .�1/ D �

�
2
a f .1/ D

�
2
. Díky

spojitosti funkce f dostáváme za použití Věty 4.3.6 H .f / D Œ��
2
; �
2
�.

Počítáme-li druhou derivaci, dostáváme

f 00.x/ D

(
�4x

.x2C1/2
pro x 2 .�1; 1/;

4x
.x2C1/2

pro x 2 .�1;�1/ [ .1;1/:

Tedy f 00.x/ D 0 právě v bodě x D 0, f 00 > 0 na .�1; 0/ [ .1;1/ a f 00 < 0 na
.�1;�1/ [ .0; 1/. Z Věty 5.6.11 odvodíme, že f je ryze konvexní na intervalech
Œ�1; 0� a Œ1;1/ a je ryze konkávní na intervalech .�1;�1� a Œ0; 1�. Dále má f v 0
inflexní bod dle Věty 5.6.18.

Pro výpočet asymptot můžeme použít Větu 5.7.3, což dává

lim
x!1

f .x/

x
D lim
x!�1

f .x/

x
D 0

a
lim
x!1

f .x/ � 0 � x D lim
x!�1

f .x/ � 0 � x D 0:

Tedy přímka t .x/ D 0, x 2 R, je asymptotou funkce f v 1 i �1.
Nyní již zbývá pouze načrtnout graf funkce f . |

5.8. Teoretické příklady k derivaci funkce

Následující příklad ilustruje důležitost předpokladu spojitosti alespoň jedné
z uvažovaných funkcí ve Větě 5.1.17(b).

5.8.1. Příklad. Nechť funkce f je definována předpisem

f .x/ D

(
sign x pro x 2 R n f0g;
1
2

pro x D 0:

Dokažte, že výraz f 0.0/ �f .0/Cf .0/ �f 0.0/má smysl, ale přesto
�
f 2
�0
.0/ neexistuje.



5.8. TEORETICKÉ PŘÍKLADY K DERIVACI FUNKCE 303

Řešení. Vynásobíme-li funkci f se sebou samou, dostaneme

f 2.x/ D

(
1 pro x 2 R n f0g;
1
4

pro x D 0:

Podobně jako v Příkladu 5.1.14 dostaneme f 0.0/ D 1. Výraz f 0.0/ � f .0/C f .0/ �

f 0.0/ má smysl, protože

f 0.0/ � f .0/C f .0/ � f 0.0/ D 1 �
1
2

C
1
2

� 1 D 1:

Snadno odvodíme
�
f 2
�0

C
.0/ D 1 a

�
f 2
�0

�
.0/ D �1, a proto

�
f 2
�0
.0/ neexistuje.

|

Také ve Větě 5.1.17(c) je předpoklad spojitosti funkce g podstatný.

5.8.2. Příklad. Definujme funkci

f .x/ D

(
x2 sin

�
1
x

�
pro x 2 R n f0g;

0 pro x D 0:

Pak f 0.x/ existuje vlastní pro každé x 2 R, ale funkce f 0 není spojitá v 0.

Řešení. Pro každé x 2 R n f0g podle Věty 5.1.17 platí

f 0.x/ D 2x sin
�
1
x

�
� cos

�
1
x

�
:

V bodě 0 máme

f 0.0/ D lim
x!0

f .x/ � f .0/

x
D lim
x!0

x sin
�
1
x

�
D 0

dle Věty 4.2.15. Uvažujme posloupnost fang D f
1
2�n

g. Tato posloupnost konver-
guje k 0, ale

lim
n!1

f 0.an/ D lim
n!1

�
� cos.2�n/

�
D �1:

Tedy dle Heineovy věty (Věta 4.2.16) není pravda, že limx!0 f
0.x/ D f 0.0/, tj. f 0

není spojitá v bodě 0. |

5.8.3. Poznámka. Doplňme k předchozímu příkladu ještě následující neformál-
ní komentář. Funkce v předchozím příkladu má derivaci v bodě 0 rovnou nule,
protože jsou její oscilace tlumeny funkcí x 7! x2. Přesto však blízko bodu 0 jsou
intervaly, kde funkce rychle roste, a intervaly, kde funkce rychle klesá. Derivace je
na těchto intervalech blízko hodnotě 1, respektive �1. Odtud pak pramení nespo-
jitost funkce f 0 v bodě 0. Podívejte se na následující obrázek.

Obrázek 13. Graf funkce z Příkladu 5.8.2
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5.8.4. Příklad. Nechť

f .x/ D

(
1
2
x C x2 sin

�
1
x

�
; x 2 R n f0g;

0; x D 0:

Ukažte, že f je rostoucí v bodě 0, má vlastní derivaci pro každé x 2 R, ale není
rostoucí na žádném okolí bodu 0.

Řešení. Díky Příkladu 5.8.2 máme

f 0.x/ D

(
1
2

C 2x sin
�
1
x

�
� cos

�
1
x

�
; x 2 R n f0g;

1
2
; x D 0:

Z 5.5.4 plyne, že f je rostoucí v bodě 0.
Pro n 2 N položme xn D

1
2�n

. Potom pro každé n 2 N platí f 0.xn/ D �
1
2
,

a tedy f je klesající v bodě xn. Protože posloupnost fxng konverguje k 0, funkce f
není monotónní na žádném okolí 0. |

5.8.5. Příklad. Nechť funkce f je definována předpisem

f .x/ D

(
x5
�
2C sin

�
1
x

��
pro x 2 R n f0g;

0 pro x D 0:

Pak f má v 0 inflexi, ale neexistuje okolí 0, kde by byly splněny předpoklady Vě-
ty 5.6.18.

Řešení. Protože f 0.0/ D 0 (vizte výpočet v Příkladu 5.8.2), tečna funkce f v bodě
0 je dána jako

t.x/ D f .0/C f 0.0/x D 0; x 2 R:

Je-li x < 0, pak f .x/ < 0 D t .x/, a pro x > 0 máme f .x/ > 0 D t .x/. Tedy f má
v 0 inflexní bod.

Vypočteme první a druhou derivaci funkce f :

f 0.x/ D

(
10x4 C 5x4 sin

�
1
x

�
� x3 cos

�
1
x

�
pro x 2 R n f0g;

0 pro x D 0;

a

f 00.x/ D

(
x
�
20x2.2C sin

�
1
x

��
C 2x cos

�
1
x

�
� sin

�
1
x

��
pro x 2 R n f0g;

0 pro x D 0:

Označme

g.x/ D 20x2
�
2C sin

�
1
x

��
C 2x cos

�
1
x

�
; x 2 R n f0g:

Pak dle Věty 4.2.15 platí limx!0 g.x/ D 0. Tedy výraz g.x/ � sin
�
1
x

�
nabývá klad-

ných i záporných hodnot na libovolném okolí 0. Protože

f 00.x/ D x
�
g.x/ � sin

�
1
x

��
; x 2 R n f0g;

nabývá druhá derivace f kladné i záporné hodnoty na libovolném okolí bodu 0.
|



5.8. TEORETICKÉ PŘÍKLADY K DERIVACI FUNKCE 305

5.8.6. Příklad. Nechť funkce f má v bodě a 2 R vlastní derivaci a posloupnosti
fxng, fyng splňují limn!1.yn � xn/ D 0 a pro každé n 2 N platí xn � a � yn,
yn � xn > 0. Dokažte, že potom platí

lim
n!1

f .yn/ � f .xn/

yn � xn
D f 0.a/:

Řešení. Pro každé n 2 N platí 0 � a � xn � yn � xn. Odtud díky předpokladu
lim.yn � xn/ D 0 dostaneme lim xn D a. Podobně odvodíme limyn D a.

Zvolme " > 0. K němu nalezneme ı > 0 takové, že pro každé x 2 P.a; ı/ platíˇ̌̌f .x/ � f .a/

x � a
� f 0.a/

ˇ̌̌
< ":

Odtud plyne, že pro každé x 2 B.a; ı/ (i pro x D a) máme

jf .x/ � f .a/ � f 0.a/.x � a/j � "jx � aj: (5.43)

Nalezneme n0 2 N takové, že pro každé n � n0 platí xn; yn 2 B.a; ı/. Díky (5.43)
a trojúhelníkové nerovnosti pro každé n � n0 platí

jf .yn/ � f .xn/ � f 0.a/.yn � xn/j

� jf .yn/ � f .a/ � f 0.a/.yn � a/j C jf .a/ � f .xn/ � f 0.a/.a � xn/j

D jf .yn/ � f .a/ � f 0.a/.yn � a/j C jf .xn/ � f .a/ � f 0.a/.xn � a/j

� "jyn � aj C "jxn � aj D ".yn � xn/:

S pomocí předpokladu yn � xn > 0 dostáváme pro každé n � n0 nerovnostˇ̌̌f .yn/ � f .xn/

yn � xn
� f 0.a/

ˇ̌̌
� ":

Odtud již plyne dokazované tvrzení. |

5.8.7. Příklad. Ukažte, že spojitá funkce f z Příkladu 4.4.12 nemá v žádném bodě
vlastní derivaci.

Řešení. Nechť a 2 R je libovolný bod. Ukážeme za pomoci Příkladu 5.8.6, že f 0.a/

neexistuje vlastní. Pro n 2 N položme xn D Œ4na� � 4�n a yn D
�
Œ4na� C 1

�
� 4�n.

Podle definice celé části máme xn � a < yn. Nechť fn jsou funkce zkonstruované
v Příkladu 4.4.12. Pozorování 2 z Příkladu 4.4.12 pro každé m � n dává fm.xn/ D

fm.yn/ D 0. Máme tedy

f .yn/ � f .xn/

yn � xn
D

n�1X
mD1

fm.yn/ � fm.xn/

yn � xn
:

Podle téhož pozorování pro každé m 2 f1; : : : ; n � 1g platí jfm.yn/ � fm.xn/j D

jyn � xnj. Každý člen v předchozí sumě je tedy roven 1, nebo �1, a proto
n�1X
mD1

fm.yn/ � fm.xn/

yn � xn
je

(
liché celé číslo, pokud je n sudé,
sudé celé číslo, pokud je n liché:
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Limita

lim
n!1

f .yn/ � f .xn/

yn � xn

tedy nemůže existovat vlastní, protože uvažovaná posloupnost nesplňuje Bolzano-
vu-Cauchyovy podmínku 2.4.26. Poněvadž

lim
n!1

.yn � xn/ D lim
n!1

4�n
D 0;

dostáváme podle Příkladu 5.8.6, že f 0.a/ neexistuje vlastní. |

5.8.8. Příklad. Dokažte, že pro každé x 2 .0;1/ platí

x � 1

x
� log x � x � 1 (5.44)

(srovnejte s 1.7.14). Rovnosti v (5.44) navíc platí právě tehdy, když x D 1.

Řešení. První nerovnost. Definujme pomocnou funkci f W .0;1/ ! R předpisem

f .x/ D log x �
x � 1

x
; x 2 .0;1/:

Vypočteme

f 0.x/ D
x � 1

x2
; x 2 .0;1/:

Podle Věty 5.5.7 je tedy f klesající na .0; 1� a rostoucí na Œ1;1/. Funkce f má tedy
v bodě 1 minimum. Vzhledem k tomu, že f .1/ D 0, dostáváme první nerovnost
v (5.44). Navíc f .x/ D 0 právě tehdy, když x D 1, tj. v první nerovnosti v (5.44)
platí rovnost právě tehdy, když x D 1.

Druhá nerovnost. Definujme pomocnou funkci g W .0;1/ ! R předpisem

g.x/ D x � 1 � log x; x 2 .0;1/:

Vypočteme

g0.x/ D
x � 1

x
; x 2 .0;1/:

Podle Věty 5.5.7 je tedy g je tedy rostoucí na Œ1;1/ a klesající na .0; 1�. Má tedy
v bodě 1 minimum. Vzhledem k tomu, že g.1/ D 0, dostáváme první nerovnost
v (5.44). Navíc g.x/ D 0 právě tehdy, když x D 1, tj. v druhé nerovnosti v (5.44)
platí rovnost právě tehdy, když x D 1. |

Následující příklad je zobecněnímBernoulliovy nerovnosti na intervalu .�1;1/

(vizte Příklad 1.8.10).

5.8.9. Příklad. Dokažte, že pro každé ˛ 2 Œ1;1/ a x 2 .�1;1/ platí

.1C x/˛ � 1C ˛x:
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Řešení. Definujme pomocnou funkci f W .�1;1/ ! R předpisem

f .x/ D .1C x/˛ � 1 � ˛x:

Vypočteme
f 0.x/ D ˛

�
.1C x/˛�1

� 1
�
; x 2 .�1;1/:

Odtud plyne, že platí f 0.x/ � 0 pro x 2 .�1; 0/ a f 0.x/ � 0 pro x 2 .0;1/. Tedy f
je nerostoucí na intervalu .�1; 0� a neklesající na intervalu Œ0;1/ podle Věty 5.5.7.
Tudíž f nabývá svého minima v bodě 0. Protože f .0/ D 0, je f nezáporná na
.�1;1/. Odtud plyne dokazovaná nerovnost. |

5.8.10. Příklad (Young4). Nechť a; b 2 Œ0;1/, p; q 2 .1;1/ splňují 1
p

C
1
q

D 1.
Potom platí

ab �
ap

p
C
bq

q
:

Řešení. Definujme pomocnou funkci ' W Œ0;1/ ! R předpisem

'.x/ D
ap

p
C
xq

q
� ax:

Funkce ' je spojitá na svém definičním oboru a platí

'0.x/ D xq�1
� a; x 2 .0;1/:

Vyšetřením znaménka derivace obdržíme díky Větě 5.2.6, že funkce ' je klesající
na intervalu

�
0; a

1
q�1

�
, rostoucí na intervalu

�
a

1
q�1 ;1

�
a v bodě a

1
q�1 nabývá svého

minima. Pro každé b 2 Œ0;1/ tedy platí '.b/ � '.a
1

q�1 /. Použijeme rovnost 1
p

C

1
q

D 1 a pro každé b 2 Œ0;1/ obdržíme

ap

p
C
bq

q
� ab D '.b/ � '.a

1
q�1 / D

ap

p
C
a

q
q�1

q
� aa

1
q�1

D
ap

p
C
ap

q
� ap D 0:

Odtud plyne dokazovaná nerovnost. |

5.8.11. Příklad (Hölder5). Nechť n 2 N, a1; : : : ; an; b1; : : : ; bn 2 R a p; q 2 .1;1/

splňují 1
p

C
1
q

D 1. Potom platí

nX
jD1

jaj bj j �

� nX
jD1

jaj j
p
�1=p

�

� nX
jD1

jbj j
q
�1=q

:

4William Henry Young (1863—1942)
5Ludwig Otto Hölder (1859 —1937)
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Řešení. Označme A D

�Pn
jD1 jaj jp

�1=p
a B D

�Pn
jD1 jbj jp

�1=p
. Pokud A D 0 nebo

B D 0, pak nerovnost zřejmě platí. Předpokládejme tedy, že A > 0 a B > 0. Pro
každé j 2 f1; : : : ; ng díky Příkladu 5.8.10 platí

jaj j

A
�

jbj j

B
�
1

p

�
jaj j

A

�p
C
1

q

�
jbj j

B

�q
:

Odtud plyne
nX

jD1

jaj jjbj j

AB
�

nX
jD1

� 1
p

jaj jp

Ap
C
1

q

jbj jq

Bq

�
D
1

p
C
1

q
D 1;

což dokazuje Hölderovu nerovnost. |

5.8.12. Příklad (Minkowski6). Nechť n 2 N, a1; : : : ; an; b1; : : : ; bn 2 R a p 2

.1;1/. Potom platí� nX
jD1

jaj C bj j
p
�1=p

�

� nX
jD1

jaj j
p
�1=p

C

� nX
jD1

jbj j
p
�1=p

:

Řešení. Pokud
Pn
jD1 jaj C bj jp D 0, pak dokazovaná nerovnost zřejmě platí. Před-

pokládejme tedy, že
Pn
jD1 jaj C bj jp ¤ 0. V následující sérii odhadů použijeme

trojúhelníkovou nerovnost a dvakrát Hölderovu nerovnost (Příklad 5.8.11), kde
za q vezmeme číslo p

p�1
. Platí

nX
jD1

jaj C bj j
p

D

nX
jD1

jaj C bj j � jaj C bj j
p�1

�

nX
jD1

.jaj j C jbj j/ � jaj C bj j
p�1

D

nX
jD1

jaj j � jaj C bj j
p�1

C

nX
jD1

jbj j � jaj C bj j
p�1

�

� nX
jD1

jaj j
p
� 1

p

�

� nX
jD1

jaj C bj j
.p�1/� p

p�1

�p�1
p (Hölderova nerovnost)

C

� nX
jD1

jbj j
p
� 1

p

�

� nX
jD1

jaj C bj j
.p�1/� p

p�1

�p�1
p

D

�� nX
jD1

jaj j
p
� 1

p

C

� nX
jD1

jbj j
p
� 1

p
�

�

� nX
jD1

jaj C bj j
p
�p�1

p

:

6Hermann Minkowski (1864 —1909)
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Vydělením obou stran kladným členem
�Pn

jD1 jaj C bj jp
�p�1

p obdržíme dokazo-
vanou nerovnost. |

5.8.13. Příklad. Ukažte, že 3 < � < 4.

Řešení. Podle odvození vlastnosti (G4) platí �
2

2 .0; 2/ a cos
�
�
2

�
D 0. Zjevně te-

dy � < 4. Abychom dokázali nerovnost � > 3, stačí ověřit, že cos.3
2
/ > 0, dle

vlastnosti (G4) je totiž kosinus klesající na intervalu .0; 2/.
Označme ˇ D

3
2
a an D

ˇ2n

.2n/Š
, n 2 N. Pak pro každé n 2 N máme anC1 � an,

a tedy dle Věty 3.3.1 platí

1X
nD4

.�1/nan D lim
k!1

kX
nD4

.�1/nan � 0:

Tedy

cosˇ D

1X
nD0

.�1/n
ˇ2n

.2n/Š
D 1 �

ˇ2

2Š
C
ˇ4

4Š
�
ˇ6

6Š
C

1X
nD4

.�1/nan

� 1 �
ˇ2

2Š
C
ˇ4

4Š
�
ˇ6

6Š
D

359

5 � 210
> 0

Tím je důkaz dokončen. |

V následujícím příkladu ukážeme, že pomocí věty o derivaci inverzní funkce je
možné v některých případech spočítat derivaci určité funkce, ačkoli pro tuto funkci
nemáme k dispozici explicitní vyjádření.

5.8.14.Příklad. Nechť funkce f je definována předpisem f .x/ D x3Csin x, x 2 R.
Ukažte, že f je na R prostá a H .f / D R a pro její inverzní funkci g D f �1 spočtěte
g0.b/ a g00.b/, kde b D f .1/.

Řešení. Pro každé x 2 R platí

f 0.x/ D 3x2 C cos x a f 00.x/ D 6x � sin x:

Pro každé x 2 Œ0; �
2
/ platí 3x2 C cos x > 0. Pro každé x 2 Œ�

2
;1/ máme díky

Příkladu 5.8.13 odhad

3x2 C cos x � 3
�
�
2

�2
� 1 � 3

�
3
2

�2
� 1 D

23
4
> 0:

Protože je f 0 sudá funkce, je f 0.x/ > 0 pro každé x 2 R. Tedy funkce f je spojitá
a rostoucí na R. Protože limx!1 f .x/ D 1 a limx!�1 f .x/ D �1, dostáváme
zVěty 4.3.6, žeH .R/ D R. K funkci f tedy existuje inverzní funkce g D f �1 W R !

R. Podle věty o derivaci inverzní funkce (Věta 5.1.27(a)) platí

g0.y/ D
1

f 0.f �1.y//
D

1

f 0.g.y//
:
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Použijeme Věty 5.1.17 a 5.1.24 a pro každé y 2 R obdržíme

g00.y/ D �
1�

f 0.g.y//
�2 � f 00.g.y// � g0.y/ D �

f 00.g.y//�
f 0.g.y//

�3 :
Pro b D f .1/ D 1C sin 1 máme g.b/ D 1,

g0.b/ D
1

3C cos 1
a g00.b/ D �

6 � sin 1
.3C cos 1/3

:

|

5.8.15. Příklad. Nechť funkce f je definována na R předpisem

f .x/ D

(
e�1=x2 pro x 2 R n f0g;

0 pro x D 0:

Dokažte, že pro každé n 2 N platí f .n/.0/ D 0.

Řešení. Dokážeme, že pro každé n 2 N [ f0g existuje polynom Pn takový, že

f .n/.x/ D

(
e

� 1

x2 Pn
�
1
x

�
pro x 2 R n f0g;

0 pro x D 0

(zde využíváme úmluvu f .0/ D f ). Toto tvrzení zřejmě platí pro n D 0. Předpo-
kládejme nyní, že platí pro nějaké n 2 N [ f0g. Pak pro x 2 R n f0g máme

f .nC1/.x/ D

�
�
1
x2P

0
n

�
1
x

�
C

2
x3Pn

�
1
x

��
� e

� 1

x2 :

Označme pro y 2 R

PnC1.y/ D �y2P 0
n.y/C 2y3Pn.y/:

Pak PnC1 je polynom a platí

f .nC1/.x/ D PnC1

�
1
x

�
e

� 1

x2 ; x 2 R n f0g:

Pišme nyní polynom Pn jako Pn.y/ D
Pm
kD0 aky

k , kde m 2 N [ f0g a a0; : : : ; am 2

R.
Nechť l 2 N. Z Příkladu 5.4.4 plyne limy!1

yl=2

ey D 0. Odtud použitím Vě-
ty 4.2.22(P), kde za vnitřní funkcí bereme x 7!

1
x2 , dostáváme

lim
x!0

x�le
� 1

x2 D 0:

Potom platí

f .nC1/.0/ D lim
x!0

f .n/.x/ � f .n/.0/

x
D lim
x!0

1
x
Pn
�
1
x

�
e

� 1

x2

D lim
x!0

mX
kD0

akx
�k�1e

� 1

x2 D

mX
kD0

ak � lim
x!0

x�k�1e
� 1

x2 D 0:

Tím je ověřen indukční krok, a tedy i celé tvrzení. |
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5.8.16. Příklad. Nechť a; b; c 2 R, a < c < b, f W .a; b/ ! R je konvexní na .a; c�
a na Œc; b/. Dokažte, že následující výroky jsou ekvivalentní.

(i) Funkce f je konvexní na .a; b/.
(ii) Platí f 0

�.c/ � f 0
C.c/.

Řešení. (i) ) (ii) Tvrzení plyne z Věty 5.6.7(a).

(ii) ) (i) Odvoďme nejprve následující pozorování.

Pozorování. Nechť u; v; ˛; ˇ 2 R, 0 < u; 0 < v, a je splněna nerovnost
˛

u
�
ˇ

v
: (5.45)

Pak platí
˛

u
�
˛ C ˇ

uC v
: (5.46)

Důkaz pozorování. V (5.45) vynásobíme oba členy kladným výrazem uv a obdržíme
˛v � ˇu. Odtud plyne ˛uC˛v � ˛uCˇu. Oba členy vydělíme kladným výrazem
u.uC v/ a obdržíme (5.46). �

Funkce f je konvexní na intervalu .a; c�, a proto podle Lemmatu 5.6.4 je funkce

t 7!
f .c/ � f .t/

c � t

neklesající na intervalu .a; c/. Platí tedy

f 0
�.c/ D sup

nf .c/ � f .t/

c � t
I t 2 .a; c/

o
: (5.47)

Podobně máme
f 0

C.c/ D inf
nf .t/ � f .c/

t � c
I t 2 .c; b/

o
: (5.48)

Konvexitu funkce f dokážeme ověřením podmínky (ii) z Lemmatu 5.6.4. Nechť
x1; x2; x3 2 .a; b/, x1 < x2 < x3. Pokud c � x1, nebo x3 � c, pak je dokazovaná
nerovnost v podmínce (ii) splněna díky konvexitě f na .a; c� a Œc; b/. Pokud x1 <
c < x3, rozlišíme dva případy.

Případ x2 � c. Pak platí
f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
�
f .c/ � f .x1/

c � x1
� f 0

�.c/ � f 0
C.c/ �

f .x3/ � f .c/

x3 � c
: (5.49)

Položme ˛ D f .c/ � f .x1/, ˇ D f .x3/ � f .c/, u D c � x1, v D x3 � c. S pomocí
Pozorování a (5.49) obdržíme

f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
�
f .c/ � f .x1/

c � x1
�
f .x3/ � f .x1/

x3 � x1
:

Případ x2 > c. Díky (5.47) a (5.48) máme
f .c/ � f .x1/

c � x1
� f 0

�.c/ � f 0
C.c/ �

f .x2/ � f .c/

x2 � c
:
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Odtud pomocí Pozorování a Lemmatu 5.6.4 obdržíme
f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
�
f .x2/ � f .c/

x2 � c
�
f .x3/ � f .x2/

x3 � x2
:

Opět pomocí Pozorování pak máme
f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
�
f .x3/ � f .x1/

x3 � x1
:

Tím je podle Lemmatu 5.6.4 dokázána konvexita f na .a; b/. |

5.8.17. Příklad. Nechť f je konvexní funkce na intervalu .a; b/. Pak množina bo-
dů nediferencovatelnosti funkce f je nejvýše spočetná.

Řešení. ZVěty 5.6.11 víme, že v každémbodě x 2 .a; b/ existují vlastní jednostranné
derivace a platí f 0

�.x/ � f 0
C.x/. Ukažme nyní, že pro body x; y 2 .a; b/, x < y, platí

f 0
�.x/ � f 0

C.x/ � f 0
�.y/. K tomuto účelu vezmeme body u; v splňující x < u < v <

y. Díky konvexitě f (vizte Lemma 5.6.4) pak máme

f .u/ � f .x/

u � x
�
f .v/ � f .u/

v � u
�
f .v/ � f .y/

v � y
:

Tedy pro každé v 2 .x; y/ platí dle Věty 4.2.8(b)

f 0
C.x/ D lim

u!xC

f .u/ � f .x/

u � x
�
f .v/ � f .y/

v � y
:

Opětovným použitím Věty 4.2.8(b) máme

f 0
C.x/ � lim

v!y�

f .v/ � f .y/

v � y
D f 0

�.y/:

Tedy jsem ukázali, že f 0
� je neklesající funkce na .a; b/. Podle Příkladu 4.4.4 je

tedy f 0
� spojitá všude na .a; b/ s výjimkou nejvýše spočetné množiny D. Máme-li

nyní bod x 2 .a; b/ nD, platí

f 0
�.x/ � f 0

C.x/ � lim
y!xC

f 0
�.y/ D f 0

�.x/:

Odtud plyne, že f 0
�.x/ D f 0

C.x/. Dle Věty 5.1.9 tudíž existuje f 0.x/. |

5.8.18. Příklad. NechťD � .0; 1/ je spočetná množina. Nalezněte konvexní funk-
ci f W .0; 1/ ! R, která nemá derivaci právě v bodech množiny D.

Řešení. Pokud je množina D konečná, pak je řešení příkladu snadné. Stačí položit

f .x/ D
X
a2D

jx � aj; x 2 .0; 1/:

Předpokládejme tedy, že D je nekonečná. Nalezneme prostou posloupnost fxng

takovou, že D D fxnI n 2 Ng. Pro n 2 N definujme funkci fn.x/ D 2�njx � xnj,
x 2 .0; 1/. Pak funkce fn má následující vlastnosti:

(a) 8x 2 .0; 1/ W 0 � fn.x/ � 2�n,
(b) 8x; y 2 .0; 1/ W jfn.x/ � fn.y/j � 2�njx � yj,
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(c) fn je konvexní,
(d) .fn/0�.xn/ D �2�n, .fn/0C.xn/ D 2�n,
(e) pro každé x 2 .0; 1/ n fxng platí, že f 0

n.x/ D 2�n sign.x � xn/.

Definice funkce f . Položme

f .x/ D

1X
nD1

fn.x/; x 2 .0; 1/:

Díky vlastnosti (a) je f dobře definovaná funkce na .0; 1/, neboť pro každé x 2

.0; 1/ je
P1

nD1 fn.x/ konvergentní.

Konvexita f . Zvolme x; y 2 .0; 1/ a � 2 .0; 1/. Díky (c) platí pro každé n 2 N

fn.�x C .1 � �/y/ � �fn.x/C .1 � �/fn.y/:

Odtud dostáváme

f
�
�x C .1 � �/y

�
D

1X
nD1

fn
�
�x C .1 � �/y

�
�

1X
nD1

�
�fn.x/C .1 � �/fn.y/

�
D �

1X
nD1

fn.x/C .1 � �/

1X
nD1

fn.y/ D �f .x/C .1 � �/f .y/:

Tak jsme obdrželi požadovanou nerovnost z definice konvexity.

Pro každé x 2 .0; 1/ platí

f 0
C.x/ D

1X
nD1

.fn/
0
C.x/; (5.50)

f 0
�.x/ D

1X
nD1

.fn/
0
�.x/: (5.51)

Nechť x 2 .0; 1/. Díky (d) a (e) jsou nekonečné řady v (5.50) a (5.51) konver-
gentní. Dokážeme (5.50). Zvolme " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové, že
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nDn0C1 2
�n < ". Počítejme

lim sup
h!0C

ˇ̌̌
1
h

�
f .x C h/ � f .x/

�
�

1X
nD1

.fn/
0
C.x/

ˇ̌̌
D lim sup

h!0C

ˇ̌̌ 1X
nD1

1
h

�
fn.x C h/ � fn.x/

�
�

1X
nD1

.fn/
0
C.x/

ˇ̌̌
D lim sup

h!0C

ˇ̌̌ 1X
nD1

�
1
h

�
fn.x C h/ � fn.x/

�
� .fn/

0
C.x/

�ˇ̌̌
� lim sup

h!0C

1X
nD1

ˇ̌
1
h

�
fn.x C h/ � fn.x/

�
� .fn/

0
C.x/

ˇ̌
� lim sup

h!0C

n0X
nD1

ˇ̌
1
h

�
fn.x C h/ � fn.x/

�
� .fn/

0
C.x/

ˇ̌
C lim sup

h!0C

1X
nDn0C1

ˇ̌
1
h

�
fn.x C h/ � fn.x/

�
� .fn/

0
C.x/

ˇ̌
� 0C lim sup

h!0C

1X
nDn0C1

�ˇ̌
1
h

�
fn.x C h/ � fn.x/

ˇ̌
C
ˇ̌
.fn/

0
C.x/

ˇ̌�
� lim sup

h!0C

1X
nDn0C1

�
2�n

C 2�n
�
< 2":

Odtud plyne

lim sup
h!0C

ˇ̌̌
1
h

�
f .x C h/ � f .x/

�
�

1X
nD1

.fn/
0
C.x/

ˇ̌̌
D 0;

což dává vztah (5.50). Důkaz (5.51) lze provést obdobně.

Diferencovatelnost f v bodech .0; 1/ n D. Nechť x 2 .0; 1/ n D. Pak díky vlastnosti (e)
platí .fn/0�.x/ D .fn/

0
C.x/ pro každé n 2 N. Z (5.50) a (5.51) pak plyne

f 0
�.x/ D

1X
nD1

.fn/
0
�.x/ D

1X
nD1

.fn/
0
C.x/ D f 0

C.x/;

a tedy f 0.x/ existuje vlastní.

Nediferencovatelnost f v bodech D. Nechť x 2 D. Pak nalezneme j 2 N takové, že
x D xj . Pak díky vlastnostem (d) a (e) platí .fn/0�.x/ D .fn/

0
C.x/ pro každé n 2

N; n ¤ j , a .fj /0�.x/ ¤ .fj /
0
C.x/. Z (5.50) a (5.51) pak plyne f 0

�.x/ ¤ f 0
C.x/, a tedy

f 0.x/ neexistuje. |
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Hyperbolické funkce.

5.8.19. Definice. Funkce hyperbolický sinus, hyperbolický kosinus, hyperbolic-
ký tangens a hyperbolický kotangens jsou po řadě značeny a definovány takto:

sinh x D
ex � e�x

2
; x 2 R;

cosh x D
ex C e�x

2
; x 2 R;

tgh x D
sinh x
cosh x

; x 2 R;

cotgh x D
cosh x
sinh x

; x 2 R n f0g:

Tyto funkce nazýváme hyperbolické.

Vlastnosti hyperbolických funkcí
(H1) Pro každé x; y 2 R platí

sinh.x C y/ D sinh x cosh x C cosh x sinhy;
cosh.x C y/ D cosh x coshy C sinh x sinhy:

Plyne dosazením do vzorců, například první identita se odvodí pomocí

sinh x cosh x C cosh x sinhy D
.ex � e�x/.ey C e�y/

4
C
.ex C e�x/.ey � e�y/

4

D
1
4
.2exCy

� 2e�x�y/ D sinh.x C y/:

(H2) Funkce sinh je lichá a funkce cosh je sudá.

Plyne z definice.

(H3) Funkce sinh a cosh jsou spojité na R.

Plyne z definice.

(H4) Pro každé x 2 R platí sinh0
.x/ D cosh.x/ a cosh0

.x/ D sinh.x/.

Pro každé x 2 R platí

sinh0
.x/ D

�
1
2
.ex � e�x/

�0
D

1
2
.ex C e�x/ D cosh.x/;

cosh0
.x/ D

�
1
2
.ex C e�x/

�0
D

1
2
.ex � e�x/ D sinh.x/:

(H5) Platí sinh.0/ D 0 a cosh.0/ D 1.

Tvrzení plyne snadno s definice.
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(H6) Platí limx!�1 sinh.x/ D �1, limx!1 sinh.x/ D 1, limx!�1 cosh.x/ D 1

a limx!1 cosh.x/ D 1.

Platí
lim

x!�1
sinh.x/ D lim

x!�1

1
2
.ex � e�x/ D

1
2

� .0 � 1/ D �1

díky větě o aritmetice limit (Věta 4.2.1). Ostatní limity lze vypočítat obdobně.

(H7) Funkce sinh je rostoucí na R, cosh je rostoucí na Œ0;1/ a klesající na .�1; 0�.

Funkce cosh je podle definice kladná funkce. Díky (H4) a Větě 5.5.7 pak platí, že
sinh rostoucí na R. Dále sinh.0/ D 0, a tedy sinh je záporná na .�1; 0/ a kladná na
.0;1/. Opět s pomocí (H4) a Věty 5.5.7 dostáváme, že cosh je klesající na .�1; 0�

a rostoucí na Œ0;1/.

(H8) Platí H .sinh/ D R a H .cosh/ D Œ1;1/.

Tvrzení plyne z (H3), (H6), (H7) a Bolzanovy věty o nabývání mezihodnot (vizte
Větu 4.3.6).

(H9) Pro každé x 2 R platí cosh2.x/ � sinh2.x/ D 1.

Podle definice máme pro každé x 2 R

cosh2.x/ � sinh2.x/ D
1
4

�
.ex C e�x/2 � .ex � e�x/2

�
D 1:

-2 -1 1 2

-4

-2

2

4

Obrázek 14. Graf hyperbolického sinu a cosinu

(H10) Platí D.tgh/ D R a D.cotgh/ D R n f0g.

Plyne z definice.



5.8. TEORETICKÉ PŘÍKLADY K DERIVACI FUNKCE 317

(H11) Funkce tgh a cotgh jsou liché a na svých definičních oborech spojité.

Plyne z definice a Věty 4.2.4.

(H12) Platí tgh.0/ D 0.

Výsledek obdržíme dosazením do definičního vztahu.

(H13) Platí limx!�1 tgh.x/ D �1, limx!1 tgh.x/ D 1, limx!�1 cotgh.x/ D �1,
limx!0�

cotgh x D �1, limx!0C
cotgh.x/ D 1 a limx!1 cotgh.x/ D 1.

Počíteme

lim
x!�1

tgh.x/ D lim
x!�1

ex � e�x

ex C e�x
D lim
x!�1

e2x � 1

e2x C 1
D �1:

Ostatní limity spočteme obdobně.

(H14) Pro každé x 2 R platí tgh0
.x/ D

1

cosh2.x/
a pro každé x 2 R n f0g platí

cotgh0
.x/ D

�1

sinh2.x/
.

Z (H4) a (H9) máme

.tgh/0 D

� sinh
cosh

�0

D
1

cosh2
.cosh2 � sinh2/ D

1

cosh2
:

Obdobně se ověří druhé tvrzení.

(H15) Funkce tgh roste na R, cotgh klesá na .�1; 0/ a .0;1/.

Tvrzení plyne z (H14) a Věty 5.2.6.

(H16) Platí H .tgh/ D .�1; 1/ a H .cotgh/ D .�1;�1/ [ .1;1/.

Tvrzení plyne z (H15), (H12) a spojitosti obou funkcí.
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-3 -2 -1 1 2 3

-4

-2

2

4

Obrázek 15. Grafy hyperbolického tangensu a hyperbolického kotangensu

5.8.20. Příklad. Nechť f W R ! R je spojitá periodická nekonstantní funkce. Pak
nemá ani v 1 ani v �1 asymptotu.

Řešení. Nechť a > 0 je perioda funkce f , tj. f .x/ D f .x C a/ pro každé x 2 R.
Nejprve si rozmysleme, že f je omezená funkce. To plyne z faktu, že f je v abso-
lutní hodnotě omezená na Œ0; a� nějakou konstantouM (viz Věta 4.3.12), a tedy je
omezenáM i na každém intervalu tvaru Œka; .k C 1/a�, k 2 Z.

Dostáváme proto, že

lim
x!1

f .x/

x
D lim
x!�1

f .x/

x
D 0:

Předpokládáme-li nyní existenci asymptoty například v 1, existuje b 2 R splňující
limx!1.f .x/ � b/ D 0. Najdeme x 2 .0; a/ splňující f .x/ ¤ f .a/. Z Věty 4.2.18
nyní plyne, že

f .x/ D lim
n!1

f .x C na/ D b D lim
n!1

f .na/ D f .0/;

což je spor. Tím je důkaz dokončen. |

5.9. Početní příklady k derivaci a jejím aplikacím

5.9.1. Limity funkcí.

5.9.1. Příklad. Dokažte, že

lim
x!0

ex � 1

x
D 1; lim

x!0

log.1C x/

x
D 1 a lim

x!1

log x
x � 1

D 1:
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Řešení. (a) Protože exp0.0/ D exp.0/ D 1 (vlastnosti (E2) a (E4)), platí dle Defini-
ce 5.1.1 rovnost

1 D exp0.0/ D lim
x!0

exp.x/ � exp.0/
x � 0

D lim
x!0

ex � 1

x
:

(b) Z definice logaritmu a vlastnosti (E3) plyne log.1/ D 0. Z vlastnosti (L7) pak
dostáváme

lim
x!0

log.1C x/

x
D lim
x!0

log.1C x/ � log.1C 0/

x � 0
D
�
log.1C x/

�0
xD0

D
�
1
1Cx

�
xD0

D 1:

(c) Položme

f .y/ D
log.1C y/

y
; y 2 .�1;1/ n f0g; g.x/ D x � 1; x 2 R;

x0 D 1 a y0 D 0. Pak platí

lim
x!x0

g.x/ D y0; lim
y!y0

f .y/ D 1

a pro každé x 2 P.x0; 1/ máme g.x/ ¤ y0. Tedy z Věty 4.2.22(P) plyne

lim
x!1

log x
x � 1

D lim
x!x0

.f B g/.x/ D lim
y!0

f .y/ D 1:

|

5.9.2. Příklad. Dokažte, že

lim
x!0

sin x
x

D 1:

Řešení. Z vlastnosti sinu (G5) víme, že sin0.0/ D 1. Dále platí sin.0/ D 0 (vizte
(G4)). Tedy z Definice 5.1.1 plyne

lim
x!0

sin x
x

D lim
x!0

sin.x/ � sin.0/
x � 0

D sin0.0/ D 1:

|

5.9.3. Příklad. Dokažte, že

lim
x!0

1 � cos x
x2

D
1

2
:

Řešení. Pro každé x 2 R n f0g platí

1 � cos x
x2

D
1 � cos x
x2

�
1C cos x
1C cos x

D
1 � cos2 x

x2
�

1

1C cos x

D
sin2 x
x2

�
1

1C cos x
D

� sin x
x

�2
�

1

1C cos x
:
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Jelikož kosinus je spojitá funkce (vizte (G13)) a cos.0/ D 1 (vizte (G6)), plyne
z Příkladu 5.9.2 a Věty 4.2.1 rovnost

lim
x!0

1 � cos x
x2

D 1 � 1 �
1

1C 1
D
1

2
:

|

5.9.4. Příklad. Spočtěte limx!0
sin.5x/
x

.

Řešení. Pro každé x 2 R n f0g platí

sin.5x/
x

D 5 �
sin.5x/
5x

:

Položme

f .y/ D
sin.y/
y

; y 2 R n f0g; g.x/ D 5x; x 2 R;

x0 D 0 a y0 D 0. Pak limx!x0
g.x/ D y0, limy!y0

f .y/ D 1 a pro každé x 2 P.c; �/

platí g.x/ ¤ y0. Z Věty 4.2.22(P) a Příkladu 5.9.2 tedy plyne, že

lim
x!0

sin.5x/
5x

D lim
x!x0

.f B g/.x/ D lim
y!y0

f .y/ D 1:

Z Věty 4.2.1(b) máme

lim
x!0

sin.5x/
x

D lim
x!0

5 �
sin.5x/
5x

D 5:

|

5.9.5. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

x2
p
1C x sin x �

p
cos x

:

Řešení. Pro každé x z definičního oboru funkce, jejiž limitu počítáme, platí

x2
p
1C x sin x �

p
cos x

D
x2

p
1C x sin x �

p
cos x

�

p
1C x sin x C

p
cos x

p
1C x sin x C

p
cos x

D
x2

1 � cos x C x sin x
�

�p
1C x sin x C

p
cos x

�
D

1
1�cosx
x2 C

sinx
x

�

�p
1C x sin x C

p
cos x

�
:

Funkce x 7!
p
1C x sin xC

p
cos x je spojitá v bodě 0. Pak pomocí Příkladů 5.9.2

a 5.9.3 dostáváme díky Větě 4.2.1 rovnost

lim
x!0

x2
p
1C x sin x �

p
cos x

D
1

1
2

C 1
� .1C 1/ D

4

3
:

|
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5.9.6. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x! �

4

tg.2x/ � tg
�
�
4

� x
�
:

Řešení. Pro každé x z definičního oboru funkce, jejiž limitu počítáme, platí

tg.2x/ � tg
�
�
4

� x
�

D
sin.2x/

cos
�
�
4

� x
� �

sin
�
�
4

� x
�

�
4

� x
�

�
4

� x

cos.2x/

D
sin.2x/

cos
�
�
4

� x
� �

sin
�
�
4

� x
�

�
4

� x
�

1
2

�
�
2

� 2x
�

sin.�
2

� 2x/
:

(5.52)

Položme

f .y/ D
siny
y

; y 2 R n f0g a g.x/ D
�

4
� x; x 2 R:

Potom platí limx! �
4
g.x/ D 0, limy!0 f .y/ D 1 a pro každé x 2 P.0; 1/ máme

g.x/ ¤ 0. Díky Větě 4.2.22(P) dostaneme

lim
x! �

4

sin
�
�
4

� x
�

�
4

� x
D lim
x! �

4

f ı g.x/ D 1:

Podobně obdržíme

lim
x! �

4

�
2

� 2x

sin
�
�
2

� 2x
� D 1:

Tedy máme z (5.52)

lim
x! �

4

tg.2x/ � tg
�
�
4

� x
�

D
1

1
� 1 �

1

2
� 1 D

1

2
:

|

5.9.7. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x! �

3

tg3 x � 3 tg x
cos.x C

�
6
/
:

Řešení. Pro každé x z definičního oboru funkce, jejiž limitu počítáme, platí

tg3 x � 3 tg x
cos.x C

�
6
/

D
x �

�
3

sin
�
�
2

� x �
�
6

� �
tg3 x � 3 tg x

x �
�
3

D
x �

�
3

sin
�
�
3

� x
� �

tg3 x � 3 tg x
x �

�
3

:

(5.53)

Protože

lim
x! �

3

sin.x �
�
3
/

x �
�
3

D 1;
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konverguje první část výrazu v (5.53) k číslu �1. Dále máme

tg3 x � 3 tg x
x �

�
3

D
sin x
cos3 x

�
sin2 x � 3 cos2 x

x �
�
3

D
sin x
cos3 x

�
4 sin2 x � 3

x �
�
3

D
sin x
cos3 x

�

�
2 sin x �

p
3
�

�
�
2 sin x C

p
3
�

x �
�
3

D
sin x
cos3 x

� 2 �
.sin x � sin �

3
/ � .2 sin x C

p
3/

x �
�
3

:

(5.54)

Protože
sin x � sin �

3

x �
�
3

D
cos

�
1
2
.x C

�
3
/
�

� sin
�
1
2
.x �

�
3
/
�

1
2
.x �

�
3
/

;

dostáváme

lim
x! �

3

sin x � sin �
3

x �
�
3

D cos
�
�
3

�
D

1
2
:

Z (5.53) a (5.54) pak máme

lim
x! �

3

tg3 x � 3 tg x
cos.x C

�
6
/

D �1 � lim
x! �

3

tg3 x � 3 tg x
x �

�
3

D �1 �

p
3
2�
1
2

�3 � 2 �
1

2
�

�
2 �

p
3
2

C
p
3
�

D �24:

(5.55)

|

5.9.8. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

�
sin
�p
x C 1

�
� sin

�p
x
��
:

Řešení. Pro každé x > 0 platí

sin
�p
x C 1

�
� sin

�p
x
�

D 2 � cos
�
1
2

�p
x C 1C

p
x
��

� sin
�
1
2

�p
x C 1 �

p
x
��

D 2 � cos
�
1
2

�p
x C 1C

p
x
��

� sin
� 1

2
�p
x C 1C

p
x
��: (5.56)

Dále platí

lim
x!1

1

2
�p
x C 1C

p
x
� D 0:
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Ze spojitosti sinu a Věty 4.2.22(S) plyne

lim
x!1

sin
� 1

2.
p
x C 1C

p
x/

�
D 0:

Funkce x 7! 2 cos
�
1
2

�p
x C 1C

p
x
��

je omezená na intervalu .0;1/, a tedy

lim
x!1

�
sin
�p
x C 1

�
� sin

�p
x
��

D 0

dle Věty 4.2.15. |

5.9.9. Příklad. Nechť a 2 R. Spočtěte limitu

lim
n!1

�
1C

a

n

�n
:

Řešení. Definujme

f .x/ D

�
1C

a

x

�x
; x 2 .jaj;1/:

Pak f je dobře definovaná funkce splňující

f .x/ D exp
�
x log

�
1C

a
x

��
; x 2 .jaj;1/:

Protože

lim
x!1

x log
�
1C

a
x

�
D

(
limx!1 a �

log.1C a
x /

a
x

D a pro a 2 R n f0g;

limx!1 0 D 0 D a pro a D 0:

platí
lim
x!1

f .x/ D exp.a/:

Z Heineovy věty 4.2.16 plyne, že

lim
n!1

�
1C

a

n

�n
D exp.a/:

Srovnejte s Příkladem 2.4.5. |

5.9.10. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

�1C x2x

1C x3x

� 1

x2

:

Řešení. Jako v předchozích příkladech je třeba spočítat

lim
x!0

1

x2
log

�1C x2x

1C x3x

�
:

Snadno spočteme

lim
x!0

1C x2x

1C x3x
D 1:

Dle Věty 4.2.8(a) existuje � > 0 takové, že

8x 2 B.0; �/ W
1C x2x

1C x3x
> 0:
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Dále máme pro každé x 2 B.0; �/

1C x2x

1C x3x
D 1 , x D 0:

Platí tedy

8x 2 P.0; �/ W
1C x2x

1C x3x
¤ 1:

Z Věty o limitě složené funkce 4.2.22(P) tedy plyne rovnost

lim
x!0

log
�
1Cx2x

1Cx3x

�
1Cx2x

1Cx3x � 1
D lim
y!1

logy
y � 1

D 1:

Pro každé x 2 B.0; �/ platí

1

x2
log

�1C x2x

1C x3x

�
D

1

x2
�
log

�
1Cx2x

1Cx3x

�
1Cx2x

1Cx3x � 1
�

�1C x2x

1C x3x
� 1

�
:

a také

1

x2

�1C x2x

1C x3x
� 1

�
D
1

x
�
2x � 3x

1C x3x

D
.ex log2 � 1/ � .ex log3 � 1/

x
�

1

1C x3x

D

�
ex log2 � 1

x log 2
� log 2 �

ex log3 � 1

x log 3
� log 3

�
�

1

1C x3x
:

Snadno ověříme předpoklady Věty 4.2.22(P) pro okolí P.0; �/ a dostaneme tak

lim
x!0

1

x2

�1C x2x

1C x3x
� 1

�
D .1 � log 2 � 1 � log 3/ � 1 D log.2

3
/:

Dohromady tedy máme

lim
x!0

�1C x2x

1C x3x

� 1

x2

D exp
�
log 2

3

�
D
2

3
:

|

5.9.11. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

log.x2 � x C 1/

log.x10 C x C 1/
:
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Řešení. Pro každé x > 1 z definičního oboru funkce, jejíž limitu počítáme, platí

log.x2 � x C 1/

log.x10 C x C 1/
D

log
�
x2.1 �

1
x

C
1
x2 /
�

log
�
x10.1C

1
x9 C

1
x10 /

�
D

2 log x C log.1 �
1
x

C
1
x2 /

10 log x C log
�
1C

1
x9 C

1
x10 /

D

2C
log
�
1� 1

x C 1

x2

�
logx

10C
log
�
1C 1

x9 C 1

x10

�
logx

:

(5.57)

Protože je logaritmus spojitá funkce na .0;1/ (vizte (L4)) a

lim
x!1

�
1 �

1
x

C
1
x2

�
D 1;

máme z Věty 4.2.22(S)
lim
x!1

log
�
1 �

1
x

C
1
x2

�
D 0:

Obdobně odvodíme, že

lim
x!1

log
�
1C

1
x9 C

1
x10

�
D 0:

Z (5.57) pak plyne díky Větě 4.2.1 rovnost

lim
x!1

log.x2 � x C 1/

log.x10 C x C 1/
D
1

5
:

|

5.9.12. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

sin2.�2x/
log cos.�2x/

:

Řešení. Označme

f .y/ D
sin2 y

log cos y
; y 2 P.2�; �

2
/:

Počítejme limitu limy!2� f .y/. Pak máme

f .y/ D
sin2 y

.y � 2�/2
�
cosy � 1

log cos y
�
.y � 2�/2

cosy � 1
: (5.58)

Položme

h.´/ D
sin ´
´
; ´ 2 R n f0g; a g.y/ D y � 2�; y 2 R:

Protože pro každé y 2 P.2�; 1/ platí g.y/ ¤ 0 , plyne z Věty 4.2.22(P)

lim
y!2�

sin.y � 2�/

y � 2�
D lim
y!2�

.h B g/.y/ D lim
´!0

h.´/ D 1:
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Analogicky odvodíme rovnosti

lim
y!2�

cosy � 1

log cos y
D 1 a lim

y!2�

cosy � 1

.y � 2�/2
D �

1

2
:

Z (5.58) a Věty 4.2.1 tak plyne

lim
y!2�

f .y/ D 1 � 1 � .�2/ D �2:

Nakonec označme
u.x/ D �2x ; x 2 R:

Pak limx!1 u.x/ D 2� a pro každé x 2 P.1; 1/ platí u.x/ ¤ 2� , a tedy z Vě-
ty 4.2.22(P) plyne

lim
x!1

sin2.�2x/
log cos.�2x/

D lim
x!1

.f B u/.x/ D lim
y!2�

f .y/ D �2:

|

5.9.13. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

sin x
.ex � 1/2

:

Řešení. Pro každé x 2 R n f0g platí

sin x
.ex � 1/2

D
sin x
x

�
x2

.ex � 1/2
�
1

x
:

Označíme

f .x/ D
sin x
x

�
x2

.ex � 1/2
; x 2 R n f0g;

Potom platí limx!0 f .x/ D 1. Protože

lim
x!0C

1
x

D 1 a lim
x!0�

1
x

D �1;

z jednostranné verze věty o aritmetice limit funkcí (vizte Větu 4.2.1 a 4.2.3), dostá-
váme

lim
x!0C

sin x
.ex � 1/2

D 1; lim
x!0�

sin x
.ex � 1/2

D �1:

Zadaná limita tedy neexistuje dle Věty 4.1.18. |

5.9.14. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

x
�
�
2

� arctg x
�
:

Řešení. Přímočarým použitím Věty 4.2.26(P) obdržíme

lim
y! �

2

�
2

� y

cosy
D lim
x!0

x

cos
�
�
2

� x
� D lim

x!0

x

sin x
D 1:
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Pak máme

lim
y! �

2

tgy �
�
�
2

� y
�

D lim
y! �

2

siny �

�
2

� y

cosy
D 1:

Označíme

f .y/ D tgy �
�
�
2

� y
�
; y 2 .0; �

2
/; a g.x/ D arctg x; x 2 R:

Platí limx!1 g.x/ D
�
2
a pro každé x 2 R máme g.x/ ¤

�
2
. Pak z Věty 4.2.26(P)

plyne
lim
x!1

x
�
�
2

� arctg x
�

D lim
x!1

f B g.x/ D lim
y! �

2

f .y/ D 1:

|

5.9.15. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1�

�
2

� arcsin x
p
1 � x

:

Řešení. Označme

f .y/ D

�
2

� yp
1 � siny

; y 2 .0; �
2
/; a g.x/ D arcsin x; x 2 Œ�1; 1�:

Naším úkolem je spočítat limitu limx!1�
f ı g.x/. Nejprve spočteme

lim
y! �

2 �

f .y/ D lim
y! �

2 �

�
2

� yp
1 � siny

D lim
y! �

2 �

�
2

� yp
1 � siny

�

p
1C sinyp
1C siny

D lim
y! �

2 �

�
2

� yp
cos2 y

�
1

1C siny
D lim
y! �

2 �

�
2

� y

cosy
�

1

1C siny
D

p
2:

V předposlední rovnosti jsme využili vztah
p
cos2 y D cosy, který platí pro každé

y 2 .0; �
2
/. Ze spojitosti funkce arcsin na svémdefiničnímoboru plyne limx!1�

g.x/ D
�
2
. Dále pro každé x 2 .�1; 1/ platí g.x/ < �

2
. Odtud podle varianty Věty 4.2.26(P)

plyne limx!1�
f ı g.x/ D

p
2. |

5.9.16. Příklad. Spočtěte

lim
x!1

x
�
�
2

� arcsin
x

p
x2 C 1

�
:

Řešení. Označme
g.x/ D

x
p
x2 C 1

; x 2 R:

Funkce g na P.1; 1/ nenabývá hodnoty 1, limx!1 g.x/ D 1 a

lim
y!1�

�
2

� arcsiny
p
1 � y

D
p
2
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dle Příkladu 5.9.15. Z věty o limitě složené funkce 4.2.26(P) tedy máme

lim
x!1

�
2

� arcsin xp
x2C1q

1 �
xp
x2C1

D
p
2:

Dále pro každé x 2 R platí

x �

r
1 �

x
p
x2 C 1

D
x

4
p
x2 C 1

pp
x2 C 1C x

D
1

4

q
1C

1
x2

rq
1C

1
x2 C 1

:

Tedy

lim
x!1

x
�
�
2

� arcsin
x

p
x2 C 1

�
D lim
x!1

�
2

� arcsin xp
x2C1q

1 �
xp
x2C1

�
1

4

q
1C

1
x2

rq
1C

1
x2 C 1

D
p
2 �

1

1 �
p
1C 1

D 1:

|

5.9.17. Příklad. Nechť a; b 2 .0;1/. Spočtěte limity

lim
x!1

eax

xb
a lim

x!1

loga x
xb

:

Řešení. Z Příkladu 5.4.4 a Věty 4.2.6 plyne, že pro každé ˛ 2 .0;1/ platí

lim
x!1

ex

x˛
D 1:

Máme tedy

lim
x!1

eax

xb
D lim
x!1

eax

.ax/b
� ab D 1:

Protože

lim
x!1

xa

.ex/b
D 0;

pomocí Věty 4.2.26 dostáváme

0 D lim
x!1

�
log x

�a�
elogx

�b D lim
x!1

loga x
xb

:

|
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5.9.18. Příklad. Nechť a 2 R. Spočtěte limitu

lim
x!1

�
.x C a/1C 1

x � x1C 1
xCa

�
:

Řešení. Je-li a D 0, zadaná limita se zřejmě rovná 0. Dále budeme tedy předpoklá-
dat, že a ¤ 0. Na intervalu .jaj;1/ definujme funkce

f .x/ D
x C 1

x
log.x C a/ a g.x/ D

x C aC 1

x C a
log x:

Spočtěme nejprve limitu limx!1.f .x/ � g.x//. Platí

f .x/ � g.x/

D
1

x.x C a/

�
.x C a/.x C 1/ log.x C a/ � x.x C aC 1/ log x

�
D

1

x.x C a/

�
x2.log.x C a/ � log x/C x.aC 1/.log.x C a/ � log x/C a log.x C a/

�
D

1

x.x C a/

�
x2 log.1C

a
x
/C x.aC 1/ log.1C

a
x
/C a log.x C a/

�
D

x

x C a
log.1C

a
x
/C

aC 1

x C a
log.1C

a
x
/C

a

x.x C a/
log.x C a/:

Dostáváme tedy limx!1.f .x/ � g.x// D 0. Označme dále pro x 2 .jaj ;1/

h.x/ D x2 log.1C
a
x
/C x.aC 1/ log.1C

a
x
/C a log.x C a/:

Pak

h.x/ D x
� log.1C

a
x
/

a
x

� aC .aC 1/ log.1C
a
x
/C a �

log.x C a/

x

�
:

Tedy

lim
x!1

h.x/ D

(
1 pro a > 0;
�1; pro a < 0:

V obou případech tak existuje � 2 .jaj;1/ takové, že h.x/ ¤ 0 na .�;1/. Tedy i

f .x/ � g.x/ D
h.x/

x.x C a/
¤ 0; x 2 .�;1/:

Můžeme tedy psát

.x C a/1C 1
x � x1C 1

xCa D e
xC1

x log.xCa/
� e

xCaC1
xCa

logx

D ef .x/ � eg.x/

D eg.x/ �
ef .x/�g.x/ � 1

f .x/ � g.x/
� .f .x/ � g.x//:

(5.59)
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Dále

eg.x/.f .x/ � g.x// D xe
logx

xCa
1

x.x C a/
h.x/ D e

logx

xCa
h.x/

x C a

D e
logx

xCa

� x

x C a

log.1C
a
x
/

a
x

aC
x

x C a
.aC 1/ log.1C

a
x
/C

1

x C a
a log.x C a/

�
:

Tedy
lim
x!1

eg.x/.f .x/ � g.x// D a:

Z (5.59) tedy plyne

lim
x!1

�
.x C a/1C 1

x � x1C a
xCa

�
D a:

|

5.9.2. Derivace funkce. Při výpočtu derivace dané funkce f nejprve určíme
definiční obor této funkce. V těch bodech definičního oboru, ve kterých je to mož-
né, pak vypočteme hodnotu derivace pomocí vzorců pro derivace elementárních
funkcí a vět z odstavce 5.1, zejména věty o aritmetice derivací (Věta 5.1.17) a vě-
ty o derivaci složené funkce (Věta 5.1.24). V bodech definičního oboru funkce f ,
v nichž tento postup z nějakého důvodu selhává, se pokusíme vypočítat jednostran-
né derivace podle Definice 5.1.1, případně pomocí věty o limitě jednostranných
derivací (Věta 5.2.9). Máme přitom na paměti, že definiční obor derivace může
být vlastní podmnožinou definičního oboru funkce.

5.9.19 (značení derivace). Při počítání často používáme pro označení derivace
funkce f v bodě x symbol .f .x//0 místo f 0.x/. Například píšeme .x2/0 D 2x, čímž
rozumíme f 0.x/ D 2x, kde f .x/ D x2. Při správné interpretaci tato notační kon-
vence nepůsobí nedorozumění a zjednodušuje zápis.

5.9.20. Příklad. Spočtěte derivaci funkce h.x/ D x4 C sin x.

Řešení. Funkce hmá definiční obor roven R a je součtem funkcí f .x/ D x4 a g.x/ D

sin x. Podle Příkladu 5.1.12 a (G11) platí pro každé x 2 R rovnosti f 0.x/ D 4x3

a g0.x/ D cos x. Potom podle Věty 5.1.17(a) máme

h0.x/ D 4x3 C cos x; x 2 R:

|

5.9.21. Příklad. Spočtěte derivaci funkce u.x/ D x4 sin x.

Řešení. Funkce u má definiční obor roven R a je součinem funkcí f a g z předcho-
zího příkladu. Potom podle Věty 5.1.17(a) máme

u0.x/ D 4x3 sin x C x4 cos x; x 2 R:

|

5.9.22. Příklad. Spočtěte derivaci funkce v.x/ D
x2�1
1Cx2 .
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Řešení. Funkce v má definiční obor roven R a je podílem funkcí f .x/ D x2 � 1

a g.x/ D 1 C x2. Pro každé x 2 R platí f 0.x/ D 2x a g0.x/ D 2x. Potom podle
Věty 5.1.17(c) máme

v0.x/ D
.x2 � 1/0.x2 C 1/ � .x2 � 1/.x2 C 1/0

.x2 C 1/2

D
2x.x2 C 1/ � .x2 � 1/2x

.x2 C 1/2
;

D
4x

.x2 C 1/2
; x 2 R:

|

5.9.23. Příklad. Spočtěte derivaci funkce h.x/ D ex
2C2.

Řešení. Položme

g.x/ D x2 C 2; x 2 R; a f .y/ D ey ; y 2 R:

Potom D.h/ D R, neboť h D f ı g. Snadno spočteme derivace

f 0.y/ D ey ; y 2 R;

g0.x/ D 2x C 0 D 2x; x 2 R:

Protože je g spojitá v každém bodě R, dostaneme podle věty o derivaci složené
funkce (Věta 5.1.24) pro každé x 2 R

h0.x/ D .f ı g/0.x/ D f 0.g.x// � g0.x/ D ex
2C2

� 2x:

|

5.9.24. Příklad. Spočtěte derivaci funkce h.x/ D log
�
x2�1
x2C1

�
.

Řešení. Položme

f .y/ D logy; y 2 .0;1/ a g.x/ D
x2 � 1

x2 C 1
; x 2 R:

Vzhledem k tomu, že D.log/ D .0;1/, platí x 2 D.h/ právě tehdy, když x2�1
x2C1

> 0.
Vyřešením příslušné nerovnice dostáváme D.h/ D .�1;�1/[ .1;1/. Pro derivace
f a g platí

f 0.y/ D
1

y
; y 2 .�1; 0/ [ .0;1/;

g0.x/ D
4x

.x2 C 1/2
; x 2 R (vizte Příklad 5.9.22).

Pomocí věty o derivaci složené funkce dostáváme pro x 2 D.f /

h0.x/ D
x2 C 1

x2 � 1
�

4x

.x2 C 1/2
D

4x

x4 � 1
:
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Platí tedy D.h0/ D .�1;�1/ [ .1;1/. Definiční obor funkce x 7!
4x
x4�1

je sice
roven R n f�1; 1g, nicméně definiční obor derivace je menší. |

5.9.25. Příklad. Spočtěte derivaci funkce f .x/ D xlogx , x 2 .0;1/.

Řešení. Podle definice obecné mocniny (Definice 5.3.10(c)) platí pro každé x 2

.0;1/ vztah f .x/ D elogx�logx D elog
2 x. Derivaci spočteme pomocí věty o derivaci

složené funkce (Věta 5.1.24), tedy

f 0.x/ D elog
2 x

�
�
log2 x

�0
D elog

2 x
� 2 log x �

1

x
; x 2 .0;1/:

Pro definiční obor derivace platí D.f 0/ D .0;1/. |

5.9.26. Příklad. Spočtěte derivaci funkce f .x/ D

p

1 � e�x2 .

Řešení. Pro každé x 2 R platí 1 � e�x2
� 0, a proto D.f / D R. Derivaci funkce f

v každém bodě x 2 R n f0g spočteme dvojnásobným užitím věty o derivaci složené
funkce:

f 0.x/ D
1

2

1
p

1 � e�x2

�
1 � e�x2�0

D
1

2

1
p

1 � e�x2
.�e�x2

/.�2x/

D
xe�x2

p

1 � e�x2
:

V bodě 0 dopočítáme jednostranné derivace přímo podle definice:

f 0
C.0/ D lim

h!0C

f .0C h/ � f .0/

h
D lim
h!0C

p

1 � e�h2
� 0

h

D lim
h!0C

s
e�h2

� 1

�h2
D

p
1 D 1:

Obdobně lze spočítat derivaci zleva za použití vztahu h D �
p
h2 pro h < 0. Do-

staneme

f 0
�.0/ D lim

h!0�

p

1 � e�h2
� 0

h
D lim
h!0�

�

s
e�h2

� 1

�h2
D �1 :

Platí tedy D.f 0/ D R n f0g, f 0
C.0/ D 1, f 0

�.0/ D �1, a tedy f 0.0/ neexistuje, neboť
f 0

C.0/ ¤ f 0
�.0/ (vizte Větu 5.1.9). |

5.9.27. Příklad. Spočtěte derivaci funkce f .x/ D minfx; x3g.

Řešení. Funkci f můžeme vyjádřit ve tvaru

f .x/ D

(
x3 pro x 2 .�1;�1� [ Œ0; 1�;

x pro x 2 .�1; 0/ [ .1;1/:
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Tedy zřejmě platí

f 0.x/ D

(
3x2 pro x 2 .�1;�1/ [ .0; 1/;

1 pro x 2 .�1; 0/ [ .1;1/:

Zbývá vyšetřit derivaci v bodech x 2 f0; 1;�1g. Protože funkce f je spojitá v bodě
�1, platí podle věty o limitě derivací (Věta 5.2.9)

f 0
�.�1/ D lim

x!�1�

3x2 D 3; f 0
C.�1/ D lim

x!�1C

1 D 1:

Odtudplyne, že f 0.�1/neexistuje. Podobně lze odvodit, že f 0.0/ a f 0.1/neexistují
a že platí

f 0
�.0/ D 1; f 0

C.0/ D 0; f 0
�.1/ D 3; f 0

C.1/ D 1:

|

5.9.28. Příklad. Spočtěte derivaci funkce

f .x/ D

(
x2 sin

�
1

3
p
x

�
pro x 2 R n f0g;

0 pro x D 0:

Řešení. Zřejmě platí D.f / D R. Pro x 2 R n f0g platí, že funkce f je na jistém okolí
bodu x definována předpisem x 7! x2 sin

�
1

3
p
x

�
. Derivace v bodě je lokální pojem

(vizte 5.1.3(c)), a proto pro x 2 R n f0g platí

f 0.x/ D

�
x2 sin

1
3
p
x

�0

D
�
x2
�0 sin 1

3
p
x

C x2
�
sin

1
3
p
x

�0

D 2x sin
1

3
p
x

C x2 cos
1

3
p
x

�
�1

3
�
1

3
p
x4
:

V bodě 0 spočteme derivaci podle definice

f 0.0/ D lim
h!0

f .0C h/ � f .0/

h
D lim
h!0

h2 sin 1
3
p
h

� 0

h

D lim
h!0

h sin
1

3
p
h

D 0:

Poslední rovnost plyne z Věty 4.2.15, neboť funkce sinus je omezená. Platí tedy
D.f 0/ D R. |

5.9.29. Příklad. Spočtěte derivaci funkce f .x/ D arccos
�
1 � x2

�
.

Řešení. Vzhledem k tomu, že D.arccos/ D Œ�1; 1� a reálné číslo x splňuje nerovnosti

�1 � 1 � x2 � 1

právě tehdy, když x 2
�
�

p
2;

p
2
�
, je D.f / D

�
�

p
2;

p
2
�
. Podle věty pro derivaci

složené funkce (Věta 5.1.24), kterou lze použít pro každé x 2 .�
p
2;

p
2/ n f0g,
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dostáváme

f 0.x/ D
�1p

1 � .1 � x2/2
� .1 � x2/0 D

�1
p
2x2 � x4

.�2x/

D
2 sign x
p
2 � x2

; x 2
�
�

p
2;

p
2
�

n f0g:

Funkce f je na svém definičním oboru spojitá, a proto se můžeme pokusit jedno-
stranné derivace v bodech množiny

˚
�

p
2; 0;

p
2
	
počítat jako limity jednostran-

ných derivací podle věty o limitě derivací (Věta 5.2.9). Dostaneme tak

f 0
C.0/ D lim

x!0C

f 0.x/ D lim
x!0C

2 sign x
p
2 � x2

D
2

p
2

D
p
2;

f 0
�.0/ D lim

x!0�

f 0.x/ D lim
x!0�

2 sign x
p
2 � x2

D �
p
2;

f 0
C.�

p
2/ D lim

x!�
p
2C

f 0.x/ D lim
x!�

p
2C

2 sign x
p
2 � x2

D �1;

f 0
�.

p
2/ D lim

x!
p
2�

f 0.x/ D lim
x!

p
2�

2 sign x
p
2 � x2

D 1:

Definičním oborem f 0 je tedy množina
�
�

p
2;

p
2
�

n f0g, přičemž hodnoty jedno-
stranných derivací ve zbývajících bodech definičního oboru f jsou uvedeny vý-
še. |

5.9.30. Příklad. Dokažte, že pro všechna x 2 R n f0g platí

arctg.x/C arctg
�
1
x

�
D

�
2
sign x:

Řešení. Definiční obor funkce

f .x/ D arctg x C arctg
1

x

je D.f / D .�1; 0/ [ .0;1/. Na každém z těchto dvou intervalů platí

f 0.x/ D
1

1C x2
C

1

1C . 1
x
/2

�
�1

x2
D

1

1C x2
�

1

1C x2
D 0:

Zadaná funkce je tedy na intervalu .0;1/ konstantní podle Věty 5.2.8 a dosazením
bodu x D 1 dostaneme

f .1/ D arctg.1/C arctg.1/ D
�
2
:

Funkce f je tedy rovna �
2
na celém intervalu .0;1/. Analogicky dosazením bodu

x D �1 dostaneme, že f je rovna �
�
2
na intervalu .�1; 0/. |
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5.9.3. l’Hospitalovo pravidlo.

5.9.31. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

arctg.1C x/ � arctg.1 � x/

x
:

Řešení. Označme

f .x/ D arctg.1C x/ � arctg.1 � x/ a g.x/ D x; x 2 R:

Pak limx!0 f .x/ D limx!0 g.x/ D 0. Můžeme se tedy pokusit spočítat zadanou
limitu pomocí l’Hospitalova pravidla 5.4.1(a). Dokážeme-li totiž existenci limity
limx!0

f 0.x/
g0.x/

, můžeme z výše uvedeného l’Hospitalova pravidla usoudit na exis-
tenci limity limx!0

f .x/
g.x/

, a navíc obdržíme limx!0
f .x/
g.x/

D limx!0
f 0.x/
g0.x/

. Výpočtem
obdržíme

lim
x!0

f 0.x/

g0.x/
D lim
x!0

1
1C.1Cx/2

.1C x/0 �
1

1C.1�x/2
.1 � x/0

1

D lim
x!0

� 1

1C .1C x/2
�

�1

1C .1 � x/2

�
D

1

1C 1
�

�1

1C 1

D 1:

Zadaná limita je tedy rovna 1. |

5.9.32 (postupná aplikace l’Hospitalova pravidla). Při výpočtu limity podílu funk-
cí často zapisujeme řešení ve tvaru

lim
x!a

f .x/

g.x/
D lim
x!a

f 0.x/

g0.x/
D lim
x!a

f 00.x/

g00.x/
D � � � D lim

x!a

f .n/.x/

g.n/.x/
D A: (5.60)

Postupujeme tak, že pro funkce f a g ověříme splnění předpokladů l’Hospitalova
pravidla a vypočteme f 0 a g0. Tak obdržíme novou limitu pro funkci f 0=g0. Po-
kud bychom tuto limitu uměli vypočítat, byli bychom hotovi. Často je i tato limita
ale pro přímý výpočet obtížná. Pak můžeme l’Hospitalovo pravidlo zkusit pou-
žít znovu. Bez dopočtení limity funkce f 0=g0 však platnost první rovnosti v (5.60)
není ověřena. Takto je tomu pro každou rovnost v (5.60). Pokud se nám podaří ově-
řit poslední rovnost, bude odtud plynout platnost předposlední rovnosti v (5.60)
a tak dále až ověříme platnost první rovnosti v (5.60). Tím bude výpočet dokon-
čen. Chronologicky tedy při výpočtu postupujeme samozřejmě zleva doprava, ale
logické ověřování jde zprava doleva.

5.9.33. Příklad. Spočtěte limitu funkce

lim
x!0

ex sin x � x.1C x/

x3
:
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Řešení. Postupnou aplikací l’Hospitalova pravidla dostáváme

lim
x!0

ex sin x � x.1C x/

x3
D lim
x!0

ex sin x C ex cos x � 1 � 2x

3x2

D lim
x!0

ex sin x C ex cos x C ex cos x � ex sin x � 2

6x

D lim
x!0

2ex cos x � 2ex sin x
6

D
2

6
D
1

3
:

|

5.9.34. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

� 1
x2

�
1

sin2 x

�
:

Řešení. Pro každé x z definičního oboru funkce, jejiž limitu počítáme, platí

1

x2
�

1

sin2 x
D

sin2 x � x2

x2 sin2 x
D

sin2 x � x2

x4
�
x2

sin2 x
: (5.61)

Třikrát použijeme l’Hospitalovo pravidlo a obdržíme

lim
x!0

sin2 x � x2

x4
D lim
x!0

2 sin x cos x � 2x

4x3
D lim
x!0

2 cos2 x � 2 sin2 x � 2

12x2

D lim
x!0

�8 cos x sin x
24x

D lim
x!0

� cos x
3

�
sin x
x

D �
1

3
:

Díky (5.61) dopočteme

lim
x!0

� 1
x2

�
1

sin2 x

�
D �

1

3
:

|

5.9.35. Příklad. Spočtěte limitu funkce

lim
x!0

�arctg x
x

� 1

x2

:

Řešení. Pro každé x z definičního oboru funkce, jejiž limitu počítáme, platí�arctg x
x

� 1

x2

D exp
� 1
x2

log
�arctg x

x

��
: (5.62)

Argument funkce exp přepíšeme následujícím způsobem

1

x2
log

�arctg x
x

�
D

1

x2
�

�arctg x
x

� 1
�

„ ƒ‚ …
(A)

�
log

� arctgx
x

�
arctgx
x

� 1„ ƒ‚ …
(B)

: (5.63)

Uvedený vztah platí pro každé x, pro které je pravá strana definována. Vypočítáme
limitu funkcí označených jako (A) a (B).
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Výpočet limity výrazu (A). Pomocí l’Hospitalova pravidla obdržíme

lim
x!0

1

x2
�

�arctg x
x

� 1
�

D lim
x!0

1

x2
arctg x � x

x
D lim
x!0

1
1Cx2 � 1

3x2

D lim
x!0

�x2

1Cx2

3x2
D �

1

3
:

Výpočet limity výrazu (B). Ověříme podmínku (P) z věty o limitě složené funkce (Vě-
ta 4.2.22). Ukážeme, že pro každé x 2 R n f0g platí arctg x ¤ x. Definujme funkci
f předpisem f .x/ D x � arctg x, x 2 R. Pro její derivaci platí

f 0.x/ D 1 �
1

1C x2
D

x2

1C x2
; x 2 R:

Ze znaménka derivace vidíme, že f je rostoucí na intervalu .�1; 0� i na intervalu
Œ0;1/. Funkce f je tedy rostoucí na celém R. Z vlastnosti f .0/ D 0 plyne, že pro
každé x 2 .0;1/ platí f .x/ > 0 a pro každé x 2 .�1; 0/ platí f .x/ < 0. Proto
f .x/ ¤ 0 pro každé x 2 Rnf0g.Máme tedy, že (například) pro � D 1 platí arctgx

x
¤ 1

pro každé x 2 P.0; 1/. Z Příkladu 5.9.1 a vlastnosti (ATa5) tedy dostáváme

lim
x!0

log
� arctgx

x

�
arctgx
x

� 1
D 1:

Závěrečný výpočet. Z (5.62) tedy plyne

lim
x!0

�arctg x
x

� 1

x2

D e� 1
3 :

|

5.9.4. Průběh funkce.

5.9.36. Příklad. Vyšetřete průběh funkce

f .x/ D e�x2

:

Řešení. (1) Exponenciální funkce je definovaná na celém R, a proto D.f / D R. Pro
každé x 2 R platí

f .�x/ D e�.�x/2
D e�x2

D f .x/;

takže f je sudá. Stačí tedy vyšetřovat průběh pouze na intervalu Œ0;1/ a zbytek
odvodit ze symetrie funkce. Průsečík grafu funkce f s osou y je bod Œ0; 1�. Rovnice
0 D f .x/ D e�x2 zřejmě nemá řešení, a graf f nemá žádné průsečíky s osou x.

(2) Funkce x 7! �x2 je spojitá na R, exponenciální funkce je spojitá na R a slože-
ní dvou spojitých funkcí je funkce spojitá. Proto je f spojitá na svém definičním
oboru. Snadno spočítáme limity v krajních bodech definičního oboru:

lim
x!1

e�x2

D 0 a lim
x!�1

e�x2

D 0: (5.64)

Odtud snadno vidíme, že funkce x 7! 0 je asymptotou v 1 i asymptotou v �1.
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(3) Pro derivaci funkce f platí

f 0.x/ D e�x2

.�x2/0 D �e�x2

2x; x 2 R:

Pro použití Věty 5.5.7 prozkoumáme znaménko první derivace, tj. určíme intervaly,
kde je f 0 kladná a kde záporná. Platí

f 0.x/

�
> 0 pro x < 0;
D 0 pro x D 0;

< 0 pro x > 0:

která je díky nezápornosti exponenciální funkce zřejmě splněna, právě tehdy když
x < 0. Naše funkce je tedy rostoucí na intervalu .�1; 0/ a klesající na intervalu
.0;1/. Funkce má tedy globální maximum v 0 s hodnotou 1 a jiné extrémy nemá.

Funkce f je spojitá, a proto je obor hodnot H .f / D f .R/ interval (Věta 4.3.8).
Pravý krajní bod tohoto intervalumusí být 1, neboť jde omaximální hodnotu, které
f nabývá. Tento bod patří do H .f /. Funkce f je kladná. Odtud a díky (5.64)
dostáváme, že druhým koncovým bodem intervalu H .f / je bod 0, který do tohoto
intervalu nepatří. Obor hodnot naší funkce je tedy H .f / D .0; 1�.

(4) Druhou derivaci spočteme jako derivaci první derivace:

f 00.x/ D
�
f 0.x/

�0
D .�e�x2

2x/0

D �e�x2

.�2x/2x � e�x2

2 D e�x2

.4x2 � 2/:

Pro použití Věty 5.6.11 prozkoumáme znaménko druhé derivace, tj. určíme inter-
valy, kde je f 00 kladná a kde záporná. Platí

f 00.x/

‚
> 0 pro x 2

�
�1;� 1p

2

�
[
�
�

1p
2
;1

�
;

< 0 pro x 2
�
�

1p
2
;� 1p

2

�
;

D 0 pro x 2
˚
�

1p
2
; 1p

2

	
:

Odtud plyne, že naše funkce:

� je konvexní na intervalu .�1;� 1p
2

�
a na intervalu

�
1p
2
;1/,

� konkávní na intervalu
�
�

1p
2
; 1p

2

�
,

� body �
1p
2
a 1p

2
jsou inflexní podle Věty 5.6.18.

Zde je graf funkce f .
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5.9.37. Příklad. Vyšetřete průběh funkce

f .x/ D arctg
�x2 C 1

x2 � 1

�
:

Řešení. (1) Funkce arctg je definována na R, a proto je naše funkce definována pro
každé x, pro které je definována funkce v argumentu, tj. x 7!

x2C1
x2�1

. V definičním
oboru této funkce jsou právě ta x, která splňují x2�1 ¤ 0. Dostáváme tedyD.f / D

R n f�1; 1g.
Pro každé x 2 R platí

f .�x/ D arctg
� .�x/2 C 1

.�x/2 � 1

�
D arctg

�x2 C 1

x2 � 1

�
D f .x/;

a tedy je f sudá.

(2) Snadno vidíme, že naše funkce je spojitá na svém definičním oboru. Spočteme
limitu v 1. Platí

lim
x!1

x2 C 1

x2 � 1
D 1:

Pomocí věty o limitě složené funkce (Věta 4.2.22(S)) obdržíme

lim
x!1

arctg
�x2 C 1

x2 � 1

�
D arctg.1/ D

�

4
:

Díky sudosti f dostáváme

lim
x!�1

arctg
�x2 C 1

x2 � 1

�
D
�

4
:

Funkce f má v 1 i �1 limitu, a tedy snadno vidíme, že přímka y D
�
4
je asympto-

tou v 1 i asymptotou v �1.



340 5. DERIVACE FUNKCE

Nyní spočteme jednostranné limity v bodech 1 a �1. Podle Věty 4.2.6 platí

lim
x!1C

x2 C 1

x2 � 1
D 1:

Odtud a ze vztahu limy!1 arctgy D
�
2
obdržíme díky větě o limitě složené funkce

(Věta 4.2.22(S)) výsledek

lim
x!1C

arctg
�x2 C 1

x2 � 1

�
D
�

2
:

Obdobně obdržíme

lim
x!1�

arctg
�x2 C 1

x2 � 1

�
D �

�

2
;

lim
x!�1�

arctg
�x2 C 1

x2 � 1

�
D
�

2
;

lim
x!�1C

arctg
�x2 C 1

x2 � 1

�
D �

�

2
:

(3) Derivaci spočteme pomocí vzorce pro derivování složené funkce a pro derivaci
podílu jako

f 0.x/ D
1

1C
�
x2C1
x2�1

�2 �

�x2 C 1

x2 � 1

�0

D
1

1C .x
2C1
x2�1

/2
�
2x.x2 � 1/ � .x2 C 1/2x

.x2 � 1/2

D
�4x

.x2 C 1/2 C .x2 � 1/2
D

�2x

x4 C 1
; x 2 D.f /:

Pro použití Věty 5.5.7 prozkoumáme znaménko první derivace. Platí

f 0.x/

�
> 0 pro x 2 .�1;�1/ [ .�1; 0/;

D 0 pro x D 0;

< 0 pro x 2 .0; 1/ [ .1;1/:

Dostáváme, že f je rostoucí na .�1;�1/, rostoucí na .�1; 0/, klesající na .0; 1/
a klesající na .1;1/. Naše funkce má tedy lokální maximum v 0 s hodnotou �

�
4

a jiné extrémy nemá. Z právě uvedeného a spojitosti funkce f dostáváme

f
�
.�1;�1/

�
D
�
�
4
; �
2

�
; f

�
.�1; 1/

�
D
�
�
�
2
;��

4

�
; f

�
.1;1/

�
D
�
�
4
; �
2

�
:

Obor hodnot naší funkce tedy je H .f / D
�
�
�
2
;��

4

�
[
�
�
4
; �
2

�
.

(4) Vypočteme druhou derivaci

f 00.x/ D

�
�2x

x4 C 1

�0

D
�2.x4 C 1/ � .�2x/4x3

.x4 C 1/2
D
6.x4 �

1
3
/

.x4 C 1/2
:

Podle znaménka druhé derivaci tedy určíme, že naše funkce je konvexní na .�1;�1/,
konvexní na

�
�1;� 1

4
p
3

�
, konkávní na

�
�

1
4
p
3
; 1

4
p
3

�
, konvexní na

�
1

4
p
3
; 1
�
a konvexní

na .1;1/. Body �
1

4
p
3
a 1

4
p
3
jsou inflexními body funkce f .
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Zde je graf funkce f .
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Obrázek 17.

|

5.9.38 (několik omylů). Z nerovnosti

f 0.x/ D
�4x

.x2 C 1/2 C .x2 � 1/2
D

�2x

x4 C 1
> 0

nelze usoudit, že naše funkce je rostoucí na intervalu .�1; 0/. Toto není správně,
neboť �1 není součástí definičního oboru, a proto zde funkce nemůže být rostoucí.
Dalším chybným tvrzení je, že funkce je rostoucí na .�1;�1/ [ .1; 0/. Ani toto
nemůže být dobře vzhledem k tomu, že �2 < �

1
2
, ale f .�2/ > f .�1

2
/. Správným

tvrzením je tedy, že f je rostoucí na intervalu .�1;�1/ a funkce je rostoucí na
intervalu .�1; 0/.

5.9.39. Příklad. Vyšetřete průběh funkce

f .x/ D jxj C arctg jx � 1j:

Řešení. (1) Funkce arctg je definována na R, a proto dostáváme D.f / D R. Je
snadno vidět, že f je spojitá na R. Spočteme limity v krajních bodech definičního
oboru:

lim
x!1

�
jxj C arctg jx � 1j

�
D lim
x!1

x C lim
x!1

arctg.x � 1/ D 1 C
�
2

D 1;

lim
x!�1

�
jxj C arctg jx � 1j

�
D lim
x!�1

.�x/C lim
x!�1

arctg.1 � x/ D 1 C
�
2

D 1:

Pro nalezení asymptoty v 1 spočteme limity

a D lim
x!1

f .x/

x
D lim
x!1

jxj

x
C lim
x!1

arctg jx � 1j

x
D 1C

�
2

1
D 1;

b D lim
x!1

.f .x/ � ax/ D lim
x!1

.x C arctg.x � 1/ � x/

D lim
x!1

arctg.x � 1/ D
�
2
:

Naše funkce má tedy v 1 asymptotu x 7! x C
�
2
.
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Obdobně spočteme

Qa D lim
x!�1

f .x/

x
D lim
x!�1

jxj

x
C lim
x!1

arctg jx � 1j

x
D �1C 0 D �1;

Qb D lim
x!�1

.f .x/ � Qax/ D lim
x!�1

.�x C arctg.1 � x/C x/

D lim
x!�1

arctg.1 � x/ D
�
2
:

Asymptotou f v bodě �1 je tedy funkce x 7! �x C
�
2
.

(2) U příkladů obsahujících absolutní hodnoty je většinou vhodné rozdělit definič-
ní obor na několik intervalů, kde absolutní hodnota nemění znaménko, a na těchto
intervalech vyšetřit vždy zadanou funkci zvlášť. Platí

f .x/ D

�
�x C arctg.1 � x/ pro x 2 .�1; 0�;

x C arctg.1 � x/ pro x 2 .0; 1�;

x C arctg.x � 1/ pro x 2 .1;1/:

Mimo body 0 a 1 spočteme derivaci f :

f 0.x/ D

‚ �
�x C arctg.1 � x/

�0
D �1C

�1
1C.1�x/2

D
�.x2�2xC3/

x2�2xC2
pro x 2 .�1; 0/;�

x C arctg.1 � x/
�0

D 1C
�1

1C.1�x/2
D

x2�2xC1
x2�2xC2

pro x 2 .0; 1/;�
x C arctg.x � 1/

�0
D 1C

1
1C.x�1/2

D
x2�2xC3
x2�2xC2

pro x 2 .1;1/:

Zbývá nám vyšetřit jednostranné derivace ve zlomových bodech 0 a 1. Naše funkce
je v těchto bodech spojitá, a proto můžeme použít Větu 5.2.9 o limitě jednostran-
ných derivací a dostaneme

f 0
C.1/ D lim

x!1C
f 0.x/ D lim

x!1C

x2 � 2x C 3

x2 � 2x C 2
D
1 � 2C 3

1 � 2C 2
D 2;

f 0
�.1/ D lim

x!1�
f 0.x/ D lim

x!1�

x2 � 2x C 1

x2 � 2x C 2
D
1 � 2C 1

1 � 2C 2
D 0;

f 0
C.0/ D lim

x!0C
f 0.x/ D lim

x!1C

x2 � 2x C 1

x2 � 2x C 2
D
0 � 0C 1

0 � 0C 2
D

1
2
;

f 0
�.0/ D lim

x!0�
f 0.x/ D lim

x!1�

�.x2 � 2x C 3/

x2 � 2x C 2
D

�.0 � 0C 3/

0 � 0C 2
D �

3
2
:

V bodech 0 a 1 tedy existují pouze jednostranné derivace a definičním oborem
derivace tedy je D.f 0/ D R n f0; 1g.

Pro každé x 2 .0; 1/ [ .1;1/ platí f 0.x/ > 0 a pro každé x 2 .�1; 0/ platí
f 0.x/ < 0. Funkce f je tedy klesající na .�1; 0�, rostoucí na Œ0; 1� a rostoucí na
Œ1;1/. Z toho, že f je rostoucí na Œ0; 1� i na Œ1;1/, dostáváme, že f je rostoucí i na
intervalu Œ0;1/. Odtud plyne, že f má globální minimum v 0 s hodnotou �

4
a jiné

extrémy nemá. Obor hodnot je H .f / D Œ�
4
;1/.
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(3) Vypočteme druhou derivaci:

f 00.x/ D

‚ �
�1 �

1
1C.x�1/2

�0
D

2.x�1/

.1C.x�1/2/2
pro x 2 .�1; 0/;�

1 �
1

1C.x�1/2

�0
D

2.x�1/

.1C.x�1/2/2
pro x 2 .0; 1/;�

1C
1

1C.x�1/2

�0
D

�2.x�1/

.1C.x�1/2/2
pro x 2 .1;1/:

Snadným vyšetřením znaménka f 00 dostaneme, že f je konkávní na .�1; 0/, kon-
kávní na .0; 1/ a konkávní na .1;1/. Infexní body zadaná funkce nemá.

Zde je graf funkce f .

0

1

2

3

4

5

6

y

-4 -2 2 4

x

Obrázek 18.

|

5.9.40. Příklad. Vyšetřete průběh funkce

f .x/ D .x � 1/e
x

1Cx :

Řešení. (1) Snadno zjistíme, že definiční obor je D.f / D R n f�1g.
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(2) Zadaná funkce je spojitá na svém definičním oboru. Určíme limity v krajních
bodech:

lim
x!1

.x � 1/e
x

1Cx D 1 � e1 D 1;

lim
x!�1

.x � 1/e
x

1Cx D �1 � e1 D �1;

lim
x!�1C

.x � 1/e
x

1Cx D �2 � 0 D 0;

lim
x!�1�

.x � 1/e
x

1Cx D �2 � 1 D �1:

Asymptotu f v 1 určíme pomocí limit

a D lim
x!1

f .x/

x
D lim
x!1

x � 1

x
� lim
x!1

e
x

1Cx D 1 � e D e;

b D lim
x!1

.f .x/ � ax/ D lim
x!1

�
x
�
e

x
1Cx � e

�
� e

x
1Cx

�
D lim
x!1

xe
� x

1C x
� 1

�
�
e

x
1Cx

�1
� 1

x
1Cx

� 1
� lim
x!1

e
x

1Cx

D lim
x!1

�xe

x C 1
� lim
x!1

e
x

1Cx
�1

� 1
x
1Cx

� 1
� e D �e � 1 � e D �2e:

Použití věty o limitě složené funkce bylo korektní, neboť pro každé x 2 P.1; 1/

platí x
xC1

� 1 ¤ 0, a proto je splněna podmínka (P). Funkce f má asymptotu v 1

rovnou x 7! ex � 2e.
Obdobně spočteme asymptotu v �1:

Qa D lim
x!�1

f .x/

x
D lim
x!�1

x � 1

x
� lim
x!�1

e
x

1Cx D 1 � e D e

Qb D lim
x!�1

.f .x/ � Qax/ D lim
x!�1

��
e

x
1Cx � e

�
� e

x
1Cx

�
D lim
x!�1

xe
� x

1C x
� 1

�
�
e

x
1Cx

�1
� 1

x
1Cx

� 1
� lim
x!�1

e
x

1Cx

D lim
x!�1

�xe

x C 1
� lim
x!�1

e
x

1Cx
�1

� 1
x
1Cx

� 1
� e D �e � 1 � e D �2e:

Podmínka (P) věty o limitě složené funkce je opět splněna, neboť x
xC1

� 1 ¤ 0 pro
každé x 2 P.�1; 1/. Funkce f má asymptotu v 1 rovnou x 7! ex � 2e.

(3) Vypočteme první derivaci:

f 0.x/ D
�
.x � 1/e

x
1Cx

�0
D e

x
1Cx C .x � 1/e

x
1Cx

� x

1C x

�0

D e
x

1Cx
�
1C .x � 1/

1

.x C 1/2

�
D e

x
1Cx �

x.x C 3/

.x C 1/2
; x 2 D.f /:
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Platí tedy D.f 0/ D R n f�1g. Díky nezápornosti exponenciální funkce rozhodne
o znaménku derivace člen x.xC3/

.xC1/2
. Vyšetřením jeho znaménka zjistíme: f je ros-

toucí na .�1;�3/ a na .0;1/, klesající na .�3;�1/ a na .�1; 0/. Funkce má tedy
lokální maximum v �3 s hodnotou �4e

3
2 , lokální minimum v 0 s hodnotou �1.

Tyto extrémy nejsou globální vzhledem k limitám funkce f v 1 a �1.
Pro obor hodnot platí

H .f / D f
�
.�1;�1/

�
[ f

�
.�1;1/

�
D
�
�1;�4e

3
2

�
[ Œ�1;1/:

(4) Vypočteme druhou derivaci:

f 00.x/ D

�
e

x
1Cx

x.x C 3/

.x C 1/2

�0

D e
x

1Cx
1

.x C 1/2
x.x C 3/

.x C 1/2
C e

x
1Cx

.2x C 3/.x C 1/2 � .x2 C 3x/.2x C 2/

.x C 1/4

D e
x

1Cx
5x C 3

.x C 1/4
:

Znaménko druhé derivace snadno určíme podle znaménka výrazu 5xC3. Funkce f
je tedy konkávní na intervalu .�1;�1/, konkávní na intervalu .�1;�3

5
/ a konvexní

na intervalu .�3
5
;1/. V bodě �

3
5
má f inflexní bod.

Zde je graf funkce f .
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Obrázek 19.
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5.9.41. Příklad. Vyšetřete průběh funkce

f .x/ D log.4C x2/C 3 arccotg
�
2
x

�
:
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Řešení. (1) Platí D.log/ D .0;1/, D.arccotg/ D R a pro každé x 2 R platí 4Cx2 >

0. Definičním oborem funkce x 7!
2
x
je množina Rnf0g. Platí tedy D.f / D Rnf0g.

(2) Podle věty o spojitosti složené funkce je funkce f spojitá v každém bodě svého
definičním oboru. Pro limity funkce f v krajních bodech jejího definičního oboru
platí:

lim
x!�1

f .x/ D 1; lim
x!0�

f .x/ D log.4/C 3�;

lim
x!1

f .x/ D 1; lim
x!0C

f .x/ D log.4/:

Vypočteme asymptotu f v 1:

a D lim
x!1

f .x/

x
D 0;

b D lim
x!1

.f .x/ � 0 � x/ D 1:

Funkce f tedy nemá asymptotu v 1. Obdobně zjistíme, že f nemá asymptotu ani
v �1.

(3) Vypočteme první derivaci funkce f .

f 0.x/ D
2x

4C x2
C

�3

1C
4
x2

�
�2

x2
D
2x C 6

x2 C 4
; x 2 D.f /:

Pro znaménko derivace platí:

f 0.x/

�
< 0 pro x 2 .�1;�3/;

> 0 pro x 2 .�3; 0/ [ .0;1/;

D 0 pro x D �3:

Díky Větě 5.5.7 dostáváme, že f je klesající na .�1;�3� a je rostoucí na Œ�3; 0/ a na
.0;1/.

Z výše uvedeného vyplývá, že f má lokální minimum v bodě x D �3, přičemž
hodnota tohoto minima je rovna log.13/C3 arccotg.�2

3
/. Toto minimum není glo-

bální, protože limx!0C f .x/ < f .�3/, a tedy na pravém prstencovém okolí bodu
0 existuje bod y takový, že f .y/ < f .�3/. Jiné extrémy funkce f nemá.

Z výše uvedeného vyplývá

f
�
.�1; 0/

�
D .f .�3/;1/ a f

�
.0;1/

�
D .log.4/;1/:

Protože f .�3/ > log.4/, vyplývá odtud, že H .f / D .log.4/;1/.

(4) Vypočteme druhou derivaci:

f 00.x/ D �2 �
x2 C 6x � 4

.x2 C 4/2
; x 2 D.f /:
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Polynomu x 7! x2 C 6x � 4 má kořeny x1 D �3 �
p
13 a x2 D �3 C

p
13. Platí

x1 < 0 < x2. Pro znaménko f 00 dostáváme

f 00.x/

�
< 0 pro x 2 .�1; x1/ [ .x2;1/;

> 0 pro x 2 .x1; 0/ [ .0; x2/;

D 0 pro x 2 fx1; x2g:

(5.65)

Podle věty o vztahu druhé derivace a konvexity je tedy funkce f ryze konkávní na
.�1; x1�, na Œx1; 0/ a na .0; x2�; ryze konkávní je na Œx2;1/.

Z (5.65) a Věty 5.6.18 dostáváme, že x1 a x2 jsou jedinými inflexními body
funkce f .

Závěrem ještě určíme jednostranné limity funkce f 0 v bodě 0. Tato informace
se bude při náčrtu grafu funkce f hodit. Platí

lim
x!0�

f 0.x/ D
3
2

a lim
x!0C

f 0.x/ D
3
2
:

Zde je graf funkce f .
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Obrázek 20.
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5.9.42. Příklad. Vyštřete průběh funkce

f .x/ D sin x C
1

6 sin x
:

Řešení. (1) Funkce f je definována pro každé x 2 R splňující sin x ¤ 0. Platí tedy
D.f / D

S
k2Z.k�; .1C k/�/. Vzhledem k tomu, že sinus je lichá funkce, je f též

lichá. Navíc je periodická s periodou 2�. Omezíme se tedy při vyšetřování průběhu
f na množinu .��; 0/ [ .0; �/.

(2) Funkce f je zjevně spojitá v každém bodě D.f /. Máme

lim
x!���

f .x/ D lim
x!0�

f .x/ D �1 a lim
x!0C

f .x/ D lim
x!��

f .x/ D 1: (5.66)
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(3) Vypočteme první derivaci funkce f .

f 0.x/ D cos x �
cos x
6 sin2 x

D
cos x
sin2 x

�
sin2 x �

1
6

�
; x 2 D.f /:

Označme ˛ D arcsin 1p
6
, x1 D ��C˛, x2 D �˛, x3 D ˛, x4 D ��˛. Pro znaménko

první derivace platí

f 0.x/

�
> 0 pro x 2 .��; x1/ [ .��

2
; x2/ [ .x3;

�
2
/ [ .x4; �/;

< 0 pro x 2 .x1;�
�
2
/ [ .x2; 0/ [ .0; x3/ [ .�

2
; x4/;

D 0 pro x 2 f�
�
2
; �
2
; x1; x2; x3; x4g:

Podle věty o vztahu derivace a monotonie (Věta 5.5.7) je tedy funkce f
� rostoucí na intervalech .��; x1�; Œ��

2
; x2�; Œx3;

�
2
�; Œx4; �/ a

� klesající na Œx1;��
2
�; Œx2; 0/; .0; x3�; Œ

�
2
; x4�.

V bodech �
�
2
; x3; x4 má lokální minima, přičemž

f .x3/ D f .x4/ D

q
2
3

a f .��
2
/ D �

7
6
;

a v bodech x1; x2; �2 má lokální maxima, přičemž

f .x1/ D f .x2/ D �

q
2
3

a f .�
2
/ D

7
6
:

Z právě provedených úvah, Věty 4.3.6 a (5.66) plyne, že

H .f / D

�
�1;�

q
2
3

i
[

hq
2
3
;1

�
:

(4) Vypočteme druhou derivaci funkce f .

f 00.x/ D

�
cos x �

cos x
6 sin2 x

�0

D � sin x C
sin x
6 sin2 x

C cos x �
�2

6
.sin x/�3 � cos x

D
�6 sin4 x sin2 x C 2 cos2 x

6 sin3 x
D

�6 sin4 x � sin2 x C 2

6 sin2 x
:

Funkce y 7! �6y2 � y C 2 má kořeny �
2
3
, 1
2
, je kladná na intervalu .�2

3
; 1
2
/ a zá-

porná na množině .�1;�2
3
/ [ .1

2
;1/. Znaménko f 00.x/ tedy závisí na tom, do

které z uvedených množin náleží hodnota sin2 x. Vyřešením příslušné nerovnice
obdržíme

f 00.x/

�
> 0 pro x 2 .�3�

4
;��

4
/ [ .0; �

4
/ [ .3�

4
; �/;

< 0 pro x 2 .��;�3�
4
/ [ .��

4
; 0/ [ .�

4
; 3�
4
/;

D 0 pro x 2
˚
�
3�
4
;��

4
; �
4
; 3�
4
; �
	
:

Podle Věty 5.6.11 je funkce f
� ryze konvexní na intervalech Œ�3�

4
;��

4
�; .0; �

4
�; Œ3�

4
; �/ a

� ryze konkávní na intervalech .��;�3�
4
�; Œ��

4
; 0/; Œ�

4
; 3�
4
�.
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Dle Věty 5.6.18 jsou body �
3�
4
;��

4
; �
4
; 3�
4

inflexními body funkce f . Vzhledem
ke znaménku druhé derivace žádné jiné inflexní body funkce f nemá, vizte Vě-
tu 5.6.16.

Zde je graf funkce f .
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Obrázek 21.
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5.9.43. Příklad. Vyšetřete průběh funkce

f .x/ D
x � 9

p
x

3
p

3
p
x � 3

:

Řešení. (1) Jmenovatel funkce f je definován pro každé x 2 R a je roven 0 právě
když x D 27. Platí tedy D.f / D R n f27g.

(2) Funkce f je díky Větám 4.2.4 a 4.3.5 spojitá v každém bodě svého definičním
oboru spojitá. Vypočteme limity v krajních bodech definičního oboru:

lim
x!1

f .x/ D lim
x!1

x

3

q
1 �

3
3
p
x

D 1;

lim
x!�1

f .x/ D lim
x!�1

x

3

q
1 �

3
3
p
x

D �1;

lim
x!27C

f .x/ D 1;

lim
x!27�

f .x/ D �1:

Zkusíme určit asymptoty funkce f . Platí

lim
x!1

f .x/

x
D lim
x!1

1

3

q
1 �

3
3
p
x

D 1
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a

lim
x!1

�
f .x/ � x

�
D lim
x!1

� x � 9
p
x

3
p

3
p
x � 3

� x
�

D lim
x!1

x � 9
p
x � x 3

p
3
p
x � 3

3
p

3
p
x � 3

D lim
x!1

x � x 3

q
1 �

3
3
p
x

3

q
1 �

3
3
p
x

D lim
x!1

x � x 3

q
1 �

3
3
p
x

3

q
1 �

3
3
p
x

�

x2 C x2 3

q
1 �

3
3
p
x

C x2
�

3

q
1 �

3
3
p
x

�2
x2 C x2 3

q
1 �

3
3
p
x

C x2
�

3

q
1 �

3
3
p
x

�2
D lim
x!1

x3 � x3
�
1 �

3
3
p
x

�
3

q
1 �

3
3
p
x

�
1

x2 C x2 3

q
1 �

3
3
p
x

C x2
�

3

q
1 �

3
3
p
x

�2
D lim
x!1

3
3
p
x8

3

q
1 �

3
3
p
x

�
1

x2 C x2 3

q
1 �

3
3
p
x

C x2
�

3

q
1 �

3
3
p
x

�2
D lim
x!1

3
3
p
x2

3

q
1 �

3
3
p
x

�
1

1C 3

q
1 �

3
3
p
x

C

�
3

q
1 �

3
3
p
x

�2
D

1

1
�

1

1C 1C 1
D 1:

Odtud plyne, že f nemá v 1 asymptotu. Obdobně obdržíme limx!�1
f .x/
x

D 1

a limx!�1.f .x/ � x/ D 1. Tedy ani v �1 funkce f asymptotu nemá.

(3) Vypočteme první derivaci.

f 0.x/ D

� 9
p
x10

3
p

3
p
x � 3

�0

D

10
9

9
p
x �

3
p

3
p
x � 3 �

9
p
x10 �

1
3

1

3

r�
3
p
x�3

�2

1
3

1
3
p
x2

3

q�
3
p
x � 3

�2
D

9
p
x

3 3
p
. 3
p
x � 3/4

�
�
3 3

p
x � 10

�
; x 2 R n f0; 27g:

V bodě 0 dostaneme

f 0.0/ D lim
x!0

f .x/ � f .0/

x � 0
D lim
x!0

9
p
x

3
p

3
p
x � 3

D 0:

Platí tedy

f 0.x/

�
> 0 pro x 2 .�1; 0/ [

�
1000
27
;1

�
;

< 0 pro x 2 .0; 27/ [
�
27; 1000

27

�
;

D 0 pro x 2
˚
0; 1000

27

	
:
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Podle věty o vztahu derivace a monotonie je tedy funkce f rostoucí na .�1; 0� a na�
1000
3
;1

�
, klesající na Œ0; 27/ a na

�
27; 1000

3

�
.

Vzhledem k limitám v 1 a �1 nemá f globální extrémy. Z výše uvedených
intervalů monotonie vyplývá, že funkce f má lokální maximum v bodě 0, přičemž
hodnota tohoto maxima je rovna 0, a má lokální minimum v bodě 1000

27
, přičemž

hodnota tohoto minima je 1000
27

3
p
10.

Jelikož je f spojitá na .�1; 27/ i na .27;1/, dostáváme kombinací Věty 4.3.8,
limit v krajních v bodech definičního oboru a znalosti lokálních extrémů f , že platí

H .f / D .�1; 0� [
�
1000
27

3
p
10;1

�
:

(4) Druhou derivaci funkce f spočteme v bodech D.f / n f0g. Pro tyto body platí

f 00.x/ D

�
3

9
p
x4 � 10 9

p
x

3
3

q�
3
p
x � 3

�4
�0

D

�
12
9

1
9
p
x5

�
10
9

1
9
p
x8

�
� 3

3

q�
3
p
x � 3

�4
�
�
3

9
p
x4 � 10 9

p
x
�
4 3
p

3
p
x � 31

3
1

3
p
x2

9
3

q�
3
p
x � 3

�8
D

3
p

3
p
x � 3 �

1
9
p
x8

3 3
p
. 3
p
x � 3/8

�

��
4
3

9
p
x3 �

10
3

�
. 3
p
x � 3/ �

4
9

9
p
x2.3

9
p
x4 � 10 9

p
x/
�

D

3
p

3
p
x � 3 �

1
9
p
x8

3
3

q
.x

1
3 � 3/8

�
�2 3

p
x C 10

�
:

Tedy jest

f 00.x/

�
< 0 pro x 2 .�1; 0/ [ .0; 27/ [ .125;1/;

> 0 pro x 2 .27; 125/;

D 0 pro x D 125:

(5.67)

Podle Věty 5.6.11 je tedy funkce f ryze konkávní na .�1; 0�, na Œ0; 27/, na Œ125;1/

a ryze konvexní na .27; 125�. Jelikož je f 0.0/ D 0, je podle Příkladu 5.8.16 f ryze
konkávní na .�1; 27/. Dále z Věty 5.6.18 plyne, že bod 125 je inflexním bodem
funkce f . Vzhledem k (5.67) funkce f jiné inflexní body nemá.

Zde je graf funkce f .
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5.9.44. Příklad. Vyšetřete průběh funkce

f .x/ D

(
x � e

� 1

log2 x ; pro x 2 .0; 1/ [ .1;1/;

0; pro x 2 f0; 1g:

Řešení. (1) Zřejmě platí D.f / D Œ0;1/.

(2) Vzhledem k tomu, že limx!0C
f .x/ D 0 a limx!1 f .x/ D 0 je f spojitá v bo-

dech 0 a 1. Zřejmě je též spojitá v bodech množiny .0; 1/[ .1;1/, a tedy je spojitá
na D.f /. Limita v bodě 1 je

lim
x!1

f .x/ D lim
x!1

x � lim
x!1

e
� 1

log2 x D 1 � 1 D 1:

Zjistíme nyní, zdali má funkce f v 1 asymptotu. Vzhledem k tomu, že

lim
x!1

f .x/

x
D lim
x!1

e
� 1

log2 x D 1

a

lim
x!1

.f .x/ � x/ D lim
x!1

x �
e� log�2 x � 1

� log�2
x

�
�
� log�2

x
�

D lim
x!1

e� log�2 x � 1

� log�2
x

� lim
x!1

�x

log2 x
D 1 � .�1/ D �1:

Funkce f nemá v 1 asymptotu. Při výpočtu jsme užili Příklad 5.9.17.

(3) Vypočteme první derivaci.

f 0.x/ D e
� 1

log2 x C xe
� 1

log2 x � 2.log x/�3 �
1

x

D e
� 1

log2 x .1C 2 log�3
x/; x 2 .0; 1/ [ .1;1/:
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Přímo z definice spočítáme

f 0
C.0/ D lim

x!0C

f .x/

x
D lim
x!0C

e
� 1

log2 x D 1:

Konečně díky Větě 5.2.9 dostáváme

f 0.1/ D lim
x!1

f 0.x/ D lim
x!1

e
� 1

log2 x C lim
x!1

.log�2
x/2

elog
�2 x

� 2 log x

D 0C 0 � 0 D 0:

Při výpočtu jsme použili Větu 4.2.22 a fakt limy!1
y2

ey D 0, vizte Příklad 5.9.17.
Platí tedy

f 0.x/

�
> 0 pro x 2 .0; e�

3
p
2/ [ .1;1/;

< 0 pro x 2 .e�
3
p
2; 1/;

D 0 pro x 2
˚
1; e�

3
p
2
	
:

Podle věty o vztahu derivace a monotonie je tedy funkce f rostoucí na Œ0; e�
3
p
2�

a na Œ1;1/, klesající na Œe�
3
p
2; 1�. V bodech 0 a 1 má tedy funkce f globální mi-

nimum o hodnotě 0, v bodě e�
3
p
2 má lokální maximum. Vzhledem k tomu, že

limx!1 f .x/ D 1, funkce f nemá globální maximum.
Z těchto úvah a Věty 4.3.6 plyne, že H .f / D Œ0;1/.

(4) Pro x 2 .0; 1/ [ .1;1/ spočteme

f 00.x/ D e
� 1

log2 x
�
2 log�3

x �
1
x

�
� .1C 2 log�3

x/C e
� 1

log2 x � .�6/ log�4
x �

1
x

D e
� 1

log2 x �
2
x
log�6

x �
�
log3 x � 3 log2 x C 2

�
:

Vzhledem k tomu, že

y3 � 3y2 C 2 D .y � 1/.y2 � 2y C 2/

D .y � 1/ �
�
y � .1C

p
3/
�

�
�
y � .1 �

p
3
�
;

máme

f 00.x/

�
< 0 pro x 2

�
0; e1�

p
3
�

[
�
e; e1C

p
3
�
;

> 0 pro x 2
�
e1�

p
3; 1

�
[ .1; e/ [

�
e1C

p
3;1

�
;

D 0 pro x 2
˚
e1�

p
3; e; e1C

p
3
	
:

(5.68)

Podle věty o vztahu druhé derivace a konvexity je tedy funkce f ryze konkávní na�
0; e1�

p
3
�
a na

�
e; e1C

p
3
�
, ryze konvexní na Œ1; e�, na

�
e1�

p
3; 1

�
a na

�
e1C

p
3;1

�
.

Díky Příkladu 5.8.16 je funkce f ryze konvexní na
�
e1�

p
3; e

�
. V bodě 1 tedy f

nemá inflexní bod. Z Věty 5.6.18 plyne, že e1�
p
3; e; e1C

p
3 jsou inflexní body funk-

ce f . Konečně můžeme z (5.68) usoudit, že jiné než výše uvedené inflexní body
funkce f nemá.

Zde je graf funkce f .
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5.9.45. Příklad. Vyšetřete průběh funkce f W x 7! y zadané parametricky rovni-
cemi

x D t � sin t; y D 1 � cos t; t 2 R:

Řešení. (1) Definičním oborem funkce f je množina těch x 2 R, pro které existuje
právě jedno t 2 R splňující x D t � sin t . Hodnota f .x/ je pak rovna 1 � cos t .
Položme

'.t/ D t � sin t; t 2 R:

Platí
lim
t!1

'.t/ D 1 a lim
t!�1

'.t/ D �1:

Dále pro každé t 2 R platí
'0.t/ D 1 � cos t:

Máme tedy '0 > 0 na intervalech .2k�; 2�.k C 1//, k 2 Z, přičemž v bodech k� ,
k 2 Z, má derivaci rovnou 0. Funkce ' je proto rostoucí na R a díky Větě 4.3.6 je
'.R/ D R. Máme tedy D.f / D R. Dále máme zaručenu existence inverzní funkce
'�1 W R ! R. Při označení

 .t/ D 1 � cos t; t 2 R;

máme f D  ı '�1.
Ukážeme, že f je 2�-periodická. Nechť x 2 R je libovolné a t 2 R splňuje

'.t/ D x. Pak též

'.t C 2�/ D .t C 2�/ � sin.t C 2�/ D .t C 2�/ � sin t D x C 2�:

Tedy

f .x/ D  .'�1.x// D  .t/ D  .t C 2�/ D  .'�1.x C 2�// D f .x C 2�/:

Stačí tedy vyšetřit průběh funkce na intervalu Œ0; 2��.

(2) Funkce '�1 je spojitá díky Větě 4.3.15. Funkce f je složením spojitých funkcí,
a proto je spojitá.
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(3) Funkce ' je spojitá, rostoucí a splňuje '.0/ D 0, '.�/ D � , '.2�/ D 2�. Odtud
plyne

'
�
.0; �/

�
D .0; �/; '

�
.�; 2�/

�
D .�; 2�/: (5.69)

Podle Věty 5.1.27 spočteme

f 0.x/ D
�
 .'�1.x//

�0
D  0.'�1.x// � .'�1.x//0

D sin
�
'�1.x/

�
�

1

1 � cos
�
'�1.x/

� ; x 2 .0; 2�/:

Platí

sin t
1 � cos t

�
> 0 pro t 2 .0; �/;

< 0 pro t 2 .�; 2�/;

D 0 pro t D �:

Odtud a z (5.69) plyne

f 0.x/

�
> 0 pro x 2 .0; �/;

< 0 pro x 2 .�; 2�/;

D 0 pro x D �:

Funkce f je spojitá a díky Větě 4.2.26 platí

lim
x!0C

f 0.x/ D lim
x!0C

sin
�
'�1.x/

�
1 � cos

�
'�1.x/

� D lim
t!0C

sin t
1 � cos t

D lim
t!0C

sin t
t

�
t2

1 � cos t
�
1

t
D 1 � 2 � 1 D 1:

Podle Věty 5.2.9 dostáváme f 0
C.0/ D 1. Obdobně odvodíme f 0

�.2�/ D �1.
Funkce f je tedy rostoucí na intervalu Œ0; �� a klesající na intervalu Œ�; 2��. Dále

má v bodě � globální maximum o hodnotě 2. Vzhledem k tomu, že f je kladná na
intervalu .0; 2�/, má f v bodech 0 a 2� globální minima splňující f .0/ D f .2�/ D

0.
Díky spojitosti f dostáváme z Věty 4.3.6, že platí H .f / D Œ0; 2�.

(4) Položme

!.t/ D
sin t

1 � cos t
; t 2 .0; 2�/:

Pak platí

!0.t/ D
�1

1 � cos t
; t 2 .0; 2�/:
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Díky Větě 5.1.27 obdržíme

f 00.x/ D

� sin
�
'�1.x/

�
1 � cos

�
'�1.x/

��0

D
�
!.'�1.x//

�0
D !0

�
'�1.x/

�
�
�
'�1.x/

�0
D

�1

1 � cos
�
'�1.x/

� �
1

1 � cos
�
'�1.x/

�
D

�1�
1 � cos

�
'�1.x/

��2 ; x 2 .0; 2�/:

Tedy f 00 je záporná na .0; 2�/, a proto je f ryze konkávní na Œ0; 2�� (vizte Vě-
tu 5.6.11).

Zde je graf funkce f .
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Obrázek 24.

|

5.9.46. Poznámka. Graf funkce z předchozího příkladu se nazývá cykloida. Cykloi-
da vzniká složením rotačního pohybu s translačním. V uvedeném případě je graf
trajektorií bodu, který je na kružnici o poloměru 1 kutálející se po ose x, vizte ob-
rázek.

0 2 4 6 8 10 12

0.5
1.0
1.5
2.0

Obrázek 25.

5.9.5. Použití derivace při vyšetřování konvergence řad.

5.9.47. Příklad. Nechť ˛; ˇ 2 R. Vyšetřete konvergenci řady
1X
nD2

1

n˛ logˇ n
:

Řešení. Pro každé n 2 N; n � 2, označme

an D
1

n˛ logˇ n
:
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Při vyšetřování konvergence rozlišíme případy podle znaménka parametru ˛.

Případ ˛ < 0. Podle Příkladu 5.9.17 a Věty 4.2.16 platí lim an D 1. Není tedy
splněna nutná podmínka konvergence řady, a proto

P1

nD2 an diverguje.

Případ ˛ D 0. Uvažovaná řada má tedy tvar
1X
nD2

1

logˇ n
:

Pokud ˇ � 0, pak je lim an rovna 1 (pro ˇ < 0) nebo 1 (pro ˇ D 0), takže není
splněna nutná podmínka konvergence a řada diverguje. Pokud ˇ > 0, pak je po-
sloupnost fang klesající. Konvergence uvažované řady je pak podle kondenzačního
kritéria (Věta 3.2.17) ekvivalentní konvergenci řady

1X
nD1

2na2n D

1X
nD2

2n
1

nˇ logˇ 2
:

Posledně uvedená řada opět nesplňuje nutnou podmínky konvergence, takže naše
řada opět diverguje.

Případ ˛ > 0. Položíme

f .x/ D
1

x˛ logˇ x
; x 2 .1;1/:

Pro každé x 2 .1;1/ platí

f 0.x/ D
1

x2˛ log2ˇ x
�
�
�˛x˛�1 logˇ x � ˇx˛.logˇ�1

x/x�1
�

D
x˛�1 logˇ x

x2˛ log2ˇ x
�
�
�˛ � ˇ.log x/�1

�
:

Jelikož
lim
x!1

�
�˛ � ˇ.log x/�1

�
D �˛ < 0;

je funkce f na jistém okolí 1 klesající. K vyšetření konvergence dané řady lze tedy
použít kondenzační kritérium (Věta 3.2.17). Máme

1X
nD1

2na2n D

1X
nD1

1�
2˛�1

�n
nˇ logˇ 2

:

Je-li ˛ > 1, platí

lim
n!1

2nC1a2nC1

2na2n

D lim
n!1

�
2˛�1

�n
nˇ .log 2/ˇ

.2˛�1/
nC1

.nC 1/ˇ .log 2/ˇ

D lim
n!1

� n

nC 1

�ˇ
21�˛

D 21�˛ < 1;

a tedy řada
P
2na2n konverguje podle d’Alembertova kritéria (Věta 3.2.11). Je-li

˛ D 1, řada
P
2na2n konverguje právě tehdy, když ˇ > 1 (vizte Větu 3.2.18). Je-li
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˛ 2 .0; 1/, potom limn!1 2na2n D 1 díky Příkladu 5.9.17 a Větě 4.2.16, a proto
řada

P
2na2n diverguje. Diverguje tedy i řada

P
an.

Závěr. Z výše uvedených úvah tedy vyplývá, že řada
P1

nD2 an konverguje právě teh-
dy, když ˛ > 1 a ˇ 2 R, nebo ˛ D 1 a ˇ > 1. |

5.9.48. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
1X
nD1

arccotg.2n/
3
p
nC 4

:

Řešení. Pro každé n 2 N označme

an D
arccotg.2n/

3
p
nC 4

:

Podle l’Hospitalova pravidla (Věta 5.4.1(a)) platí

lim
x!1

arccotg.2x/
1
x

D lim
x!1

�2
1C4x2

�
1
x2

D lim
x!1

2x2

1C 4x2
D
1

2
:

Z Heineovy věty (Věta 4.2.16) tedy dostáváme rovnost

lim
n!1

arccotg.2n/
1
n

D
1

2
:

Dále platí

lim
n!1

1
3
p
nC4

1
3
p
n

D lim
n!1

3

r
n

nC 4
D 1:

Odtud a z věty o aritmetice limit (Věta 4.2.1) plyne, že

lim
n!1

arccotg.2n/
3
p
nC4

1
n

1
3
p
n

D
1

2
:

Zadaná řadamá zřejmě všechny členy kladné a platí 1
2

2 .0;1/. Z limitního srovná-
vacího kritéria (Věta 3.2.5) tedy vyplývá, že zadaná řada konverguje právě tehdy,
když konverguje řada

1X
nD1

1

n
4
3

:

Tato řada ale konverguje podle Věty 3.2.18, neboť 4
3
> 1. Tedy zadaná řada také

konverguje. |

5.9.49. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
1X
nD2

log
� n2 C 4

n.n � 1/

�
:
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Řešení. Pro n � 2 označme

an D log
� n2 C 4

n.n � 1/

�
:

Podle věty o limitě složené funkce (Věta 4.2.22(P)) máme

lim
x!1

log
�
x2C4
x.x�1/

�
xC4
x2�x

D lim
x!1

log
�
1C

xC4
x2�x

�
xC4
x2�x

D 1:

Podle Heineovy věty (Věta 4.2.16) tedy platí

lim
n!1

an
nC4
n2�n

D 1:

Pro každé n � 2 platí an > 0. Můžeme tedy použít limitní srovnávací kritérium
(Věta 3.2.5(a)), podle kterého řada

P1

nD2 an konverguje právě tehdy, když konver-
guje řada

1X
nD2

nC 4

n2 � n
: (5.70)

Protože

lim
n!1

nC4
n2�n
1
n

D lim
n!1

n2 C 4n

n2 � n
D 1

a řada
P1

nD2
1
n
diverguje podle Příkladu 3.1.15, diverguje podle limitního srovná-

vacího kritéria řada (5.70). Tedy i zadaná řada je divergentní. |

5.9.50. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
1X
nD1

cos.�n/ � arccos
�
log

�
e �

1
n

��
:

Řešení. Pro každé n 2 N platí cos.�n/ D .�1/n. Zadanou řadu tedy můžeme pře-
psat ve tvaru

1X
nD1

.�1/n arccos
�
log

�
e �

1
n

��
:

Platí limx!1.e �
1
x
/ D e, přičemž pro každé x 2 R platí e �

1
x

¤ e. Z věty o limitě
složené funkce (Věta 4.2.22(P)) tedy dostáváme, že

lim
x!1

log
�
e �

1
x

�
D 1:

Podle (AC2) a (AC3) platí limy!1�
arccos.y/ D 0 a navíc pro každé n 2 N platí

log.e �
1
n
/ ¤ 1. Z Věty 4.2.18 tedy vyplývá, že

lim
n!1

arccos
�
log.e �

1
n
/
�

D 0:
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Posloupnost
˚
e �

1
n

	1

nD1
je zřejmě rostoucí. Funkce log je na .0;1/ rostoucí podle

(L3) a funkce arccos je na Œ�1; 1� klesající podle (AC2). Posloupnostn
arccos

�
log

�
e �

1
n

��o1

nD1

je tudíž klesající. Zadaná řada tedy konverguje podle Leibnizova kritéria (Věta 3.3.1).
|

5.9.51. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
1X
nD1

arccotg.n/ �
�
�1 �

1
n

�n
:

Řešení. Řadu přepíšeme ve tvaru
1X
nD1

.�1/n � arccotg.n/ �
�
1C

1
n

�n
:

Posloupnost
˚
arccotg.n/

	1

nD1
je klesající a platí limn!1 arccotg.n/ D 0. Z Leibni-

zova kritéria (Věta 3.3.1) tedy plyne, že řada
1X
nD1

.�1/n arccotg.n/

konverguje. Podle Příkladu 2.4.5 je posloupnost
˚
.1C

1
n
/n
	1

nD1
omezená a rostoucí.

Z Abelova kritéria (Věta 3.3.5(A)) plyne, že i zadaná řada konverguje. |

5.9.52. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
1X
nD1

n cos.5n/
tg
�p
nC 2 �

p
n
�

nC 3
:

Řešení. Podle Příkladu 3.3.8(b) má řada
P1

nD1 cos.5n/ omezené částečné součty.
Pro n 2 N položme

an D
p
nC 2 �

p
n; bn D tg.an/ a cn D

n

nC 3
:

Potom pro každé n 2 N platí

an D
2

p
nC 2C

p
n
:

Odtud plyne, že fang1
nD1 je klesající posloupnost kladných reálných čísel splňující

lim an D 0. Dále pro každé n 2 N platí

0 < an � a1 D
2

1C
p
3
< 1 <

�

2
;

takže pro každé n 2 N máme an 2 .0; �
2
/. Protože funkce tangens je rostoucí

na intervalu .0; �
2
/ (vizte (G20)), je posloupnost fbng1

nD1 klesající. Podle (G16) je
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funkce tangens spojitá v bodě 0, takže podle Heineovy věty (Věta 4.2.19) platí
lim bn D lim tg.an/ D 0. Dle Dirichletova kritéria (Věta 3.3.5(D)) je tedy řada

1X
nD1

cos.5n/ � tg
�p
nC 2 �

p
n
�

konvergentní. Pro každé n 2 N platí cn D 1 �
3
nC3

, takže je posloupnost fcng1
nD1

rostoucí a omezená. Podle Abelova kritéria (Věta 3.3.5(A)) je tedy zadaná řada
konvergentní. |

5.9.53. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
1X
nD1

.�1/n
3
p
n2 C 1 log.n/

4
p
n3 C nC

p
n
:

Řešení. Pro x 2 .0;1/ položme

g.x/ D
3
p
x2 C 1 log.x/; h.x/ D

4
p
x3 C x C

p
x; f .x/ D

g.x/

h.x/
:

Dále označme an D f .n/ pro n 2 N. Ukážeme, že existuje x0 > 0 takové, že
funkce f je klesající na intervalu .x0;1/. Podle věty o derivaci podílu je znaménko
derivace funkce f v bodě x 2 .0;1/ stejné jako znaménko výrazu g0.x/h.x/ �

g.x/h0.x/. Pro každé x 2 .0;1/ platí

g0.x/ D
2x

3 3
p
.x2 C 1/2

� log.x/C
3
p
x2 C 1 �

1

x
;

h0.x/ D
3x2 C 1

4 4
p
.x3 C x/3

C
1

2
p
x
:

Pro funkce g a h platí

lim
x!1

g.x/
3
p
x2 log.x/

D 1; lim
x!1

h.x/
4
p
x3

D 1:

Podobně jako pro g a h odhadneme asymptotické chování g0 a h0:

lim
x!1

g0.x/
1

3
p
x2

log.x/
D 1; lim

x!1

h0.x/
1

4
p
x

D 1:

Odtud dostáváme

lim
x!1

g0.x/h.x/
12
p
x5 log.x/

D
2

3
; lim

x!1

g.x/h0.x/
12
p
x5 log.x/

D
3

4
:

Platí tedy

lim
x!1

g0.x/h.x/ � g.x/h0.x/
12
p
x5 log.x/

D
2

3
�
3

4
D �

1

12
< 0:
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Existuje tedy x0 > 0 takové, že pro každé x 2 .x0;1/ platí f 0.x/ < 0. Funkce f je
tedy kleasjící na intervalu .x0;1/. Dále máme

lim
x!1

f .x/ D lim
x!1

g.x/

h.x/

D lim
x!1

g.x/
3
p
x2 log.x/

�

1
4
p
x3

h.x/
�

3
p
x2 log.x/

1
4
p
x3

D 1 � 1 � 0;

přičemž jsme použili Příklad 5.4.4.
Zvolme n0 2 N, n0 > x0. Pak posloupnost fang1

nDn0
konverguje k 0 a je klesa-

jící. Dle Věty 3.3.1 tedy zadaná řada konverguje. |

5.9.54. Příklad (Gauss7). Nechť
P
an je řada s kladnými členy, a 2 R, " 2 .0;1/,

fbng je omezená posloupnost a pro každé n 2 N platí

an

anC1

D 1C
a

n
C

bn

n1C"
:

Dokažte, že
P
an konverguje, právě když a > 1.

Řešení. Rozlišíme dva případy podle hodnoty a.

Případ a 2 R n f1g. Použijeme Příklad 3.8.1. Díky předpokladu máme

lim
n!1

n
� an

anC1

� 1
�

D lim
n!1

�
aC

bn

n"

�
D a;

a tedy řada
P
an konverguje pro a > 1 a diverguje pro a < 1.

Případ a D 1. Podle Příkladu 5.9.17 platí

lim
n!1

n logn
� an

anC1

� 1 �
1

n

�
D lim
n!1

bn logn
n"

D 0:

Tedy existuje n0 2 N takové, že pro každé n � n0 platí

n logn
� an

anC1

� 1 �
1

n

�
� 1:

Z Příkladu 5.9.55 nyní plyne divergence dané řady. |

5.9.55. Příklad (de Morgan—Bertrand8). Nechť
P
an je řada s kladnými členy.

(a) Nechť n0 2 N a q 2 .1;1/ splňují

8n � n0 W n logn
� an

anC1

� 1 �
1

n

�
� q:

Dokažte, že
P
an konverguje.

7Johann Carl Friedrich Gauss (1777—1855)
8Joseph Louis François Bertrand (1822 —1900)
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(b) Nechť n0 2 N splňuje

8n � n0 W n logn
� an

anC1

� 1 �
1

n

�
� 1:

Dokažte, že
P
an diverguje.

Řešení. (a) Zvolme p 2 .1; q/ a pro n > 1 položme bn D
1

n.logn/p . Pak pro každé
n > 1 platí

bn

bnC1

D
.nC 1/ logp.nC 1/

n logp n

D 1C
.nC 1/ logp.nC 1/ � n logp n

n logp n
:

Pro každé n > 1 použijeme Větu 6.1.15 pro funkci f .x/ D x logp x, x 2 .0;1/,
a interval Œn; nC 1� a nalezneme bod cn 2 .n; nC 1/ splňující

f .nC 1/ D f .n/C f 0.n/C
1

2
f 00.cn/:

Obdržíme tedy

.nC 1/ logp.nC 1/ � n logp n

D logp nC p logp�1
nC

p logp�1
cn C p.p � 1/ logp�2

cn

2cn
:

Pro n > 1 označme

ˇn D
p logp�1

cn C p.p � 1/ logp�2
cn

2cn
:

Podle Příkladu 5.9.17 a Věty 4.2.16 pak platí limn!1 ˇn D 0. Existuje tedy n1 > 1
takové, že

8n � n1 W ˇn < .q � p/ logp�1
n:

Položme n2 D maxfn0; n1g. Pak pro každé n � n2 platí

bn

bnC1

D 1C
logp nC p logp�1

nC ˇn

n logp n
< 1C

1

n
C
q logp�1

n

n logp n

D 1C
1

n
C

q

n logn
:

Pro n � n2 pak dostáváme

bn

bnC1

< 1C
1

n
C

q

n logn
�

an

anC1

:

Díky Příkladu 3.8.2 dostáváme konvergenci řady
P
an, neboť řada

P
bn konver-

guje podle Příkladu 5.9.47.
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(b) Pro n > 1 položme bn D
1

n logn . Podobně jako výše nalezneme pro každé n > 1
bod cn 2 .n; nC 1/ splňující

bn

bnC1

D 1C
.nC 1/ log.nC 1/ � n logn

n logn
D 1C

1

n logn

�
1C lognC

1

2cn

�
:

Dostaneme tedy pro n > n0, odhad
bn

bnC1

D 1C
1

n
C

1

n logn
C

1

2cnn logn
>

an

anC1

:

Pro každé n > n0 pak platí
anC1

an
>
bnC1

bn
:

Vzhledem k tomu, že řada
P

1
n logn diverguje (vizte Příklad 5.9.47), dostáváme díky

Příkladu 3.8.2 divergenci řady
P
an. |



KAPITOLA 6

Taylorův polynom

V této kapitole budeme studovat otázku aproximace obecné funkce polyno-
mem. K dané funkci f a danému bodu a 2 R budeme hledat vhodný polynom,
jehož hodnoty v blízkosti a v jistém dobře definovaném smyslu aproximují hod-
noty funkce f . Budeme se přitom snažit, aby odchylka funkce od polynomu byla
dostatečněmalá. Ukážeme si také několik způsobů jak odchylku shora odhadnout.

6.1. Základní vlastnosti

6.1.1. Nechť f je funkce, a 2 R a f 0.a/ existuje vlastní. Potom existuje tečna ke
grafu funkce f v bodě a ve smyslu Definice 5.1.5. Označme funkci, která definuje
tuto tečnu, symbolem t , tedy položme

t .x/ D f .a/C f 0.a/.x � a/; x 2 R:

O této funkci můžeme říci, že v jistém smyslu aproximuje chování f v blízkosti bo-
du a, neboť platí

lim
x!a

jf .x/ � t .x/j

jx � aj
D 0: (6.1)

To plyne z výpočtu

lim
x!a

f .x/ � t.x/

x � a
D lim
x!a

f .x/ � f .a/ � f 0.a/.x � a/

x � a

D lim
x!a

�f .x/ � f .a/

x � a
� f 0.a/

�
D 0

a z Věty 4.1.19. Neformálně řečeno, pro hodnoty x dostatečně blízké k bodu a je
výraz jf .x/ � t .x/j podstatně menší než jx � aj.

Pokud místo afinní funkce, což je polynom stupně nejvýše 1, použijeme vhod-
ný polynom P obecně vyššího stupně, můžeme doufat v lepší aproximaci, např.

lim
x!a

jf .x/ � P.x/j

jx � aj
n D 0 (6.2)

pro jisté n 2 N, n > 1. Takový polynom P by skutečně aproximoval f s větší
přesností, neboť výraz jx � aj

n je pro x dostatečně blízké bodu a podstatně menší

365
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než jx � aj, přesněji řečeno, platí

lim
x!a

jx � aj
n

jx � aj
D 0:

Při hledání vhodného polynomu bude užitečné si povšimnout, že funkce t
splňuje f .a/ D t .a/ a f 0.a/ D t 0.a/. Budeme hledat polynom P tak, aby pro každé
j 2 f0; 1; : : : ; ng platilo f .j /.a/ D P .j /.a/. Ukážeme, že polynom, který je zaveden
následující definicí, splňuje tento požadavek i (6.2).

6.1.2. Definice. Nechť f je funkce, a 2 R, n 2 N a existuje vlastní f .n/.a/. Pak
polynom T

f;a
n , definovaný pro každé x 2 R předpisem

T f;an .x/ D f .a/C f 0.a/.x � a/C
1

2Š
f 00.a/.x � a/2 C � � � C

1

nŠ
f .n/.a/.x � a/n;

nazýváme Taylorovým1 polynomem funkce f v bodě a řádu n.

6.1.3. Nechť f je funkce, a 2 R, n 2 N a existuje vlastní f .n/.a/. Potom pro každé
j 2 f0; : : : ; n�1g existuje vlastní f .j /.x/ na nějakém okolí bodu a. Speciálně odtud
vyplývá, že Taylorův polynom T

f;a
n je dobře definován.

6.1.4. Úmluva. V dalším textu budeme symbol tvaru .x � a/0 chápat jako 1, a to
i tehdy, jestliže x D a. Symbolem f .0/ (tedy „nultou derivací“ funkce f ) budeme
rozumět samotnou funkci f .

6.1.5. Nechť f je funkce, a 2 R, n 2 N a existuje vlastní f .n/.a/. Z definice Ta-
ylorova polynomu je zřejmé, že platí st.T f;an / � n. Tato nerovnost ovšem může
být ostrá. To nastává právě tehdy, když platí f .n/.a/ D 0. Položíme-li například
f D sin, a D 0 a n D 2, dostaneme

T
sin;0
2 .x/ D sin.0/C sin0.0/ � x C

1

2
sin00.0/ � x2 D x; x 2 R;

takže st
�
T

sin;0
2

�
D 1.

6.1.6. Nechť f je funkce, a 2 R, n 2 N a existuje vlastní f .n/.a/. Označme T D

T
f;a
n . Pak pro každé x 2 R platí

T 0.x/ D f 0.a/C f 00.a/.x � a/C � � � C
1

.n � 1/Š
f .n/.a/.x � a/n�1;

T 00.x/ D f 00.a/C f 000.a/.x � a/C � � � C
1

.n � 2/Š
f .n/.a/.x � a/n�2;

:::

T .n�1/.x/ D f .n�1/.a/C f .n/.a/.x � a/;

T .n/.x/ D f .n/.a/:

1Brook Taylor (1685 —1731)
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Dosadíme-li x D a, dostaneme vztahy

T .a/ D f .a/; T 0.a/ D f 0.a/; T 00.a/ D f 00.a/; : : : ; T .n/.a/ D f .n/.a/:

Pokud tedy n � 2, potom pro každé x 2 R platí .T f;an /0.x/ D T
f 0;a
n�1 .x/.

6.1.7. Příklad. Spočtěte Taylorův polynom třetího řádu v bodě 0 pro funkce sinus
a kosinus.

Řešení. Protože platí sin.0/ D 0, sin0.0/ D cos.0/ D 1, sin00.0/ D � sin.0/ D 0,
sin000.0/ D � cos.0/ D �1, dostáváme

T
sin;0
3 .x/ D x �

1
6
x3:

Podobně lze odvodit vztah

T
cos;0
3 .x/ D 1 �

1
2
x2:

|

6.1.8. Na následujícím obrázku jsou zachyceny grafy funkce sinus a Taylorových
polynomů T sin;0

3 a T sin;0
5 .

Obrázek 1. Taylorovy polynomy funkce sinus

Nyní nás bude zajímat nakolik se liší Taylorův polynom od aproximované
funkce, neboli jak velký je rozdíl f .x/ � T

f;a
n .x/, který budeme nazývat zbytkem.

Zde je první výsledek tohoto typu.

6.1.9. Věta (Peanův tvar zbytku). Nechť f je funkce, n 2 N, a 2 R a existuje
vlastní f .n/.a/. Potom

lim
x!a

f .x/ � T
f;a
n .x/

.x � a/n
D 0:
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Důkaz. Použijeme matematickou indukci podle n.

Případ n D 1. Tvrzení platí podle 6.1.1.

Indukční krok. Nechť n > 1. Předpokládáme, že pro každou funkci g takovou, že
existuje vlastní g.n�1/.a/, platí

lim
x!a

g.x/ � T
g;a
n�1.x/

.x � a/n�1
D 0:

Mějme funkci f , kterámá vlastní f .n/.a/. Pakmá funkce f 0 v bodě a vlastní .n�1/-
ní derivaci, neboť .f 0/.n�1/.a/ D f .n/.a/ 2 R. Podle indukčního předpokladu tedy
platí

lim
x!a

f 0.x/ � T
f 0;a
n�1 .x/

.x � a/n�1
D 0: (6.3)

Funkce f je spojitá v bodě a, neboť existuje vlastní f 0.a/. Funkce T f;an je polynom,
a tedy je také spojitá v bodě a. Z toho plyne, že můžeme využít L’Hospitalova
pravidla (vizte Větu 5.4.1(a)). Dostaneme

lim
x!a

f .x/ � T
f;a
n .x/

.x � a/n
D lim
x!a

�
f .x/ � T

f;a
n .x/

�0�
.x � a/n

�0 :

Podle 6.1.6 platí
�
T
f;a
n

�0
D T

f 0;a
n�1 . Tudíž z (6.3) vyplývá, že

lim
x!a

f .x/ � T
f;a
n .x/

.x � a/n
D lim
x!a

f 0.x/ � T
f 0;a
n�1 .x/

n.x � a/n�1
D 0:

Tím je tvrzení dokázáno. �

6.1.10. Lemma. Nechť n 2 N,Q je polynom, stQ � n a limx!a
Q.x/
.x�a/n

D 0. PakQ
je nulový polynom.

Důkaz. Předpokládejme, že polynomQ není nulový. PolynomQmá zřejmě v bodě
a kořen. Pak podle 1.7.9 existuje k 2 f1; : : : ; ng a polynom R takový, že Q.x/ D

.x � a/kR.x/ a R.a/ ¤ 0. Potom platí

0 D lim
x!a

Q.x/

.x � a/n
D lim
x!a

R.x/

.x � a/n�k
:

Poslední limita ale buď neexistuje (je-li k < n a n � k je liché), nebo je nevlastní
(je-li k < n a n�k je sudé), nebo je vlastní a nenulová (je-li k D n). Ve všech těchto
případech dostáváme spor. Tím je tvrzení lemmatu dokázáno. �

6.1.11.Věta. Nechť n 2 N, a 2 R, f je funkcemající vlastní f .n/.a/ aP je polynom
stupně nejvýše n splňující

lim
x!a

f .x/ � P.x/

.x � a/n
D 0:

Potom P D T
f;a
n .
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Důkaz. Podle Věty 6.1.9 víme, že

lim
x!a

f .x/ � T
f;a
n .x/

.x � a/n
D 0:

Podle věty o aritmetice limit (Věta 4.2.1) tedy platí

lim
x!a

T
f;a
n .x/ � P.x/

.x � a/n
D lim
x!a

T
f;a
n .x/ � f .x/

.x � a/n
C lim
x!a

f .x/ � P.x/

.x � a/n
D 0C 0 D 0:

Dále platí st
�
T
f;a
n � P

�
� n, a tedy podle Lemmatu 6.1.10 je T f;an � P nulový

polynom. To znamená, že P D T
f;a
n . �

Věta 6.1.9 popisuje asymptotické chování zbytku Taylorova polynomu. V ná-
sledující větě pro něj odvodíme přesnější formuli, ovšem za silnějších předpokladů
na funkci f .

6.1.12. Věta (obecný tvar zbytku). Nechť f je funkce, n 2 N, a; x 2 R, a < x, a f
má v každém bodě intervalu Œa; x� vlastní derivaci řádu .nC 1/. Nechť ' je spojitá
funkce na Œa; x� mající v každém bodě intervalu .a; x/ vlastní nenulovou derivaci.
Pak existuje � 2 .a; x/ takové, že

f .x/ � T f;an .x/ D
1

nŠ

'.x/ � '.a/

'0.�/
� f .nC1/.�/.x � �/n:

Důkaz. Definujme funkci F W Œa; x� ! R předpisem

F.t/ D f .x/ �
�
f .t/C f 0.t/.x � t /C � � � C

1

nŠ
f .n/.t/.x � t /n

�
:

Funkce F je spojitá na Œa; x� a má vlastní derivaci v každém bodě intervalu .a; x/,
neboť všechny funkce vystupující v definici F mají vlastní derivaci v každém bodě
intervalu Œa; x�. Podle Cauchyovy věty (Věta 5.2.11) tedy existuje � 2 .a; x/ takové,
že

F.x/ � F.a/

'.x/ � '.a/
D
F 0.�/

'0.�/
: (6.4)

Nechť t 2 .a; x/. Potom

F 0.t/ D �
�
f 0.t/C f 0.t/ � .�1/C f 00.t/.x � t/C � � � C

1

nŠ
f .nC1/.t/.x � t/n

�
D �

1

nŠ
f .nC1/.t/.x � t /n:

Pro t D � dostaneme

F 0.�/ D �
1

nŠ
f .nC1/.�/.x � �/n:

Zřejmě platí F.x/ D 0 a F.a/ D f .x/ � T
f;a
n .x/. Odtud a z (6.4) dostáváme

f .x/ � T f;an .x/ D
1

nŠ

'.x/ � '.a/

'0.�/
� f .nC1/.�/.x � �/n:

Tvrzení je tak dokázáno. �
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6.1.13. Věta 6.1.12 platí i v případě x < a. Důkaz je stejný.

6.1.14. Předpoklady Věty 6.1.12 lze mírně zeslabit. Stačí předpokládat, že f .n/ je
spojitá na Œa; x� a f .nC1/ existuje (vlastní či nevlastní) na .a; x/. I za tohoto před-
pokladu lze použít postup z uvedeného důkazu.

Větu 6.1.12 nyní využijeme k odvození dvou konkrétních tvarů zbytku Taylo-
rova polynomu. Dosáhneme toho v obou případech vhodnou volbou funkce '.

6.1.15. Věta (Lagrangeův tvar zbytku). Nechť f je funkce, n 2 N, a; x 2 R, a < x,
a f má v každém bodě intervalu Œa; x� vlastní derivaci řádu .nC1/. Potom existuje
� 2 .a; x/ takové, že

f .x/ � T f;an .x/ D
1

.nC 1/Š
f .nC1/.�/.x � a/nC1: (6.5)

Důkaz. Položme '.t/ D .x� t/nC1, t 2 Œa; x�. Pak je funkce ' je spojitá na Œa; x� a na
otevřeném intervalu .a; x/ má vlastní nenulovou derivaci. Podle Věty 6.1.12 tedy
existuje � 2 .a; x/ takové, že

f .x/ � T f;an .x/ D
1

nŠ

0 � .x � a/nC1

.�.nC 1/.x � �/n/
f .nC1/.�/.x � �/n

D
1

.nC 1/Š
f .nC1/.�/.x � a/nC1:

�

6.1.16. Věta. Nechť f je funkce, I je interval, n 2 N a f má v každém bodě
intervalu I vlastní derivaci řádu .n C 1/. Nechť M 2 R a pro každé x 2 I platíˇ̌
f .nC1/.x/

ˇ̌
� M . Potom pro každé x 2 I platí

jf .x/ � T f;an .x/j �
M

.nC 1/Š
jx � aj

nC1 :

Důkaz. Tvrzení bezprostředně plyne z Věty 6.1.15. �

6.1.17. Věta (Cauchyův tvar zbytku). Nechť f je funkce, n 2 N, a; x 2 R, a < x,
a f má v každém bodě intervalu Œa; x� vlastní derivaci řádu .nC1/. Potom existuje
� 2 .a; x/ takové, že

f .x/ � T f;an .x/ D
1

nŠ
f .nC1/.�/.x � �/n.x � a/: (6.6)

Důkaz. Položme '.t/ D t , t 2 Œa; x�. Pak je funkce ' je spojitá na Œa; x� a na ote-
vřeném intervalu .a; x/ má vlastní nenulovou derivaci. Podle Věty 6.1.12 existuje
� 2 .a; x/ takové, že

f .x/ � T f;an .x/ D
1

nŠ

x � a

1
f .nC1/.�/.x � �/n D

1

nŠ
f .nC1/.�/.x � �/n.x � a/:

�
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6.2. Symbol malé o

6.2.1. Z Věty 6.1.9 vyplývá, že za uvedených předpokladů můžeme funkci f na
jistém okolí bodu a zapsat ve tvaru f D T

f;a
n C !, kde chybová funkce ! splňuje

lim
x!a

!.x/

.x � a/n
D 0:

6.2.2. Taylorovy polynomy lze mimo jiné použít k počítání limit funkcí a posloup-
ností a k vyšetřování konvergence číselných řad s nezápornými členy. Ve všech
těchto případech většinou počítáme limitu nějaké komplikované funkce. Pro vý-
počet limity posloupnosti pak obvykle využijeme Heineovu větu a pro vyšetření
konvergence řady srovnávací kritérium.

Základní myšlenka výpočtu limity funkce je následující. Funkce, které se ob-
jevují ve výrazu, jehož limitu počítáme, vyjádříme jako součet polynomu a chybo-
vé funkce. Pak mohou být další výpočty velmi jednoduché, protože při počítání
s chybovými funkcemi nemusíme brát v úvahu jejich přesný tvar, ale pouze odha-
dy velikosti chyby. Hlavní problém výpočtu pak spočívá v tom jak nalézt k daným
funkcím odpovídající polynomy vhodného stupně a chybové funkce. Takové po-
stupy ukážeme v následujícím výkladu.

6.2.3. Definice. Nechť f a g jsou funkce, a 2 R�. Řekneme, že funkce f je v bodě
amalé o od funkce g (píšeme f .x/ D o

�
g.x/

�
, x ! a), jestliže platí

lim
x!a

f .x/

g.x/
D 0:

6.2.4. Výraz „f .x/ D o
�
g.x/

�
, x ! a“ chápeme jako jeden symbol. Znaménko

rovnosti zde neznačí standardní rovnost mezi reálnými čísly nebo funkcemi a nelze
s ním pracovat samostatně.

6.2.5. (a) Tvrzení Věty 6.1.9 je možné zapsat ve tvaru

f .x/ � T f;an .x/ D o
�
.x � a/n

�
; x ! a;

proto bude v roli funkce g často vystupovat funkce x 7! .x� a/n, nebo jen x 7! xn

v případě a D 0.

(b) Symbol f .x/ D o.1/, x ! a podle definice znamená, že limx!a f .x/ D 0.

(c) Pokud nebude hrozit nedorozumění, budeme symbol x ! a vynechávat.

6.2.6. Věta (aritmetika malého o). Nechť a 2 R�.
(a) Jestliže f1.x/ D o

�
g.x/

�
, x ! a a f2.x/ D o

�
g.x/

�
, x ! a, potom

f1.x/C f2.x/ D o
�
g.x/

�
; x ! a:

(b) Jestliže f1.x/ D o
�
g1.x/

�
, x ! a a f2.x/ D o

�
g2.x/

�
, x ! a, potom

f1.x/f2.x/ D o
�
g1.x/g2.x/

�
; x ! a:
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(c) Jestliže f1.x/ D o
�
g1.x/

�
, x ! a a f2 je nenulová na jistém prstencovém

okolí bodu a, potom

f1.x/f2.x/ D o
�
g1.x/f2.x/

�
; x ! a:

(d) Jestliže f .x/ D o
�
g1.x/

�
, x ! a a limx!a

g1.x/
g2.x/

je vlastní, potom

f .x/ D o
�
g2.x/

�
; x ! a:

(e) Jestliže f .x/ D o
�
g.x/

�
, x ! a a h je omezená na jistém prstencovém

okolí bodu a, potom

h.x/f .x/ D o
�
g.x/

�
; x ! a:

(f) Jestliže a 2 R,m; n 2 N [f0g,m � n, a f .x/ D o
�
.x�a/n

�
, x ! a, potom

f .x/ D o
�
.x � a/m

�
; x ! a:

Důkaz. Všechna tvrzení bezprostředně plynou z věty o aritmetice limit (Věta 4.2.1)
a Věty 4.2.15. �

6.2.7. Věta. Nechť a; b 2 R�, f; g; ' jsou funkce splňující f .y/ D o
�
g.y/

�
, y ! b,

limx!a '.x/ D b a existuje ı > 0 takové, že pro každé x 2 P.a; ı/ platí '.x/ ¤ b.
Potom

f
�
'.x/

�
D o

�
g.'.x//

�
; x ! a:

Důkaz. Tvrzení bezprostředně plyne z věty o limitě složené funkce (Věta 4.2.22(P)).
�

6.2.8. Příklad. Určete Taylorův polynom řádu 3 funkce tangens v bodě 0.

Řešení. Mohli bychom spočítat derivace funkce tangens až do třetího řádu v bo-
dě 0 a pak sestavit příslušný Taylorův polynom podle definice, jako jsme to učinili
v Příkladu 6.1.7. Ukážeme však ještě jiný postup.

Protože má funkce tangens na intervalu .��
2
; �
2
/ derivace všech řádů, stačí na-

lézt polynom P takový, že st.P / � 3 a tg x �P.x/ D o.x3/, x ! 0. Pak totiž podle
Věty 6.1.11 již musí platit P D T

tg;0
3 . Označme P.x/ D A0 CA1x CA2x

2 CA3x
3.

Potom
sin x
cos x

�
�
A0 C A1x C A2x

2
C A3x

3
�

D o.x3/; x ! 0;

neboli
sin x
cos x

�
�
A0 C A1x C A2x

2
C A3x

3
�

D !.x/;

kde funkce ! je definována na prstencovém okolí bodu 0 a platí

lim
x!0

!.x/

x3
D 0:

Potom pro každé x z tohoto prstencového okolí platí

sin x D
�
A0 C A1x C A2x

2
C A3x

3
C !.x/

�
cos x: (6.7)
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Funkce sinus a kosinus můžeme vyjádřit podle Příkladu 6.1.7 ve formě

sin x D x �
1
6
x3 C �.x/;

cos x D 1 �
1
2
x2 C �.x/;

kde funkce � a � splňují

lim
x!0

�.x/

x3
D lim
x!0

�.x/

x3
D 0:

Uvedená vyjádření funkcí sinus a kosinus nyní dosadíme do (6.7), pravou stranu
roznásobíme a po úpravě dostaneme

x �
1
6
x3 C �.x/ D

�
A0 C A1x C A2x

2
C A3x

3
C !.x/

�
�
�
1 �

1
2
x2 C �.x/

�
D A0 C A1x C

�
A2 �

1
2
A0
�
x2 C

�
A3 �

1
2
A1
�
x3 C �.x/;

(6.8)

přičemž

�.x/ D !.x/ �
1
2
A2x

4
�
1
2
A3x

5
�
1
2
!.x/x2

C
�
A0 C A1x C A2x

2
C A3x

3
C !.x/

�
�.x/:

Z tvaru funkce � snadno odvodíme, že

lim
x!0

�.x/

x3
D 0:

Úpravou (6.8) obdržíme

A0 C .A1 � 1/x C
�
A2 �

1
2
A0
�
x2 C

�
A3 �

1
2
A1 C

1
6

�
x3 D �.x/ � �.x/:

Označme symbolemQ polynom na levé straně předchozího vztahu. Potom stQ �

3 a z tvaru pravé strany plyne, žeQ.x/ D o.x3/, x ! 0. Podle Lemmatu 6.1.10musí
být polynomQ nulový, a tedy musí mít nulové koeficienty, tj.

A0 D 0; A1 � 1 D 0; A2 �
1
2
A0 D 0; A3 �

1
2
A1 C

1
6

D 0:

Odtud dostaneme A0 D 0, A1 D 1, A2 D 0, A3 D
1
3
, neboli

T
tg;0
3 .x/ D x C

1
3
x3; x 2 R:

|

6.2.9. Při počítání úloh podobného typu, jaký jsme viděli v Příkladu 6.2.8, se čas-
to užívá následující konvence.Místo abychom pracovali s jednotlivými chybovými
funkcemi – v našem příkladu to byly funkce !; �; �; � – budeme je značit vždy stej-
ným symbolem, který bude obsahovat pouze informaci o přesnosti našeho odhadu.
Místo abychom psali například f .x/ D g.x/C!.x/, kde !.x/ D o.x3/, x ! 0, bu-
deme psát rovnou f .x/ D g.x/C o.x3/, x ! 0. Tento způsob zápisu činí výpočet
přehlednější, nicméně je třeba dát pozor na jistá jeho úskalí. Nebudeme se zde sna-
žit dát tomuto zápisu přesný matematický význam. Budeme jej chápat pouze jako
zkrácenou verzi zápisu s chybovými funkcemi, který již přesný matematický vý-
znam má. Korektnost našeho výpočtu bude dána tím, že jej můžeme zapsat vždy
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naprosto přesně s použitím chybových funkcí. Výpočet z Příkladu 6.2.8 pak lze
zapsat následovně:

x �
1
6
x3 C o.x3/ D

�
A0 C A1x C A2x

2
C A3x

3
C o.x3/

�
�
�
1 �

1
2
x2 C o.x3/

�
D A0 C A1x C

�
A2 �

1
2
A0
�
x2 C

�
A3 �

1
2
A1
�
x3

C o.x3/ �
1
2
A2x

4
� t

1

2
A3x

5
�
1
2
x2o.x3/

C
�
A0 C A1x C A2x

2
C A3x

3
C o.x3/

�
� o.x3/; x ! 0:

Všimněme si, že

�
1
2
A2x

4
D o.x3/; x ! 0 (z definice);

�
1
2
A3x

5
D o.x3/; x ! 0 (z definice);

�
1
2
x2o.x3/ D o.x3/; x ! 0 (Věta 6.2.6(e));�

A0 C A1x C A2x
2

C A3x
3

C o.x3/
�

� o.x3/ D o.x3/; x ! 0 (Věta 6.2.6(e)):

Odtud plyne podle Věty 6.2.6(a)

A0 C .A1 � 1/x C
�
A2 �

1
2
A0
�
x2 C

�
A3 �

1
2
A1 C

1
6

�
x3 D o.x3/; x ! 0:

Závěr výpočtu již nyní proběhne stejně jako v předchozí variantě.
Při zvládnutí této metody lze k výsledku často dospět rychleji než postupným

derivováním dané funkce, neboť s odhady chyb lze pracovat velmi efektivně.

6.3. Taylorovy aMaclaurinovy řady elementárních funkcí

Ve Větě 6.1.9 jsme viděli, že s rostoucím řádem Taylorova polynomu dostává-
me přesnější aproximaci dané funkce f . Bylo by tedy možné očekávat, že bychom
danou funkci mohli jistým způsobem vyjádřit pomocí limity Taylorových polyno-
mů, tedy ve tvaru nekonečné řady. Tato úvaha motivuje následující definici.

6.3.1. Definice. Nechť f je funkce, a 2 R a funkce f má v bodě a derivace všech
řádů. Potom řadu

1X
nD0

1

nŠ
f .n/.a/.x � a/n; x 2 R;

nazýváme Taylorovou řadou funkce f o středu a. Ve speciálním případě a D 0

mluvíme o Maclaurinově řadě2.

6.3.2. V souvislosti s Taylorovou řadou funkce f nás zajímá zejména platnost rov-
nosti

f .x/ D

1X
nD0

1

nŠ
f .n/.a/.x � a/n; (6.9)

2Colin Maclaurin (1698—1746)
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pro nějaké x 2 R, tj. zda je nekonečná řada pro dané x konvergentní a eventuálně
zda je její součet roven f .x/. Samotná konvergenceTaylorovy řady pro každé x 2 R
však platnost vztahu (6.9) ještě nezaručuje. Příkladem je funkce

f .x/ D

(
e�1=x2

; x ¤ 0;

0 x D 0;

jejíž všechny derivace v bodě 0 jsou rovny 0 (vizte Příklad 5.8.15), takže součet její
Taylorovy řady je nulová funkce, ačkoliv pro každé x ¤ 0 platí f .x/ ¤ 0.

V mnoha případech lze ale funkci vyjádřit jako součet její Taylorovy řady ale-
spoň na jistém intervalu.

6.3.3. Nyní postupně spočteme Taylorovy polynomy a řady některých elementár-
ních funkcí. Budeme se zároveň zabývat otázkou, pro která x 2 R jsou tyto řa-
dy konvergentní a zda je jejich součtem původně zadaná funkce. Místo symbolu
T
f;a

k
budeme psát pro přehlednost pouze Tk , neboť z kontextu bude vždy zřej-

mé, s jakou funkcí f pracujeme. Bod a bude roven vždy 0. Dále budeme značit
Rk D f �Tk. Platnost rovnosti (6.9) v daném bodě x 2 R je pak ekvivalentní výro-
ku limk!1Rk.x/ D 0. Připomínáme, že i zde budeme využívat úmluvu f .0/ D f .

6.3.4 (exponenciála). Pro každé x 2 R a l � 0 platí exp.l/.x/ D exp.x/. Je tedy
exp.l/.0/ D 1 pro každé l � 0. Taylorův polynom Tk má pak tvar

Tk.x/ D 1C x C
1

2Š
x2 C � � � C

1

kŠ
xk :

Taylorova řada se středem v bodě 0 má potom tvar
P1

nD0
1
nŠ
xn a pro každé x 2

R platí

exp.x/ D

1X
nD0

1

nŠ
xn

podle definice exponenciální funkce (5.14).

6.3.5 (sinus). Pro derivace funkce sinus platí podle Příkladu 5.1.35

sin0 x D cos x; sin00 x D � sin x; sin.3/ x D � cos x; sin.4/ x D sin x

a dále se funkce periodicky opakují, tj. sin.kC4/ x D sin.k/ x. Tedy

sin 0 D 0; sin0 0 D 1; sin00 0 D 0; sin.3/ 0 D �1; sin.4/ 0 D 0; : : :

Taylorovy polynomy v bodě 0 mají tudíž tvar T0.x/ D 0, T1.x/ D T2.x/ D x,
T3.x/ D T4.x/ D x �

1
3Š
x3. Obecně pak máme pro každé k 2 N [ f0g

T2k�1.x/ D T2k.x/ D x �
1

3Š
x3 C

1

5Š
x5 C � � � C .�1/k�1 1

.2k � 1/Š
x2k�1:
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Pro funkci sinus je Taylorův polynom řádu 2k v bodě 0 polynomem stupně 2k� 1.
Podle (5.17) pak pro každé x 2 R platí rovnost

sin x D

1X
nD0

.�1/n

.2nC 1/Š
x2nC1:

6.3.6 (kosinus). Podobně jako v předchozím případě dostaneme pro každé k 2

N [ f0g

T2k.x/ D T2kC1.x/ D 1 �
1

2Š
x2 C

1

4Š
x4 C � � � C .�1/k

1

.2k/Š
x2k :

Z (5.18) pak plyne pro každé x 2 R vztah

cos x D

1X
nD0

.�1/n

.2n/Š
x2n:

6.3.7 (x 7! log.1C x/). Funkce f .x/ D log.1C x/ má na svém definičním oboru
.�1;1/ derivace všech řádů. Snadno lze matematickou indukcí dokázat, že pro
každé l 2 N a x 2 .�1;1/ platí

f .l/.x/ D .�1/l�1
.l � 1/Š

.1C x/l
:

Odtud dostáváme

f .0/ D 0; f 0.0/ D 0Š; f 00.0/ D �1Š; : : : ; f .k/.0/ D .�1/k�1.k � 1/Š;

a tudíž pro každé k 2 N [ f0g a x 2 R platí

Tk.x/ D

nX
jD1

.�1/j�1

j
xj :

Zvolme x 2 .0; 1�. Použijeme Lagrangeův tvar zbytku (Věta 6.1.15). Podle této
věty pro každé n 2 N existuje číslo �n 2 .0; x/ takové, že

log.1C x/ � Tk.x/ D
1

.nC 1/Š
.�1/n

nŠ

.1C �n/nC1
xnC1:

Odhadneme ˇ̌
log.1C x/ � Tk.x/

ˇ̌
�

1

nC 1

� x

1C �n

�nC1

�
1

nC 1
:

Odtud plyne

log.1C x/ D

1X
nD1

.�1/n�1

n
xn: (6.10)

Uvažujme nyní x 2 .�1; 0/. Pro tyto hodnoty proměnné x využijeme Cauchy-
ův tvar zbytku (Věta 6.1.17). Pro každé n 2 N nalezneme podle této věty číslo
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�n 2 .x; 0/ takové, že

log.1C x/ � Tk.x/ D
1

nŠ
f .nC1/.�n/x.x � �n/

n

D
1

nŠ
.�1/n

nŠ

.1C �n/nC1
� x � .x � �n/

n:

Zřejmě platí nerovnosti

0 < 1 �
1C x

1C �n
� �x;

a tedy můžeme odhadnoutˇ̌
log.1C x/ � Tk.x/

ˇ̌
�

.�n � x/n

.1C �n/nC1
jxj D

��n � x

1C �n

�n jxj

1C �n

D

�
1 �

1C x

1C �n

�n jxj

1C �n
� .�x/n

jxj

1C x

D
jxjnC1

1 � jxj
:

Protože dále platí limn!1
jxjnC1

1�jxj
D 0, dostáváme

log.1C x/ D

1X
nD1

.�1/n�1

n
xn:

Pro každé x 2 .�1; 1� tedy platí

log.1C x/ D

1X
nD1

.�1/n�1

n
xn: (6.11)

6.3.8. Ze vztahu (6.11) dostaneme dosazením x D 1 zajímavou rovnost
1X
nD1

.�1/n�1

n
D log 2:

Pro x 2 R n .�1; 1� řada v (6.11) diverguje, a pro takové x vztah (6.11) neplatí.

6.3.9. Příklad. Napište Maclaurinovu řadu pro funkci x 7! log
�q

1Cx
1�x

�
na inter-

valu .�1; 1/.

Řešení. Z 6.3.7 plyne, že pro každé x 2 .�1; 1/ platí

log
�q

1Cx
1�x

�
D
1

2

�
log.1C x/ � log.1 � x/

�
D
1

2

� 1X
nD1

.�1/n�1

n
xn �

1X
nD1

.�1/n�1

n
.�x/n

�
D

1X
kD1

1

2k � 1
x2k�1:
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|

6.3.10 (x 7! .1 C x/˛). Poslední funkcí, pro kterou Taylorův polynom v bodě 0
odvodíme z definice, bude funkce f .x/ D .1 C x/˛, x 2 .�1;1/, kde ˛ 2 R. Na
svém definičním oboru má funkce f derivace všech řádů. Pro každé k 2 N [ f0g

a x 2 .�1;1/ platí

f 0.x/ D ˛.1C x/˛�1; f 00.x/ D ˛.˛ � 1/.1C x/˛�2; : : :

: : : ; f .k/.x/ D ˛.˛ � 1/ � � � .˛ � k C 1/.1C x/˛�k ;

a tedy

f 0.0/ D ˛; f 00.0/ D ˛.˛ � 1/; : : : ; f .k/.0/ D ˛.˛ � 1/ � � � .˛ � k C 1/:

Taylorův polynom k-tého řádu pro funkci f v bodě 0 má proto tvar

Tk.x/ D 1C
˛

1Š
x C

˛.˛ � 1/

2Š
x2 C � � � C

˛.˛ � 1/ � � � .˛ � k C 1/

kŠ
xk ; x 2 R:

Definujme pro ˛ 2 R a j 2 N [ f0g zobecněné kombinační číslo
�
˛
j

�
předpisem0@˛

0

1A D 1;

0@ ˛
j

1A D
˛.˛ � 1/ � � � .˛ � j C 1/

j Š
:

Pro ˛ 2 N[f0g a j � ˛ tento předpis dává obvyklé kombinační číslo.Nynímůžeme
Tk.x/ přepsat ve tvaru

Tk.x/ D

kX
nD1

0@˛
n

1A xn: (6.12)

Ukážeme, že pro každé x 2 .�1; 1/ platí

.1C x/˛ D

1X
nD0

0@˛
n

1A xn: (6.13)

Pro x D 0 je tvrzení zřejmé. Zvolme tedy x 2 .�1; 1/, x ¤ 0, pevně. Podle Cau-
chyova tvaru zbytku (Věta 6.1.17) nalezneme pro každé n 2 N číslo �n ležící mezi
0 a x takové, že

.1C x/˛ � Tk.x/ D
1

nŠ
˛.˛ � 1/ � � � .˛ � n/.1C �n/

˛�n�1.x � �n/
nx:

Funkce ´ 7! ´˛�1 je na intervalu .0;1/ monotónní, a tedy

.1C �n/
˛�1

� maxf1; .1C x/˛�1
g:

Můžeme odhadnoutˇ̌
.1C x/˛ � Tk.x/

ˇ̌
�
1

nŠ
j˛.˛ � 1/ � � � .˛ � n/j � maxf1; .1C x/˛�1

g �

ˇ̌̌̌
x � �n

1C �n

ˇ̌̌̌n
� jxj;

(6.14)
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Vzhledem k tomu, že platí ˇ̌̌̌
x � �n

1C �n

ˇ̌̌̌
� jxj;

můžeme dále odhadnoutˇ̌
.1C x/˛ � Tk.x/

ˇ̌
�
1

nŠ
j˛ � � � .˛ � n/jC � jxj

nC1; (6.15)

kde C D max
˚
1; .1C x/˛�1

	
. Označme an D

1
nŠ

j˛ � � � .˛ � n/jC � jxjnC1. Potom

lim
n!1

anC1

an
D lim
n!1

ˇ̌̌̌
˛ � n � 1

nC 1

ˇ̌̌̌
� jxj D jxj < 1:

Řada
P1

nD1 an je tedy konvergentní podle d’Alembertova kritéria (Věta 3.2.11),
a proto podle Věty 3.1.11 nutně platí lim an D 0. Odtud a z (6.15) vyplývá platnost
(6.13).

Nyní uvedeme několik příkladů na výpočet a použití Taylorova polynomu.
Na následujícím příkladu ilustrujeme způsob, jak vypočítat Taylorův polynom bez
derivování.

6.3.11.Příklad. Pro funkci f .x/ D
1
1Cx

nalezněte Taylorovy polynomy všech řádů
v bodě 0.

Řešení. Podle Příkladu 3.1.7 pro každé x 2 .�1; 1/ a k 2 N platí

1

1C x
D

1X
nD0

.�1/nxn D

kX
nD0

.�1/nxn C

1X
nDkC1

.�1/nxn

D

kX
nD0

.�1/nxn C .�1/kC1 x
kC1

1C x
:

Dále

.�1/kC1 x
kC1

1C x
D o.xk/; x ! 0;

a tedy T f;0
k
.x/ D

Pk
nD0.�1/

nxn podle Věty 6.1.11. Tento výsledek, který jsme od-
vodili bez počítání derivací, je ve shodě se vztahem (6.12) pro případ ˛ D �1. |

6.3.12. Příklad. Nechť f .x/ D sin.sin x/. Spočtěte T f;05 .

Řešení. Podle Věty 6.1.11 platí

siny D y �
1
6
y3 C

1
120
y5 C o.y5/; y ! 0:

Podle Věty 6.2.7, kde g.y/ D y5 a '.x/ D sin x, dostáváme

sin.sin x/ D sin x �
1
6
sin3 x C

1
120

sin5 x C o.sin5 x/; x ! 0: (6.16)

Protože limx!0
sinx
x

D 1, je tedy podle Věty 6.2.6(d)

sin.sin x/ D sin x �
1
6
sin3 x C

1
120

sin5 x C o.x5/; x ! 0: (6.17)
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Spočítejme rozvoje pro funkce sin3 a sin5. S využitím vztahu�
1
6
x3Co.x3/ D o.x2/,

x ! 0 dostaneme

sin3 x D
�
x �

1
6
x3 C o.x3/

�3
D x3 C 3x2

�
�
1
6
x3 C o.x3/

�
C 3x

�
�
1
6
x3 C o.x3/

�2
C
�
�
1
6
x3 C o.x3/

�3
D x3 C

�
�
1
2
x5 C 3x2o.x3/

�
C 3x

�
o.x2/

�2
C
�
o.x2/

�3
D x3 �

1
2
x5 C o.x5/; x ! 0:

Při odvození posledních dvou rovností jsme využili Větu 6.2.6(a)--(c),(f). Podobně
platí

sin5 x D
�
x C o.x/

�5
D x5 C

5X
jD1

�
5
j

�
x5�j

�
o.x/

�j
D x5 C o.x5/; x ! 0:

Všimněme si, že při umocňování Taylorova rozvoje je vhodné stanovit jeho řád
pokud možno co nejnižší, abychom si výpočet zbytečně nekomplikovali, ale tak
aby výsledný odhad chyby byl požadovaného řádu. Pro rozvoj sin3 s chybou o.x5/
stačilo pracovat s Taylorovým polynomem funkce sinus třetího řádu a pro rozvoj
sin5 s chybou o.x5/ jsme vystačili dokonce s Taylorovým polynomem funkce sinus
prvního řádu.

Po dosazení do (6.17) a (6.16) dostaneme

sin.sin x/ D x �
1
3
x3 C

1
10
x5 C o.x5/; x ! 0;

takže T f;05 .x/ D x �
1
3
x3 C

1
10
x5. |

6.3.13. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

2 sin.sin x/ � sin.2x/ 3
p
1C x2

x5
:

Řešení. Podle předchozího příkladu platí

sin.sin x/ D x �
1
3
x3 C

1
10
x5 C o.x5/; x ! 0;

a dále podle Věty 6.2.7, Věty 6.2.6(d), (6.17) a (6.12) platí

sin.2x/ D .2x/ �
1
6
.2x/3 C

1
120
.2x/5 C o..2x/5/

D 2x �
4
3
x3 C

4
15
x5 C o.x5/; x ! 0;

3
p
1C x2 D 1C

1
3
x2 �

1
9
.x2/2 C o.x4/; x ! 0:

Nyní vyjádříme

sin.2x/ 3
p
1C x2 D

�
2x �

4
3
x3 C

4
15
x5 C o.x5/

�
�
�
1C

1
3
x2 �

1
9
x4 C o.x4/

�
D 2x �

2
3
x3 �

2
5
x5 C o.x5/; x ! 0:
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Nakonec spočteme zadanou limitu:

lim
x!0

2 sin.sin x/ � sin.2x/ 3
p
1C x2

x5

D lim
x!0

�
2x �

2
3
x3 C

1
5
x5 C o.x5/

�
�
�
2x �

2
3
x3 �

2
5
x5 C o.x5/

�
x5

D lim
x!0

3
5
x5 C o.x5/

x5
D lim
x!0

�3
5

C
o.x5/

x5

�
D
3

5
:

|

6.3.14. Příklad. Nalezněte k 2 N takové, aby pro Taylorův polynom Tk k-tého
řádu funkce exp v bodě 0 platil odhad

ˇ̌
exp.x/ � Tk.x/

ˇ̌
< 0;001 pro každé x 2

Œ0; 1�.

Řešení. Nechť x 2 Œ0; 1� a k 2 N. Podle Lagrangeova tvaru zbytku (Věta 6.1.15)
existuje �k 2 .0; 1/ takové, že

j exp.x/ � Tk.x/j D e�k �
xkC1

.k C 1/Š
�

e

.k C 1/Š
<

3

.k C 1/Š
: (6.18)

Pro k D 6 platí 3
.kC1/Š

D
1

1680
< 0;001. Zadané přesnosti tedy podle odhadu (6.18)

dosáhneme na celém intervalu Œ0; 1� pro k D 6. |

6.3.15. Poznámka. Teorie aproximací, ve které funkce aproximujeme i jinými ob-
jekty než polynomy.

6.4. Teoretické příklady k Taylorovu polynomu

6.4.1. Příklad. Nechť f W Œa; b� ! R má derivace všech řádů v každém bodě inter-
valu Œa; b� aM 2 R splňuje

8n 2 N [ f0g 8 2 Œa; b� W jf .n/.x/j � M:

Pak pro každé x; x0 2 Œa; b� platí

f .x/ D

1X
kD0

1

nŠ
f .k/.x0/.x � x0/

k :

Řešení. Zvolme x; x0 2 Œa; b�. Z Věty 6.1.15 (Lagrangeův tvar zbytku) plyne, že pro
každé n 2 N existuje �n ležící mezi x0 a x splňující

f .x/ D

nX
kD0

1

kŠ
f .k/.x � x0/

k
C rn;

kde

rn D
1

.nC 1/Š
f .nC1/.�n/.x � x0/

nC1:
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Odtud ihned vyplývá odhad

jrnj � M
.b � a/nC1

.nC 1/Š
:

Proto limn!1 rn D 0 a platí

f .x/ D lim
n!1

nX
kD0

f .k/.x0/

kŠ
.x � x0/

k
D

1X
kD0

f .k/.x0/

kŠ
.x � x0/

k :

|

Následující příklad obsahuje pomocné technické tvrzení, které využijeme v dal-
ším výkladu.

6.4.2. Příklad. Nechť k 2 N [ f0g a ' je omezená funkce na R taková, že '0 je
omezená na R. Dokažte, že funkce

g.x/ D

1X
nD1

2�nnk'.n2x/;

je definovaná na R, má pro každé x 2 R vlastní derivaci a platí

g0.x/ D

1X
nD1

2�nnkC2'0.n2x/:

Řešení. Nalezneme C 2 R takové, že

8x 2 R W j'.x/j � C ^ j'0.x/j � C: (6.19)

Protože řada
P1

nD1 2
�nnkC konverguje, plyne ze srovnávacího kritéria (Věta 3.2.2),

že řada
P1

nD1 2
�nnk'.n2x/ konverguje absolutně. Podle Věty 3.4.3 tedy tato řada

konverguje, takže funkce g je dobře definovaná na R.
Zvolme x 2 R a " > 0. Řada

P1

nD1 2
�nnkC2 konverguje. Nalezneme n0 2 N

takové, že
1X

nDn0

2�nnkC2 < ": (6.20)

Z Lagrangeovy věty o střední hodnotě (Věta 5.2.4) aplikované na funkci y 7!

'.n2y/ vyplývá, že pro každé a; b 2 R existuje � 2 R takové, že

'.n2a/ � '.n2b/ D n2'0.n2�/.a � b/:

Odtud plyne, že
j'.n2a/ � '.n2b/j � Cn2 ja � bj : (6.21)

Nalezneme ı > 0 takové, že pro každé h 2 P.0; ı/ a n < n0 platíˇ̌̌1
h

�
'.n2.x C h// � '.n2x/

�
� n2'0.n2x/

ˇ̌̌
<

"

nk
: (6.22)
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Pak pro h 2 P.0; ı/ máme

ˇ̌̌g.x C h/ � g.x/

h
�

1X
nD1

2�nnkC2'0.n2x/
ˇ̌̌

D

ˇ̌̌ 1X
nD1

2�nnk
�
1
h
.'.n2.x C h// � '.n2x// � n2'0.n2x/

�ˇ̌̌

�

n0�1X
nD1

2�nnk
ˇ̌̌
1
h
.'.n2.x C h// � '.n2x// � n2'0.n2x/

ˇ̌̌
C

1X
nDn0

2�nnk
�ˇ̌
1
h
.'.n2.x C h// � '.n2x//

ˇ̌
C
ˇ̌
n2'0.n2x/

ˇ̌�
:

Odhadneme-li první sumu pomocí (6.22) a druhou pomocí (6.19), (6.20) a (6.21),
dostanemeˇ̌̌g.x C h/ � g.x/

h
�

1X
nD1

2�nnkC2'0.n2x/
ˇ̌̌
<

n0�1X
nD1

2�nnk
"

nk
C

1X
nDn0

2�nnk2Cn2

�

n0�1X
nD1

2�n"C 2C

1X
nDn0

2�nnkC2

� .1C 2C/":

|

6.4.3. Příklad. Dokažte, že funkce

f .x/ D

1X
nD1

2�n cos.n2x/

je definována na R, má derivace všech řádů, avšak její Taylorova řada se středem
v bodě 0 diverguje v každém bodě x 2 R n f0g.

Řešení. Funkce kosinus i všechny její derivace jsou omezené funkce. Podle Příkla-
du 6.4.2 je funkce f dobře definovaná a pro každé k 2 N a x 2 R platí

f .k/.x/ D

1X
nD1

2�nn2k cos.k/.n2x/: (6.23)

Pro každé k 2 N a y 2 R máme cos.4k/.y/ D cosy, a tedy

f .4k/.0/ D

1X
nD1

2�nn8k :
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Pro x 2 R n f0g dokážeme závěrečné tvrzení. Pro každé k 2 N platí .4k/Š �

.4k/4k. Odtud pro každé k;m 2 N platíˇ̌̌ 1

.4k/Š
f .4k/.0/x4k

ˇ̌̌
D

1

.4k/Š

1X
nD1

2�nn8kjxj
4k

�
1

.4k/Š
2�mm8kjxj

4k
�

1

.4k/4k
2�mm8kjxj

4k :

(6.24)

Vezměme libovolné k 2 N splňující k2jxj2 > 2 a položme m D 2k. Potom z (6.24)
dostaneme ˇ̌̌ 1

.4k/Š
f .4k/.0/x4k

ˇ̌̌
�

1

.4k/4k
2�mm8kjxj

4k
D

�k2jxj2

2

�2k
> 1:

Taylorova řada funkce f v bodě x se středem v bodě 0 tedy nesplňuje nutnou
podmínku konvergence řady, a tudíž podle Věty 3.1.11 diverguje. |

6.4.4 (symbol malé o pro posloupnosti). Nechť fang, fbng jsou posloupnosti. Řek-
neme, že fang je malé o od fbng (v nekonečnu) píšeme an D o.bn/; n ! 1, pokud
limn!1

an

bn
D 0.

6.5. Početní příklady k Taylorovu polynomu

6.5.1. Příklad. S přesností 10�4 vypočítejte cos.0;1/.

Řešení. Položíme f .x/ D cos.x/, x 2 R. Potom zřejmě pro každé k 2 N [ f0g

a x 2 R platí jf .k/.x/j � 1. Podle Věty 6.1.16 pro a D 0, x D 0;1 aM D 1 platí

jf .0;1/ � T f;0n .0;1/j �
1

.nC 1/Š
.0;1/nC1:

Pro n D 3 tedy platí

jf .0;1/ � T
f;0
3 .0;1/j < 10�4:

Přibližnou hodnotu cos.0;1/ s požadovanou přesností obdržíme jako

T
f;0
3 .0;1/ D 1 �

1
2

� .0;1/2 D 0;995:

|

Jak jsme již uvedli výše, Taylorův polynom lze v určitých případech použít
k výpočtu limit funkcí či posloupností nebo k vyšetřování konvergence číselných
řad. Tyto postupy nyní ilustrujeme na několika příkladech.

6.5.2. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

cos x � 1C
1
2
x2

x4
:
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Řešení. Podle 6.3.6 platí

lim
x!0

cos x � 1C
1
2
x2

x4
D lim
x!0

1 �
1
2
x2 C

1
4Š
x4 C o.x4/ � 1C

1
2
x2

x4

D lim
x!0

� 1
24

C
o.x4/

x4

�
D

1

24
:

|

6.5.3. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

ex
3

� 1

sin x � x
:

Řešení. Díky 6.3.4 a 6.3.5 dostaneme

lim
x!0

ex
3

� 1

sin x � x
D lim
x!0

1C x3 C o.x3/ � 1

x �
1
3Š
x3 C o.x3/ � x

D lim
x!0

x3 C o.x3/

�
1
6
x3 C o.x3/

D lim
x!0

1C
o.x3/

x3

�
1
6

C
o.x3/

x3

D
1C 0

�
1
6

C 0
D �6:

|

6.5.4. Příklad. Spočtěte limitu posloupnosti

lim
n!1

n4
�
cos

�
1
n

�
� e

� 1

2n2

�
:

Řešení. Z Heineovy věty (Věta 4.2.16) vyplývá, že

lim
n!1

n4
�
cos

�
1
n

�
� e

� 1

2n2

�
D lim
x!0

cos x � e� x2

2

x4

pokud limita vpravo existuje. Stačí tedy spočítat tuto limitu. Z 6.3.6 a 6.3.4 dosta-
neme

lim
x!0

cos x � e� x2

2

x4
D lim
x!0

1 �
1
2Š
x2 C

1
4Š
x4 C o.x4/ �

�
1C .�1

2
x2/C

1
2Š
.�1

2
x2/2 C o.x4/

�
x4

D
1

24
�
1

8
D �

1

12
:

|

6.5.5. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

� 1
x2

� cotg2 x
�
:

Řešení. Výraz, jehož limitu počítáme, přepíšeme na jeho definiční oboru do tvaru

1

x2
� cotg2 x D

sin2 x � x2 cos2 x
x2 sin2 x

D
x2

sin2 x
�
sin2 x � x2 cos2 x

x4
:
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Z Příkladu 5.9.2 a věty o aritmetice limit plyne, že limx!0
x2

sin2 x
D 1. Pro druhý

zlomek využijeme Taylorových rozvojů příslušných funkcí, tedy 6.3.5 a 6.3.6. Do-
staneme

lim
x!0

sin2 x � x2 cos2 x
x4

D lim
x!0

�
x �

1
3Š
x3 C o.x3/

�2
� x2

�
1 �

1
2
x2 C o.x2/

�2
x4

D lim
x!0

x2 �
1
3
x4 C o.x4/ � x2

�
1 � x2 C o.x2/

�
x4

D
2

3
:

Z věty o aritmetice limit tedy vyplývá, že

lim
x!0

� 1
x2

� cotg2 x
�

D 1 �
2

3
D
2

3
:

|

6.5.6. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

p
1 � 2x C x3 �

3
p
1 � 3x C x2 �

1
6
x2

sin x � x
:

Řešení. Podle 6.3.5 platí

sin x � x D �
1
6
x3 C o.x3/; x ! 0:

Dále máme z 6.3.10

.1C y/
1
2 D 1C

1
2
y �

1
8
y2 C

1
16
y3 C o.y3/; y ! 0;

.1C y/
1
3 D 1C

1
3
y �

1
9
y2 C

5
81
y3 C o.y3/; y ! 0:

V následujícím výpočtu bude symbol o.x3/ uvažován pro x ! 0. Podle Vět 6.2.6
a 6.2.7 platí�
1C .x3 � 2x/

� 1
2 D 1C

1
2
.x3 � 2x/ �

1
8
.x3 � 2x/2 C

1
16
.x3 � 2x/3 C o

�
.x3 � 2x/3

�
D 1C

1
2
.x3 � 2x/ �

1
8
.4x2/C

1
16
.�8x3/C o.x3/:

a�
1C .x2 � 3x/

� 1
3 D 1C

1
3
.x2 � 3x/ �

1
9
.x2 � 3x/2 C

5
81
.x2 � 3x/3 C o

�
.x2 � 3x/3

�
D 1C

1
3
.x2 � 3x/ �

1
9
.9x2 � 6x3/C

5
81
.�27x3/C o.x3/:

Dostáváme tedyp
1 � 2x C x3 �

3
p
1 � 3x C x2 �

1
6
x2

D
�
�2 �

1
2

C 3 �
1
3

�
x C

�
�
4
8

�
1
3

C
9
9

�
1
6

�
x2 C

�
1
2

�
8
16

�
6
9

C 27 �
5
81

�
x3

D x3 C o.x3/:

Proto

lim
x!0

p
1 � 2x C x3 �

3
p
1 � 3x C x2 �

1
6
x2

sin x � x
D lim
x!0

x3 C o.x3/

�
1
6
x3 C o.x3/

D �6:

|
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6.5.7. Příklad. Nechť

f .x/ D
1

e
.1C x/

1
x ; x 2 .�1; 0/ [ .0;1/:

Nalezněte polynom P třetího stupně, který splňuje

f .x/ � P.x/ D o.x3/; x ! 0:

Řešení. V následujícím výpočtu budeme uvažovat symbol o pro x ! 0. Platí

f .x/ D e
log.1Cx/

x �1
D e

log.1Cx/�x

x ; x 2 D.f /:

Označme g.x/ D
log.1Cx/�x

x
, x 2 D.f /. Podle 6.3.7 platí

log.1C x/ � x D �
1
2
x2 C

1
3
x3 �

1
4
x4 C o.x4/;

a tedy
g.x/ D �

1
2
x C

1
3
x2 �

1
4
x3 C o.x3/:

Protože
g.x/ D x

�
�
1
2

C
1
3
x �

1
4
x2 C o.x2/

�
;

platí limx!0 g.x/ D 0 a existuje ı > 0 takové, že g nenabývá na prstencovém okolí
P.0; ı/ hodnoty 0. Jelikož dle 6.3.4 platí

ey D 1C y C
1
2
y2 C

1
6
y3 C o.y3/;

dostáváme díky Větě 4.2.22

eg.x/ D 1C
�
�
1
2
x C

1
3
x2 �

1
4
x3 C o.x3/

�
C

1
2

�
�
1
2
x C

1
3
x2 �

1
4
x3 C o.x3/

�2
C

1
6

�
�
1
2
x C

1
3
x2 �

1
4
x3 C o.x3/

�3
C o.x3/

D 1C
�
�
1
2
x C

1
3
x2 �

1
4
x3
�

C
1
2

�
1
4
x2 � 21

6
x3
�

C
1
6

�
�
1
8
x3
�

C o.x3/

D 1 �
1
2
x C

11
24
x2 �

7
16
x3 C o.x3/:

Požadovaný polynom P je tedy tvaru

P.x/ D 1 �
1
2
x C

11
24
x2 �

7
16
x3; x 2 R:

|

6.5.8. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

.1C x/
1
x � .1 � x/�

1
x C ex

ex3
:

Řešení. Symbol o opět uvažujeme pro x ! 0. Díky Příkladu 6.5.7 máme

.1C x/
1
x � .1 � x/�

1
x C ex

D e
�
1
e
.1C x/

1
x �

1
e
.1 � x/�

1
x C x

�
D e

��
1 �

1
2
x C

11
24
x2 �

7
16
x3 C o.x3/

�
�
�
1C

1
2
x C

11
24
x2 C

7
16
x3 C o.x3/

�
C x

�
D e

�
�
7
8
x3 C o.x3/

�
:
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Tedy

lim
x!0

.1C x/
1
x � .1 � x/�

1
x C ex

ex3
D lim
x!0

�
7
8
x3 C o.x3/

x3
D �

7

8
:

|

6.5.9. Příklad. Pro ˛ 2 R vyšetřete konvergenci řady
1X
nD2

�
log

�rnC 1

n � 1

�
� sin

�1
n

�
�

1

2n3

�
�

n˛

log2.n/
:

Řešení. Podle 6.3.5, 6.3.7 a Příkladu 6.3.9 platí

log
�r

1C x

1 � x

�
� sin.x/ �

1
3
x3

D x C
1
3
x3 C

1
5
x5 � x C

1
3Š
x3 �

1
5Š
x5 �

1
2
x3 C o.x5/

D x5
�
1
5

�
1
5Š

�
C o.x5/ D

23

120
x5 C o.x5/; x ! 0:

(6.25)

Pro n � 2 označme

an D

�
log

�r1C n�1

1 � n�1

�
� sin

�1
n

�
�

1

2n3

�
�

n˛

log2.n/
a

bn D
n˛�5

log2 n
:

Potom díky (6.25) platí

lim
n!1

an

bn
D lim
n!1

n5
� 23
120

n�5
C o.n�5/

�
D

23

120
: (6.26)

Jelikož jsou členy řady
P
bn kladné, z (6.26) plyne, že řada

P
an má od jistého

indexu n0 2 N kladné členy. Dále z limitního srovnávacího kritéria (Věta 3.2.5(a))
plyne, že řada

P1

nD2 an je konvergentní právě tehdy, když je konvergentní řadaP1

nD2 bn. Podle Příkladu 5.9.47 řada
P1

nD2 bn konverguje právě tehdy, když ˛ 2

.�1; 4�. Zadaná řada
P1

nD2 an tedy konverguje právě tehdy, když ˛ 2 .�1; 4�. |

6.5.10. Příklad. Pro p 2 .0;1/ vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1 a
p
n , kde

an D
1 � 3 � � � .2n � 1/

2 � 4 � � � .2n/
:

Řešení. Podle 6.3.10 máme

.1C x/p D 1C

0@p
1

1A x C

0@p
2

1A x2 C o.x2/; x ! 0:
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Odtud odvodíme
a
p
n

a
p
nC1

D

�2nC 2

2nC 1

�p
D

�
1C

1

2nC 1

�p
D 1C

0@p
1

1A 1

2nC 1
C

0@p
2

1A 1

.2nC 1/2
C o

� 1

.2nC 1/2

�
; n ! 1:

Odtud s pomocí vhodné úpravy dostáváme

a
p
n

a
p
nC1

D 1C
p

2
�
1

n
C

1

n2
bn;

kde

bn D n2
p

2nC 1
� n2

p

2n
C n2

0@p
2

1A 1

.2nC 1/2
C o.1/; n ! 1:

Přímočarým výpočetem obdržíme lim bn D �
1
4
p C

1
4

�
p
2

�
. Posloupnost fbng je tedy

konvergentní, a proto je omezená. Podle Gaussova kritéria (Příklad 5.9.54) zadaná
řada konverguje právě tehdy, když p > 2. |

6.5.11. Příklad. Nechť ˛ 2 .0;1/. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD2 an, kde

an D log
�
1C

.�1/n

n˛

�
:

Řešení. Podle 6.3.7 platí

log.1C x/ D x �
1
2
x2 C o.x2/; x ! 0:

Pro n 2 N položme bn D
.�1/n

n˛ . Pak můžeme pro n > 1 psát an D bn C cn, kde

cn D �
1
2

� .�1/n
n˛

�2
C o

�� .�1/n
n˛

�2�
D �

1

2n2˛
C o

� 1

n2˛

�
; n ! 1:

Řada
P1

nD2 bn konverguje pro každé ˛ 2 .0;1/ podle Leibnizova kritéria (Vě-
ta 3.3.1). Dále platí

lim
n!1

�cn
1
n2˛

D
1

2
:

Tedy dleVěty 3.2.5
P1

nD2 cn konverguje právě tehdy, když konverguje řada
P1

nD2
1
n2˛ ,

což nástává právě tehdy, když ˛ > 1
2
(vizte Větu 3.2.18).

Platí tedy
P1

nD2 an D
P1

nD2.bnCcn/, přičež
P1

nD2 bn vždy konverguje a
P1

nD2 cn

konverguje právě tehdy, když ˛ > 1
2
. Řada

P1

nD2 an tedy konverguje právě tehdy,
když ˛ > 1

2
. |

6.5.12. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1

�
e

1
n � 1 �

1
n

�
.
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Řešení. Pro n 2 N položme an D e
1
n � 1 �

1
n
. Díky 6.3.4 máme

ex � 1 � x D
1
2
x2 C o.x2/; x ! 0;

a tedy
an D

1
2
1
n2 C o

�
1
n2

�
; n ! 1:

Odtud plyne

lim
n!1

an
1
n2

D lim
n!1

1
2
1
n2 C o

�
1
n2

�
1
n2

D
1

2
2 .0;1/:

Podle limitního srovnávacího kritéria tedy zadaná řada konverguje, neboť
P1

nD1
1
n2

konverguje. |

6.5.13. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1

�
tg
�
1
n

�
� sin

�
1
n

��
n2.

Řešení. Podle Příkladu 6.2.8 a 6.3.5 platí

tg.x/ � sin.x/ D
1
2
x3 C o.x3/; x ! 0:

Položme
an D

�
tg
�
1
n

�
� sin

�
1
n

��
n2:

Pak dostáváme

an D

�
1
2n3 C o

�
1
n3

��
n2 D

1
2n

C o
�
1
n

�
; n ! 1;

a tedy

lim
n!1

an
1
n

D lim
n!1

1
2n

C o. 1
n
/

1
n

D
1

2
:

Podle limitního srovnávacího kritéria tedy zadaná řada diverguje, neboť diverguje
i řada

P1

nD1
1
n
. |

6.5.14. Příklad. Zjistěte pro která C 2 R má funkce

f .x/ D cos x � e� x2

2 C Cx4; x 2 R;

lokální maximum v bodě 0.

Řešení. Symbol o uvažujeme pro x ! 0. Díky 6.3.6 a 6.3.4 máme

cos x D 1 �
1
2
x2 C

1
24
x4 �

1
6Š
x6 C o.x6/ a

e� x2

2 D 1 �
1
2
x2 C

1
8
x4 �

1
48
x6 C o.x6/:

Tedy

f .x/ D
12C � 1

12
x4 C

14

6Š
x6 C o.x6/:

Označme c D
12C�1
12

. Rozlišíme následující případy

Případ C > 1
12
. Zde platí c > 0 a máme

f .x/ D x4
�
c C

14
6Š
x2 C o.x2/

�
:
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Protože limx!0

�
c C

14
6Š
x2 C o.x2/

�
D c, existuje ı > 0 takové, že pro každé x 2

P.0; ı/ platí f .x/ > c
2
x4. Tedy f .x/ > 0 pro x 2 P.0; ı/. Jelikož f .0/ D 0, má

v tomto případě funkce f v bodě 0 lokální minimum.

PřípadC < 1
12
. Podobně jako v předchozím případě odvodíme, že f má v 0 lokální

maximum.

Případ C D
1
12
. Zde dostáváme

f .x/ D
14
6Š
x6 C o.x6/ D x6

�
14
6Š

C o.1/
�
:

Obdobnou úvahou jako výše obdržíme, že f má v 0 lokální minimum.

Funkce f má tedy v 0 lokální maximum, právě když platí C < 1
12
. |

6.5.15. Příklad. Zjistěte, zda je 0 inflexním bodem funkce

f .x/ D sin x C sinh x; x 2 R:

Řešení. Díky 6.3.4 a 6.3.5 dostáváme vztahy

sin x D x �
1
3Š
x3 C

1
5Š
x5 C o.x5/; x ! 0;

sinh x D
1
2
.ex � e�x/ D

1
2

� 5X
nD0

1
nŠ
xn C o.x5/ �

� 5X
nD0

1
nŠ
.�x/n

�
� o.x5/

�
D x C

1
3Š
x3 C

1
5Š
x5 C o.x5/; x ! 0:

Dostáváme tak
f .x/ D 2x C

2
5Š
x5 C o.x5/; x ! 0:

Z tohoto vztahu dostáváme f 0.0/ D 2. Dále odtud plyne existence ı > 0 takového,
že f .x/ > 2x pro x 2 .0; ı/ a f .x/ < 2x pro x 2 .�ı; 0/. Odtud plyne podle
definice, že 0 je inflexním bodem funkce f . |
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