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KAPITOLA 1

Logika, mnoziny a zakladni
¢iselné obory

1.1. Logika

Vyrokova logika.
1.1.1. Logika je véda o formalni spravnosti mysleni. Formalné logicka spravnost

spociva ve spravnosti vyvozeni zavéru z predpokladi. V tomto oddilu se budeme
zabyvat logikou vyrokovou a predikatovou.

1.1.2. Vyrok je tvrzeni, o kterém ma smysl fici, ze je pravdivé (plati), nebo ne-
ni pravdivé (neplati). Pokud vyrok plati, ftkame, ze ma pravdivostni hodnotu 1,
pokud neplati, fikame, Ze ma pravdivostni hodnotu 0. Pouze n¢které spravné utvo-
fené gramatické véty jsou vyroky. Véty ,Cislo 4 je sudé.“ a ,Praha je hlavni mésto
Kanady.“ jsou vyroky, naproti tomu ,Ahoj!“ nebo ,,Kéz by uz byl konec.“ nikoli.
Tvrzeni ,Cislo 7 je iraciondlni.“ je vyrok, i kdyz zatim neni znamo, zda pravdivy ¢i
nepravdivy. Z vyroki lze vytvaret nové slozit¢jsi vyroky pomoci logickych operaci.
Se zakladnimi logickymi operacemi se nyni seznamime.

1.1.3. Negaci vyroku 4 rozumime vyrok ,Neni pravda, ze plati A.“ K vyjadrfeni
negace vyroku A mizeme také pouzit obrat ,,Neplati 4., ptipadné zménit prislus-
né sloveso ve vyroku pomoci predpony ,ne-“. Negaci vyroku 4 znacime —A. Je-li
vyrok A pravdivy, pak je vyrok —A nepravdivy. Je-li vyrok A nepravdivy, pak je
vyrok —A4 pravdivy.

1.1.4. Konjunkci vyrok 4 a B nazveme vyrok ,Plati A a zaroven plati B.“ Dale
pouzivame také obraty ,Plati A a plati B.“, ,Plati A i B.“ Konjunkci vyrokti 4 a B
znac¢ime A A B, nékdy také A & B. Pokud jsou pravdivé oba vyroky A a B, pak je
konjunkce A A B pravdiva. Pokud je alespon jeden z vyrokti A a B nepravdivy, pak
je konjunkce A A B nepravdiva.

1.1.5. Disjunkci vyroki 4 a B nazveme vyrok ,Plati 4 nebo plati B.“ Disjunkci
vyrokti A a B znac¢ime A v B. Pokud je alespon jeden z vyrokt A a B pravdivy,
pak je disjunkce A v B pravdiva. Pokud jsou oba vyroky A a B nepravdivé, pak
je disjunkce 4 v B nepravdiva. Poznamenejme, ze disjunkce neni vylucujici, to
znamena, ze je pravdiva i v ptipadé, kdy plati oba vyroky A a B zaroven. Takto
pouzivame spojku ,nebo v matematice na rozdil od pfirozeného jazyka, kde mtize
mit i vyznam vylucovaci.
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1.1.6. Implikaci nazyvame vyrok ,Jestlize plati (vyrok) A, potom plati (vyrok)
B.“ Takové spojeni vyroki A a B zna¢ime A = B. Pokud A neplati nebo oba
vyroky A 1 B plati, pak jde o pravdivy vyrok. Pokud A4 plati a B neplati, pak jde
o vyrok nepravdivy. Vyroku 4 tikame predpoklad a vyroku B zavér. Pro vyjadieni
implikace pouzivame také nasledujici obraty.

Jestlize plati vyrok A, pak plati vyrok B.

Vyrok A implikuje vyrok B.

Z vyroku A plyne vyrok B.

Ptedpokladejme, ze plati vyrok A4, potom plati vyrok B.

Necht plati vyrok A. Potom plati vyrok B.

Vyrok A je postacujici podminkou pro platnost vyroku B.

Vyrok B je nutnou podminkou pro platnost vyroku A.

Je-li predpoklad A4 nepravdivy, pak implikace A = B plati vidy bez ohledu na
platnost zavéru B. Jinymi slovy, z nepravdivého vyroku plyne jakykoliv jiny vyrok.
Tato skute¢nost mize nékdy puisobit potize, které vyplyvaji z rozdilného pouzivani
obratu ,Jestlize plati A, pak plati B.“ v logice a v pfirozeném jazyce. V béiné fe-
¢i pouzivame tento obrat zpravidla tehdy, existuje-li néjaka vécna souvislost mezi
predpokladem A4 a zavérem B, zatimco v logice pouzivame tento obrat i ke spojeni
vyroki, kde takova souvislost nemusi existovat, napiiklad ,Jestlize je medvéd ry-
ba, pak jsou Athény v Egypté¢.“ Pravdivost takového vyroku v logice zavisi pouze
na pravdivostnich hodnotach predpokladu a zavéru. Ackoli pravdivost takovych
vyrokt miize pisobit nezvykle, je formalné logické pojeti implikace v matematice
velmi uzite¢né. Podrobnéjsi vysvétleni lze nalézt naptiklad v [24, I1.8].

1.1.7. Ekvivalenci vyrokii A a B nazyvame vyrok ,Vyrok A plati pravé tehdy, kdyz
plati vyrok B.“ Ekvivalenci vyrokii A a B zna¢ime A < B. Pokud A4 a B maji
stejnou pravdivostni hodnotu, pak je A < B pravdivy vyrok. Pokud nemaji 4
a B stejnou pravdivostni hodnotu, pak je A ¢ B nepravdivy vyrok. Ekvivalenci
vyjadiujeme také pomoci nasledujicich obratd.

e Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyz plati vyrok B.
e Vyrok 4 je ekvivalentni vyroku B.
e Vyrok 4 je nutnou a postacujici podminkou pro platnost vyroku B.

1.1.8. Nasledujici tabulky uvadéji pravdivostni hodnoty vyse definovanych logic-

kych operaci v zavislosti na pravdivosti vyrokt 4 a B.

A|—-A A B|AAB|AVB|A=>B|A& B

01 0 0] © 0 1 1

1|0 0 1| 0 1 1 0
1L of o0 1 0 0
1] 1 1 1 1

1.1.9. Pro zjednoduseni zapisu bude mit mezi logickymi operacemi negace pred-
nost pred ostatnimi operacemi. Napiiklad zapis =4 = B znamena (—A) = B.
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1.1.10. Véta (vlastnosti negace, konjunkce a disjunkce). Necht A, B a C jsou vyro-
ky. Potom jsou nasledujici vyroky vzdy pravdivé bez ohledu na pravdivost vyroka
A, B, C.

(@) =(=4) & 4

(b) (AAB) < (BAA)

(© ((AAB)AC) & (AN (BAC))

(d) (Av B) & (BV A)

() ((AVvB)vC) & (AV(BV(O))

B (AV(BAC)) < ((AVB)A(AVC))
(g (AAN(BVC)) < ((AAB)V(AAC))

Diikaz. (a) Predpokladejme nejprve, Ze vyrok 4 je nepravdivy. Potom je vyrok —4
pravdivy a vyrok —=(—4) je nepravdivy. Vyroky A a —=(—A) maji stejnou pravdivostni
hodnotu, takze je vyrok —(—A4) < A pravdivy.

Nyni predpokladejme, Ze vyrok 4 je pravdivy. Potom je vyrok =4 nepravdivy
a vyrok —(—A4) je pravdivy. Vyroky 4 a =(—A) maji stejnou pravdivostni hodnotu,
takze je vyrok —(—A4) & A opét pravdivy. Tim je ditkaz proveden. Predchozi tvahu
Ize prehlednéji zapsat pomoci nasledujici tabulky.

A=A ] =(=4) | ~(=4) & 4
0 1 0 1
1] o 1 1

(b) Kazdy z vyrokt A a B muze byt pravdivy nebo nepravdivy. Pouzijeme-li stejny
postup jako v predchozim ptipadé, je tfeba projit celkem Ctyti piipady. Tyto pii-
pady spolu s pravdivostnimi hodnotami ptislusnych vyroki jsou zachyceny v na-
sledujici tabulce.

A B|AAB|BAA|(AAB) & (BAA)
0 0 0 0 1
0 1 0 0 1
1 O 0 0 1
1 1 1 1 1

Posledni sloupec pravdivostnich hodnot obsahuje pouze pravdivostni hodnotu 1,
takze uvazovana ekvivalence je vzdy pravdiva.

(c) Podobné¢ jako v predchozim pripadé¢ sestavime piislusnou tabulku. Zde je jiz
celkem osm moznosti pravdivostnich hodnot pro trojici vyrokt 4, B a C.
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A B C|AAB|BAC | (AAB)AC | AN(BAC)
0 0 O 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1

Posledni dva sloupce pravdivostnich hodnot jsou shodné, takze dokazovana ckvi-
valence je vzdy pravdiva.

Ptipady (d)-(g) lze odvodit zcela obdobné a piislusné tabulky zde jiz uvadét ne-
budeme. n

1.1.11. Tyrzeni (b) a (c) Véty ukazuji, ze pokud chceme postupné spojit
vyroky Ay, ..., A, pomoci konjunkce, pak nezalezi na poradi, v jakém uvazované
vyroky spojime. Napiiklad vyroky

A /\((Az/\A3)/\A4), ((A4/\A3)/\A1)/\A2
jsou ekvivalentni. V takovych pfipadech pak pouzivaime jednodussi zapis Ay A
Az A+ N Ay Tyrzeni (d) a (e) Véty umoznuji zavedeni obdobného zapisu
AV Ay V .-+ v Ay pro disjunkei. V pripadé konjunkce dokonce nékdy vynechava-

me symbol A a vyroky pouze oddé¢lujeme ¢arkami. Naptiklad vyrok ,Plati vyroky
A1, Az, A3.“ znamenad ,Plati vyrok Ay A Ay A A3.%

1.1.12. Véta (negace konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence). Necht 4 a B
jsou vyroky. Potom jsou nasledujici vyroky vzdy pravdivé bez ohledu na pravdivost
vyrokii A a B.

(@) "(AAB) & (mAV —B)

(b) ~(Av B) & (mAA—B)

(c) /(A= B) < (AA—B)

(d) =(4 < B) & (4 < —B)

Diikaz. Pomoci tabulky pravdivostnich hodnot ukazme napiiklad platnost (d). Prav-
divost vyroki (a)-(c) lze dokazat obdobné.

A B|A$B|—~(44B)|A% B

0 0 1 0 0
0 1 0 1 1
1 0 0 1 1
1 1 1 0 0

Posledni dva sloupce jsou shodné, a tedy vyrok —=(4 < B) & (A & —B) je vzdy
pravdivy. [
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1.1.13. Véta (vztah implikace a ekvivalence). Necht A a B jsou vyroky. Potom jsou
vyroky A & B a (A = B) A (B = A) ckvivalentni, tj. vyrok

(A& B) & (A= B)A (B = A)) 1.1)
je vzdy pravdivy bez ohledu na pravdivost vyrokt A a B.

Diikaz. Opét pouzijeme tabulku pravdivostnich hodnot.

A B|A=B|B=>A|(A=>BAB=>4) |44 B
0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1
Posledni dva sloupce jsou shodné, a vyrok ([L.1) je tedy vzdy pravdivy. ]

1.1.14. Véta. Necht A, B a C jsou vyroky. Potom jsou nasledujici vyroky vidy
pravdivé bez ohledu na pravdivost vyroki 4, B, C.

(@) (A= B) & (=B = —A)
(b) (A= B) & (—mAV B)
(© ((AvB)=C) & (A= C)A(B=())

Diikaz. Tvrzeni plynou z nasledujicich tabulek pravdivostnich hodnot.

@

A B|-A|-B|A=B|-B=-4| (A= B) & (-B = —4)
0 O 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1 1
1 0| O 1 0 0 1
1 1 0 0 1 1 1
(b)
A B|-A|A=>B|-AVB|(A= B) & (mAVB)
0 O 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 1
1 1 0 1 1 1

©
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A B C|AVB|(AVB)=C | A=C |B=C|(A=>C)A(B=0C)
0O 0 O 0 1 1 1 1
0 0 1 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 O 1 0 0 1 0
1 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1

Sloupec pravdivostnich hodnot odpovidajici vyroku (4 v B) = C je shodny s po-
slednim sloupcem, a proto je vyrok v bodé (c) vzdy pravdivy. ]

Predikatova logika.

1.1.15. Tvrzeni Cislo x jeliché.“, kde x je proménna, je gramatickou vétou, nicmé-
n¢ neni vyrokem, protoze jej nelze potvrdit ani vyvratit. Z uvedeného tvrzeni se
stane vyrok, pokud proménnou x nahradime konkrétnim ¢islem, napiiklad ,Cislo
7 je liché.” Pravé uvedeny piiklad motivuje nasledujici definici.

1.1.16. Definice. Vyrokova forma je vyraz, ktery ma koneény pocet proménnych,
pricemz kdyz za tyto proménné dosadime prvky z daného oboru, obdrzime vyrok.

1.1.17. Necht vyrokova forma V ma tvar ,.x je hlavni mésto Ceské republiky®, kde
za x dosazujeme jména Ceskych mést. Pak V(Praha) je pravdivy vyrok, ale vyrok
V(Plzen) neplati.

1.1.18. Pojem mnoZiny budeme pouzivat v intuitivnim smyslu. Pro nase tivahy nam
zatim postadi toto (ne zcela presné) vymezeni: Mnoginou rozumime kazdé shrnuti urcitych
a navzdjem riznych objekti, které nazyvame proky, do jediného celku. Je-li a prvkem mnoziny
A, pak piseme a € A. Pokud a neni prvkem A, piseme a ¢ A. Jestlize kazdy prvek
mnoziny 4 jeiprvkem mnoziny B, potom fikame, ze A je podmnozinou B a piSeme
A C B. Prazdnou mnozinou nazveme mnozinu, ktera neobsahuje zZadny prvek.
Znacime ji 9. Zptesnujici vyklad o mnozinach je uveden v Oddilu @ a zejména
v Dodatku @, kde jsou popsany vlastnosti tfidy véech mnozin.

1.1.19 (obory vyrokovych forem). Vyrokové formy mohou mit rizné obory, ze kte-
rych miizeme dosazovat za jejich proménné. V je takovym oborem mnoZina
nazvi mést v Ceské republice. V nasem textu vSak bude uzite¢né predpokladat,
ze viechny vyrokové formy, se kterymi budeme od této chvile pracovat, budou
mit za sviij obor tfidu vSech mnozin. Pozdéji uvidime, Ze tento predpoklad neni
nijak omezujici, nebot i objekty jako napitiklad pfirozené cislo, realné cislo, funk-
ce jsou mnozinami. Pfi pouziti této konvence se muze stat, ze do vyrokové formy
dosadime za proménnou prvek mimo ,,ptirozeny® obor vyrokové formy. Pak vznik-
ne tvrzeni, které se bude jevit jako nesmyslné. Takova tvrzeni budeme povazovat
za nepravdiva.

Pro ilustraci uvazujme vyrokovou formu x > 7. Pokud budeme za x dosazo-
vat prirozena ¢isla, budeme dostavat smysluplné vyroky. Nékteré budou pravdivé,
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jiné budou nepravdivé. Pokud za x dosadime napfiklad mnozinu pfirozenych ¢i-
sel, obdrzime tvrzenti, které se jevi jako nesmyslné. My jej vS§ak budeme povazovat
za nepravdivé: kazdy termin pouzity v uvedeném tvrzeni je srozumitelny, ale tvr-
zeni samo pravdivé neni.

1.1.20. Predikdtem v logice rozumime vlastnost, kterou néjakému predmétu prisu-
zujeme, nebo mu ji upirame. V je predikatem ,byti vétsi nez 7. Predikatova
logika se vénuje studiu predikatii a vySetfovani vlastnosti kvantifikace. Pojmem
kvantifikace se nyni budeme zabyvat.

1.1.21. Definice. Necht V je vyrokova forma s jednou proménnou.

(a) Vyrok ,,Pro kazdé x plati V(x).“ symbolicky zapisujeme ve tvaru
Vx: V(x).

Symbol V nazyvame obecnym kvantifikatorem.

(b) Vyrok ,Existuje x takové, Ze plati V(x).“ zapisujeme ve tvaru
dx: V(x).

Symbol 3 nazyvame existenénim kvantifikatorem.

1.1.22. Poznamka. Z typografického hlediska vznikly symboly V a 3 otoc¢enim
pismen A a E. Pismeno A vychazi z némeckého slova allgemein, a pismeno E patrné
z francouzského slova exister.

1.1.23 (intuitivni pojeti matematické logiky). V nasem textu se pridrzime intui-
tivniho vyznamu kvantifikatort, tj. vyuzijeme toho, jak v bézné feci rozumime ob-
ratim ,,pro kazdé x“ a ,existuje x“. Nebudeme tedy usilovat o ¢isté formalni pojeti
matematické logiky, nebot takovy pfistup by pro svou naro¢nost nebyl priméteny
naSemu textu. Proto nékteré vlastnosti kvantifikdtorti z tohoto oddilu nebudeme
dokazovat, nicméné by tyto vlastnosti mély byt intuitivné ziejmé. V knize [22] je
mozné se seznamit s precizni vystavbou matematické logiky a jejimi hlubokymi
vysledky. Kniha vsak predpoklada obeznamenost s vyssi matematikou.

1.1.24 (kvantifikace s podminkou). Necht V' a P jsou vyrokové formy s jednou pro-
ménnou. V Definici uvazujeme kvantifikace v souladu s imluvou pfes
tiidu vSech mnozin. Obvykle nas vsak zajima, zda V(x) plati pro kazdé x z obo-
ru, ktery je mensi nez tfida vsech mnozin. Podobné nas mtze zajimat zda v tom-
to oboru existuje x takové, ze plati V(x). Navic je$té mizeme nas zajem zuzit na
prvky, které splnuji né¢jakou dalsi podminku. Pokud je timto oborem mnozina M
a podminka je popsana pomoci vyrokové formy P s jednou proménnou, budeme
pouzivat nasledujici znaceni.
(a) Formule

Vx e M, P(x): V(x) 1.2)
znamena

Vx: ((x € M A P(x)) = V(x)).

Vyrok @ zni: ,Pro kazdy prvek x z mnoziny M takovy, Ze plati P(x), plati V(x).*
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(b) Formule
dx e M, P(x): V(x) (1.3)
znamena
dx: (x eEMAPx)A V(x)).
Vyrok @) zni: ,Existuje prvek x z mnoziny M, pro ktery plati P(x) i V(x).“
Obdobny zapis pouzivame i v ptipadé, ze V je vyrokova forma o vice nez jedné
proménné. Vyse uvedena iumluva zjednodusuje a zptehlednuje zapis formuli.
1.1.25. Necht V je vyrokova forma s jednou proménnou a M je mnozina. Vyrok
»Existuje pravé jedno x € M takové, ze plati V(x).“ zapisujeme ve tvaru
dlx e M: V(x).

Uvedeny vyrok lze vyjadrit pomoci diifve zavedenych symboli takto

(Elx eEM: V(x)) A (Vy eEMVzeM: ((V(y) AV(@)=y= z))
Prvni ¢len konjunkce vyjadruje, Ze existuje prvek x € M takovy, Ze plati V(x).
Druhy ¢len zachycuje jednoznacnost.
1.1.26 (ztzeni vyrokové formy). Necht V je vyrokova forma s jednou proménnou
a A, B jsou mnoziny splnujici B C A. Potom plati:

(Vx € A: V(x)) = (Vx € B: V(x))

(3x € B: V(x)) = (3x € A: V(x)).

Prvni vyro tika, ze pokud vyrok V(x) plati pro kazdy prvek x mnoziny A, pak plati
ipro kazdy prvek x z mnoziny B. Druhy vyrok tvrdi, Ze pokud v mnoziné B existuje
prvek x takovy, ze V(x) plati, pak takovy prvek nalezneme i v mnoziné A.

1.1.27 (formule s vice kvantifikatory). Pokud ma vyrokova forma vice promén-
nych, mtizeme z ni pomoci kvantifikator vytvorit nové vyrokové formy s mensim
poctem proménnych nebo dokonce vyroky.

M¢éjme vyrokovou formu V' se dvéma proménnymi. Nyni miizeme vytvorit no-
vé vyrokové formy s jednou proménnou napiiklad takto:

Vx: V(x,y), Jx: Vi(x, y),
Vy: V(x,y), Jy: Vix,y).

V prvnim fadku jde o vyrokové formy s proménnou y a ve druhém s proménnou x.
Z téchto forem lze utvorit vyroky pouzitim dalsiho kvantifikatoru, napiiklad

vx: (Vy: V(x,y)). Jy: (Fx: V(x,y)).
Vyroky uvedeného typu zapisujeme zpravidla jednoduseji nasledujicim zptisobem:
Vx Vy: V(x,y), dy Ix: V(x,p).

Obdobn¢ miizeme pomoci kvantifikatort vytvaret vyrokové formy a vyroky z vy-
rokové formy s vice nez dvéma proménnymi.
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1.1.28 (poradi kvantifikatorit). Necht V je vyrokova forma se dvéma proménnymi.
Potom plati:

(Yx Vy: V(x.y)) & (Vy ¥Vx: V(x,y)),

(Fx3y: V(x,y)) & 3y Ix: V(x. ).

(Fx Vy: V(x,y)) = (Yy Ix: V(x,)).
Prvni dvé tvrzeni tikaji, ze poradi kvantifikatord stgjného typu lze zaménovat, aniz
by se zménila pravdivostni hodnota vyroku. V posledni ze ti vyse uvedenych for-
muli je vsak pouze implikace, nikoli ekvivalence. Poradi obecného kvantifikatoru
a existen¢niho kvantifikatoru totiz obecné zaménit nelze, jak ukazuje nasledujici
priklad.
1.1.29. Necht A(m,d),m € M,d € D, znaci vyrokovou formu

»>Muz m je otcem ditéte d.“, m e M,d € D,
kde M je mnozina vSech muzii a D je mnozina vsech déti. Vyroky
Vd e DIdme M: A(m,d), dne MVd e D: Aim,d)

se lisi pouze potadim kvantifikatorti. Prvni vyrok tka, ze kazdé dité ma svého otce.
Druhy vyrok tvrdi, ze existuje muz, ktery je otcem viech déti. Pravdivostni hodnoty
téchto vyroki se tedy lisi.

1.1.30. Necht V' je vyrokova forma se dvéma proménnymi a 4 je mnozina. V tako-
vém ptipadé vzhledem k zaménnosti kvantifikatort stejné¢ho typu pouzivame casto
misto zapisu

Vx e AVye A: V(x,y)
zapis
Vx,yeA: V(x,y).
Podobné misto
dxe Ay e A: V(x,y)
piseme zkracené
dx,y € A: V(x,y).

Tuto konvenci budeme zfejmym zptisobem pouzivat i ve formulich, které obsahuji
vice nez dva kvantifikatory.

1.1.31 (negace vyrokd s kvantifikatory). Necht V a P jsou vyrokové formy s jednou
proménnou a M je mnozina.

(a) Negaci vyroku

Vx: V(x)
lze zapsat ve tvaru

Ax: =V(x),
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pficemz —V znaci vyrokovou formu, ktera po dosazeni za proménnou x urcuje

vyrok —-(V(x)). Podobné negaci vyroku
Ax: V(x)
lze zapsat ve tvaru

Vx:=V(x).

(b) Negovat vyrok
Vx e M, P(x): V(x),

znamena negovat vyrok

Vx: ((x € M A P(x)) = V(x)).
Po provedeni negace dostaneme

x: =((x € M A P(x)) = V(x)),
takze podle Véty [.1.19(c)

dx: (x EM A P(x)A —1V(x)).
Posledni formuli Ize prepsat ve tvaru

dx € M, P(x): =V (x).

(c) Podobné lze odvodit, Ze negace vyroku
dx e M, P(x): V(x)
ma tvar

Vx e M, P(x): =V(x).

(d) Pokud negujeme vyrok, ktery obsahuje vice kvantifikatorti, postupujeme tak,
ze ve formuli zaménime obecné kvantifikatory za existenéni, existenéni za obecné
a negujeme vyrokovou formu. Spravnost postupu vyplyva z predchoziho vykladu.

1.1.32. Necht V je vyrokova forma se tfemi proménnymi a 4, B, C jsou mnoziny.
Negaci vyroku

Vxe Adye BVzeC: V(x,y,2)
Ize podle (d) zapsat ve tvaru
dx e AVye B3ze C:=V(x,y,z2).

S vyrokovymi formami a kvantifikatory se budeme v tomto textu setkavat ne-

ustéle. Ulohy k procviceni jsou uvedeny v Oddilu @
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1.2. Zakladni metody ditkaz

1.2.1 (zakladni ¢iselné obory intuitivné). Mnozinu viech prirozenych cisel, tj.
mnozinu v$ech ¢&isel 1, 2, 3,..., budeme znacit N, mnozinu vsech celych ¢isel Z,
mnozinu vsech racionalnich ¢isel, tj. mnozinu ¢isel tvaru g, kde p € Zaqg € N,
budeme znacit Q a mnozinu vsech realnych ¢isel R. Iracionalnim ¢islem rozumi-
me kazdé realné &slo, které nenf racionélni. Cisla z uvedenych mnozin mizZeme
porovnavat mezi sebou podle velikosti, s¢itat, od¢itat, nasobit a s jistymi omezeni-
mi délit. Pro rovnost realnych ¢isel budeme pouzivat standardni symbol = a pro
nerovnosti symboly <, >, <, >. Pro uvedené operace pak symboly + (plus), —
(minus), - (krat) a - (zlomkova ¢ara). Budeme predpokladat znalost zakladnich
vlastnosti téchto mnozin na drovni stfedoskolské matematiky, tj. zejména znalost
vlastnosti pocetnich operaci. Predpokladame znalost termint kladné (respektive
neckladné, zaporné, nezaporné) realné ¢islo. Také pouzijeme tvrzeni, Ze mnozina
ptirozenych cisel je rovna mnoziné vsech celych ¢isel, ktera jsou vétsi nez 0, a ¢islo
1 je nejmensi prirozené ¢islo, tj. pro kazdén € N platin > 1. O mnozinach N, Z, Q
a R zde hovofime zejména proto, abychom je mohli pouzivat v ilustracnich piikla-
dech tohoto oddilu. Vice o nich fekneme v Oddilu @ a jejich presnému zavedeni
se budeme vénovat v Dodatku .

1.2.2 (vystavba matematiky). V matematice vychazime z nékolika zakladnich tvr-
zeni, ktera nedokazujeme. Takova tvrzeni nazyvame axiomy. Jako priklad uvedme
axiom, ktery fika, Ze existuje alespon jedna mnozina. Vsechna dalsi tvrzeni jsou
potom v diitkazech odvozovana z axiomti a tvrzeni jiz dokazanych. Matematické
tvrzeni, které povazujeme za dulezité nebo zajimavé samo o sobé, vétsinou nazy-
vame vé€tou. K oznaceni tvrzeni, které ma pomocny charakter, tj. potfebujeme jej
pouze k diikazu jinych tvrzeni, pouzivéme zpravidla slovo lemma.ll Definice vy-
mezuji nové pojmy, véty a lemmata hovoii o vlastnostech téchto pojmt a vztazich
mezi nimi. Matematicka teorie je tak tvofena axiomy, definicemi, vétami, lemmaty
a diikazy. Podrobnéjsi vyklad o axiomech i samotném jazyce matematiky je uveden
v Dodatku @

Nejcastéji byva matematicka véta formulovana ve tvaru implikace, tj. pokud
plati predpoklad A, pak plati zavér B. Dikazem je pak posloupnost spravnych
uvah vedoucich od predpokladi véty k jejimu zavéru. Mezi zakladni typy dtikazt
patfi:
piimy dikaz,
neptimy dikaz,
dtkaz sporem,
dtkaz rozborem pripadi,
dtikaz matematickou indukci.

18lovo lemma je stfedniho rodu.
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Tyto postupy nyni stru¢né vysvétlime a vyklad doplnime priklady. Uvedme jesté,
ze u slozitéjsich diikaz je ¢asto nutné pouzit i nékolika z vyse uvedenych postupt
a vzajemn¢ je kombinovat.

1.2.3 (ptimy dtikaz). M¢jme matematickou vétu ve tvaru implikace A = B pro
jisté vyroky A a B. Pii pfimém ditkazu postupujeme takto: Predpokladame, ze vy-
rok A plati. Odtud odvodime platnost jistého vyroku Cy, pomoci C; dokazeme
pravdivost jistého vyroku C3, z n¢ho pak dokazeme Cs a tak dale, az z predpokla-
du platnosti vyroku C, dokazeme vyrok B. Odvodili jsme tedy nasledujici fetéz
implikaci

A=C, Ci =0, 0= Cs,...,Ch1 = Cy, C, = B,

ze kterého jiz plyne platnost implikace A = B. Chceme-li dokazat né¢jakou vétu
piimym diitkazem, je na nas, abychom nalezli vhodné stfedni ¢leny Cy, . .., Cp, které
nam umozni z predpokladu odvodit zavér. Jak je hledat v konkrétnim pripadé¢, na
to bohuzel Zadny navod ¢i dokonce algoritmus neexistuje. Matematika je tvirci
¢innost a bez ur¢ité miry divtipu zadnou novou vétu dokazat nelze.

1.2.4 (nepiimy ditkaz). Tento typ diikazu je zalozen na ekvivalenci vyrokti A = B
a—B = —A4 (vizte Vétu (a)). Plati-li druhy vyrok, pak plati i prvni. Stadi tedy
nalézt jakykoli ditkaz druhého vyroku.

1.2.5 (dikaz sporem). Tato metoda je zalozena na ckvivalenci vyrokit A = B
a —(A A —B), které plyne z Vét [1.1.14(b), [L.1.19(a) a[L.1.10(a). Pti tomto zpiisobu
dokazovani predpokladame platnost vyroku A A —B. Pokud se nam z n¢ho podaii
odvodit vyrok C, ktery je nepravdivy, pak nemtze byt pravdivy ani vyrok A A —B.
Z pravdivého vyroku totiz nevyplyva vyrok nepravdivy. Plati tedy —(4 A —B), ne-
boli A = B.

1.2.6 (dtkaz rozborem pripadt). Mame dokazat tvrzeni tvaru A = B. Pokud do-
kazeme vyrok A zapsat jako disjunkci vyrokit C a D, neboli ve tvaru C v D, pak
podle Véty (c) stai dokazat tvrzeni C = B a D = B. V tomto dtkazu
tedy nejprve dokazujeme zavér B za predpokladu, ze plati C. Pak dokazujeme B
za predpokladu, ze plati D. Pri aplikaci této metody je tedy tieba zapsat predpo-
klad véty ve tvaru C v D tak, abychom pak mohli snaze odvodit C = Ba D = B.
Ani zde neni k dispozici Zzadny algoritmus, jak takova C a D nalézt.

1.2.7 (dikaz matematickou indukci). Dikaz matematickou indukcilze pouzitk da-
kazu vyroku tvaru
Vn € N: V(n), 1.4
kde V je vyrokova forma. Takovy diikaz sestava ze dvou kroki:
(a) dokazeme vyrok V (1),
(b) dokazeme vyrok
Vn e N: (V(n) = Vn+ l)),
neboli predpokladame platnost V(n) (tzv. indukéni predpoklad) a odvodime
platnost V(n + 1).
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Princip matematické indukce pak tika, ze z (a) a (b) plyne vyrok @ Korektnost princi-
pu matematické indukce podstatné souvisi s konstrukei mnoziny prirozenych ¢isel,
které se budeme vénovat v Dodatku .

1.2.8 (varianta ditkazu matematickou indukci). Uvazujme vyrok
Vn€Z,n>ngy: V(n), (1.5)

kde ng € Z a V je vyrokova forma. Rozdil mezi ([1.4) a (1.5) spotiva v jiném oboru
kvantifikace. Zde opét plati princip matematické indukce (vizte opét Dodatek @),
podle kterého dokazujeme ) takto:

(a) dokazeme vyrok V(no),

(b) dokazeme vyrok

VYn € Z,n>no: (V(n) = V(n+1)).

1.2.9 (dikaz tplnou matematickou indukei). Necht V(n),n € N, je vyrokova for-
ma. Vyrok
Vn e N: V(n) (1.6)

je n¢kdy mozné dokazat pomoci Gplné matematické indukce, ktera sestava z ove-
feni nasledujicich tvrzent:

(a) plati V(1),
(b) pro kazdén € N plati

(VjeN,j<n: V()= Vmn+1).

Krok (b) uplné matematické indukce se lisi od druhého kroku matematické in-
dukce popsané v paragrafu v tom, Ze misto abychom predpokladali pouze
platnost V(n), ptedpokladame, Ze plati vyroky V(1), V(2),..., V(n).
Piedpokladejme, Ze plati (a) a (b). Ukazeme, ze pak plati (L.6). Definujme
vyrokovou formu W(n),n € N, nasledujicim zptisobem: Vyrok W(n) tika, Ze pro
kazdé j € N, j < n, plati V(j). Matematickou indukci dokazeme tvrzeni
Vn e N: W(n). 1.7
Vyrok W(1) plati podle (a). Nyni pfedpokladejme, Ze pro néjaké n € N plati W(n).
Potom podle (b) plati V(n + 1). Plati-li W(n) a V(n 4 1), pak plati W(n + 1). Podle
principu matematické indukee plati ([.7). Z vyroku ([.7) pak okamzité plyne ([L.6).
Dalsi varianty diikazu matematickou indukci jsou uvedeny v prikladové casti

této kapitoly (Oddil [L.§).
1.2.10 (pravidlo generalizace). Pti dikazu vyroku
VxeM: V(x)

¢asto postupujeme nasledujicim zptsobem. Zvolime x € M pevné, ale libovol-
né, tj. o x pfedpokladame pouze to, ze je prvkem M, a nic dalsiho. Postupnymi
dedukcemi ukazeme platnost vyroku V(x) pro toto x. Tim je pak dtiikaz proveden.

Pouziti vyse uvedenych ditkazovych metod priblizime v nasledujicich ptikla-

dech.
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1.2.11. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé a,b € R plati %(a2 + b?) > ab.

Reseni. Provedeme piimy dtikaz tvrzeni. Vezméme libovolna ¢isla a,b € R. Potom
plati (a —b)2 > 0. Upravime-li tuto nerovnost, dostaneme a?—2ab+b? > 0.Odtud
jiz snadno plyne dokazovana nerovnost %(a2 + b?) > ab. *

1.2.12. Priklad. Necht n € N. Dokazte, ze potom existuje k € N takové, ze
n = 2k,nebon = 2k —1, pfi¢emz oba ptipady nemohou nastat zaroven. (V prvnim
piipadé fikame, Ze n je sudé, a ve druhém, zZe je liché.)

Reseni. K diikazu prvni ¢asti tvrzeni pouzijeme matematickou indukei. Pron =1
polozme k = 1. Potom mame 1 = 21 — 1. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro
n € N, a chceme tvrzeni dokazat i pro ¢islo n + 1. Podle indukéniho predpokladu
existuje k € N takové, ze n = 2k, nebon = 2k — 1. V prvnim pfipadé¢ platin + 1 =
2k +1=2(k +1)—1,ve druhém n + 1 = 2k. V prvnim piipadé¢ je tedy hledanym
¢islem k + 1 a ve druhém k.

Pokud by ¢islo n € N bylo zaroven liché i sudé, pak by existovala k,/ € N
takova, zen = 2k =2/ —1. Potom 2(/ —k) = 1,atedy/ —k = % Cislo —k je celé,
na rozdil od &isla %, coz je spor. Metodou dtikazu sporem jsme odvodili i druhou
¢ast tvrzeni. Tim je tvrzeni piikladu dokazano. *

1.2.13. Priklad. Nechtn € N am € N je liché. Dokazte, ze potom m”" je liché
¢islo.

Reseni. Tvrzeni dok4zeme matematickou indukci. Pron = 1 je cislo m! = m li-
ché podle predpokladu. Predpokladejme platnost tvrzeni pro prirozené ¢islo n, tj.
predpokladejme, ze ¢islo m” je liché. Pak existuje k € N takové, ze m" = 2k — 1.
Existuje také [ € N takové, ze m = 21 — 1. Potom plati

m" T =m"m=0Qk—1)-Q2l —1) =202kl —k—1+1)—1.

Dale plati 2kl —k —1 +1=k(l = 1)+ 1(k—=1)+ 1> 1, atedy 2kl —k — + 1 € N.

Odtud plyne, ze &slo m™*! je liché. ry

1.2.14. Pfipomenme, ze ¢islod € Z nazyvame délitelem ¢islan € Z, pokud existu-
jek € Z splnujicin = kd. Prokazdén € N je zfejm¢ 1 in délitelem n. Rekneme, 7e
n € N je prvoéislo, pokud n > 1 a jeho jedini kladni délitelé jsou 1 a n. Napiiklad
¢isla 2,3,5,7, 11 jsou prvocisla.
Kazdén € N,n > 1,lze zapsat pravé jednim zptisobem ve tvarun = pi' --- p/*,

kde

e keN,ny,...,ng €N,

® Di.....pk jsou prvolisla,

® p1 << pk.
Uvedeny zapis nazyvame prvociselnym rozkladem cisla .

1.2.15. Priklad. Necht n € N. Dokazte, Ze potom existuje pravé jedna dvojice
k,l € N takova, ze n = 2k=1(21 — 1).
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Reseni. Pomoci uplné matematické indukce nejprve dokazeme existenci prislus-
nych k,/ € N pron € N. Pak ukdzeme i jednoznac¢nost k a [.

Existence. Pron = 1 polozime k = lal = lamamen = 1 = 21712-1-1).
Piedpokladejme, Ze kazdé j € N,j < n, lze vyjadtit ve tvaru 2k=1(21 — 1) pro
vhodna k,! € N. Chceme ukazat, ze i pro ¢islo n + 1 lze nalézt piislusna k,/ € N.
Pokud je n+1 ¢islo liché, pak podle definice existuje [ € N takové, zen+1 = 2/ —1
(vizte Priklad . Polozime k = 1 a tvrzeni je dokazano. Pokud je ¢islon + 1
sudé, pak opét podle definice existuje m € N takové, ze n + 1 = 2m. Ponévadz
m < n, existuji podle indukéniho predpokladu ¢isla /1" € N takova, ze m =
2K'=1(21' — 1). Potom sta&i polozitk =k’ +1al =1".

JFednoznacnost. Ptedpokladejme, ze n = 27121 — 1) = 2K =121 — 1) prok.lk',l" e
N. Predpokladejme, ze k’ > k, pak plati2/ —1 = 2K'=k (21" —1). Cislo na levé strané&
rovnosti je liché, zatimco ¢islo na pravé strané je sudé, coz je spor. Podobné vede ke
sporu pfedpoklad k < k’. Musi tedy platitk = k’. Potom dostavame 2/—1 = 2I'—1.
Odtud jiz snadno plyne / = I’. Tim je dtikaz jednoznacnosti proveden. ry

1.2.16. Priklad. Nechtm € N. Dokazte, ze je-li m? sudé, potom je i m sudé.

Reseni. Provedeme neptimy ditkaz. Predpokladejme, Ze neplati, ze m je sudé. Cislo
m je tedy liché a podle Prikladu plati, Ze m? je liché. Cislo m? tedy nenf sudé.

Tim je tvrzeni dokdzano metodou neptimého dikazu. ry

1.2.17. Priklad (Hippasusg). Dokazte, Ze &islo 4/2, které je definovano jako kladné
feeni rovnice y? = 2 v oboru redlnych &isel, neni racionalni. Existenci a jednoznaé-

nost takového fedenf dokazeme pozdéji (vizte p.3.1).

Reseni. Provedeme dtikaz sporem. Predpokladejme, Ze V2 je raciondlni ¢islo. Po-

tom podle definice racionélniho ¢&isla existuji p € Z a ¢ € N takova, ze v/2 = g.

Ponévadz v/2 je kladné ¢&islo, musi byt p > 0,atedy p € N. Navic miizeme predpo-
kladat, ze nejvyse jedno z ¢isel p a g je sudé. Podle Prikladu lze totiz nalézt
¢islaky,ly, ka2, 1> zmnoziny N takova, ze p = 251-121, —1)aq = 2271 (21, —1). Pak
sta¢i misto dvojice p a g uvazovat dvojici 2/ — 1 a 2k2=k1 (21, — 1), pokud k> > ki,
nebo 2K17%2(21; — 1) a 21, — 1, pokud k» < k;.

Z rovnosti v/2 = g plyne, Ze 2¢* = p?, a tedy &slo p? je sudé. Podle Pii-
kladu dostavame, ze i p je sudé, a tedy existuje k € N takové, ze p = 2k.
Dosazenim za p do rovnosti 2 = p? dostavame, ze 2¢* = 4k?, a tedy g% = 2k2.
Odtud plyne, Ze ¢? je sudé. Podle Piikladu [1.2.16 je &islo g sudé. Obé &isla p a g
jsou tedy suda, coz je spor s predpokladem, ze nejvyse jedno z ¢isel p a g je sudé.
Cislo v2 tedy neni raciondlni. -

1.2.18. Priklad. Nechtn € N. Dokazte, ze potom je ¢islo n(n + 1) sudé.

2Hippasus (5. stol. pt.n.1.)
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Reseni. Provedeme ditkaz rozborem piipadd. Méjme n € N. Pak plati, Ze n je sudé,
nebo n je liché. Pokud je n sudé, pak je i éislo n(n + 1) sudé. Pokud je ¢islo n liché,
pak je ¢islo n + 1 sudé, a proto je i &islo n(n + 1) sudé. Tim je dikaz proveden. &

1.2.19 (konstruktivni a nekonstruktivni ditkaz). Pfi dikazu vyroku
dx e M: V(x)

mame dvé moznosti. Bud primo nalezneme néjaké x € M, pro které plati V(x),
nebo takové x € M nenalezneme, ale dokazeme, ze alespon jedno musi existovat.
Tyto postupy nazyvame po fadé konstruktivnim ditkazem a nekonstruktivnim
diikazem. Nekonstruktivni diikaz také nékdy nazyvame existenénim ditkazem.

1.2.20. Priklad. Ukazte, Ze existuji iracionalni ¢isla a, b takova, ze ab je ¢islo raci-
onalni.

Resend (konstruktioni ditkaz). Polozme a = /2 ab = log, 9, kde log, oznacuje loga-
ritmus o zdkladu 2. P¥esnou definici vyrazu a® a logaritmt uvedeme v Kapitole f.
Potom plati

ab = V2727 = 2310003 — glogad — 3,
Cislo v/2 je iracionalni podle Piikladu [[.2.17. Sta¢i tedy odvodit, Ze &islo log, 9Je

iracionalni. PouzZijeme metodu dukazu sporem. Predpokladejme, ze log, 9 = q ,
kde p € Z a g € N. Ponévadz je ¢islo log, 9 kladné, musi byt p pfirozené. Potom

9 = 2logx 9 — 25, atedy 97 = 27. Cislo 27 je sudé a podle Prikladu je ¢islo
94 liché, coz je spor. ry
Resent (nekonstruktiond ditkaz). Vyuzijeme opét iracionalitu ¢isla V2. Pokud by ¢islo
ﬁﬁ bylo racionalni, pak bychom byli s ditkazem hotovi. Pokud by tomu tak
nebylo, pak by ¢isla ﬁﬁ a2 byla iracionalni, pfitom ale ¢islo

V2
(«/Eﬁ) — V2 =2
je racionalni. Tim je tvrzeni dokazano, nebot alespon jedna dvojice ¢isel

a=+v2,b=+2 nebo azﬂﬁ,bzﬁ
splnuje zadani tlohy. Vyse uvedeny postup vsak netika, zda je fesenim prvni nebo
druha dvojice ¢isel.

T PRV Nt C
Poznamenejme jeité, Ze Ize ukéazat, ze &islo +/27 ~ je iracionélni. Dikaz je viak

velmi obtizny ([9, 21]). a

1.2.21 (dtikazy nerovnosti). Mame-li dokazat nerovnost A < B mezi realnymi ¢isly
Aa B, ¢asto postupujeme tak, ze nalezneme realné ¢islo C splnujiciA < CaC < B.
Odtud pak jiz plyne nerovnost A < B. Pti hledani ¢isla C jde o to, aby dikazy
nerovnosti A < C a C < B byly snazsi nez dikaz nerovnosti A < B. Cislu C nckdy
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tikdme horni odhad &isla A a také dolni odhad ¢isla B. Samotnou nerovnost A < C
nebo C < B také n¢kdy nazyvame odhaden.

1.2.22. Piiklad. Nechtn € N,n > 3. Dokazte, Ze plati 212 > (n + 1)2.

Reseni. Uvazujme vyraz n® 4 3n. Potom plati 2n2 = n? + n-n > n® + 3n, protoze
n > 3. Plati také n? + 3n > n? + 2n + 1, protoze n > 1. Dohromady tedy méme
2n2 > n?+2n+ 1= (n+ 1), coz jsme méli dokazat. *

1.3. Mnoiiny

1.3.1. Nebudeme se zde zabyvat otazkou, co je obecné mnozina. Tento problém,
jenz se nachazi na pomezi matematiky a filosofie, je totiz velmi nesnadny a pre-
kra¢uje rdmec tohoto textu. Zopakujme zatim pouze formulaci z paragrafu [1.1.18§,
ktera 1ika, Ze mnozinou rozumime kazdé shrnutf urcitych a navzajem riiznych ob-
jektt, které nazyvame prvky, do jediného celku. Doplnujici informace jsou uvede-
ny v Dodatku Al Pro systematicky vyklad teorie mnozin doporucujeme knihu [3].

Nyni zopakujeme pojmy z paragrafu a pridame nékolik dalsich.

1.3.2. Mnozina je ur¢ena svymi prvky. Skutecnost, ze prvek a patfi do mnoziny 4,
znacime a € A, a skute¢nost, ze a do A nepatfi, zapiseme jako a ¢ A.

Mnozinu je mozné definovat vyctem prvki, napiiklad piseme {1,2, 3,4, 5}, ne-
bo pomoci vlastnosti, kterou museji splnovat jeji prvky, tj. piseme {x: V(x)}, pti-
padné {x € M V(x)}, kde M je mnozinaa V(x), x € M je vyrokova forma. Ptikla-
dem je zapis {x € N; x < 6}.

Prazdnou mnozinou nazyvame mnozinu, ktera neobsahuje Zadny prvek. Ozna-
¢ujeme ji symbolem @. Mnozinu, kterd neni prazdna, nazyvime neprazdnou.

1.3.3. Rekneme, e mno%ina A je €asti mnoziny B nebo mnozina A4 je podmno-
Zinou mnoziny B, jestlize kazdy prvek mnoziny A je rovnéz prvkem mnoziny B.
Tuto skutecnost zna¢ime A C B (n¢kdy také piseme B D A) a tomuto vztahu mezi
mnozinami fikame inkluze. Prazdna mnozina je podmnozinou kazdé mnoziny.
Mnoziny A a B jsou si rovny (A4 = B), jestlize maji stejné prvky, neboli plati

soucasné¢ A C B a B C A. Neni tézké odvodit, ze pro libovolné mnoziny 4, B, C
plati

e A=A,

e jestlize A = B, potom B = A,

e jestlizeA=BaB =C,potomA=C.

Pokud si mnoziny A a B nejsou rovny, piSeme A # B. Rekneme, 7e mnoZina A
je vlastni ¢asti mnoziny B nebo A4 je vlastni podmnozinou mnoziny B, jestlize
ACBaA#B.

Necht X je mnozina. Mnozinu véech podmnozin X znac¢ime #(X) a nazyvame
ji poten¢ni mnozinou mnoziny X. Z jazykovych divodii budeme casto pouzivat
slovni spojeni ,,systém (pod)mnozin® misto ,,mnozina (pod)mnozin®“.
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1.3.4. Oznaceni. (a) Nechtn € N a A,..., 4, jsou mnoziny. Potom zapis Ay C
.-+ C A, znamena, ze plati inkluze Ay C A, A2 C Az,...,Ap—1 C A,. Obdobné
znaceni pouzivame i pro symbol D.

(b) Necht X je mnozinaan € N. Misto zapisux; € X,x, € X,...,x, € X budeme

casto pouzivat stru¢néjsi zapis x1,x2,...,x, € X.

Nyni zavedeme operace, které ze dvou (nebo vice) mnozin utvori dalsi mno-
zZinu.
1.3.5. Sjednocenim mnozin A a B nazveme mnozinu vytvorenou viemi prvky,
které patiti alespon do jedné z mnozin A ¢i B. Sjednoceni mnozin A a B znacime
symbolem 4 U B.

Jeli A systém mnozin, pak jeho sjednoceni A definujeme jako mnozinu
vsech prvki a, pro které existuje A € #4 takové, Zea € A.

1.3.6. Prinikem mnozin 4 a B nazveme mnozinu vech prvki, které nalezeji sou-
¢asné do Aido B. Prinik mnozin 4 a B zna¢ime symbolem AN B. Maji-li mnoziny
A a B prazdny prinik, fekneme o nich, ze jsou disjunktni.

Je-li A neprazdny systém mnozin, pak jeho prinik (1) A definujeme jako mno-
zinu vsech prvki a, které pro kazdé A € A splnujia € A. Rekneme, e systém o4 je
disjunktni, jestlize pro kazdé A, B € A splnujici A # B plati AN B = 0.

1.3.7. Priklad. Necht A = {{1,2, 3}, {3,4,7},{1,2,3, 4, 5}}. Urcete | J A a () .
Reseni. P¥{mo z definice dostavame | #4 = {1,2,3,4,5, 7y a (A = {3}. *

1.3.8. Rozdilem mnozin A a B nazveme mnozinu prvki, které patfi do mnoziny A
a nepatii do mnoziny B. Rozdil mnozin 4 a B znac¢ime A4 \ B.

1.3.9. Nechtm e Na Ay,..., A, jsou mnoziny. Kartézskym soucinem A4; x A, x

-+ X A,y nazveme mnozinu vsech usporadanych m-tic [ay.az, ..., anm], kde a; € 4;
prokazdéi € {1,...,m}. Nékdy misto symbolu [a;, a2, ..., an,] pouzivaime symbol
(ay,az,...,an) a také nékdy misto A; x Az x -+ x A,y piseme [T/, 4. Piesnou

definici pojmu usporadana n-tice 1ze nalézt v Dodatku . Je-li A mnozinaan € N,
pak misto A x --- x A piSeme A”.
—————
n-krat

1.3.10. V operaci kartézského soucinu neni obecné mozné zaménovat poradi mno-
zin. Pokud naprtiklad 4 = {0}, B = {1}, pak Ax B = {[0, 1]}, B x A = {[1,0]}, takze
AX B # B x A.

1.3.11. Véta (de MorganovaE pravidla). Necht X je mnozina a # je neprazdny
systém mnozin. Pak plati

X\ JA=){X\4: A€ A}
a dale

X\(A=JIx\4: 4 AL

3Augustus de Morgan (1806-1871)
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Diikaz. Provedeme dtikaz prvniho z uvedenych tvrzeni. Mame dokazat dvé inklu-
ze, a sice

X\ JAC X\ 4: Ae A}
a zaroven

X\[JAD ()X \4: 4€ A}

Jedix € X\ U 4, znamend to, ze x patti do X, ale nepatii do sjednoceni | #.
Tedy x ¢ A pro kazdou mnozinu 4 € A. To ale znamend, ze pro kazdé A € # je
xe X\ A,atudiz x € ({X \ 4; A € A}. Tim je prvni inkluze dokazana.

Necht x € X \ 4 pro kazdou mnozinu 4 € A. Tedy x € X, ale x ¢ A4 pro
kazdou 4 € A. Takze x ¢ | JA. Tudiz x € X \ [J A, ¢imzZ je zavrSen dtikaz druhé
inkluze.

Druhé de Morganovo pravidlo lze dokazat obdobné. [

1.4. Relace usporadani a zobrazeni

Relace usporadani.

1.4.1. Definice. Binarnirelaci rozumime libovolnou mnozinu uspotradanych dvo-
jic. Pokud R je binarni relace a [a,b] € R, pak fikame, ze prvek a je v relaci R
s prvkem b. Casto v tomto pripadé pouzivame zapis a R b.

Pokud binarni relace R splnuje R C A x B, pak fikame, Ze R je binarni relaci
mezi prvky mnozin A a B. Pokud A = B, pak fikame, Ze R je binarni relacina A.

1.4.2. Oznaceni. Muzeme definovat i relace mezi vice néz dvéma prvky, ale v na-
$em textu je nepouzijeme, a proto budeme misto slovniho spojeni ,,binarni relace®
pouzivat jen termin ,relace”.

Existuje mnoho piikladti matematickych objektt, které jsou relacemi. V tuto
chvili pro nas budou dulezité dva specialni typy relaci, totiz usporadani a zobraze-
ni. Nasledujici definice nam pomize zavést prvni z nich.

1.4.3. Definice. Necht R je relace na mnoziné A. Rekneme, 7e R jena A
o reflexivni, jestlize plati
Vx e A:[x,x] € R,
e symetricka, jestlize plati
Vx,ye A:[x,y]€e R=[y,x] € R,
e tranzitivni, jestlize plati
Vx,y.z€ A: ([x.y] € RA[y.z] € R) = [x,z] € R,
e antisymetricka, jestlize plati

Vx,ye A:[x,y]€e R=[y,x] ¢ R,
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o slabé antisymetricka, jestlize plati
Vx,ye A: ([x,y]€ RA[y.x] €R) = x = y.

1.4.4. Definice. Necht R je relace na mnoziné A. Rekneme, 7e R jena A
e usporadani (nc¢kdy také ¢aste¢né usporadani ¢i neostré usporadani),
jestlize je reflexivni, slab¢ antisymetricka a tranzitivni,
e linearni usporadani, jestlize jde o uspotradani a pro kazdé x, y € A4 plati
[x,y] € Rnebo [y, x] € R.

1.4.5. (a) Pravé definovany pojem usporadani je velmi abstraktni a pouziva se pro
porovnavani velmi rozmanitych objektti mezi sebou. Usporadani realnych ¢isel
< je jenom jednim z mnoha prikladii usporadani. Podobné ostra nerovnost mezi
realnymi ¢isly je ostrym usporadanim ve smyslu nasi definice.

(b) Je-li usporadani R na mnoziné X linearni, pak je mozné libovolné dva prvky
mezi sebou porovnat pomoci usporadani R. Usporadani realnych cisel je prikla-
dem linearniho usporadani.

1.4.6 (usporadani inkluzi). Necht X je mnozina a A C $(X). Pak relace
R={[A,Bl€ AxA; AC B)

je usporadani na mnoziné . Viechny tfi vlastnosti z definice usporadani snadno
plynou z vlastnosti inkluze.

Pokud ma X alespon dva prvky a A = £ (X), pak toto usporadani neni na
4 linedrni. Jestlize totiz existuji x,y € X, x # y, pak neplati ani {x} C {y} ani
{y} C{x}.
1.4.7. Pfiklad. Na mnozin¢ N? definujeme lexikografické usporadani < nésle-
dujicim zptisobem

[n1.72] <iex [M1,m2] & (11 < my Vv (ny = my Any < my)).

Ukazte, Ze <jex je uspordddni na N2.

Resent. Reflexivita. Pro libovolné [ny,n»] € N? plati [n1,n2] <iex [n1,12], nebot ny =
nyany <nj.

Slabd antisymetrie. Pokud [n1,n2] <iex [m1,m2] a zaroven [my, mz] <ix [n1,n2], pak
nemiize platit ny < my ani m; < ny. Musi tedy platit n; = m,. Pak ovsem plati
ny < my amy < na,a proto ny = my. Dokazali jsme tedy, ze [n1,n2] = [my, m2].

Tranzitivita. Necht [n1, n,], [m1, m3], [ky. k2] € N? splnuji [n1, n2] <iex [m1,mz]amy, ms] <iex
[k1,kz]. Z prvniho vztahu plyne n; < m; a z druhého m; < k;. Dostavame tedy
ny < ky. Pokud plati dokonce ny < ky, pak [n1,n2] <iex [k1.k2]. Pokud ny = ki,
pak plati také n; = m;. Musi tedy platit n, < m; a my < k. Odtud plyne nerov-
nost 11, < k. Tim je dokazan vztah [ny, n,] <iex [k1, k2]. ry

Nyni uvedeme né¢kolik zakladnich pojmii, které souvisi s relaci usporadani.
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1.4.8. Definice. Necht < je relace usporadani na mnoziné X a 4 C X. Rekneme,
ze prvek x € X je
e maximalnim prvkem (maximem) mnoziny 4, jestlize x € A a neexistuje
a € Atakové,Zzex <aax #a,
e nejvétsim prvkem mnoziny A, jestlize x € A a pro kazdé a € A plati
a<x.
Pojmy minimalni prvek (minimum) mnoziny a nejmensi prvek mnoziny jsou de-
finovany zfejmym zptisobem.

1.4.9. V predchozi definici jsme pouzili symbol <, ktery se pouziva zejména pro
oznaceni usporadani na realnych ¢islech. Zde jej pro nazornost pouzivame k ozna-
¢eni libovolné relace usporadani.

1.4.10 (maximalni versus nejvétsi). Necht < je relace usporadani na mnoziné X,
A C X ax € A Jestlize je x nejvétsim prvkem A potomje i maximalnim prvkem A.
Opacna implikace ale neplati. Mnozina A mtize mit vice maximalnich prvki, které
jsou ale relaci < neporovnatelne Pokud je uvazované usporadani linearni, pak je
snadné ukazat, Ze pojmy maximalni prvek a nejvétsi prvek splyvaji.

1.4.11. Definice. Necht < je relace usporadani na mnoziné¢ X a 4 C X. Rekneme,
ze prvek x € X je
e horni zavorou mnoziny A4, jestlize pro kazdé a € A platia < x,
e dolni zavorou mnoziny A, jestlize pro kazdé a € A plati x < a.
Mnozina 4 je
e shoraomezena, jestlize existuje prvek x € X, ktery je horni zavorou mno-
ziny A,
o zdola omezena, jestlize existuje prvek x € X, ktery je dolni zavorou mno-
ziny A,
e omezena, jestlize je omezena shora i zdola.

1.4.12. Definice. Necht < je relace usporadani na mnoziné X a A C X. Rekneme,
ze prvek G € X je supremem mnoziny A, jestlize plati:

(@) G je horni zavorou mnoziny A4,

(b) je-li prvek G’ € X horni zavorou mnoziny A4, potom G < G'.
Rekneme, Ze prvek g € X je infimem mnoziny A, jestlize plati

(a) g je dolni zavorou mnoziny A,

(b) je-li prvek g’ € X dolni zavorou mnoziny 4, potom g’ < g.

1.4.13. Necht < je relace uspo“'déni na mnozin¢ X a A C X. Podle pfedchozi
definice je supremum mnoziny A jeji nejmensi horni zavorou a 1nﬁmumJeJeJ1 nej-
vétsi dolni zavorou. Supremum a infimum mnoziny A nemuseji existovat, pokud
viak existuji, jsou uréena jednoznacné.

Odvodme toto pozorovani napiiklad pro infimum, v ptipadé suprema je moz-
né postupovat obdobné. Necht g; a g jsou infima mnoziny A C X vzhledem
k usporadani < na mnoziné X. Potom g; i g> jsou dolni zavory mnoziny A. Podle
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vlastnosti (b) z definice infima plati g; < g, a také g < g1. Ze slabé antisymetrie
relace usporadani pak plyne g, = g».

Pokud supremum mnoziny A (vzhledem k usporadani <) existuje, znacime jej
sup A. Pokud existuje infimum mnoziny A, znac¢ime jej inf A.

Supremum a infimum budeme pouzivat zejména pfi studiu podmnozin real-
nych ¢isel, pro ilustraci vsak uvedme nasledujici piiklad, ktery vyuziva lexikogra-
fického usporadani dvojic pfirozenych ¢isel.

1.4.14. Priklad. Necht <i je lexikografické uspofadani na mnoziné N? (vizte
Priklad ) Dokazte, ze supremum mnoziny 4 = {[1,n] € N*; n € N} je rovno
prvku [2, 1].

Reseni. Pro kazdén € N podle definice plati [1, 1] <ix [2, 1], ¢imZ je ovéfena pod-
minka (a) z definice suprema. Uvazujme prvek [a, b] € N2, ktery je horni zévorou
mnoziny A. Potom pro kazdé n € N plati bud 1 < a,nebo 1 =aan < b. Druha
moznost v§ak nemuze platit pro kazdé n, nebot prirozené ¢islo b + 1 nesplnuje
nerovnost b + 1 < b. Plati tedy 1 < a, neboli 2 < a. Pak oviem opét podle de-
finice usporadani <., dostavame [2, 1] <ix [a,b]. Tim je ovétena i podminka (b)
z definice suprema. -

1.4.15. Véta. Necht < je relace usporadani na mnoziné X, A C X je neprazdna
mnozina a infimum a supremum mnoziny A existuji. Potom plati inf 4 < sup 4.

Diitkaz. Mnozina A je neprazdna, takze mtzeme nalézt prvek a € A. Potom plati
infA < a, nebot inf A je dolni zavorou A. Dale plati @ < sup A, nebot sup 4 je
horni zavorou A. Odtud diky tranzitivité¢ usporadani dostavame nerovnost inf 4 <
sup 4. [ |

1.4.16. Véta. Necht < je relace usporadani na mnoziné X a A C X.

(a) Necht existuje nejvétsi prvek A. Pak existuje 1 supremum A4 a je rovno
nejvétsimu prvku A.

(b) Necht existuje nejmensi prvek A. Pak existuje i infimum 4 a je rovno
nejmensimu prvku A.

Ditkaz. (a) Nejvétsi prvek A ozna¢me G. Pak je G horni zavorou 4, a tedy je splnéna
podminka (a) z Definice . Predpokladejme, zZe G’ € X je horni zavorou A.
Ponévadz G € A4, plati G < G'. Je tedy splnéna i podminka (b) z Definice 1.4.19.

Proto je G supremem mnoziny A.
(b) Tvrzeni lze dokazat obdobné. [

K pravé zavedenym pojmim suprema a infima se vratime v Oddilu @, kde
budou uvedeny dalsi ilustra¢ni priklady.

Relace zobrazeni.
1.4.17. Definice. Binarni relaci F nazyvame zobrazenim, pokud splnuje

Vx Vy; Vya: ([x,yl] € FA[x,y] € F) = y1 = 2.
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Rekneme, 7e zobrazeni F je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, jestlize plati
F C AxB.

1.4.18. Je-li F zobrazeniz mnoziny A do mnoziny B, pak podle definice pro kazdé
x € A existuje nejvyse jedno y € B takové, ze [x, y] € F. Pokud pro dané x € 4
takové y existuje, pak je tedy uréeno jednoznac¢né a znacime je F(x). Nékdy piseme
jen Fx.

1.4.19. Definice. Necht F je zobrazeni.

¢ Defini¢nim oborem zobrazeni F nazyvame mnozinu
D(F) ={x; Jy: [x,y] € F}.

e Oborem hodnot zobrazeni F nazyvime mnozinu
H(F)={y; Ix: [x,y] € F}.

1.4.20. (a) Necht F je zobrazeni. Viimnéme si, ze defini¢ni obor F je mnozina
vsech x, pro které je definovan prvek F(x), a obor hodnot je mnozina vsech y, pro
kterd existuje x takové, ze prvek F(x) je definovan a plati F(x) = y.

(b) Je-li F zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, pak je F také zobrazeni z mno-
ziny C do mnoziny D, pokud F C C x D, neboli D(F) C C a #(F) C D.

Naprtiklad zobrazeni F, které kazdému kladnému ¢islu x € R prirazuje realné
¢islo %, je zobrazenim z mnoziny kladnych realnych ¢isel do mnoziny kladnych
realnych ¢isel, ale také zobrazenim z R do R.

1.4.21 (zobrazeni jako prifazeni). Zobrazeni jsme definovali pomoci pojmu rela-
ce. Pri tomto piistupu ztotoznujeme pojem zobrazeni a pojem grafu zobrazeni.
V matematické analyze vSak ¢asto chapeme zobrazeni F z mnoziny A do mnoziny
B jako prifazent, tj. prvkam x z jisté podmnoziny A4 je pfitazen jednoznac¢né uréeny
prvek F(x) z mnoziny B. V takovém pfipadé pak zobrazeni a jeho graf chapeme
jako dva rtazné objekty, které si vSak vzajemné jednoznac¢né odpovidaji, pricemz
grafem zobrazeni F nazyvime mnozinu

graf(F) = {[x,y] € Ax B; x € D(F) Ay = F(x)}.
1.4.22. Oznaceni. Necht 4 a B jsou mnoziny a F je zobrazeni.

(a) Pak symbol F: A — B znamena, ze F je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny
B a D(F) = A. Takové zobrazeni F nazyvame také zobrazenim mnoziny A do
mnoziny B.

Narozdil od zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, kde defini¢ni obor je pou-
ze podmnozinou mnoziny A4, je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B definovano
pravé ve vsech bodech mnoziny A.

(b) Pokud je B = R, pak misto terminu zobrazeni pouzivame termin funkce.

1.4.23. Zobrazeni F: A — B casto definujeme tak, ze pro kazdé x € A uréime
prvek F(x) € B.V takovém pripad¢ nékdy pouzivame zapis x = F(x), x € A. Je
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tfeba si uvédomit, ze dva riizné predpisy mohou definovat stejné zobrazeni. Tak je
tomu naprtiklad u nasledujicich dvou predpisi:

X = (x4 1)2, x €R,
X x24+2x +1, x € R.

1.4.24. Definice. Necht A, B jsou mnoziny a f je zobrazeni.
e Obrazem mnoziny A pfi zobrazeni f rozumime mnozinu

{yeH(f); Ix e D(f)NA: f(x) =y},

kterou znacime f(A).
e Vzorem mnoziny B pfi zobrazeni f rozumime mnozinu

{x e D(f): f(x) € B},
kterou znad¢ime f~!(B).

1.4.25. Necht X je mnozinaa A C X. Charakteristickou funkci mnoziny A nazy-
vame funkci y4: X — R, definovanou predpisem

1, pokudx € A4,

xa(x) = 0, pokudx e X\ 4.

Pro pravé uvedenou funkci plati ;' ({1}) = A a x5 ({0}) = X \ A. Charakteristicka
funkce je v fad¢ situaci uzite¢nym nastrojem.

1.4.26. Definice. Rekneme, Ze zobrazeni f
e je prosté, jestlize plati
Vx.y e D(f): fx) = f(y) = x =y,
e je namnozinu B, jestlize plati #(f) = B,
e je bijekci mnoziny A na mnozinu B, jestlize D(f) = A a jde o prosté
zobrazeni na B.

1.4.27 (alternativni terminologie). Prostému zobrazeni také fikame injekce nebo
injektivni zobrazeni. Zobrazeni, které je zobrazenim na mnozinu B, nazyvame
i surjekcina B a o bijekci mnoziny A na mnozinu B hovorime né¢kdy jako o vza-
jemné jednozna¢ném zobrazeni mnoziny A na mnozinu B.

1.4.28. Necht f: A — B je prosté zobrazeni. Potom pfimo z definic dostavame,
ze f je bijekce mnoziny A na mnozinu f(A4).

1.4.29. Definice. Necht f je zobrazeni a C je mnozina. Pak zobrazeni definované
predpisem x — f(x), x € C ND(f), nazyvame restrikci nebo zlizenim zobrazeni
J namnozinu C a znacime jej f|c.

1.4.30. Definice. Necht f a g jsou zobrazeni. Pak zobrazeni g o f je definovano
piedpisem (g o f)(x) = g(f(x)) pro viechna x € D(f) takova, ze f(x) € D(g).
Zobrazeni g o f nazyvame sloZenym zobrazenim (sloZzenim zobrazeni) f a g,
pricemz g nazyvame vnéjsim zobrazenim a f nazyvame vnitfnim zobrazenim.
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1.4.31. Definice. Necht f: A — B je prosté zobrazeni. Pak zobrazen{ f~!: f(4) —
A definované pro y € f(A) predpisem f~!(y) = x, kde x € A4 je jednoznaéné ur-
¢eno vztahem y = f(x), nazyvame inverznim zobrazenim k zobrazeni f.

1.4.32. K zobrazeni, které neni prosté, nelze definovat inverzni zobrazeni. Ptikla-
dem je funkce f: R — R definovana predpisem f(x) = x? pro x € R.

1.4.33 (sjednoceni a prinik indexovaného systému). Necht X a I jsou mnoziny
a pro kazdé a € I je definovana mnozina 4, C X. Mame tedy dano zobraze-
ni a = Ay mnoziny I do potencéni mnoziny £ (X). Takové zobrazeni nazyvame
indexovanym systémem mnozin a zna¢ime ho symbolem (Ag)aer-

Uvazujme systém A = {4 € P (X); o € I: A = Ag}. Pak mnozinu (J A
oznacujeme také symbolem | J,c; Aw. Pokud je navic I neprazdna mnozina, pak
mnozinu (| 4 oznacujeme [ \ye; Aa-

Se zobrazenimi z nasledujici definice budeme ¢asto pracovat.
1.4.34. Definice. Necht 4 je neprazdna mnozina.

(a) Konecnou posloupnosti prvki A rozumime kazdé zobrazeni mnoziny {1, ..., n},
kde n € N, do mnoziny A. Pokud k +— ag, k € {1,...,n}, je takové zobrazeni, pak
tuto Posloupnost znacime {ay }}_,. Prvek ax nazyvame k-tym ¢lenem této posloup-
nosti.

(b) Nekonecnou posloupnosti prvkit A rozumime kazdé zobrazenin — a,,n € N,
mnoziny pfirozenych ¢isel N do mnoziny A. Takovou posloupnost obvykle znaci-
me {an };>, ptipadné jen {a, }. Prvek a, nazyvame n-tym élenem této posloupnosti.

1.4.35 (rckurentné¢ zadana posloupnost). Necht 4 je neprazdna mnozinaa k € N.
Jsou-li dany ¢leny ay, a3, ...,ar € A a predpis, podle kterého je mozné pro kazdé
n € N, n > k, ur¢it hodnotu a, € A na zakladé hodnotay,...,a,—1, pak je mozné
definovat posloupnost {a,};2,. Takovému zadani posloupnost1 tikame re/curmtm
Existence a jednoznac¢nost takto zadané posloupnosti je ovétena ve Vété [B.5.44.

Nejcastéjsi zptisob zadani rekurentni posloupnosti {a,};2, vypada nasledov-
né. Je dana neprazdna mnozina A a zobrazeni g: A — A. Prvek a; € A je dan
aap, = g(ap—1) pron € N,n > 1.

Prikladem takové posloupnosti je posloupnost definovana predpisem a; = 1,
any1 = 2an, nebot staci polozit A =R a g(x) = 2x, x € R.

1.4.36. V paragrafu Jsme s1 prlbhzlh Vyznam terminu axiom. Na tomto misté
je vhodné uvést jeden z axiomu teorie mnozin pro jeho vztah k pojmu zobrazeni.
Jde o axiom vybéru a zde je jeho formulace:

Pro kazdy indexovany systém neprazdnych mnozin (Cp)pey existuje zobrazenig: I —
Uper Cp takové, ze pro kazdé b € I plati ¢(b) € Cp.

Axiom vybéru tika, ze existuje zobrazenf ¢, které pro. kazdé b € I vybere hodnotu
¢(b) z neprazdné mnozmy Cp. Vyrok puisobi samozrejme nckteré jeho disledky
v$ak jiz tak samoziejmé nejsou. Dalsi vysvétleni je uvedeno v Dodatku @ Axiom
vybéru budeme casto pouzivat bez vyslovného upozornéni podobné jako dalsi axi-
omy teorie mnozin.
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1.4.37 (konstrukce posloupnosti pomoci axiomu vybéru). Necht 4 je neprazdna
mnozina. Posloupnost prvkti mnoziny 4 je mozné konstruovat také takto. Prvek
a; zvolime z jisté neprazdné podmnoziny A; mnoziny A. Mame-li zkonstruova-
ny prvky ai,...,a,, uréime v zavislosti na téchto prvcich neprazdnou mnozinu
Apt1 C A az nivybereme prvek a, 1. Mnoziny A4,,n € N, ze kterych vybirame
¢leny nasi posloupnosti, zavisi na konkrétnim cili, pro ktery posloupnost konstru-
ujeme. Timto zpiisobem skuteéné obdrzime posloupnost {a,} . Neni to ale tak
jednoduché, protoze presné odiivodnéni existence posloupnosti {a, }52; vyzaduje
pouziti axiomu vybéru. Vice naleznete v Dodatku @

1.5. Mnozina reéln)’rch Cisel

Vlastnost existence suprema.

1.5.1. Ciselné obory pfirozenych, celych, racionalnich a realnych ¢isel maji pro
dalsi vyklad zasadni vyznam. Jejich presnd konstrukce vsak neni snadna, a proto ji
provedeme az v Dodatku . V dalsim vykladu vysta¢ime se stftedoskolskymi pojmy,
které doplnime o vlastnost existence suprema. V Definicich a jsme
zavedli pojem horni zavory, dolni zavory, omezenosti mnoziny a pojmy suprema
ainfima pro obecné usporadani. Nyni tyto pojmy pouzijeme pro mnozinu realnych
¢isel s uvedenym usporadanim <. Vlastnost existence suprema realnych cisel 1ze
pak formulovat nasledovné.

Kazd4 neprazdna shora omezena podmnozina R ma supremum. (1.8)

Mnozina realnych ¢isel spolu s jejim uspofadanim a s operacemi s¢itani a nasobeni
je zkonstruovana tak, ze pravé uvedenou vlastnost ma. Vlastnost suprema je diile-
zita, nebot n¢které hlubsi véty o realnych ¢islech bychom bez ni nemohli dokazat.

Vlastnosti pocetnich operaci a usporadani. V tomto textu predpokladame
znalost zakladnich pravidel pro praci s usporadanim realnych ¢isel a s operacemi
s¢itani a nasobeni. V dal$im si vsak n¢které vysledky pripomeneme a také zavedeme
znaceni, které budeme pouzivat.

1.5.2. Oznaceni. (a) Necht m,n € Z, m < n, apro kazdéi € {m,...,n}jea; € R.

Potom symbolem }_/_,, a; znaéime souéet viech realnych ¢isel apm, . .., an, tedy

n
Zai =am +amy1 + - +ap-1 +an.
i=m
Je-lim > n, pak klademe

n
Zai =0.

i=m
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(b) Nechtm,n € Z,m < n,aprokazdéi € {m,...,n}jea; € R. Potom symbolem
[17_,, @i zna¢ime soucin viech realnych ¢isel ap, . .., an, tedy

Je-lim > n, pak klademe

Pripomenme jesté, ze pokud a € R an € N, pak symbol a” znaci soucin
a-a---a-a.
—————
n krat
Pokuda € R,a # 0,an € N, pak symbol ™ znaci soucin

a g leg gt

n krat

Pro a € R definujeme symbol a° jako 1. Zde nedefinujeme novou pocetni operaci,
ale pouze uzite¢nou zkratku, ktera zjednodusuje zapis nékterych vyrazi. Toto je
tfeba mit na paméti zejména v pripadé, kdy a = 0.

(c) Pro kazdé n € N U {0} definujeme symbol n!, ¢teme n faktorial, takto: 0! = 1
an!=n-(n—1)!pron € N. Pokud n € N, pak je ¢islo n! souc¢inem ¢isel 1, ..., n.

(d) Pron,k € N U{0},k < n, definujeme kombinacni ¢islo (Z), éteme n nad k,
predpisem

n n!

k (n—Kk)'k!"
(e) Nechtn € Naay,...,a, € R. Potom zapis a; < --- < a, znamena, ze plati
nerovnosti a; < d, d> < as,...,ap—1 < a,. Obdobné znaceni pouzivaime i pro

dalsi typy nerovnosti.

(H) V dalsim vykladu budeme pouzivat i zapisy x > y a x > y, které po radé
znamenaji totézcoy <xay < x.

1.5.3. Presné vzato jsou definice souctu a soucinu konecné mnoha realnych cisel
induktivni. Mame-li definovan soucet (soucin) n realnych ¢isel, mizeme definovat
soucet (soucin) n + 1 realnych ¢isel. Z téchto definic by mély také vychazet dika-
zy béznych pravidel pro pocitani s kone¢nymi soucty a souciny, jako je napiiklad

vzorec
n3 na n3
Z ap = Z ap + Z Aan,
n=ni n=ni n=np+1
kde ny < n» < nj3 jsou pfirozena ¢isla a ay,,...,an; jsou realna ¢isla. Zde vsak

volime vy$e uvedeny neformalni vyklad, nebot jeho presnost je pro nas text dosta-
Cujici.
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Uvedme nasledujici pozorovani, ktera jsou uzitecna pfi praci se soucty real-
nych ¢isel.

1.5.4 (posun s¢itaciho indexu). Nechtm,n, p € Z,m < n,aprokazdéi € {m,...,n}
jea; € R. Potom plati
n n+p
Ya- Y a
i=m i=m-+p
nebot v obou soudtech sé¢itdme redlna &isla ayy, . .., ay.
1.5.5 (teleskopicka suma). Necht m,n € Z, m < n, a pro kazdé i € {m,...,n} je

a; € R. Potom plati
n—1
D @1 —ai) = an —am.
i=m

nebot

n—1 n—1 n—1 n n—1
d (aiv1—a) =Y aip1— Yy ai= Y ai— Y a
i=m i=m i=m

i=m+1 i=m

n—1 n—1
= (an + Z a,-)—(am + Z ai> =da; —am.
i=m+1 i=m+1
M¢éné formalné lze platnost dokazované rovnosti nahlédnout 1 tak, ze uvazo-
vanou sumu rozepiseme po jednotlivych ¢lenech a véimneme si, ze kromé ¢lenii a,
a —ap se v rozpisu vyskytuje vzdy —a; aa;, i =m+1,...,.n— 1.

1.5.6. Véta (binomicka véta). Pro kazdé n € N U {0} a pro kazdd a,b € R plati

@+by =3 (Z)a"—kbk. (1.9)

k=0
Diikaz. Tvrzeni dokdZzeme matematickou indukci. Pron = 0 a libovolnd a,b € R

plati
(a+b)° =1,

0
Z <O)a0_kbk = (O)aobo = 1.
k 0
k=0

Odtud dostdvame @ pron = 0.
Predpokladejme, ze n € N U {0}, a,b € R a vztah @ plati. Pak diky induk¢-

nimu predpokladu a algebraickou Gpravou dostaneme

(a+b)"" ' =(@+b)"-(a+b)= (k; (Z)a”_kbk) (a +b)

_ i (Z)an—k-i-lbk T i (Z)an—kbk—i-l.
k=0 k=0
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Podle pozorovani v [1.5.4 obdrzime
P

n n n+1 n
n—kpk+1 __ n+l1-kypk

k=0 k=1
a tedy

n n+1
(a +b)n+l — Z (Z)an_k+lbk + Z (k i 1)a"+1_kbk
k=1

k=0

n n
=a"t! 4 Z (Z)an—k+1bk T Z (k n 1)an+1—kbk 4 prtl
k=1 k=1

nt1\ N n n WPV Lo PO
_ n n—k+1p prt

Dokazované tvrzeni nyni plyne z nasledujiciho vztahu, ktery plati pro kazdé n, k €

N,k <n:
n n _ n! n!
A RA VS _(n—k)!k!+(n+1—k)!(k—l)!

_ n! 1 1
= (n—k)!(k—l)!'<%+n+1—k>

_ n! n+1 . n+1
T -k -1! m+1-kk \ k [
|

Nasledujici ptiklad obsahuje zobecnéni znamych vztahtia>~b? = (a—b)(a+b)
aa®—b3 = (a—>b)a®+ ab + b?).

1.5.7. Priklad. Dokazte, ze pro véechnan € N a pro vSechna a,b € R plati
a"—b" =(a—b)- Y a" P
k=1

Reseni. Vztah odvodime tipravou pravé strany:

n n

n
(Cl —b) X Zanfkbkfl — Zan+lfkbk71 _ Zanfkbk
k=1

k=1 k=1

n n—1
= q" + Zan+1—kbk—l _ Zan—kbk —_p"
k=2 k=1

n—1 n—1
=a" + Za"_kbk — Z a"kpk —pn (podle )
k=1 k=1

=a4" - b".
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&

1.5.8. Priklad. Nechtg € R\ {1} an € N U {0}. Dokazte, ze potom plati

1— n+1

n
k q
qg =—".

l—¢q

Reseni. Pouzijeme Piiklad [[.5.7 proa = 1,5 = g a na misto &isla n dosadime n + 1.
Pak s pomoci [1.5.4 obdrzime

n+1 n
1—¢""'=(1-9)) ¢*'=0-9) ¢~
k=1 k=0
Odtud jiz snadno plyne dokazovany vztah, nebot 1 — ¢ # 0, a tedy mtizeme ob¢
strany rovnosti vyd¢lit ¢islem 1 —g¢. Y
Absolutni hodnota realného disla.

1.5.9. Definice. Pro kazdé x € R definujeme jeho absolutni hodnotu jako

x, pokudx >0,
x| =
—x, pokudx <0.

1.5.10. Neni tézké si rozmyslet, Ze pro kazdé x € R plati:

(@) |x[ =0,

(b) x| =0 x =0,
© |x|=|—x],

() |lxl| = Ixl,

(© YAeR: [Ax| = [A]-|x].

Geometricky miizeme absolutni hodnotu ¢isla x interpretovat jako vzdalenost bo-
du x od pocatku na realné ose. Vyraz |x — y| pak nazveme vzdalenosti bodu x od

bodu y.

Nasledujici nerovnost budeme pfi praci s absolutni hodnotou ¢asto pouzivat.
v

Jeji nazev pochazi z jejiho zobecnéni pro komplexni ¢isla, které vyjadiuje nerov-
nost mezi souctem délek dvou stran trojihelnika a délkou zbyvajici strany.

1.5.11. Véta (trojuhelnikova nerovnost). Pro kazda a,b € R plati
la + b| < la| + |b]. (1.10)

Diikaz. Nechta,b € R. Z definice absolutni hodnoty vyplyva, ze platia < |a|ab <
|b|. Odtud dostavame a + b < |a| + |b|. Opét z definice absolutni hodnoty snadno
vyplyva, ze plati —a < |a| a také —b < |b|. Odtud dostavame —(a + b) < |a| + |b|.
Podle definice absolutni hodnoty plati |a + b| = a + b nebo |a + b| = —(a + b).
V obou ptipadech tedy dostavame |a + b| < |a| + ||, ¢imzZ je nerovnost
dokazana. ]
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1.5.12. Dusledek. (a) Pro kazda x, y € R plati
x| =yl < Ix =yl (1.11)

(b) Pro kazda x, y,z € R plati

X —yl<|x—z|l+lz=-yl (1.12)
Diikaz. (a) Necht x, y € R. Polozme v (.10) nejprve a = y, b = x — y. Obdrzime
x| = [y +x—y| < |y|+|x—y]|. Plati tedy |x|—|y| < |[x—y|. V dale polozme
a=x,b=y—x.Dostaneme |y| = |x +y—x| < |x|+ |y —x| = |x| + [x — y]|. Plati
tedy —(|x| = |y|) < |x — y|. Z obdrzenych nerovnosti a definice absolutni hodnoty
jiz plyne (L.11).
bV polozmea = x—z,b = z—y, adostaneme pozadovanou nerovnost. ®

1.5.13. Poznamka. N¢kdy byva trojihelnikovou nerovnosti nazyvana nerovnost
([L.12).

1.5.14. Lemma. Necht a,b € R. Jestlize existuje K € R, K > 0, takové, ze pro
kazdé e € R, e > 0, plati |[a — b| < K¢, potom a = b.

Diikaz. Provedeme diikaz sporem. Predpokladejme, ze ackoli jsou podminky lem-
matu pro realna ¢isla a, b splnény, jsou ¢isla a a b riizna. Pfedpokladejme nejprve,
e a > b. Polozme ¢ = ﬁ(a —b). Cislo ¢ je kladné, a proto podle predpokladu
plati0 < |a —b| < Ke = %(a —b). Odtud vyplyva 0 < a —b < %(a —b), coz je
spor. Pokud a < b, pak polozime ¢ = %(b — a) a spor obdrzime obdobné jako
v predchozim pripadé. [

1.5.15. Lemma je uzite¢nym nastrojem jak dokazat rovnost dvou realnych
¢isel. Misto, abychom dokazovali rovnost dvou ¢isel primo, dokazeme, ze rozdil
uvazovanych ¢isel v absolutni hodnoté je mensi nez libovolné kladné realné ¢&islo.

Dalsi vlastnosti suprema a infima.

1.5.16. Usporadani < na mnoziné R je linearni, a proto je ¢islo G € R supremem
mnoziny M C R pravé tehdy, kdyz plati

(@) G je horni zavorou mnoziny M,

(b) ¥G' €R,G' <G3x e M: G' < x.

Pokud je totiz G supremem mnoziny M, pak je G horni zavorou M, a tedy spl-
nuje (a). Jestlize G’ € R, G’ < G, potom G’ neni horni zavorou M. Odtud plyne,
ze existuje x € M takové, ze neplati x < G’. Mame tedy x # G’ a diky lineari-
t¢ usporadani < plati G’ < x. Dohromady tedy mame G’ < x, ¢imzZ je ovéfena
podminka (b).

Nyni predpokladejme, Ze G € R splnuje podminky (a) a (b). Potom je G horni
zavorou mnoziny M. Predpokladejme, ze G’ € R je horni zavorou M. Chceme
ukazat, ze plati G < G’. Pfedpokladejme, ze tomu tak neni. Potom diky linearité
usporadani < dostavame G’ < G. Podle vlastnosti (b) existuje x € M takové, ze
G’ < x, coz je ovsem spor s predpokladem, ze G’ je horni zavorou mnoziny M.

Obdobné¢ ¢islo g € R je infimem mnoziny M C R pravé tehdy, kdyz plati
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(c) g je dolni zavorou M,
(d VgeR,g<g' IxeM:x<g.

1.5.17. Véta (existence infima). Necht M C R je zdola omezend neprazdna mno-
zina. Potom existuje infimum mnoziny M a pfioznaceni —-M = {x e R; —x € M}
plati inf M = —sup(—M).

Diikaz. Mnozina —M je zfejmé neprazdna. Necht K € R je dolni zavorou mnoziny
M. Pro kazdé x € —M plati —x € M, takze K < —x, tedy x < —K. Odtud ply-
ne, ze —K je horni zavorou mnoziny —M. Mnozina —M je tedy shora omezena.
Z @ plyne existence suprema mnoziny —M , které ozna¢ime symbolem G. Do-
kazeme, ze prvek ¢ = —G je infimem mnoziny M tak, Ze ovéfime podminky (c)
a (d) z charakterizace infima v .

Pro kazdé x € M plati —x € —M, tedy —x < G, takze g < x. Cislo g je proto
dolni zavorou mnoziny M. Tim jsme ovéfili podminku (c). Pfedpoklidejme, ze
g €Rag < g’ Polozme G' = —g’. Potom G’ < G, a z vlastnosti (b) v tedy
vyplyva, ze existuje y € —M takové, ze G’ < y, takie —y < g’. Protoze —y € M,
ovéfili jsme 1 podminku (d) v . Tim je dtikaz proveden. ]

1.5.18. Lemma. Necht 4, B C R jsou neprazdné mnoziny splnujici
Yae AVbe B:a <b.
Pak existuje sup 4 a inf B a plati sup A < inf B.

Ditkaz. Vezméme ag € A a by € B libovolné. Podle predpokladu je a¢ dolni zavo-
rou B a by horni zavorou A. Diky neprazdnosti obou mnozin tedy existuje sup A
a inf B. Protoze kazdé b € B je horni zavorou A, plati pro kazdé b € B nerovnost
sup A < b. Tedy sup 4 je dolni zavorou B, z ¢echoz plyne sup A < inf B. [}

1.5.19. Definice. Necht f je funkcea M C D(f). Rekneme, Ze fje

shora omezena na M, jestlize mnozina f(M) je shora omezena,
zdola omezena na M, jestlize mnozina f(M) je zdola omezena,
omezena na M, jestlize mnozina f(M) je omezena,

konstantni na M, jestlize pro véechna x,y € M plati f(x) = f(y).

1.5.20 (algebraické operace s funkcemi). Necht f a g jsou funkce s definiénim
oborem M a ¢ € R. Pak definujeme funkce f + g, fg, cf s definicnim oborem
rovnym M predpisy
(f +8)(x) = f(x) + g(x),

fe(x) = f(x)g(x),

cf(x) =cf(x).
Je-li g(x) # 0 pro kazdé x € M, pak definujeme funkei f/g s defini¢nim oborem
rovnym M predpisem

X
(f ) () = fx)

I g(x)’
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1.5.21. Véta. Necht M je neprazdna mnozinaa f: M — Rag: M — R jsou
funkce.

(a) Jestlize f a g jsou shora omezené, potom
sup(f + g)(M) < sup f(M) + sup g(M).
(b) Jestlize f a g jsou zdola omezené, potom
inf(f + g)(M) > inf f(M) + infg(M).
Diikaz. (a) Mnoziny f(M)a g(M) jsou neprazdné a shora omezené, a proto existuji
jejich suprema, ktera ozna¢ime po fadé A a B. Necht x € M. Potom z definice
suprema plyne f(x) < A a g(x) < B, a tedy také f(x) + g(x) < A + B. Protoze

x € M bylo zvoleno libovolné, je A+ B horni zavorou mnoziny (f +g)(M). Odtud
plyne tvrzeni (a).

(b) Tvrzeni lze dokazat obdobné jako (a). ]
Maximum a minimum mnoziny.

1.5.22. Oznaceni. Necht A C R. Standardni usporadani relnych ¢isel je linearni,
a proto pojem nejvétéiho prvku mnoziny 4 a maximalniho prvku mnoziny 4 sply-
vaji. Pokud ma 4 maximalni prvek pakJe urcen jednoznacné a budeme ho znacit
max A. ObdobneJe tomu s nqmcn51m prvkcm a minimalnim prvkem mnoziny 4,
ktery budeme znacit min 4, pokud existuje.

1.5.23. Priklad. Necht x,y € R a A = {x, y}. Pak existuje maximum i minimum
mnoziny A.

Reseni. Budeme postupovat rozborem piipadu. Z linearity usporadani R plati x <
y nebo y < x. V prvnim pfipadé¢ je ziejmé
max{x,y} =y, min{x,y}=x,
v ptipad¢ druhém plati
max{x,y} = x, min{x,y}=y.
*
1.5.24. Véta. Necht M C N je neprazdna mnozina. Potom existuje minimum M.

Ditkaz. Pomocné tvrzeni. Nejprve matematickou indukei pro kazdé n € N dokazeme,
ze pokud je mnozina M N {1,...,n} neprazdna, pak existuje jeji minimum. Pro
n = 1 tvrzeni zifejmé plati. Pfedpokladejme platnost tvrzeni pro n a neprazdnost
mnoziny M N{1,...,n+1}. Pokud navic M N{1,...,n} # @, pak podle indukéniho
predpokladu existuje min(M N {1,...,n}) a plati

min(M N{l,...,n+ 1}) = min(M N{1,...,n}).
Pokud M N{l,....,n} =@, potom M N{l,....n+ 1} ={n+1}a

min(M N{1,...,n+1}) ={n+1}.

Tim je pomocné tvrzeni dokazano.
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Viastni ditkaz. Mnozina M je neprazdna, a proto existuje prirozené ¢islon € M.
Potom podle pomocného tvrzeni existuje min(M N {1,....n}) a protoze ziejmé
platimin M = min(M N {l1,...,n}), je tim tvrzeni dokazano. [

Intervaly realnych ¢isel.

1.5.25. Definice. Nechta,b € R, a < b. Definujme mnoziny

(a,b) ={x e R; a < x < b}, [a,b] ={x € R; a < x < b},

(a,b] ={x € R; a < x < b}, [a,b) ={x €R; a <x < b},
(—o0,b) = {x e R; x < b}, (—o0,b] = {x € R; x < b},

(a,0) ={x €R; a < x}, [a,00) = {x € R; a < x},
(—00,00) = R.

Pak mnoziny (a,b), (—00,b), (a,00) a (—00, 00) nazyvame otevienymi intervaly,
mnozinu [a, b] nazyvame uzavienym intervalem. Interval, ktery je prazdny nebo
obsahuje pravé jeden bod, nazyvime degenerovany, ostatni intervaly nazyvame
nedegenerované. Vyznam pojmu (pravy nebo levy) krajni bod intervalu je zfej-
my. Bod, ktery patfi do intervalu 7, ale neni krajnim bodem 7, nazyvame vnitfnim
bodem intervalu I.

1.5.26. Prazdna mnozina je také interval, nebot (a,a) = @ pro kazdé a € R. Také
kazda jednoprvkova podmnozina R je interval, nebot [a, a] = {a} pro kazdéa € R.

Nasledujici lemma udava uzitecnou charakterizaci intervalu. Chceme-li uka-
zat, ze jista mnozina je interval, staci ovéfit podminku (), ktera tik4, Ze mnozi-
na s kazdymi dvéma svymi body x a y obsahuje i vsechny body mezi x a y. Neni
tedy tfeba hledat krajni body intervalu. Lemma pouzijeme napiiklad v diikazu V¢-

ty .
1.5.27. Lemma. Necht M C R. Mnozina M je interval pravé tehdy, kdyz plati
Vx,yeMVzeR: (x<z<y=2zeM). (1.13)

Rada matematickych vét mé tvar ekvivalence. Jejich diikaz ¢asto vedeme tak,
ze dokazeme postupné dvé implikace. Pro zjednoduseni a zptehlednéni zapisu bu-
deme obcas pouzivat symboly = a <, které uvedou piislusné ¢asti dtikazu.

Diikaz Lemmatu[.5.23. =  Ptedpokladejme, ze M = (a,b), kde a,h € Raa < b.
Pro ovéreni podminky () vezméme x,y € M a z € R takové, 7ze x < z < y.
Potom platia < x <z <y <b,atedy z € M. Tim je podminka () po uvedeny

typ intervalu ovérena. Pro ostatni typy intervali je ovéfeni obdobné.

& Predpokladejme, Ze mnozina M splnuje ) Pokud M = #, pak je M
interval. Neni-li M omezena zdola ani shora, pak M = R = (—o00, +00). Vezmeme-
-li totiz libovolné ¢islo z € R, pak k nému nalezneme x € M, x < z, nebot M
neni zdola omezena, a také y € M, z < y, protoze M neni shora omezena. Podle
predpokladu tedy plati z € M.
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Je-li M omezena a neprazdna, pak klademe G = supM a g = inf M. Plati
(g.G) C M. Jelitotiz z € (g, G), pak podle definice infima existuje takové x € M,
ze x < z, podobné podle definice suprema existuje y € M, z < y. Podle nascho
predpokladu je tedy z € M. Dale je M C [g, G], nebot g je dolni zavorou M a G
je horni zavorou M. Mnozina M je tedy interval s krajnimi body g a G, pficemz
kazdy z nich miize, ale nemusi, patfit do M.

V ostatnich pripadech, kdy M je omezena pouze zdola a kdy M je omezena
pouze shora, lze tvrzeni dokazat obdobné. [ |

Cela ¢ast realného cisla.
1.5.28. Lemma. Nechtn,m € Z,n < m. Potomn +1 < m.

Diikaz. Provedeme piimy dikaz. Jelikoz n < m, je m — n kladné celé ¢islo. Tedy
m — n je ptirozené ¢islo, a proto 1 < m — n. Tim je tvrzeni dokazano. ]

1.5.29. Véta (Archimédovall vlastnost realnych ¢isel). Necht x € R. Pak existuje
n € N splnujici x < n.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze pro vSechnan € N platin < x. Potom je mno-
zina N neprazdna a shora omezena. Existuje tedy ¢islo G € R, které je supremem
mnoziny N. Pro kazdé n € N je n 4 1 opét ptirozené ¢islo, a proto pro kazdé n € N
platin 4+ 1 < G. Odtud plyne, ze pro kazdé n € N platin < G —1. Cislo G — 1 je te-
dy horni zavorou mnoziny N, coz je ovéem ve sporu s definici G, které je nejmensi
horni zavorou N. |

1.5.30. Véta (cela ¢ast). Necht x € R. Pak existuje pravé jedno k € Z takové, ze
k<x<k+1.

Dikaz. Existence. Oznaéme M = {n € Z; x < n}. Cislo x je dolni zavorou mnozi-
ny M, a proto je M zdola omezena. Podle Véty je M neprazdna. Existuje te-
dy ¢islo g € R, které je infimem mnoziny M. Podle definice infima existuje k" € M
takové, ze k' < g+ 1. Platitedy k' —1 < g,a proto k' —1 ¢ M. Polozme k = k' —1.
Potom k € Z, nebot k' € M. Platik = k' — 1 < x, nebot k¥’ — 1 ¢ M. Dile mame
k'€ M,aprotok +1=k"> x. Cislo k ma tedy pozadované vlastnosti.

Jednoznacnost. Pro spor predpokladejme, ze existuji k, j € Z takova, ze j # k, k <
x <k+1laj <x < j+1.BezGjmynaobecnosti miizeme predpokladat, ze j < k.

Potomk <xax—1< j,takie0 <k—j < 1.Protozek—j € Za0 < k— j, plyne
ZLemmatu,iel§k—j.Tojesporstim,iek—j<1. ]

1.5.31. Definice. Nechtx € R. Potom ¢islok € Z splnujicik < x < k41 nazyvame
celou casti ¢isla x. Podle Véty je k urc¢eno jednoznacné existuje a znacime
ho [x].

1.5.32. Véta (hustota Q vRR). Nechta,b € R,a < b. Potom existuje y € Q takové,
zea<y<b.

*Archimédés ze Syrakus (287 pt.n.1.-212 pt.n. 1)
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Diikaz. Podle Véty existuje ke kladnému ¢islu # éislo n € N takové, ze

—a

plati /=~ < n. Je tedy na +1 < nb. Polozme y = ["“]+1 . Potom y € Q a podle
Véty 0 plati
na [nal+1 na+1 nb
a=—< < < — =b,
n n n n
takzea <y < b. m

1.6. Konec¢né a spoetné mnoziny

Porovnavani mohutnosti mnozin. Pojem »pocet prvki mnoziny“ je mozné
roz§itit 1 na prlpady, kdyJe uvazovana mnozma nekonecéna. Potom misto tohoto
pojmu pouzwame pojem ,,mohutnost mnozmy . Jeho presné zavedeni vsak pre-

sahuje ramec naseho textu a je mozné jej nalézt napiiklad v knize [3]. V tomto

oddilu pouze ukazeme jeden ze zptisobii jak porovnavat mnoziny co do velikos-
ti, ktery s pojmem mohutnosti pracuje implicitné. Podame také presnou definici
konec¢nych a nekone¢nych mnozin.

1.6.1. Definice. (a) Rekneme, e mnozina A ma stejnou mohutnost jako mnozi-
na B, jestlize existuje bijekce 4 na B. Zna¢ime A ~ B.

(b) Rekneme, Ze mnozina A ma mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti mno-
zZiny B, jestlize existuje prosté zobrazeni A do B. Znacime A < B.

(c) Rekneme, Ze mnozina A ma mensi mohutnost nezZ mnozina B, jestlize existuje
prosté zobrazeni A do B a pritom A nema stejnou mohutnost jako B. Znacime
A < B.

1.6.2. Definice. Necht A je mnozina. Zobrazeni Id4: A — A definované predpi-
sem Idg(a) = a, a € A, nazyvame identickym zobrazenim.

1.6.3. Véta. Necht 4, B, C jsou mnoziny. Potom plati
(a) A< A,
(b) pokud A <BaB =<C,pakA=C.

Diikaz. (a) Identické zobrazeni Idy je zfejmé prosté zobrazeni mnoziny A do mno-
ziny A, a tedy A < A.

(b) Podle predpokladu existuji prosta zobrazeni f: A — B ag: B — C. Slozené
zobrazeni g o f je dobfe definovano na mnoziné¢ 4 a ma hodnoty v mnoziné C.
Pokud (g o f)(x) = (g o f)(») pro néjaka x, y € A, pak f(x) = f(»), nebot g je
prosté. Ze vztahu f(x) = f(y) pak plyne x = y, nebot f je prosté. To znamena,
ze zobrazeni g o f je prosté, coz dokazuje vztah 4 < C. [

1.6.4. Véta. Necht 4, B, C jsou mnoziny. Potom plati
(a) A~ A,
(b) pokud A ~ B, pak B ~ 4,
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(c) pokud A~ BaB~C,pak A~ C.

Diikaz. (a) Identické zobrazeni Id4 je bijekce mnoziny A na mnozinu A4, a proto
A~ A

(b) Piedpokladejme, Ze f je bijekce mnoziny A na mnozinu B. Zobrazeni f je
prosté, a proto existuje zobrazen{ f~!. Defini¢nim oborem zobrazen{ f~! je mno-
Zina B a obor hodnot /™! je roven A. Zobrazeni f~': A — B je tedy zobrazenim
na B. Pokud pro x,y € B plati f7'(x) = f~1(»), potom x = f(f~'(x)) =
F(f7'(y)) = y, a zobrazeni 7! je tedy prosté. Dostavame tak, ze zobrazen{ f~!
je bijekce, a proto ma mnozina B stejnou mohutnost jako mnozina 4, tj. B ~ A.

(c) Podle predpokladu existuje bijekce f mnoziny A na mnozinu B a bijekce g
mnoziny B namnozinu C. Slozené zobrazeni go f je dobfe definovano na mnoziné
A a ma hodnoty v mnoziné C. Pokud (g o f)(x) = (g o f)(y), pak f(x) = f(»),
nebot g je prosté. Ze vztahu f(x) = f(y) pak plyne x = y, nebot f je prosté. To
znamena, ze zobrazeni g o f je prosté.

Predpokladejme, ze ¢ € C. Pak existuje prvek b € B takovy, ze g(b) = ¢, nebot
g je zobrazenim na C. Pro prvek b existuje prvek a € A takovy, ze f(a) = b, nebot
f je zobrazenim na B. Potom plati (g o f)(a) = g(f(a)) = g(b) = c. Zobrazeni
g o f je tedy zobrazenim na C.

Zobrazeni g o f je tedy bijekce A na C. Tim je tvrzeni dokazano. [

1.6.5. Véta (Cantori-Bernsteinf). Necht X a Y jsou mnoziny splnujici X < Y
aY =< X.Pak X a Y maji stejnou mohutnost.

K ditkazu Cantorovy-Bernsteinovy véty pouzijeme nasledujici lemma. Pripo-
menme, ze symbol £ (X) znaci potenéni mnozinu (vizte .

1.6.6. Lemma. Necht X je mnozinaa H: P(X) — £ (X) je zobrazeni splnujici
podminku

VA,Be P(X): AC B= H(A) C H(B). (1.14)
Potom existuje C C X takové, ze H(C) = C.

Diikaz. Definujme € = {4 € P(X); A C H(A)}. Ukdzeme, ze C = |J € je hleda-
nou mnozinou. Ziejmé plati C C X. Pokud 4 € €, potom A C C podle definice C.
Diky (L.14) pak plati H(4) C H(C). Dohromady tedy mame A C H(A) C H(C).
Z této tvahy a definice C dostavame C C H(C). Nyni znovu pouzijeme
pro dvojici mnozin C a H(C) a dostaneme H(C) C H(H(C)). To znamena, ze
H(C) e €,atedy H(C) C C.Tim je rovnost H(C) = C dokazana. [ ]

Diikaz Véty[1.6.3.  Podle predpokladu véty existuji prostd zobrazeni f: X — Y
ag:Y — X. Definujme zobrazeni H: £ (X) — £ (X) predpisem

H(A) =X \g(¥\ f(4)).

5Georg Cantor (1845-1918)
6Felix Bernstein (1878-1956)
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Pokud U C V C X, potom f(U) C f(V),atedytaké¢ Y \ f(V) C Y \ f(U). Od-
tud jiz snadno odvodime inkluzi H(U) C H(V). Zobrazeni H tedy splnuje pted-
poklady Lemmatu , s pomoci kterého nalezneme mnozinu C C X splnujici
H(C) = C. Pak plati

C=H(C)=X\g(Y\ f(C)).
Odtud plyne X \ C = g(Y \ f(C)). Zobrazeni g|y\ s(c) je tedy prosté zobrazen{
mnoziny Y \ f(C) na mnozinu X \ C. Potom g™!|x\¢ je prosté zobrazeni X \ C na

Y \ f(C). Ponévadz f|c je prosté zobrazeni C na f(C), je nasledujici zobrazeni
h: X — Y hledanou bijekci mezi mnozinami X a ¥

h(a) = f(@) proaceC,
g '(a) proaecX\C.
Z nasledujici véty vyplyva, ze pro kazdou mnozinu existuje mnozina, ktera je

,vetsi“ ve smyslu Definice [L.6.1].
1.6.7. Véta (Cantor). Necht X je mnozina. Pak X < 2 (X).

Ditkaz. Zobrazenig: X — P (X) definované predpisem ¢(x) = {x}, je prosté, takze
plati X < 2P(X).

Zbyva ukazat, ze mnoziny X nema stejnou mohutnost jako &£ (X). Provedeme
dtkaz sporem. Predpokladejme, ze existuje bijekce ¢ : X — P (X). Ozna¢me 4 =
{x € X: x ¢ ¢(x)}. Zobrazeni ¢ je bijekce, a proto mtizeme nalézt a € X takové, ze
¢(a) = A. Pokud a € A, pak podle definice mnoziny A4 plati a ¢ ¢(a), coz je spor,
nebot ¢(a) = A. Pokud a ¢ A, pak podle definice mnoziny 4 platia € ¢(a) = 4,
coz je opét spor. Tim je predpoklad existence bijekce ¢ priveden ke sporu a tvrzeni
je dokazano. [ ]

1.6.8. Lemma. Necht 4 je mnozina a f je zobrazeni. Potom f(4) < A.

Diikaz. Polozme I = f(A)aCp = f~'({b}) N Aprob € I. Pro kazdé b € I plati
Cp # 0. Podle axiomu vybéru existuje zobrazeni¢: f(A4) — A takové, ze pro kazdé
b e f(A)platip(b) € f~1({b})NA. Zobrazeni ¢ je prosté. Pokud totiz ¢(b) = ¢(b'),
potom plati b = f(p(b)) = f(¢(b)) = b'. Dostavame tedy f(A) < A. [

Koneéné mnoziny.
1.6.9. Definice. Rekneme, ze mnozina A je koneéna, pokud je bud prazdna, nebo
existuje n € N takové, Ze X ma stejnou mohutnost jako mnozina {1,.. ., n}.

1.6.10. Lemma. Necht p,q € N.
(a) Potom {l,..., py=<A{Ll,..., q} pravé tehdy, kdyz p < q.
(b) Potom {1,..., pr~A{l,..., g} pravé tehdy, kdyz p = q.

Dikaz. (a) =  Pro spor predpokladejme, ze {1,...,p} < {l,....q}a p > q. Di-
ky Véte miizeme predpokladat, ze p je nejmensi prirozené ¢islo, pro které
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existuje ¢ € N splnujici p > g a{l,..., p} <{1,...,q}. Pak existuje prosté zobra-
zeni f:{1,...,p} = {l1....,q}. Potom musi byt p > g > 1. Definujme zobrazeni
g:{lL....g}\{f(p)} > {1....,q — 1} pfedpisem
) i roi < f(p),
giy=14" P

i—1 proi> f(p).
Potom je zobrazeni g prosté, a tedy také zobrazeni go f|1,.... p—1} je prosté zobraze-
ni mnoziny {1,...,p—1}do{l,...,q—1}. Ponévadz0 < g — 1 < p—1, dostavame
spor s minimalitou p.

& Tato implikace je zfejma.
(b) Tvrzeni plyne snadno z (a). ]

1.6.11. Pokud X ~ {1,...,n} pro jisté n € N, pak je toto n ur¢eno jednoznac-
né. Pokud totiz X ~ {I,...,n} a X ~ {lI,...,m} pron,m € N, potom podle Ve-
ty [L.6.4(b),(c) plati {1,...,n} ~ {1,...,m}. Z Lemmatu [L.6.1G(b) pak plyne n = m.

Toto pozorovanti je dulezité pro korektnost nasledujici definice.

1.6.12. Definice. Pokud je mnozina X prazdna, pak tfikame, ze pocet prvki mno-
ziny X je roven 0. Pokud X ~ {I,...,n} pro jisté n € N, pak fikame, ze pocet
prvki mnoziny X je roven n. Pocet prvka kone¢né mnoziny X znadime | X|.

1.6.13. Véta. Necht X a Y jsou kone¢né mnoziny. Potom X ~ Y pravé tehdy, kdyz
|X|=1Y].

Diikaz. =  Mnoziny X a Y jsou bud ob¢ prazdné, nebo obé neprazdné. V prv-
nim piipadé¢ X = Y a pocet prvkat X a Y je roven 0. Ve druhém pripadé existuji
m,n € Ntakova,ze X ~ {1,...,m}aY ~ {1,...,n}. Potom _3odleVéty(b),(c)
dostavame {1,...,m} ~ {1,...,n}, a tedy podle Lemmatu (b) plati m = n,
neboli | X| = |Y].

< Mnoziny jsou opét bud obé prazdné, nebo obé neprazdné. V prvnim piipadé
X =Y aX ~ Y. Ve druhém pripadé¢ existuje n € N takové, ze X ~ {I,...,n}
aY ~ {l,...,n}. Potom podle Véty [1.6.4(b),(c) dostavime X ~ Y. [

1.6.14. Véta. Necht A C R je kone¢na mnozina. Potom je mnozina A omezena.
Je-li navic A neprazdna, pak existuje jeji maximum a minimum.

Diikaz. Je-li A prazdna, pak je zfejmé omezena, nebot kazdé x € R je zaroven horni
i dolni zavorou mnoziny A.

Necht je A neprazdna. V tomto pripadé provedeme diikaz matematickou in-
dukci podle poétu jejich prvki. Je-li A jednoprvkova, je tvrzeni ziejmé. Predpokla-
dejme nyni, ze tvrzeni plati pro kazdou mnozinu o n prvcich. Necht 4 je mnozina
o n + 1 prvcich, tj. existuje bijekce ¢ mnoziny {1,...,n + 1} na mnozinu A. Po-
lozme B = {¢(1),...,¢(n)}. Pak B C R ma n prvki, a tedy je podle indukéniho
predpokladu omezena a existuje jeji maximum G’ a minimum g’. Polozme

g =min{p(n +1),¢'}, G =max{pn +1),G’}.
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CislagaG jsou dobfe definovana podle Prikladu . Dile plati
Vie{l,....n+1}: g < (i) <G.

Tedy g je dolni zdvora mnoziny A a G je horni zavora mnoziny A. Proto je mnozina
A omezena. Protoze g', G’ € p({1,...,n}) C A,je g,G € A. Nalezli jsme tedy mi-
nimum i maximum mnoziny A. Podle principu matematické indukce tedy tvrzeni
plati pro vechny kone¢né podmnoziny A C R. [

1.6.15. Véta (vlastnosti kone¢nych mnozin).

(a) Necht 4 je kone¢na mnozina a B C A. Potom B je kone¢na.

(b) Necht 4 je kone¢na mnozina, jejimiz prvky jsou kone¢né mnoziny. Po-
tom | # je kone¢nd mnozina.

(c) Nechtn e NaAy,..., A, jsou konecné mnoziny. Potom kartézsky soucin
Ay X -+ x Ay je kone¢na mnozina.

(d) Necht A4 je kone¢na mnozina a f je zobrazeni. Potom je mnozina f(A)
koneéna.

Diikaz. (a) Nejprve matematickou indukei podle n dokazeme, ze je-lin e Na A C
{1,...,n}, potomje mnozina A kone¢na. Je-lin = la A C {1}, pak bud je 4 prazdna
mnozina, nebo A = {1}. V obou ptipadech pfimo z definice plyne, ze mnozina A
je konec¢na.

Predpokladejme nyni, ze kazda podmnozina mnoziny {1,...,n} je koneéna.
Necht 4 je podmnozinou mnoziny {1,...,n + 1}. Pokud 4 C {1,...,n}, pak je A
kone¢na mnozina podle indukéniho predpokladu. V opa¢ném piipadé plati

A=(An{l,....n}) U{n+1}.

Pak je mnozina B = A N {l,...,n} konecna. Je-li B prazdna, pak 4 = {n + 1}
a existuje bijekce mnoziny {1} na mnozinu A. Je-li B neprazdna, potom existuji
k € N a bijekce ¢: {1,...,k} = B. Definujme y: {1,...,k + 1} — A predpisem

p(@) proiefl,... k},

ve) = n+1 proi=k+1.

Pak je ¢ bijekce {1,...,k 4+ 1} na 4, a tedy 4 je kone¢na mnozina.

Predpokladejme nyni, Ze A je konecna neprazdna mnozina a B je jeji neprazd-
na podmnozina. Pak existujin € N a bijekce ¢ mnoziny 4 na mnozinu {1,...,n}.
Potom je zobrazeni ¢|p bijekci mnoziny B na mnozinu ¢(B). Podle prvni ¢asti
dikazu je mnozina ¢(B) koneéna, tj. existuji m € N a bijekce w mnoziny ¢(B) na
mnozinu {1,...,m}. Pak w o¢|p je bijekce mnoziny B na mnozinu {1,...,m}, takze
mnozina B je kone¢na.

(b) Nejprve dokazeme, ze sjednoceni dvou kone¢nych mnozin je kone¢na mnozi-
na. Necht tedy C a D jsou kone¢né mnoziny. Je-li alespon jedna z nich prazdna,
pak tvrzeni zfejmé plati. Predpokladejme tedy, ze jsou obé neprazdné. Potom exis-
tuji m,n € N, bijekce @ mnoziny C na mnozinu {1, ...,n} a bijekce  mnoziny D
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na mnozinu {1, ...,m}. Definujme zobrazeniy: D\ C — {n +1,...,n + m} pred-
pisem y(x) = B(x) +n,x € D\ C. Pak zobrazeni ¢: CUD — {l,....n + m}
definované predpisem

a(x), pokudxeC,

vl = y(x), pokudx e D\C,

je prosté zobrazeni mnoziny C U D do mnoziny {I,...,n 4+ m}, nebot zobrazeni
a|c, y|p\c jsou prostd a

a(C)yny(D\C)c{l,...,n}N{n+1,....,n+m} =0.

Plati ¢(C U D) C {l,...,n + m}, a mnozina ¢(C U D) je tedy konecna podle jiz
dokazané casti (a). Existuje tedy p € N takové, ze ¢(C U D) ~ {1,..., p}. Podle
platiC UD ~¢(CUD),atedy CUD =~ {l,..., p}. Mnozina C U D je tedy
koneéna.

Pokud je mnozina A kone¢na, pak je bud prazdna nebo ma n prvku, kde n €
N. V prvnim piipad¢ je jeji sjednoceni praizdnou mnozinou, a je tedy konecné.
Ve druhém pripadé dokazeme tvrzeni matematickou indukci. Pro n = 1 tvrzeni
zfejmé plati. Pfedpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro n € N. Necht tedy A =
{A1,...,Any1}, kde A;,i =1,...,n+ 1, jsou dané koneéné mnoziny. Potom podle
indukéntho predpokladu je [ J!_; A; kone¢nou mnozinou. Pak je ale mnozina

n+1 n

UA: UAi:( Ai)UAn+1
i=1 i=1

=

kone¢na podle prvni ¢asti dikazu. Tim je podle principu matematické indukce
tvrzeni dok4zéano.

(c) Podobné jako v (b) sta¢i dokazat, ze kartézsky soucin dvou kone¢nych neprazd-
nych mnozin 4 a B je kone¢ny. Méjme m,n € N, bijekci @ mnoziny A na mnozi-
nu {1,...,n} a bijekci # mnoziny B na mnozinu {1,...,m}. Necht ¢ je zobrazeni
z Lemmatu [1.6.19. Pak zobrazeni ¢ definované piedpisem

V(a.b) = ¢(a(a). p(b)). (a.b) € AxB,

je prosté zobrazeni mnoziny A x B do kone¢né mnoziny {1,...,(n + m)* + n}.
Mnozina ¥ (A x B) je tedy konec¢na podle jiz dokazané casti (a). Odtud plyne
i kone¢nost mnoziny A x B, nebot A x B ~ /(A x B).

(d) Pokud je mnozina f(A) prazdnd, potom tvrzeni ziejmé plati. Predpokladej-
me tedy, ze f(A) je neprazdna. Diky Lemmatu vime, ze f(A) X A, tj. exis-
tuje prosté zobrazeni ¥ : f(4) — A. Potom je mnozina ¥ (f(A)) podmnozinou
kone¢né mnoziny 4, a je tedy podle (a) kone¢na. Mnozina ¥ (f(A)) je navic ne-
prazdna, takze existuje n € N takové, ze ¥(f(A)) ~ {1,...,n}. Ponévadz plati
V(f(A)) ~ f(A), dostavame podle Véty 1.6.4(b),(c) f(A) ~ {1,...,n}, takze f(A)

je konec¢na. m



42 1. LOGIKA, MNOZINY A ZAKLADNI CISELNE OBORY

Nekonecné mnoziny.

1.6.16. Definice. Rekneme, e mno¥ina A4 je

e nckonecna, pokud neni konecna,
e spocetna, jestlize je kone¢na nebo ma stejnou mohutnost jako N,
e nespocetna, pokud neni spocetna.

1.6.17. Prikladem nekonecné mnoziny je mnozina pfirozenych cisel, coz bude
ukazano v nasledujici vété. Potenéni mnozina £ (N) je pak podle Véty pri-
kladem nespocetné mnoziny.

1.6.18. Véta. Mnozina N je nekoneéna.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze N je kone¢na. Mnozina N je neprazdna, mu-

si tedy existovat p € N a bijekce f mnoziny N na mnozinu {I,..., p}. Potom
Sla,pryi{L ..., p+ 1} > {1,..., p}je prosté, takze {1,...,p+ 1} < {1,..., p}.
Podle Lemmatu [1.6.1((a) pak plati p + 1 < p, co? je spor. ]

Nasledujici lemma muze byt ponc¢kud piekvapivé, protoze ukazuje, Ze mnozi-
nu N x N je mozné prosté zobrazit do N.

1.6.19. Lemma. Zobrazeni¢: N x N — N definované predpisem
@, m) = (n+m)* +n
je prosté.
Diikaz. Predpokladejme, ze plati ¢(n,m) = @(n’,m’) pro (n,m),(n’,m’) € N x N.
Potom mame
' +m + 1> @ +m)? +n =o', m') =on,m)
=m+m?+n>mn+m?

Odtud plyne nerovnostn’+m’+1 > n+m. Potom mame n’+m’ > n+m. Obdobné
odvodime nerovnost n’ + m’ < n 4+ m. Musi tedy platit n’ + m’ = n + m. Odtud
a z rovnosti ¢(n,m) = ¢(n’,m’) plyne n = n’, a tedy také m = m’. Zobrazeni ¢ je
tedy prosté. ]

1.6.20. Lemma. (a) Mnozina 4 je spocetna pravé tehdy, kdyz plati 4 < N.

(b) Necht A4 je neprazdna mnozina. Potom je A spocetna pravé tehdy, kdyz existuje
zobrazeni f: N — A, které je zobrazenim na A.

Dikaz. (a) = Pokud je 4 spocetna, pak je bud kone¢na, nebo A ~ N. V prvnim
piipadé je A bud prazdna nebo existuje n € N takové, ze A ~ {1,...,n}. Ziejmé
tedy plati A < N. Pokud A ~ N, pak také zfejmé¢ 4 < N.

< Necht f: A — N je prosté zobrazeni. Pokud je mnozina f(A4) kone¢na, pak
je podle a Véty [1.6.15(d) kone¢nd i 4, a proto je mnozina A spodetn.

Predpokladejme nyni, ze mnozina f(A) neni kone¢na. Budeme rekurentné
konstruovat posloupnost pfirozenych ¢isel {n; ;7> ;. Podle Véty existuje min f(A).
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Miuzeme tedy polozit n; = min f(A4). Predpokladejme, Ze pro k € N jsou jiz de-
finovana ¢&isla ny,...,nx € f(A). Kdyby platilo f(A) C {ni,...,ng}, potom by
podle Véty (a) byla mnozina f(A) kone¢na, nebot mnozina {ni,...,ng} je
kone¢na. Mnozina f(A) je vSak nekonecna, a proto mnozina f(A4) \ {ny,...,ng}

musi byt neprazdna. Diky Vété [1.5.24 mizeme definovat
yt nep y

nggr = min(f(A)\ {n1, ..., n}).

Tim je konstrukce posloupnosti provedena, vizte . Zobrazeni¢: k — ng,k €
N, je podle konstrukce prosté.

Ukazeme, ze plati ¢(N) = f(A). Z konstrukce plyne ¢(N) C f(A). Pro spor
predpokladejme, ze existuje m € f(A) \ ¢(N). Potom plati ny < m pro kazdé
k e N. Dostavame tak ¢(N) C {1,2,...,m}. Odtud plyne, Ze ¢(N) je konec¢na.
Podle latl' ¢(N) ~ N, atedy N je kone¢na podle Véty (d), coz je spor
s Vétou [1.6.18

Vime jiz, ze plati ¢(N) ~ N, a tedy f(4) ~ N. Odtud dostavame 4 ~ N,
nebot A ~ f(A) podle . Mnozina 4 je tedy spocetna.

(b) = Podlejiz dokazaného bodu (a) existuje prosté zobrazeni g: A — N. Mno-
zina A je neprazdna, takze mizeme nalézt prvek a € A. Zobrazeni f: N — A4
definujeme predpisem

g '(n), pokudn e H(g),

S = ga, pokud n € N\ #(g).

Potom zfejmé f(N) = A.

< Predpokladejme, ze f je zobrazenim mnoziny N na mnozinu A. Potom pod-
le Lemmatu plati A < N. Mnozina 4 je tedy spocetna podle jiz dokazané
casti (a). [

1.6.21. Véta (vlastnosti spocetnych mnozin).

(a) Necht 4 je spocetna mnozinaa B C A. Potom je mnozina B spocetna.

(b) Necht 4 je spocetna mnozina, jejimiz prvky jsou spocetné mnoziny. Po-
tom je mnozina | 4 spodetna.

(c) Nechtn € N a Ay,..., A, jsou spocetné mnoziny. Potom je mnozina
Ay x --- X Ay spocetna.

(d) Necht 4 je spocetna mnozina a f je zobrazeni. Potom je mnozina f(A)
spocetna.

Diikaz. (a) Zobrazeni Idp: B — A je prosté, a tedy plati B < A. Ponévadz 4 < N
podle Lemmatu [[.6.20(a), dostavime B < N podle Véty [.6.3(b) a mnozina B je
tedy spo¢etna podle Lemmatu [1.6.20(a).

(b) Oznaéme 4 = s \ {#}. Potom je systém A spocetny podle jiz dokazaného
bodu (a), nebot A C 4. Dale zfejmé plati | J A = |J #. Pokud #4 = @, potom je
mnozina (A prazdna, a tedy spocetna. V opa¢ném piipadé existuje podle Lem-

matu (b) zobrazeni f: N — A, které je zobrazenim na A. Pro kazdé 4 € A
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existuje opét podle Lemmatu (b) zobrazeni g4: N — A, které je zobraze-
nim na A. Definujme zobrazeni ¢ : N x N — (J 4 predpisem ¥ (n,m) = gre)(m).
Zobrazeni ¥ je zobrazenim na |J A. Pro kazdé x € |J 4 totiz existuje A € A ta-
kové, ze x € A. Existuji tedy n,m € N takova, ze f(n) = A a g4(m) = x. Potom
V(1. m) = g7 (m) = galm) = x.

Podle Lemmat a (a) je mnozina N x N spocetnd, a tedy existuje
zobrazeni h mnoziny N na mnozinu N xN (Lemma (b)) Potom je zobrazeni
¥ o h zobrazenim mnoziny N na mnozinu (J+, coz podle Lemmatu (b)
dokazuje spocetnost mnoziny | 4.

(c) Podobné jako v ditkazu bodi (b) a (c) Véty staci dokazat, ze kartézsky
soucin dvou spocetnych mnozin 4 a B je spocetny. Kartézsky souc¢in A x B je
roven sjednoceni |, 4{a} x B. Ztejmé plati {a} x B ~ B. Mnozina A x B je tedy
spocetnym sjednocenim spocetnych mnozin a podle (b) je tedy spocetna.

(d) Podle Lemmatu plati f(4) < A. Protoze A < N, dostavame podle Vé-
ty (b) f(A) < N. Odtud plyne podle (a) spocetnost f(A). ]

1.6.22 (spocetnost N x N). V predchozim dikazu jsme mimo jiné ovérili, Ze mno-
zina N x N je spocetna. Spocetnost mnoziny podle definice vlastné znamena, ze
jeji prvky lze uspotadat do posloupnosti (kone¢né nebo nekonecné). Prvky mno-
ziny N x N lze tedy usporadat do posloupnosti a nasledujici obrazek neformalné
ukazuje jednu z moznosti jak to ucinit.

OBRAZEK 1.

1.6.23. Priklad. Dokazte, ze mnozina racionalnich ¢isel Q je spocetna.
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Reseni. Mno¥ina Z je sjednocenim mnoziny N, mnoziny celych zapornych ¢isel,
a jednoprvkové mnoziny obsahujici ¢islo 0. Mnozina N je zfejmé spocetna podle
definice spocetnosti. Mnozina zapornych celych ¢isel je také spocetna, nebot zob-
razeni n = —n je bijekce této mnoziny na N. Mnozina {0} je jednoprvkova, a tedy

spodetné. Potom je mnozina Z spoéetna podle Véty [1.6.21|(b).
Mnozina Z xN je tedy podle Véty (c) spocetna. Zobrazeni f: ZxN — Q

definované piedpisem f(p.q) = pg~' zobrazuje Z x N na Q. Podle Véty 1.6.21(d)

je mnozina Q spocetna. *

1.6.24. Mnozina v$ech realnych ¢isel R je nespocetna. Ditkaz provedeme az v .

1.6.25. Priklad. Necht ¢ je disjunktni systém neprazdnych otevienych intervalt
v R. Dokazte, Ze potom je systém g spocetny.

Reseni. Pro kazdé J € ¢ nalezneme podle Véty raciondlni &islo gy € J. Pak
je zobrazeni definované predpisem J +— ¢y, J € &, prostym zobrazenim mno-
ziny ¢ do Q. Plati tedy § < Q. Ponévadz Q je spocetna, mame Q < N. Podle
Véty [1.6.3(b) plati § < N, takze podle Véty (a) je & spocetna. -

1.7. Vlastnosti elementarnich funkci

Redlnd funkce jedné rediné proménné (dale jen funkce) je zobrazeni z mnoziny real-
nych ¢isel do mnoziny realnych ¢isel. V tomto oddilu uvedeme definice nékterych
pojm, které jsou dulezité pri zkoumani funkci. Déle se seznamime s elementdrnimi
Sfunkcemi, tj. s polynomy, exponencialou, logaritmem, odmocninami, obecnou moc-
ninou, goniometrickymi a cyklometrickymi funkcemi. Uvedeme souhrny jejich za-
kladnich vlastnosti, ze kterych lze odvodit véechna pocetni pravidla stfedoskolské
matematiky. Tyto vlastnosti zde nebudeme odvozovat, ale v Kapitole E nékolik ta-
kovych odvozeni ukazeme. Pak jiz neni obtizné obdobné dokazat i zbyvajici zde
uvedené vlastnosti.

1.7.1. Definice. Necht f je funkce a J C D(f) je interval. Rekneme, Ze fje

e rostouci na intervalu J, jestlize pro kazdé x;,x, € J, x; < x», plati
fx) < f(x2), o
e klesajici na intervalu J, jestlize pro kazdé x;,x, € J, x; < x», plati
S(x1) > f(x2),
e neklesajici na intervalu J, jestlize pro kazdé xy,x, € J, x; < xz, plati
fG) < flx2), |
e nerostouci na intervalu J, jestlize pro kazdé x;,x, € J, x; < xp, plati
f(x1) = f(x2).
1.7.2. Upozornéme, ze vyrok ,Funkce f je neklesajici.“ neni negaci vyroku ,,Funk-
ce f je klesajici.“ Existuji totiz funkce, které nejsou klesajici a pritom nejsou nekle-
sajici, naptiklad funkce x x2, x eR.
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1.7.3. Definice. Monoténni funkci (respektive ryze monoténni funkcei) na inter-
valu J rozumime funkci, kterd je neklesajici nebo nerostouci (respektive rostouci
nebo klesajici) na J.

1.7.4. Definice. Rekneme, Ze funkce fje
e licha, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —x € D(f) a f(—x) = — f(x),
e suda, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —x € D(f) a f(—x) = f(x),
e periodicka s periodou a, kde a € R, a > 0, jestlize pro kazdé x € D(f)
platix +a € OD(f),x—a e D(f)a f(x+a) = f(x).

1.7.5. Afinni funkci budeme rozumét kazdou funkei f: R — R definovanou pred-
pisem
f(x) =ax +b,

kde a,b € R. Pokud je b = 0, fikame, ze f je linearni. Zde definujeme pojem line-
arni funkce jinak, nez je obvyklé na stfedni skole, protoze v pokrocilejsich matema-
tickych textech se uziva pravé uvedené definice. Grafem afinni funkce je primka,
jejiz sklon je urc¢en hodnotou a, kterou nazyvame smérnice.

Kvadratickou funkci budeme rozumét kazdou funkci f: R — R definovanou
predpisem

f(x) =ax?+bx +c,

kdea,b,c e R,a # 0.

Polynomialni funkci (polynomem) budeme rozumét kazdou funkci f: R —
R definovanou predpisem

f(x) = apx" + -+ a1x + ao, (1.15)

kden e NU{0}aag,ay,...,a, € R. Cisla ag, ..., ay se nazyvaji koeficienty poly-
nomu /. Nulovym polynomem rozumime konstantni nulovou funkci definovanou
na R. Afinni a kvadratické funkce tedy patii mezi polynomy.

1.7.6. Pro kazdy nenulovy polynom P existuji jednoznaéné urcena ¢islan € N U
{0}, a0, ...,a, € R,a, # 0, takova, Ze pro kazdé x € R plati

P(x) = apx™ + -+ a1x + aop.

Pak fikame, ze stupen polynomu P je roven n. Stupen nulového polynomu defi-
nujeme jako —1. Stupen polynomu P znacime st P.

1.7.7. Realnym kofenem polynomu P rozumime kazdé ¢islo x € R splnujic
P(x) = 0. Necht P je polynom tvaru , kde a, # 0. Potom existuje nejvy-
$e n realnych kofent polynomu P.

Pro polynomy stupné 1 a 2 je mozné urcit hodnoty realnych kofenti pomoci
nasledujicich vzorct. Rovnice ax + b = 0, kde a,b € R,a # 0, ma pravé jeden
realny koten —Z. Odvozeni je snadné.

Uvazujme rovnici

ax?>+bx +c¢ =0, (1.16)
kdea,b,c € R,a # 0. Oznaéme D = b%—4ac. Cislo D nazyvame diskriminantem

rovnice (. Pokud D > 0, pak ma rovnice pravé dva realné koteny —_b;av D
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a %ﬁ. Pokud D = 0, pak ma rovnice pravé jeden realny koten ;—g Pokud
D < 0, pak rovnice nema realné koteny.

1.7.8 (déleni polynomti). Necht P a Q jsou dva polynomy, pticemz polynom Q
neni nulovy. Pak existuji jednozna¢né urcené polynomy R a Z takové, ze P =
RO+ ZastZ <stQ.

Polynomy R a Z hledame pomoci nasledujiciho algoritmu. Pokud st 9 > st P,
pak staci polozit R rovno nulovému polynomu a Z = P. Pokud st Q < st P, pak
nalezneme takové a; € R a ky € N U {0}, Ze st(P — a1 x¥1 Q) < st P. Tento krok
potom opakujeme, pficemz misto polynomu P uvazujeme polynom P — aixk1Q,
pokud nema tento polynom stupen mensi nez polynom Q. Timto zpiisobem ob-
drzime ay,...,a; e Raky,... , k; € N takova, Ze plati

St(P —alxkl 0 —azxsz _. _alxle) <stQ.
Potom polozime R(x) = aixk¥ 4.t aqxkaZ =P -RO.

1.7.9 (rozklad polynomu). Necht P je nenulovy polynom a ¢ € R. Potom existuje
k € N U {0} a polynom R takovy, ze P(x) = (x — c)*R(x) pro kazdé x € R
a R(a) #0.
1.7.10. Piklad. Vydélte polynom P(x) = 2x3 4 4x? — x + 2 polynomem Q(x) =
x2 4+ x + 2.

Reseni. Budeme postupovat podle algoritmu uvedeného v . Polynom Q vyna-
sobime vyrazem 2x a vysledek ode¢teme od P. Obdrzime

Pi(x) = P(x) —2xQ(x) = 2x3 4+ 4x% —x + 2 —2x(x® + x +2) = 2x% — 5x + 2.
Polynom Q vynasobime vyrazem 2 a vysledek ode¢teme od P;. Obdrzime
Pr(x) = Pi(x) —20(x) = 2x2 = 5x +2—2(x%> + x +2) = —7x — 2.
Potom mame
P(x)=2x+2)0(x) —7x — 2.
Tedy pfi znaceni z mame R(x) =2x +2a Z(x) = —Tx —2. *

1.7.11. Racionalni funkci rozumime kazdou funkci tvaru P/Q, kde P, Q jsou
polynomy, pti¢emz Q neni nulovy polynom. Defini¢nim oborem takové funkce je
mnozina {x € R; Q(x) # 0}. Polynom Q neni nulovy, takze racionélni funkce je

definovana v kazdém bodé R vyjma nejvyse koneéné mnoha bodi (vizte [1.7.7).

1.7.12. Nechtk € N. Potom k-tou odmocninou nazyvame inverzni funkci k funk-
cix — xk, x € [0,00), je-li k sudé, a k x — xk x e R, je-li k liché. Znacime
x = {/x. Definice je korektni, nebot v obou pripadech uvazujeme inverzni funkci
k funkci, ktera je na svém defini¢nim oboru rostouci.
Funkce x — %/x md tyto vlastnosti:
e D(X/ ) =10,00) pro k sudé a D(X/ ) = R pro k liché,
o H(Y/ ) =10,00) prok sudéa H(4/ ) =R prok liché,

e %/ jerostouci na svém defini¢nim oboru.
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0
1 /
0 1

Osrazek 2. Graf funkce Osrazek 3. Graf funkce

druhd odmocnina tfeti odmocnina

1.7.13. Exponencialni funkce, kterou budeme znacit exp, ma defini¢ni obor roven
R a obor hodnot roven (0, o). Tato funkce ma nasledujici vlastnosti:

o Vx,y € R: exp(x +y) = exp(x) - exp(y),

o Vx e R: exp(x) > 1+ x.
Odtud lze odvodit dalsi uzite¢né vlastnosti exponencialni funkce:

e cxp je rostouci funkce na R,

e cxp(0) =1,

e Vx e RVn e Z: exp(nx) = (exp(x))",

o Vx e R, x > 0: exp(x) > 1.
Hodﬁnotu funkce exp v bodé 1 zna¢ime symbolem e a nazyvame ji Eulerovym ¢is-
lem.

Osrazex 4. Graf exponencialni funkce

1.7.14. Logaritmicka funkce, kterou budeme znacit log, je funkce inverzni k funk-
ci exponencialni. Jeji defini¢ni obor je tedy roven (0, 00) a obor hodnot roven R.
Tato funkce ma nasledujici vlastnosti:

"Leonhard Euler (1707-1783)
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e Vx,y € (0,00): log(xy) = log(x) + log(y),
e Vx € (0,00): log(x) < x—1.
Odtud lze odvodit dalsi uzite¢né vlastnosti logaritmické funkce:
funkce log je rostouci na intervalu (0, 00),
log(1) =0,
Vx € (0,00) Vn € Z: log(x") = nlogx,
Vx € (1,00): log(x) > 0.

OsrAzex 5. Graf funkce logaritmus

1.7.15. Nechta € R, a > 0. Pro x € R definujeme obecnou mocninu a* pred-
pisem a* = exp(xloga). Proa € R an € Z jsme vsak symbol a” jiz defino-
vali v Oznadeni (b) Pokud je @ > 0, mame pro tento symbol dvé definice.
Nova definice se vSak v tomto pripadé shoduje s predchozi definici, nebot plati
exp(nlog(a)) = exp(log(a™)) = a”".
Funkce a* je rostouci na R pro a € (1,00) a klesajici na R pro a € (0,1). Pro
kazdéa e R,a > 0, x,y € R plati
o a*V =g .qa”,
o (a¥) =a*.
Oba vztahy snadno ovétime pouzitim zakladnich vlastnosti exponencialnia lo-
garitmické funkce. Plati

a*ty =

exp((x + y)loga) = exp(xloga + yloga)
= exp(xloga) - exp(yloga) = a* -a”,
(@)’ = exp(y log(ax)) = exp(y log(exp(x loga)))
= exp(yxloga) = exp(xyloga) = a*”.
1.7.16 (vlastnosti &isla w a funkci sinus a kosinus). Funkce sinus, znadime sin,

a kosinus, znac¢ime cos, maji defini¢ni obor roven R a obor hodnot roven intervalu
[—1, 1]. Tyto funkce maji nasledujici vlastnosti:

e funkce sin a cos jsou 2r-periodické,
e Vx,y € R: sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y),
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e Vx,y € R: cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),
e sin je licha funkce a cos je suda funkee,
e cislo 7 je kladné, funkce sin je rostouci na [0, 7], sin(0) = 0 a sin(5) = 1.

<
o

OgrAzek 6. Grafy funkci sinus a kosinus

1.7.17 (vlastnosti funkci tangens a kotangens). Funkce tangens, znacime tg, a ko-
tangens, znacime cotg, definujeme predpisy

tg(x) = (s:;r;(())cc))’ xeR\{%+kn;keZ},
cotg(x) = Z::((;C)) xeR\tkr; keZ}.

e funkce tg a cotg jsou mw-periodické,
e pro kazdé x,y € (=73, 7) splnujici x + y € (=75, 3) plati

E )
tg(x) + tg(y)
te(x + = —=="""
8V = T g g0y
L n — Z 0 3 /=w —z 0 z T 37”
Osrazek 7. Graf funkce tangens Ograzek 8. Graf funkce kotangens

1.7.18. Nasledujici tabulka obsahuje funkéni hodnoty goniometrickych funkci
v nékterych vyznac¢nych bodech.



1.7. VLASTNOSTI ELEMENTARNICH FUNKCI 51

funkce | 0 % T 3 Z
sin 0 % % JT§ 1

cos 1 ‘/75 \% % 0
tg 0 % 1 V3

cotg - V3 1 % 0

1.7.19. Cyklometrické funkce arkussinus (arcsin), arkuskosinus (arccos), arkustan-
gens (arctg) a arkuskotangens (arccotg) definujeme nasledujicim zptisobem

arcsin = (sin |[_%’%])_1, arccos = (cos |jo.r1)

-1 -1
arctg = (tg|(_%,%)) , arccotg = (Cotg|(0,n)) .
Definice cyklometrickych funkci jsou korektni, nebot uvazované restrikce gonio-
metrickych funkci jsou prosté. Nyni uvedeme zakladni vlastnosti funkci arkussinus
a arkuskosinus:
e D(arcsin) = D(arccos) = [—1, 1],
e Jl(arcsin) = [-7, 7], #(arccos) = [0, ],
e funkce arcsin je licha,
e arcsin(—1) = —Z, arcsin(0) = 0, arcsin(

N |“§|"

) = Z, arcsin(l) =
b1
4

) =

b3
2
,arccos(l) =0,

arccos(—1) = &, arccos(0) = 7, arccos(

e Vx € [-1,1]: arcsin x + arccosx = 7.

T+

—/2T

Osrazek 9. Grafy funkei arkussinus a arkuskosinus

Zde jsou zakladni vlastnosti funkci arkustanges a arkuskotangens:
o D(arctg) = R, D(arccotg) = R,
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H(arctg) = (=73, 5), H (arccotg) = (0, 7),
arctg je rostouci a licha funkce na R,
arctg(0) = 0, arctg(l) = 7, arctg(—1) = —7%
arccotg je klesajici funkce na R,

arccotg(0) = 7, arccotg(l) = %
Vx € R: arctgx + arccotgx =

ISTE

\n/z

—/2T

Osrazek 10. Grafy funkei arkustangens a arkuskotangens

1.8. Teoretické a pocetni priklady

1.8.1. Priklad. Zformulujte negaci vyroku
VneNdImeN:n<m. 1.17)

pomoci postupu uvedeného v paragrafu . Déle rozhodnéte, zda plati uvede-
ny vyrok nebo jeho negace.

Reseni. Opakované pouzijeme pravidla uvedena v paragrafu k vyjadreni ne-
gace uvedeného vyroku.

=(VYn e N3Im e N:n < m)

I eN:—(Fm e N:n <m)

In € NVm € N: —=(n < m)
dJneNVmeN:n>m

Posledni radek plyne z faktu, ze usporadani < realnych ¢isel, a tedy i pfirozenych
¢isel, je linearni, vizte Definici i.4.4‘.
Zadané tvrzeni je pravdivé, nebot k libovolnému danému prirozenému ¢islu n,

muizeme ¢islo m zvolit jako n + 1. Cislo n + 1 je pfirozené a je vétsi nez n. Tim je
pravdivost vyroku ovéfena. *
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1.8.2. Priklad. Zformulujte negaci vyroku
VeeR,e>03FcR,§>0VxeR: 0O<|x—1<éd=>|x—-3|<¢) (1.18)
pomoci postupu uvedeného v paragrafu . Déle rozhodnéte, zda plati uvede-
ny vyrok, nebo jeho negace.
Resend. Opakované pouzijeme pravidla uvedena v paragrafu k vyjadreni ne-
gace uvedeného vyroku.
—|(V8€R,8>038€R,8>0Vx6R: O<|x—1]<6é=|x—3| <8))
JeeRe>0—(BeR§>0VxeR: (0<|x—1] <8 = |x—3]<¢))
FeecRe>0VEeRE>0-(VxeR: (0<|x—1|<8§=|x—3| <¢))
386R,8>0V8€R,8>03X€R:—|(0< x —1] <8 = |x —3| <8)
Podle Véty (c) lze posledni vyrok zapsat ve tvaru
deeR,e>0VEeR,6>0IxeR: (0< |x =1 <dA|x=3]>¢).

Polozme ¢ = 1 a k libovolnému § > 0 definujme x = 1 — % Plati |x — 1] = %,
atedy 0 < |[x — 1] < 8. Navic pro [x —=3| =2+ % plati [x —3| > 1 = &. Dokazali
jsme tedy, ze zadany vyrok neplati. ry

1.8.3. Priklad. Necht V(x),x € M, je vyrokova forma. Napiste negaci vyroku
dlx e M: V(x) (1.19)
pomoci postupu uvedeného v paragrafu .
ReSent, Vyrok () Ize podle zapsat ve tvaru
(Elx EM: V(x)) A (Vy,z. eM: (V) AV(2) =y = z)) (1.20)

Prvni vyrok v predchozi konjunkei tika, ze existuje alespon jeden prvek x € M
takovy, ze plati V(x). Druhy vyrok v konjunkci tika, ze pokud existuji prvky y a z
takové, ze plati V(y) a V(z), pak jsou si rovny. Podle[1.1.31a Véty [1.1.19 1ze zapsat
negaci vyroku (L.20) ve tvaru

(Vx eM: —-V(x)) v (Ely,z. eEM: (V) AV(E) Ay # Z))

Neformalné Ize posledni vyrok vyjadrit takto: bud pro zadné x € M neplati V(x),
nebo existuji dvé rizna y,z € M, pro ktera plati V(y) a V(z). *

1.8.4. Priklad. Necht 4 = {x € Q; x > 0 A x? < 2}. Dokazte, Ze 4 je neprazdna
shora omezena podmnozina Q, ktera nema v mnoziné Q supremum.

Reseni. Mno¥ina A je zfejmé neprazdnd, nebot 0 € A. Pro kazdé x € A plati x <
1 < 2nebox < x2 < 2. Cislo 2 je tedy horni zavorou mnoziny A4, a proto je A shora
omezena. Ozna¢me g = sup A. Vzhledem k tomu, ze 0 € A, musi platit ¢ > 0. Pro
spor predpokladejme, ze g € Q.
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Pokud plati ¢ < V2, pak diky Véte nalezneme raciondlni ¢islo ¢’ €
(q.+/2). Pak 0 < g < ¢’ a(¢')? < 2,atedy ¢’ € A. Potom ale ¢ neni horni zavorou
A, coz je spor.

Pokud platig > V2, pak opét diky Vétéexistuje ¢’ € QN(+/2,q). Pak pro
kazdé p € A plati p < ¢’, nebot v opa¢ném piipadé bychom dostali z nerovnosti
2 < (¢")* < p? < 2 spor. Raciondlni &slo ¢’ je tedy horni zdvorou mnoziny A, kterd
je ostfe mensi nez ¢, coz je spor s faktem, ze ¢ je nejmensi horni zavorou A.

Musi tedy platit g = V2, a tedy ¢*> = 2. To je ale spor s Piikladem ,

a proto supremum mnoziny A v mnoziné Q neexistuje. s

1.8.5. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati ) ;o (5) = 2".

Resend. Provedeme piimy dikaz. Vzorec plyne z binomické véty (Véta , nebot
pro kazdé n € N plati

M= (1+1) = i (Z)lkl”_k - i (Z)

k=0 k=0

&»

1.8.6. Priklad (soucet aritmetické fady). Necht a,b € R. Dokazte, ze pro kazdé
n € N plati

> (@i +b) = L((n + Da +2b)n. (1.21)
i=1

Reseni. Pron = 1 je leva strana rovna Zil:l(ai +b) =a+ b aprava %(251 +2b) =
a+b. Pron = 1 tedy tvrzeni plati. Zvolme n € N. Pfedpokladejme platnost

vztahu ) pro toto n, tj.
Z(ai +b) = 3((n+ Da + 2b)n.
i=1

Chceme dokazat, ze plati
n+1
> (ai +b) = 3((n +2)a +2b)(n + 1). (1.22)
i=1

Levou stranu miizeme rozepsat jako

n+1

> (@i +b) = (Z(ai + b)) + (a(n + 1) +b).
i=1 i=1
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Sumu v zavorkach na pravé strané ale umime secist podle indukéniho predpokla-
du. Provedenim algebraickych tprav pak dostaneme

n+1
D (@i +b) = %((n + Da +2b)n+(a(n + 1) + b)
i=1

1
= E((n +2)a + 2b)(n + 1).
Tim je dtkaz proveden. ry
1.8.7. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati 2" > n.

Reseni. Pron = 1 je nerovnost splnéna, nebot 21 =2 > 1.Zvolmen € N. Predpo-
kladejme, ze pro toto n nerovnost plati, tj. plati 2" > n. Potom také plati
2L =2 2" >on=n+n>n+1.

Tim je nerovnost ovérena pro n+1 a tvrzeni je podle principu matematické indukce
dokazano. Fy

1.8.8. Priklad. Dokazte, ze pro véechnan € N, n > 4, plati 2" > n2.
Reseni. Pouzijeme princip matematické indukee popsany v [L.2.§. Tvrzeni pro n =
4 plati, nebot 2* = 16 > 16 = 42. Nyni uc¢inime indukéni predpoklad, Ze pro
néjaké n € N, n > 4, plati 2" > n?, a budeme se snazit dokazat 21 > (n + 1)2.
Z indukéniho predpokladu a Prikladu plyne

2L =2.2" > 202 > (n + 1)%
Podle principu matematické indukce tedy tvrzeni plati pro vsechna n > 4. Fy

1.8.9 (dalsi varianta dikazu matematickou indukcf). Necht V(n),n € N, je vyro-
kova forma. Existuji ptipady, kdy je vhodné vyrok
Vn e N: V(n) (1.23)
dokazat pomoci varianty matematické indukce, ktera spociva v ovéteni nasleduji-
cich tvrzent:
(a) plati V(1) a V(2),
(b) pro kazdén € N plati V(n) = V(n + 2).
Dokazeme, Ze z (a) a (b) plyne ([.23). Matematickou indukcf ovéime platnost tvr-
zeni
VneN:V(2n-—1). (1.24)
Pro n = 1 tvrzeni plati, nebot plati V(1). Zvolme n € N. Predpokladejme, Ze
tvrzeni ([.24) plati pro toto n, tj. plati V(2n — 1). Podle (b) dostavame, e plati
i vyrok V(2n 4 1). Tim je podle principu matematické indukee, ktery byl popsan

v paragrafu , dokazan vyrok ).

Obdobné dokdzeme tvrzeni

Vn € N: V(2n). (1.25)
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Nyni ovéfime platnost . Nechtn € N. Potom podle Prikladu [1.2.12 exis-
tuje k € N takové, ze n = 2k — 1 nebo n = 2k. V prvnim pripad¢ plati (.23
podle ) a ve druhém pripadé plati podle ) Tim je tvrzeni (.23
dokazéano.

Pouziti této varianty matematické indukee ilustruje nasledujici priklad.

1.8.10. Pfiklad (Bernoulliovall nerovnost). Dokazte, ze pro kazdé n € N plati

Vx € [-2,00): (1 +x)" > 1+ nx. (1.26)
Reseni. Provedeme ditkaz pomoci matematické indukce podle .
Ovéreni bodu (a). Pron = 1 vztah () ztejmé plati. Pron = 2 plyne ) z nasle-

dujici nerovnosti

(A4+x)?=14+2x+x%>1+2x,
ktera plati po kazdé x € R. Tim je ovéten bod (a) v .
Ovétent bodu (b). Predpokladejme, ze pron € N plati () Pouzitim zfejmé nerov-
nosti (1 4+ x)? > 0, ktera plati pro kazdé x € R, dostavame z indukéniho predpo-
kladu

A+ )" =04+ x)"1+x)?> (1 +nx)(1 + x)?
=1+ n+2)x+ Q2+ x)nx?+ x2.
Protoze x? > 0 pro kazdé x € R a2+ x > 0 pro kazdé x € [-2,00), plati (2 +

x)nx?+4x2 > 0 pro kazdé x € [-2, 00). Odtud dostavame pro kazdé x € R, x > -2,
nerovnost (1 + x)"*2 > 1 4+ (n + 2)x.

Tim je podle principu matematické indukce dokazana Bernoulliova nerovnost. &
1.8.11. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati n! < ("—“zq)n

Reseni. Tvrzeni dok4Zeme pomoci matematické indukce. Pro n = 1 tvrzeni zfejmé
plati. Zvolme n € N. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro toto n. Podle Bernoul-

liovy nerovnosti (Priklad [1.8.10) plati
2\ n+1 1 \n+1 1
(”+ ) =)zl —— =2,
n+1 n+1 n+1

atedy 2(n + 1)"*! < (n + 2)"*!. Pouzijeme-li indukéni predpoklad a prave odvo-
zenou nerovnost, obdrzime

(n—l—l)!:n!-(n—i-l)f(%)n-(n—i—l)

_2-(n~|—1)"‘“< n—+ 2\n+1
- on+1 —( 2 ) ’

8Jacob Bernoulli (1655—1705)
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1.8.12 (jest¢ jedna varianta dikazu matematickou indukci). Necht V(n),n € N, je
vyrokova forma. Existuji ptipady, kdy je vhodné vyrok

Vn € N: V(n) (1.27)

dokazat pomoci varianty matematické indukce, ktera sestava z ovéteni nasleduji-
cich tvrzent:

(a) plati ¥ (1),

(b) pro kazdé n € N plati V(n) = V(2n),

(c) prokazdén € N,n > 2, plati V(n) = V(n —1).
Dokazeme, Ze z (a)—(c) plyne . Nejprve pomoci matematické indukce po-
psané v odvodime platnost vyroku

Vm e N: VM. (1.28)

Z (a) a (b) plyne platnost V(2). Necht nyni V(2™) plati pro né¢jaké m € N. Pak
2mtl =2.2™M atedy V(2"™*!) plati podle (b). Tim je tvrzeni dokézano.

Platnost tvrzeni ([[.27) dokédzeme sporem. Piedpokladejme, 7e existuje ng € N
takové, ze V(ng) neplati. Polozme

B ={j e N; j <2" aV(j) neplati}.

Cislo 1 je dolni zavorou mnoziny B a ¢islo 20 je horni zavorou mnoziny B. Mnozi-
na B je podmnozinou N, takze z jeji omezenosti plyne, ze je koneéna. Mnozina B
je neprazdnd, nebot podle naseho predpokladu V(o) neplati a diky Pﬁ'klad
mame ng < 2", takze ng € B. Mnozina B ma tedy maximum podle Véty 1.6.14).
Ozna¢me G = max B. Plati tudiz G + 1 ¢ B. Ponévadz podle plati V(2"0),
a tedy 2"0 ¢ B, dostavame G < 2"°. Odtud plyne, ze tvrzeni V(G + 1) plati. Podle
(¢) tedy plati i V(G), coz je spor s G € B. Tim je nase tvrzeni dokazano.

Pouziti pravé uvedené varianty matematické indukce ukazeme v nasledujicim

prikladu.

1.8.13. Priklad (nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem). Do-
kazte, ze pro véechnan € N a pro kazda xi, x2,...,x, € [0, 00) plati nerovnost

X1+x24+--+x, > 1Y%, (1.29)

n

Resend. Postupné ovérime (a)-(c) z , pricemz V(n), n € N, je tvrzeni, které
i1ka, ze pro kazdé x1, x2, ..., x, € [0, 00) plati nerovnost .

(a) Ziejmé plati Z- > /X1 = x;.

(b) Nejprve ovéfime platnost nerovnosti pro n = 2. Pro libovolné A, B €
[0, 00) plati podle Prikladu

A+ B

> JAB. (1.30)
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Zvolme n € N. Nyni prfedpokladejme, ze pro toto n plati V(n). Budeme dokazo-
vat tvrzeni V(2n). Méjme x1, X2, ..., X2, € [0, 00). Pouzijeme indukéni predpoklad
nejprve pro n-tici Xy, ..., X, a poté pro n-tici Xp41, ..., X2,. Dostaneme

X1+ X2+ -+ X2p 1(X1 +x2+ -+ xp 4 Tt +Xn+2+"'+xzn)

1 .
> E(Vxlxz“'xn + Y Xnt1Xn42 - X2n).

Nerovnost ([1.30) pouzijeme pro nezdpornd ¢&isla
A= "X]Xz"'xn a B = ”xn+1xn+2---x2n.

Obdrzime nerovnost

1
5(2/X1X2---xn + Y Xni1Xni2 - X2n) = \/Q/xl)Cz---xn- Y Xnt1Xnt2 - Xon.-
Tento odhad spolu s (L.31)) dava

X X R 1
s 2_2; o ZE(VXIXZ"'Xn+Q/xn+1xn+2"'xzn)

> \/('/xlxz---xn- Y Xn+1Xn+2** Xap

Tim je dokazano tvrzeni V(2n), a tedy i bod (b).

(¢) Zvolme n € N,n > 2. Predpokladejme, Ze pro toto n plati V(n). Budeme do-
kazovat tvrzeni V(n — 1). Necht x1,x5,...,x,—1 jsou libovolna nezaporna realna
¢isla. Oznadéme

X1+ X 4+ Xp

D =
n—1
Pouzijeme indukéni predpoklad pro n-tici éisel yy, ..., y, definovanou predpisem
Y1 =X1, Y2 =2X2, ..., Yn—1 = Xp—1, Yn = D.

Z induk¢niho predpokladu pak plyne, ze
yvity2+--+yn
n

> Yy1y2++ yn. (1.32)
Dile plati

yi+y+--+yn (—1)D+D e
n - n B
(l/ylyz...yn= (’/xlxz...xn_l.%'

Pak mtzeme prepsat ([.39) ve tvaru
D > ¥Yx1xp- xp—1 ND.

Odtud odvodime
X1+ X2+ -+ Xp—1 1

T .
=D> (\n/x1x2"'xn—l)1 no= "X X Xp—1,

n—1
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¢imz jsme dokazali tvrzeni V(n — 1), a tedy i bod (c) varianty matematické indukce
z[1.8.19. Tim je nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym priimérem dokdzana.
Fy

1.8.14. Poznamka. Necht V(n),n € N, je vyrokova forma. Nasledujici obrazk
i,

neformalné zachycuji, jak ve variantach matematické indukce z paragraft

a dochazi k ovérovani platnosti vyroka V(n).

/WV\”“”NV\_

1 2 3 4 5 n n—+1

2n

OBrAzZEK 11.

1.8.15. Priklad. Ukazte, ze kazdé n € N,n > 2, je délitelné prvocislem.

Reseni. Pouzijeme Gplnou matematickou indukei (vizte . Cislo 2 je prvodis-
lo, a proto pro n = 2 tvrzeni plati. Zvolme n € N,n > 2. Pfedpokladejme, ze
tvrzeni plati pro kazdé k € N splnujici 2 < k < n. Necht D je mnozina vsech
d e N,2 <d <n,kteradélin + 1. Pokud je D prazdna mnozina, pak je n + 1 pr-
vocislo, a indukéni krok je v tomto pripadé¢ hotov, nebot prvocislo n 41 délin + 1.
Piedpokladejme tedy, ze D # @. Zvolme d € D. Podle indukéniho predpokladu
existuje prvocislo p, které déli d. Protoze d délin + 1, déli p také n + 1 a tvrzeni je
dokazéano. *

1.8.16. Priklad (EukleidésE). Ukazte, ze mnozina vsech prvoéisel je nekoneéna.

Reseni. Provedeme diikaz sporem. Pfedpokladejme, ze existuje pouze kone¢né mno-
ho prvocisel. Necht py, pa, . ... pi jsouvsechna prvodisla. Polozme p = (p1p2--- pr)+
1. Tvrdime, ze p je prvocislo. Pokud by tomu tak totiz nebylo, existovalo by i €

9FEukleidés (asi 325 pt. n. l.-asi 260 pt.n.1.)
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{L,..., k} takové, ze p; déli p (Priklad ) Tedy p = pin pro né¢jaké n € N.
Pak ale

Il =p—pi-pc=pin—prpe=pi(h —p1- pi—1Pit1""" P)-
takze p; déli 1, coz je spor. Tedy p je prvocislo, které je vsak vétsi nez libovolné
z prvocisel py,. .., pr. To je ale spor s nasim predpokladem. *

1.8.17. Priklad (vlastnosti praniku). Necht 4, B, C a D jsou mnoziny. Dokazte,
ze potom plati:

(@ 6NA=0,

(b) ANA=A4,

(c) AN B = BnNA,

(d) AN(BNC)=(AnB)NC,

(&) ANBC A,

() jestlizeC Cc AaC C B,pak C C (AN B),

(g) A= AN B pravé tehdy, kdyz A C B.

Reseni. Tvrzeni snadno plynou pfimo z definic priniku a inkluze. Dokazme vsak
alespon tvrzeni (g). Je-li A C B, pak z (f) mame A C AN B, protoze A C BiA C A.
Obracena inkluze plyne z (¢). Tedy A = AN B.

K dtkazu obracené implikace predpokladejme platnost rovnosti A = A N B.
Pak z (¢) plyne A = AN B C B. *

1.8.18. Priklad (vlastnosti sjednoceni). Necht 4, B, C a D jsou mnoziny. Dokazte,
ze potom plati:

(A dUA=A,

(b) AUA= A4,

(c) AUB = BU A4,

(d) AU(BUC)=(AUB)UC,

(e) ACAUB,

() jestizeAC CaB CC,pak(AUB)CC,

(g) A= AU B pravé tehdy, kdyz B C A.

Re$ent. Tvrzeni plynou snadno z definic sjednoceni a inkluze. Fy

1.8.19. Priklad (obraz mnoziny a mnozinové operace). Necht A, B jsou mnoziny
a f je zobrazeni. Dokazte, ze plati:

(a) pokud 4 C B, pak f(4) C f(B),

(b) f(AUB) = f(A)U f(B),

() f(AN B) C f(A) N f(B). Ukazte, ze inkluzi nelze obecné nahradit rov-

nosti.
Reseni. (a) Predpokladejme, 7e y € f(A). Potom existuje x € A takové, ze f(x) =
y. Pak plati také x € B,atedy y = f(x) € f(B). Tim je inkluze f(4) C f(B)
dokazana.
(b) Protoze A C AU B, plati podle jiz dokazaného tvrzeni (a), ze f(A4) C f(AUB).
Obdobné mame f(B) C f(AU B). Tedy f(A) U f(B) C f(AU B).
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Nyni dokazeme opac¢nou inkluzi. Je-li y € f(AU B), potom existuje x € AU B
takové, ze f(x) = y. Pakbud x € 4,atedy y = f(x) € f(A4), ncho x € B,
apak y = f(x) € f(B).V obou ptipadech, které se nemusi vylucovat, dostavame
y € f(AU f(B). Tedy f(AUB) C f(A)U f(B). Dohromady tedy plati f(AUB) =
f(A)U f(B).

(c) Ponévadz plati AN B C Aa AN B C B, dostavame podle tvrzeni (a), ze
f(ANB) C f(A)a f(AN B) C f(B). Odtud pak plyne f(AN B) C f(A)N f(B).

Dokazeme, ze inkluzi nelze obecné nahradit rovnosti. Uvazujme mnoziny X =
Y = {0, 1}, zobrazeni f: X — Y definované predpisem f(0) = f(1) = 0 a mnozi-
ny A= {0}, B={1}.Pak AN B =0@,atedy f(ANB) =0@,ale f(4) = f(B) = {0},
takze f(A) N f(B) = {0}. Tudiz f(AN B) # f(A) N f(B). *

1.8.20. Priklad (vzor mnoziny a mnozinové operace). Necht 4, B jsou mnoziny
a f je zobrazeni. Dokazte, ze plati:

(a) pokud 4 C B, pak f~'(4) Cc f~1(B),
(b) f'(AUB) = fH (AU fT1(B),

(© f'AnB)=f (AN f71(B),

A f7HAN\NB) = 1A\ fU(B).

Reseni. () Jestlize x € f~1(A), potom f(x) € A. Pak také f(x) € B,atedy x €
f7(B).

(b) Podle bodu (a) plati f~'(4) C f~Y(AUB)a f~(B) C f~'(AU B). Odtud
plyne inkluze f~'(4) U f~'(B) C f~'(4 U B).

Predpokladejme, ze plati x € f7'(4 U B). Potom f(x) € AU B. Plati tedy
f(x) € Anebo f(x) € B.V prvnim piipadé¢ plati x € f~!(4) a ve druhém x €
F7Y(B). Plati tedy x € f~'(A) U f~1(B).

(c) a (d) Dtikazy lze provést obdobné¢ jako v predchozich ptipadech. ¥

1.8.21. Priklad (dalsi vlastnosti obrazu a vzoru). Necht f je zobrazeni. Dokazte,
ze plati:
(@) pokud A C D(f), pak A C f1(f(A)),
(b) pokud B C #(f), pak f(f~"(B)) = B.
() f je prosté pravé tehdy, kdyz pro kazdou mnozinu A C D(f) plati
@) = A

Resent. (a) Necht A € D(f). Jestlize x € A, potom x € D(f) a f(x) € f(A). Pak
dostavame x € f71(f(A)).

(b) Necht B C #(f). Pokud y € B, pak existuje x € D(f) takové, ze f(x) = y.
Potom x € f71(B),atedy y = f(x) € f(f~'(B)). Pfedpokladejme nyni y €
F(f~Y(B)). Potom existuje x € f~'(B) takové, ze f(x) = y. Odtud plyne y =
f(x) € B, coz dokazuje druhou inkluzi.
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(c) Necht f: X — X jeprostéa A C X.Z (a) vime, ze A C f~'(f(A)). M¢me tedy
x € f71(f(A)). Pak existuje x” € A takové, Ze f(x) = f(x'). Protoze zobrazeni f
je prosté, plati x = x’, a tedy x € A.

Neni-li f prosté, existuji dva riizné prvky x,x" € X takové, ze f(x) = f(x').
Polozme A = {x}. Pak x" € f71(f(A)),atedy 4 # f~1(f(A)). a

1.8.22. Priklad. Necht mnoziny A4, B splnuji A ~ B. Dokazte, ze plati £ (4) ~
P(B).

Resent. Podle predpokladu existuje bijekce ¢ mnoziny A na mnozinu B. Zobrazeni
@: P(A) — P(B) budeme definovat nasledujicim zpisobem. Pro X € £ (A) defi-

v v/

nujeme prvek @(X) mnoziny £ (B) jako mnozinu ¢(X). Ovétime, ze @ je bijekce.

Robrazeni @ je prosté. Necht X1, X, € P(A) a plati @(X;) = @(x2). Potom podle
definice @ plati, ze obrazy mnozin X; a X, pfi zobrazeni ¢ se rovnaji, tj., (X;) =

@(X>). Vzhledem k tomu, ze ¢ je bijekce plati diky Pifkladu [.8.21/(c)
X1 =¢7 (e(X1) = ¢ (0(X2)) = Xa,

¢imz je prostota @ ovéfena.

Robrazeni ® jena P(B). Necht Y € P(B). Potom ¢~ '(Y) € P(A) a's pouzitim Pii-
kladu (b) plati @(¢7'(Y)) = ¢(¢'(¥)) = Y. Tim je tvrzeni dokdzano. &

1.8.23. Priklad (hustota R \ Q v R). Necht a,b € R, a < b. Dokazte, Ze potom
existuje z € R\ Q takové, zea < z < b.

Diikaz. Podle Véty existuje racionalni ¢islo y € (a,b). Podle téze véty apliko-
vané na interval (y, b) nalezneme racionalni &islo y’ € (y,b). Polozme z = y—l—y/T_Zy.
ProtoZe +/2 > 1, mame

!

a<y<Z=y+yﬁy <y+0' =y =y <b

Kdyby bylo ¢islo z racionalni, pak by také ¢islo V2 = J;/_;;’ bylo racionalni, coz
by bylo ve sporu s Ptikladem . Cislo z je tedy iracionalni, a tim je tvrzeni

dokazano. -

1.8.24. Priklad. Urcete supremum a infimum mnoziny M = {l' ne N}.

"

Reseni. Protoze ztejmé max M = 1, plati podle Véty [[.4.16(a) také sup M = 1. Dale

plati, Ze vSechny prvky v M jsou kladné, a tak je 0 dolni zavorou M. Dokazeme, ze
VyeR,y>03axeM:x <y.

Zvolme y € R,y > 0. Podle Véty nalezneme n € N splnujici n > % Pak

Le Mal <y Timjsme pro ¢islo 0 ovérili podminky (c) a (d) z [L.5.16, a plati
tedy inf M = 0. *

1.8.25. Priklad. Urcete supremum a infimum mnoziny M = [0, 1).
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Reseni. Protoze min M = 0, plati podle Véty [L.4.16(b) také inf M = 0.

Ztejmé je 1 horni zdvorou M. Dokazeme
VyeR,y<13xe[0,1): y < x.

Zvolme y € R, y < 1. Polozme x = max{0, %(1 + y)}. Potom x € M a z nerovnosti
y < 1dale plyne y < 2(1+ y). Tedy y < x. Podle je tedy supM = 1. *
1.8.26. Priklad. Uréete supremum a infimum mnoziny M = {ﬁ; p.q € N}.
Reseni. Pro p.q € N plati ﬁ € (0, 1). Tedy 0 je dolni zavora M a 1 je horni zavora
M.

Ovéreniinf M = 0. Platnost podminky (c) z jsmejii ov¢rili. Pro ovéfeni druhé

podminky mame dokazat

VyeR,y>03p,gq e N: y >

ptq
Zvolme y € R,y > 0. Polozime p = 1 a nalezneme pomoci Véty g €N
spliujici ¢ > % — 1. Pak ﬁ = ﬁ < y. Odtud plyne inf M = 0.

Ovéreni sup M = 1. Podminka (a) z je splnéna, nebot 1 je horni zavorou M.

Pro ovéfeni podminky (b) mame dokazat

VyeR,y<13dp,qeN:y< P .

Pt4q
Poloime ¢ = 1 a zvolme y € R,y < 1. Podle Véty nalezneme p € N
splnujici p > % Pak plati ﬁ = # > y. Ovéiili jsme, ze sup M = 1. *

1.8.27. Priklad. Uvazujme funkci f(x) = x + %, x € (0, ).
(a) Dokazte, ze funkce f je klesajici na (0, 1] a rostouci na [1, 0o).
(b) Dokazte, ze funkce g = fl0,1], 7 = fl[1,00) JSOU prosté.
(c) Dokazte, ze plati H(f) = H#H(g) = H(h) = [2,00). Naleznéte inverzni
funkci k funkcim g a h.
(d) Naleznéte f o fad(f o f).

Reésend. (a) Zvolme x, y € (0,1] takovd, Ze x < y. Potom 1 < %, a tedy

— 1 1
y—x<y T o
Xy Xy

Odtud plyne f(y) < f(x). Funkce f je tedy klesajici na intervalu [0, 1).
Nyni zvolme x, y € [1, 00) splnujici x < y. Potom 1 > % a obdobn¢ jako vyse
odtud plyne, zZe f je rostouci na [1, 00).

(b) Funkce g je klesajici na (0, 1] a funkce / rostouci na [1, 00). Jsou tedy prosté.

(©) Z (a) plyne H(f) C [f(1),00) = [2,00), a tedy také H(g) C [2, 00).
Zvolme y € [2, 00). Polozme

x=2(y- Vi a).

2
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Potom x € (0,1]a g(x) = y. Tedy [2, 00) C H#(g). Z vyse uvedeného plyne #(g) =
[2.00). Déle plati g7 (y) = %(y —Vy2— 4), y € [2,00).

Nyni polozme
X = %(y + m)
Potom x € [1,00) ah(x) = y. Tedy [2,00) C H(h).Z vyse uvedeného plyne # (h) =
2. 00). Déle plati ' (y) = %(y n \/m) y € 2,00).

(d) Protoze #(f) = [2,00) C (0,00), je f o f dobte definované a pro kazdé x e
(0, 00) plati

(f o)) = F(F0) =x+ |+
_x2+1 X
= . +x2+1.

Déle plati podle (c) a (a)
H(f o f)=f(F((0.00)) = (12.0)
C [f(2).00) = [3.00).

Zvolme z € [%, 00). Po dle (¢) existuje y € [1, 00) splnujici f(y) = z. Protoze je h
rostouci, plati y > 2. Opét podle (c) existuje x € [, 00) splnujici f(x) = y. Tedy

(f e Nx) = f(fx) = fy) =z,
takie H(f o ) D [$,00). Plati tedy J(f o f) = [$, 00). s



KAPITOLA 2
Limita posloupnosti

2.1. Nekonecné posloupnosti

V bézném zivoté se ¢asto setkavame s posloupnostmi realnych ¢&isel. Muize jit
napiiklad o posloupnost méteni teploty vzduchu, o posloupnost makroekonomic-
kych dat a podobné. Takové posloupnosti sestavaji z kone¢ného poctu ¢leni. De-
finice kone¢né posloupnosti realnych cisel vypada nasledovné (srovnejte s Defini-

cf [1.4.34(a)).

2.1.1. Definice. Kone¢nou posloupnosti realnych ¢isel rozumime kazdé zobraze-
ni mnoziny {1,...,k}, kde k € N, do mnoziny realnych cisel R. Pokud n - a,,n €
{1,...,k},je takové zobrazeni, pak je znaé¢ime {a, }_,. Cisloa,, kden € {1,... k},
nazyvame n-tym ¢lenem posloupnosti {a, }ﬁ=1.

V tadé modeli z riznych védnich obort se pouzivajii posloupnosti, které maji
nekoneény pocet ¢lentt. Zde je formalni definice (srovnejte s Definici [L.4.34(b)).
2.1.2. Definice. Nekone¢nou posloupnosti realnych ¢isel rozumime kazdé zobra-

zeni n — a,,n € N, mnoziny pfirozenych ¢isel N do mnoziny realnych cisel R.

oo

Takovou posloupnost obvykle zna¢ime {a,}32 ,, ptipadné jen {a,}. Cislo ay, nazy-

vame n-tym ¢lenem této posloupnosti.

V této kapitole budeme posloupnosti rozumét vzdy nekone¢nou posloupnost

realnych ¢isel.
2.1.3 (posloupnost versus mnozina ¢lent). Symbol {a,}52, oznacuje posloupnost,
tedy zobrazeni definované na N s hodnotami v R, zatimco symbol {a,; n € N} zna-
¢i mnozinu véech ¢lenti posloupnosti {a,}02 |, jde tedy o podmnozinu R. Zname-li
{an )02, pak zname i {a,; n € N}, ale nikoli naopak. Zadani posloupnosti kromé
informace o oboru hodnot totiz navic udava poradi prvka z tohoto oboru. Na-
ptiklad posloupnosti {a,} = {(—=1)"} a {b,} = {(—1)"*'} jsou sice riizné, ale maji
stejné mnoziny ¢lend, nebot {a,: n € N} = {b,; n € N} = {—1,1}.

Mnozina vsech ¢lent konstantni posloupnosti (vizte Definici je jedno-
prvkova. Dalsimi jednoduchymi ptiklady posloupnosti, s nimiz se jesté¢ setkame,
jsou{n}a {%} Mnozinu viech ¢lenti posloupnosti tvori v prvnim piipadé mnozina
N, ve druhém piipadé mnozina {,ll; n € N}.

V nasledujicich tfech prikladech jsou posloupnosti zadany rekurentné (vizte
[.4.35).

65
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9.1.4. Fibonacciovall posloupnost je dana nasledujicim zptisobem:a; = 1,a; =1
a pro kazdén € N, n > 3, plati a, = ap—» + an—1. Zde je prvnich osm ¢lent této
posloupnosti: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21. Dalsi informace o Fibonacciové posloupnosti
lze nalézt naptiklad v knize [5].

2.1.5 (posloupnost viech prvocisel). Polozme p; = 2. Predpokladejme, ze pro n¢-
jakén € N jiz mame definovan ¢len p,. Podle Prikladu je mnozina prvocisel
nckoneénd, a proto je mnozina A, = {k € N; k > p,.k je prvocislo} neprazdna.
Podle Véty ma tato mnozina nejmensi prvek. Polozme p,+; = min 4,. Tim
jsme rekurentné definovali nekone¢nou posloupnost {p, }, kde p, je n-té prvocislo,
tedy p1 =2, po =3, p3 =5, pa =7, ps = 11, ps = 13, ... Urcit n-ty ¢len této po-
sloupnosti pro dané n € N je obecné velice obtizné. Dalsi informace o prvocislech
je mozné nalézt naptiklad v knize [[7].

Zadani posloupnosti mize byt né¢kdy velice osobité, jak ukazuje nasledujici

priklad.

2.1.6. Posloupnost, oznac¢ovana v anglicky psané literatute vyrazem look and say
sequence, jejiz zacatek ma tvar

1, 11, 21, 1211, 111221, ...,

je zadana nasledujicim predpisem: a; = 1 a pro kazdé n € N dostaneme hodnotu
¢lenu a, 41 ,specialnim prectenim® ¢islic v dekadickém zapisu ¢lenu ay,. Clena; =
1 pre¢teme jako ,jedna jednicka®, coz zapiseme ve tvaru a, = 11. Clen a, precteme
jako ,dv¢ jedni¢ky“ a dostaneme a3z = 21. Timto zpisobem postupujeme dale.
Naptiklad ¢len ag ziskame prectenim clenu as = 111221 ve formé ,,tfi jednicky, dvé
dvojky, jedna jednicka®, takze as = 312211. Posloupnost je tedy zadana rekurentné
a presna formulace jeji definice by vyzadovala jesté jisté usili. Dalsi informace o této
kuriézni posloupnosti lze nalézt napiiklad v ¢lanku [[].

Posloupnost chapeme jako zobrazeni, nebot jde o zobrazeni mnoziny pfiroze-
nych ¢isel do mnoziny ¢isel realnych. Nasledujici definice je tedy jenom opakova-

nim Definice pro posloupnost.

2.1.7. Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
e shora omezena, jestlize mnozina viech ¢lent této posloupnosti je shora
omezena,
e zdola omezena, jestlize mnozina vsech ¢leni této posloupnosti je zdola
omezena,
e omezena, jestlize mnozina vsech ¢lend této posloupnosti je omezena.

2.1.8. Posloupnost {a,} je shora omezena pravé tehdy, kdyz existuje ¢islo K € R
takové, ze pro kazdé n € N plati a, < K. Podobn¢ posloupnost {a,} je zdola
omezena pravé tehdy, kdyz existuje ¢islo K € R takové, ze pro kazdé n € N plati
a, > K. Kone¢né omezenost posloupnosti {a,} je charakterizovana v nasledujicim
lemmatu.

Leonardo Fibonacci (asi 1170—1250)
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2.1.9. Lemma. Necht {a,} je posloupnost. Pak {a,} je omezena pravé tehdy, kdyz
existuje ¢islo K € R takové, ze pro kazdé n € N plati |a,| < K.

Ditkaz. =  Diky omezenosti mnoziny {a,; n € N} nalezneme ¢isla A, B € R
takova, ze pro kazdé n € N plati A < a, < B. Polozme K = max{|A|, |B|}. Pak
ztejmé plati —K < a, < K, a tedy |a,| < K pro kazdén € N.

& Necht K € R splniuje |a,| < K pro kazdén € N. Pak —K < a, < K pro kazdé
n € N, a tedy mnozina ¢lenti posloupnosti {a,} je omezena. [

Nasledujici definice je obdobou Definice pro posloupnosti.

2.1.10. Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,} je

rostouci, jestlize pro kazdan,m € N,n < m, plati a, < a,,
Klesajici, jestlize pro kazdan,m € N,n < m, plati a, > am,
neklesajici, jestlize pro kazdan,m € N,n < m, plati a, < ap,
nerostouci, jestlize pro kazddn,m e N,n < m, plati a, > a,.

Rekneme, ze posloupnost {a,} je monoténni, jestlize je nerostouci nebo neklesa-
jici. Rekneme, ze posloupnost {a,} je ryze monoténni, jestlize je rostouci, nebo
klesajici.

2.1.11. Upozornéme, ze vyrok ,Posloupnost {a,} je neklesajici.“ neni negaci vy-

roku ,Posloupnost {a,} je klesajici.“ Naptiklad posloupnost {(—1)"} neni klesajici,

avsak neni ani neklesajici. Podobné je tomu s vyroky ,,Posloupnost {a,} je neros-
h

13

touci.“ a ,,Posloupnost {a,} je rostouci.“ Srovnejte s [1.7.2.

2.1.12. Necht {a,} je posloupnost. Potom {a,} je rostouci pravé tehdy, kdyz pro
kazdé n € N plati a, < a,41. Implikaci < lze dokazat snadno matematickou
indukci, opa¢na implikace je zfejma. Obdobna tvrzeni plati i pro ostatni typy mo-
notonie.

2.2. Vlastni limita posloupnosti

2.2.1 (motivace pojmu limita). (a) Uvedeme dva jednoduché modely z oblasti ban-
kovnictvi. Klient banky si u ni ulozi ¢astku ve vysi a korun ¢eskych s ro¢nim Grokem
p procent. Po uplynuti jednoho roku bude tedy ziistatek na Gctu roven (1 + p)a,
kde p = 755. Na konci n-tého roku bude potom zistatek a, roven (1 + p)"a. Po-
sloupnost {a,}72, tedy vyjadiuje vyvoj stavu konta na konci jednotlivych let.

Ve druhém prikladé pujci banka klientovi ¢astku ve vysi a korun ¢eskych s tiro-
kem p procent na dobu jednoho roku. Po uplynuti lhiity musi tedy dluznik zaplatit
¢astku (1 + p)a, kde opét p = 155. Pokud by banka rozdélila rok na dvé ptlroéni
tirokovaci obdobi, byla by dluzna ¢astka na konci prvniho piilroku rovna (1 + £)a

a na konci roku by musel klient zaplatit ¢astku (1 + g)za. Pokud by banka rozdé-
lila rok na n stejné¢ dlouhych trokovacich obdobi, musel by klient na konci roku

zaplatit ¢astku b, = (1 + 2)"a.
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Budou hodnoty a, a b, s rostoucim n rust? Pokud ano, mohou rist ,nade
vsechny meze“ nebo se budou ,,blizit“ k néjaké hodnoté? K zodpovézeni téchto
otazek pouzijeme vysledky, které odvodime v této kapitole.

(b) Pomoci posloupnosti s nekone¢nym poctem ¢lentt mazeme také aproximovat
hodnotu jistého ¢isla A4, které je pro nas z néjakého divodu zajimavé. Cleny takové
posloupnosti by mély s rostoucim n stale presnéji aproximovat hodnotu A. Takto
postupoval Archimédés ([2]), kdyz pocital délku obvodu kruhu ptiblizné pomoci
obvodu pravidelného mnohouhelnika. Cim mél mnohothelnik vice stran, tim byl
jeho obvod lepsim priblizenim skute¢nému obvodu kruhu.

V uvedenych piikladech, ke kterym se jesté pozdéji vratime (vizte a??),
jsme neformalné uzili slov ,blizit se“ a ,pfiblizovat se” o clenech posloupnosti. V té-
to kapitole dime témto obratim pfesny matematicky vyznam zavedenim pojmu
limita posloupnosti. Pojem limity ma pro matematickou analyzu zasadni vyznam
a v tomto textu se s nim budeme setkavat témérf neustéle.

Definice limity.

2.2.2 (intuitivni pojem limity). Uvazujme posloupnost {a,} definovanou predpi-
sema, = (—1)" pron € N. Zda se byt zfejmé, ze pro tuto posloupnost nelze nalézt
néjaké realné &islo, k némuz by se jeji cleny ,blizily® (vizte Obrazek ).

OBRAZEK 1.

Necht nyni a, = 1+ (—%)", n € N. Nasledujici obrazek zachycuje chovani
prvnich deseti ¢lent této posloupnosti.
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OBRAZEK 2.

v 76

V tomto piipad¢ se naopak zda, Ze ¢leny posloupnosti {a, } se s rostoucim n ,,blizi
k ¢islu 1. Tento intuitivni ndhled nyni vyjadiime pomoci matematicky pfesnych
pojmu.

2.2.3. Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel a A € R. Rekneme, Ze
posloupnost {a,} ma limitu rovnou 4, jestlize plati

VeeR, e>0Impe NVneN, n>ng: |a, — A| <e. 2.1

2.2.4. Chceme-li tvrdit, ze limitou posloupnosti {a, } je realné ¢islo A, musime ové-
fit podminku @) Pro libovolné zadané kladné ¢islo € musime nalézt prirozené
¢islo (index) ng takové, aby byla odchylka kazdého ¢lenu posloupnosti s indexem
n vétsim nebo rovnym tomuto ng od hodnoty A mensi nez ¢, tedy |a, — A| < e.
Jinymi slovy, pro libovolné ¢ € R, & > 0, hledame takové ng € N, aby platil vyrok

VneN,n>ny: |la, — A| <e. 2.2

Nalezené ng bude obecné zaviset na volbé . Vizte nasledujici dva obrazky.

Na Obrazku H vidime jednu z moznych voleb ¢isla ng pro zadané e. Na Obraz-
ku @ bylo zadano ¢’ mensi nez €. Pro toto nové zadani ovSem index n¢ jiz podmin-
ku % nesplnuje, nebot existuje n € N, n > ng, pro které nerovnost |a, — A| < &’
neplati. Proto musime nalézt jiny index ng (vétsi nez ng), aby podminka @, kde
€ je zaménéno za &' a ng je zaménéno za ny, byla splnéna.
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A—|—8""'."'. --------------- ) .
R . A+¢ R _ TThThmTito
A ST B Ll e
A —et+---- 2 o e e e e e e *
T na
OBRAZEK 3. OBrAZEK 4.

2.2.5 (formule jako hra). Na ovérovani podminky ( je mozné také nahlizet ja-
ko na hru, v niz se utkaji dva hraci. Prvni hra¢ (nas protivnik) voli v prvnim tahu
hry kladné realné ¢islo €. Nasim tkolem (v roli druhého hrace) je zvolit ve druhém
tahu hry pfirozené ¢islo ng. Ve tfetim (poslednim) tahu hry voli prvni hra¢ ptiro-
zené Cislo n splnujici n > ng. Pokud |a, — A| > &, vyhrava prvni hrac, v opaéném
piipadé vitézime my. Pokud dokazeme vyhrat libovolnou takovou partii, je limitou
posloupnosti {a, } ¢islo A. Vsimnéme si, ze ve druhém tahu volime n¢, aniz bychom
védeli, které n zvoli nas protivnik v tahu nasledujicim. Tato skute¢nost odpovida
poradi kvantifikdtort v podmince

2.2.6. Véta (jednoznacnost limity). Necht {a,} je posloupnost, kterd ma limitu
rovnou A € R a zaroven ma limitu rovnou B € R. Potom plati 4 = B.

Diikaz. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Podle definice limity existuji prirozena ¢isla nyg, np
takova, ze pro kazdé n € N,n > ny, je |a, — A| < e apro kazdén e N, n > np, je
lan — B| < €. Polozme ng = max{ny,np}. Potom plati ng > nqing > np, a tedy
|a,,0 — A‘ <ei |an0 — B| < ¢. Odtud a z trojihelnikové nerovnosti ([1.10) méame

|A— B| =|A—any + an, — B|
S}A—an0‘+|an0—B]<8+8=28.

Protoze |A — B| < 2e prokazdée € R, & > 0, je podle Lemmatu |A—B| =0,
neboli A = B. ]

2.2.7. Oznaceni. Jestlize ma posloupnost {a,} limitu rovnou néjakému realné-
mu dislu, pak je tato limita podle Véty ur¢ena jednoznacné a oznacujeme

ji symbolem lim, o ay. Je-li limitou posloupnosti {a, } realné ¢islo A4, pak piseme
) n—o0 . v o .

lim, 500 an = A neboa, — A. Nehrozi-li nedorozuméni, piseme nékdy pouze
lima, = A nebo a, — A.

2.2.8. K zavedeni symbolu lima, potfebujeme tvrzeni Véty . Kdyby totiz
posloupnost méla vice nez jednu limitu, pak by nebylo jasné, co symbol lima,
vlastné oznacuje a rovnost lima, = A by nedavala smysl.
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2.2.9. Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych cisel. Rekneme, e {an} kon-
verguje (je konvergentni), jestlize existuje 4 € R takové, ze lima, = A, neboli
plati

JAeRVeeR, e>03Inge NVneN, n>ng: |la, — A| <e.
Je-li posloupnost konvergentni, fikame téz, ze ma vlastni limitu. Jestlize posloup-
nost nema vlastni limitu, pak fikame, ze diverguje (je divergentni).

2.2.10. Priklad. Nechtc € R a pro kazdén € N platia, = c. Dokazte, zelima, =
c.

Reseni. Zvolme libovolné ¢ € R, & > 0. Polozme ny = 1. Potom pro kazdé n € N,
n > ng, mame |a, —c| = |c —c| = 0 < ¢, takze podle definice limity dostavame
lima, = c. *

Nasleduycl prlklad ukazuje, ze hodnota limity konvergentni posloupnosti ne-
musi byt prvkem mnoziny jejich clent.

2.2.11. P¥iklad. Dokazte, Ze lim 1 » =0.

Réseni. Zvolme ¢ € R,e > 0. Podle Archimédovy vlastnosti realnych cisel (Vé-
ta nalezneme ny € N takové, Ze ng > % Potom pro kazdé n € N, n > ny,
plati - 1< % < ¢. Pro kazdé n € N dale platl' 1>0,a tedy % > —e&. Odtud plyne,
ze pro kazdé n € N, n > no, plati —e < - < &, neboli |- —O| < ¢. To podle definice
limity znamena, Ze lim 1 »=0. *

2.2.12. Priklad. Dokazte, ze lim n"? =1.

Resend. Nejprve si uvédomime, ze pro kazdé n € N plati
‘ n 1‘_‘n—(n+2) ‘ ‘_
n+2 N n+2 n-+2 n+2

Zvolme libovolné ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme ng € N takové, ze 0 <

+2<8

Tuto vlastnost ma jakékoli ng € N splnujici no > % - 2. Ex1stence takoveho no
vyplyva z Archlmedovy Vlastnostl realnych &isel (Véta [1.5.29). Potom pro kazdé

n € N,n > ny, zfejmé platl a7 < +2 <e. Protaton € N dostavame
n 2 2
T e
n+42 +2 " ng+2
Podle definice limity tedy plati lim 25 = 1. ry

2.2.13. Negaci vyroku ,,Posloupnost {an}Je konvergentni.“ lze podle zapsat

ve tvaru
VAeRIeeR,e>0Vnpe NIneN,n>ng: |a, — A| > ¢

Mame-li dokazat, ze zadana posloupnost nema vlastni limitu, pak musime pro kaz-
dé A € R ukazat, Ze A neni limitou této posloupnosti. Predpokladame tedy, ze A4
je libovolné realné ¢islo a v zavislosti na ném volime vhodné ¢ € R, ¢ > 0. Tento
postup predvedeme v nasledujicich dvou prikladech.
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2.2.14. Piiklad. Dokazte, ze posloupnost {n*} nem4 vlastni limitu.

Reseni. Provedeme dtikaz sporem. Piedpokladejme pro spor, ze limn* = 4 € R.
Pro ¢ = 1 nalezneme ny € N takové, ze plati
VneN,n>ng: n*— Al <e=1. (2.3)
S pomoci Archimédovy vlastnosti (Véta ) nalezneme n € N takové, Ze n >
max{|A| + 1,no}. Pak plati n* > n > |4| + 1, a tedy podle Diisledku (a) plati
n* — Al =n*—|A| = |A| + 1 - |A| =1 =¢,

COZ je spor s @) *
2.2.15. Priklad. Dokazte, Ze posloupnost {(—1)"} nema vlastni limitu.

Reseni. Necht A je libovolné realné ¢islo. Polozme ¢ = 1. Je-li A > 0 ang € N, pak
volime liché n € N, n > ng. Potom plati

(=)' —A|=|-1-A|=14+A4>1=¢
JeliA <0ang € N, pak volime sudé n € N, n > ng. Potom plati
1) — Al =[1—-Al=1-A>1=¢.

Posloupnost {(—=1)"} tedy nema vlastni limitu.

Narozdil od Pfiklad, kdy bylo mozné za ¢ zvolit jakékoliv kladné ¢islo,
2.2.15

nelze pri feseni Prikladu 5 volit ¢ libovolné. Naptiklad volba ¢ = 3 by k feSeni

nevedla. Cislo & zde musime zvolit ,,dostateén& malé. ry
V Ptikladu jsme na zakladé definice ovéfili, ze &fslo 1 je opravdu limitou
posloupnosti {n”ﬁ} ve smyslu Definice . V Prikladech a jsme

uzili této definice k ditkazu neexistence vlastni limity pfislusnych posloupnosti.
Definice sama nam ale nedava navod, jak limitu vypocitat. V dalsi ¢asti této kapi-
toly odvodime véty, které objasni zakladni vlastnosti limit a dale budou uzite¢né

pii vypoctech limit konkrétnich posloupnosti.

2.2.16. Véta. Necht{a,}a {b,}]jsou posloupnosti,lima, = A € Raexistujen; € N
takové, ze a, = b, pro kazdén € N, n > ny. Pak plati limb, = A.

Dikaz. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme n, € N splnujici
VneN, n>ny: |la, — A|l <e.

Polozme ny = max{ny,n»}. Potom pro kazdé n € N, n > nyo, plati |b, — A| =
lan — A| < &. Tedy limb, = A. [

2.2.17. Predchazejici vétu lze formulovat i nasledujicim zptsobem. Zménime-li
u dané konvergentni posloupnosti {a, } kone¢né mnoho ¢leni, pak mé nové vznikla
posloupnost {b,} stejnou limitu jako posloupnost {a,}. Pokud je totiz mnozina
{n € N; a, # by} kone¢na, potom je omezena, a tedy existuje n; € N takové, ze
pro kazdén € N, n > ny, platia, = b,.
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Diky tomuto pozorovani mizeme zesilit vysledek Prikladu . Nechtc €
R, {an} je posloupnost a existuje n; € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati
a, = c. Potom lima, = c, jak vyplyva z Prikladu a Véty .

Nyni zformulujeme nékolik podminek ekvivalentnich podmince @ v defi-
nici limity posloupnosti. Casto je totiz snazsi ovérit nékterou z téchto podminek
nez podminku pivodni.

2.2.18. Lemma. Necht {a,} je posloupnost a A € R. Pak lima, = A pravé tehdy,
kdyz existuje K € R, K > 0, takové, ze plati

VeeR,e>03ngeNVneN, n>ng: |a, — A < Ke. 2.4
Diikaz. = Z definice limity plyne, ze @) plati pro K = 1.
&  Necht K € R, K > 0, je ¢islo splnujici @ Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. PoloZme
¢’ = %.Podle @) k tomuto & existuje ng € N takové, ze pro kazdén € N,n > no,
plati |a, — A| < K¢’ = . K zadanému ¢ > 0 jsme tedy nasli ng € N takové, ze pro
kazdén € N, n > ng, mame |a, — A| < ¢. Jinymi slovy, plati lima, = A. ]
2.2.19. Lemma. Necht {a,} je posloupnost a A € R. Potom lima, = A pravé
tehdy, kdyz existuje g9 € R, g9 > 0, takové, ze plati

VeeR,e€(0,60)Ing e NVneN,n>ng: la, — A| <e. (2.5)
Dikaz. = Polozme g9 = 1. Potom (2.5) plyne z definice limity a [1.1.26(a), kde
klademe M, = (0, 00), M = (0,1) a V(¢) je vyrokova forma

dnge NVneN,n>ng: |la, — A| <e.

< Zvolme e € R, & > 0. Polozme ¢ = min{e, 22}. Potom ¢’ € (0, &), a tedy
podle @) k nému existuje np € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati
lan — A| < & < e. Tedy lima, = A. ]

2.2.20. Z Lemmatu plyne, Ze pro ovéreni existence vlastni limity posloup-
nosti staci vysetfit jen ¢ z intervalu (0, &9), kde &g je dano. Stadi se tedy zabyvat jen
»malymi hodnotami® e, coz v dal$im textu usnadni nékteré dikazy.

2.2.21. V definici limity posloupnosti (Definice miize byt nerovnost n > ng

ckvivalentné nahrazena nerovnosti n > ngy. Podobné nerovnost |a, — A| < ¢ maze

byt ekvivalentné nahrazena nerovnosti |a,—A| < e. Prvni z téchto tvrzeni je snadné.
Pro ditkaz druhého tvrzeni si nejprve uvédomime, ze z podminky trivialné
plyne vyrok

VeeR, e>0IngeNVneN, n>ng: la, — A| <e. (2.6)
Jestlize naopak plati @), potom

VeeR,e>03Imye NVreN, n>ng: la, — A|] <2e.

Odtud pomoci Lemmatu vyplyva @

Nasledujici dvé véty ukazuji vztahy mezi limitami posloupnosti {a,} a {|a,|}.
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2.2.22. Véta. Necht {a,} je posloupnost, A € R alima, = A. Pak lim |a,| = |4].
Diikaz. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme ny € N takové, Ze
VneN,n>ng: |a, — A| <e.

Potom pro kazdén € N,n > ng, plati podle Dasledku [[.5.19(a) odhad ||a,|—|A4]| <

lan — A| < e. Celkem tedy mame
VeeR,e>03ng e NVn e N,n > nyp: ||an| - |A|| <e.
To ale podle definice znamena, ze lim |a, | = |4]. ]

2.2.23. Opacna implikace ve Vété obecné neplati. Napiiklad posloupnost
{(=1)"} nemé vlastn{ limitu (vizte Pfiklad .2.15), ale lim [(=1)*| = lim1 = 1.

Pokud ovsem A = 0, pak opa¢na implikace plati, jak ukazuje nasledujici véta.

2.2.24. Véta. Necht {a,} je posloupnost. Potom lima, = 0 pravé tehdy, kdyz
lim |a,| = 0.

Diikaz. Podle definice limity je lima, = 0 pravé tehdy, kdyz
VeeR,e>03Imge NVrneN,n>ng: |a,| <e,
zatimco lim |a,| = 0 pravé tehdy, kdyz
VeeR,e>03ng € NVneN,n=>ng: ||as]| <e.
Protoze ||an || = |a,|, jsou oba vyroky ekvivalentni. [

Nyni se budeme vénovat vztahu mezi existenci vlastni limity a omezenosti po-
sloupnosti.

2.2.25. Véta. Necht {a,} je konvergentni posloupnost. Potom je {a,} omezena.

Diikaz. Podle predpokladu existuje 4 € R takové, ze lima, = A. Polozme ¢ = 1.
Podle definice limity nalezneme ny € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ny, je
lan — A] < 1. Mnozina {|a,|; n € N,n < no} je kone¢na, a tedy je podle Véty 1.6.14
omezena. Necht M € R je jeji horni zavora. Potom podle Véty [L.5.11 pro kazdé
n € N,n > ny, plati

lan| < lan — Al + |A] < 1+ |A],
a tedy
lay| < M, pokudn € N, 1 <n < ny,
= |A] +1, pokudn e N,n > no.

Nyni polozme K = max{M, |A| + 1}. Pak pro vSechna n € N plati |a,| < K, a {a,}
je tedy omezena. m

2.2.26. (a) Z Véty vyplyva, ze kazda neomezena posloupnost je divergentni.

(b) Omezenost posloupnosti neni postacujici podminkou pro jeji konvergenci. Na-
piiklad posloupnost {(—1)"} je omezena, av$ak neni konvergentni.
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Limita vybrané posloupnosti.

2.2.27. Definice. Necht {a,} je posloupnost a {n;}2, je rostouci posloupnost
ptirozenych cisel. Pak {a,, }2> | nazyvame vybranou posloupnosti z posloupnosti
{a,}, ptipadné podposloupnosti posloupnosti {a,}.

2.2.28. Necht {a,} je posloupnost. Nasledujici posloupnosti jsou vybranymi po-
sloupnostmi z posloupnosti {a, }:

e posloupnost {azx_1}72 , ¢lentis ,lichym indexem®a posloupnost {as¢ }72
¢lents se ,sudym indexem®, kde prislusnymi posloupnostmi {ny} jsou po
fadé {2k — 1} a {2k},

e posloupnost {ag4 132, kdeny =k + 1,k € N,

e posloupnost {a;2}> |, kde ng = k?,k € N,

e posloupnost {a,, }72 ,, kde py je k-té prvocislo, k € N.

Posloupnost {n;}z2, v Definici urcuje vybér téch ¢leni posloupnosti
{an}, které se objevi v podposloupnosti {an, }z2 ;. Posloupnost {n;}32; musi byt
podle definice rostouci. Napiiklad posloupnost az, az, a1, a4, as. ae., ... obecné ne-
urcuje podposloupnost posloupnosti {a, }.

2.2.29. Necht {a,} = {(—1)"}. Uvazujme podposloupnosti {az,—1}3, 12k},
a {ay2}72 . Posloupnost {az. 132, je konstantni a spliuje limg o0 a2x—1 = —1.
Také posloupnost {as; 72, je konstantni a spliiuje limy o0 azx = 1. Konecné po-
sloupnost {a;2}32 , splyva s ptivodni posloupnosti, a tedy je divergentni.

Pro divergentni posloupnost {(—1)"} jsme nalezli dvé jeji konvergentni podpo-
sloupnosti s riznymi limitami a jednu jeji divergentni podposloupnost. Posloup-
nosti vybrané z divergentni posloupnosti mohou tedy konvergovat k riznym limi-
tam nebo mohou divergovat. Pro posloupnosti vybrané z konvergentni posloup-
nosti je situace jednodussi, jak ukazuje nasledujici véta.

2.2.30. Véta (limita vybrané posloupnosti). Necht {a,} je posloupnost, lima, =
A € R a {ng}72, je rostouci posloupnost prirozenych ¢isel. Potom limyg_, o0 an, =
A.

K dtikazu véty budeme potfebovat nasledujici lemma.

2.2.31. Lemma. Necht {n;}2, je rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel. Potom
pro kazdé k € N plati ng > k.

Diikaz. Dtukaz provedeme matematickou indukei podle k. Protoze ny € N, zfejmé
mame n; > 1. Predpokladejme, ze pro k € N plati ny > k. Potom plati ng4q >
ng > k, nebot {ny} je rostouci. Z Lemmatu plyne, ze ngyy > k + 1. Tim je

tvrzeni podle principu matematické indukce dokazano. [
Diikaz Vety . Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme n* € N takové, ze
VneN,n>n": |a, — 4| <e. 2.7

Pro kazdé k € N,k > n*, plati diky Lemmatu nerovnost nx > k > n*, atedy
podle @) dostaneme |a,, — A| < &. Tim je véta dokdzana. =
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2.2.32. Necht {a,} je posloupnost. Jestlize existuji dvé podposloupnosti posloup-
nosti {a, } majici rizné vlastni limity, pak je {a,} divergentni. Kdyby totiz posloup-
nost {a,} méla vlastni limitu A, pak by obé podposloupnosti musely mit podle

Véty limitu A, coz by byl spor.

9.9.33. Uvahaz predchoziho odstavce nam umoznuje dokazat, ze limita posloup-
nosti {a,} = {(—1)"} neexistuje, jinym zptsobem, nez to bylo provedeno v Piikla-
du.2.15. Podle.2.29 je totiz limg o0 a2k = 1 alimg_o0 azk—1 = —1. Nalezli jsme
dvé podposloupnosti s riznymi limitami, a tedy lim(—1)" neexistuje.

Aritmetika limit. V dalsi ¢asti tohoto oddilu ukazeme, jak pojem limity sou-
visi s aritmetickymi operacemi.

2.2.34. Véta (aritmetika limit). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti, lima, = 4 €
R alimb, = B € R. Potom plati:

(@) lim(a, + by) = A+ B,

(b) lim (a, -b,) = A- B,

(c) je-li B # 0 a pro kazdé n € N plati b, # 0, pak lim ‘b‘—:’l = %.

Diikaz. (a) Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Podle definice limity existuji pfirozena ¢isla ny,
np takova, ze pro kazdén € N, n > ny, je la, — A| < e apro kazdén e N,n > np,
je |bp — B| < e. Polozime-li ng = max{n4,np}, pak pro kazdé n € N, n > ny, plati
obé uvedené nerovnosti.

Z trojihelnikové nerovnosti (Véta [1.5.11)) plyne, Ze pro kazdé n € N, n > ny,
plati

[(@n + bn) — (A + B)| = [(an — A) + (bn — B)|
<lan — Al + |bn — B| < e+ & = 2¢.

Dokazované tvrzeni tedy vyplyva z Lemmatu pro K = 2.

(b) Pted vlastnim ovéfenim tvrzeni podle definice limity provedeme nékolik pii-
pravnych avah. Posloupnost {b, } je konvergentni, a je tedy podle Véty ome-
zena. Jinymi slovy, existuje L € R, L > 0, takové, ze pro kazdé n € N plati |b,| < L.
Upravou vyrazu a,b, — AB a pouzitim trojuhelnikové nerovnosti (Véta [1.5.11)) do-
stavame pro kazdé n e N
|anby — AB| = |apby, — by A + by A — AB|
< |anby — by A| + |byA — AB]|
= |bnllan — Al + |A||bn — B|
=< L|an _A| + |bn _B|‘

(2.8)

Nyni zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Stejné jako v bod¢ (a) nalezneme ny € N takové, ze
pro kazdé n € N, n > ng, plati |a, — A| < € a |b, — B| < &. Tudiz pro kazdén e N,
n > no, plati dik @ lanby — AB| < (L 4+ |Al|)e. Dokazované tvrzeni tedy vyplyva
z Lemmatu 2.2.18 pro K = L + |A]|.
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(c) Obdobnymi tpravami jako v dtikazech predchozich tvrzeni dostavame pro kaz-
dé n € N nerovnosti

ay A‘_ a,,B—b,,A‘_ a,B — AB + AB — Ab,
b, Bl bu B o bn B
B— AB AB — Ab
NESTNI e
b, B b, B
4]
=—1\a, —A|+ b, — B|.
By = A 718y P B

Podle definice limity nalezneme ke kladnému ¢&islu 1 | B| takové ng € N, Ze pro
kazdén € N, n > ng, plati

|B —by| < 11|B]. (2.10)
Podle Disledku (a) a pro kazdé n € N, n > ny, plati
||B| = |bnl| < |B —bu| < 5 |B|. (2.11)

Vzhledem k tomu, Ze navic plati |B| — |b,| < ||B| — |by||, dostavdme podle (2.11)
pro kazdé n € N, n > ng, nerovnost |B| — |b,| < % |B|, a tedy také

1 2
< —. (2.12)
|bn| |B|
Polozme
2 2|4
K—max{m, 5 } (2.13)
Pak podle (2.9), a mame pro kazdén € N, n > no,
aw A| 2 2|4
ol e S g — A+ 22 b, - B
b, Bl = (g4 AT gz bn = Bl (2.14)

< K(lan — A| + |by — B).

Nyni zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Nalezneme n; € N takové, ze pro kazdé n € N,
n > ny, plati |a, — A| < € a |b, — B| < ¢. Polozme n, = max{ng,n;}. Pro kazdé

n € N,n > ny, potom diky .14) mame

a, A
— — —| < 2Ke.
b, B
Dokazované tvrzeni pak plyne z Lemmatu . ]

V dal$im textu se budeme n¢kdy odkazovat na diléi tvrzeni (a), (b), (c) Vé-
ty po rad¢ jako na vétu o limité souctu, vétu o limité soucinu a vétu o limité

podilu.
2.2.35. Priklad. Dokazte, ze plati lim nLZ =0.

ReSeni. Tvrzeni vyplyva z Piikladu a véty o limité soucinu (Véta (b))
pro posloupnosti {a,} = {b,} = {1}. *
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2.2.36. Podstatnym predpokladem véty o aritmetice limit (Véta je konver-
gence posloupnosti {a,} a {b,}. Uvedeme nékolik priklada.
e Necht {a,} = {(—=1)"} a {b,} = {(—1)"}. Pak jsou obé¢ posloupnosti diver-
gentni, ale lima,b, = 1.
e Necht {a,} = {n?} a {b,} = {%}, a tedy {a,b,} = {n}. Pak {a,} a {a,b,}
diverguji podle Véty a {b,} konverguje podle Ptikladu .
e Necht {a,} = {n} a {b,} = {an} Pak {a,} diverguje, {b,} konverguje
podle Prikladu a{anb,} = {%} konverguje.
Situace vypada obdobné i v piipadé ostatnich aritmetickych operaci. Konstrukce
piislusnych piikladii neni obtizna.

V dalsim vykladu se nim budou hodit nasledujici obecnéjsi verze vét o limité
souctu a limité soucinu.

2.2.37. Véta. Necht/ € N a pro kazdé j e {1,....1} je {a}1%%, posloupnost spl-
nujict limy, 00 a; = Aj € R. Potom plati:

@ limyooo Yoy ah = Y, 45,
(b) hmn%oo l_[j'zl a?]l = 1_[5‘:1 Al

Diikaz. (a) Pouzijeme matematickou indukci. Pro [ = 1 je tvrzeni ziejmé. Pred-
poklddejme nyni jeho platnost pro I € N. M¢éjme posloupnosti {a,},.... {alt1

s limitami A4; e R, j =1,...,] + 1. Podle indukéniho predpokladu plati

1 I
lim > al =) 4. (2.15)
j=1 j=1
Dale mame
I+1 /

fim, Yl = Jim () + 1)
j=

j=1
l I+1

= (ZA;') + A=) A,
j=1

j=1
pricemz druha rovnost plyne z @ a Véty (a).
(b) Tvrzenti lze dokdzat obdobné. [

2.9.38. Piiklad. Vypoditejte lim 252

2n2+47"
Reseni. Pro kazdén € N plati

n%+n n?+n

m2+7 w247
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Podle Prikladu je lim, . 1 = 1 a podle Ptikladu R.2.11] je lim% = 0. Tedy
lim(1 4 3) = 1. Podobné odvodime lim(2 + -5) = 2. Podle véty o limit¢ podilu
(Véta R.2.34(c)) dostavame

1+- Clim(+5) 1

lim - — =
2+ 5 hm(2 +3) 2

Pti po¢itani limit posloupnostl obvykle zapisujeme vypocet stru¢néji. V nasem

piikladu by zkraceny zapis vypadal nasledovné:

1+ - lim(1 + 1
e 2 (2.16)
2+ hm(2+n—2)
limn—>ool+1iml
- - 2.17
1+0 1
“257.0 2 18
2470 2 (2.18)

Napiseme-li v prib¢hu vypoctu nejprve rovnost , musime si byt védomi toho,
ze zatim nevime, zda tato rovnost plati. Rovnost bude platit, pokud ukazeme, ze
obé limity ve zlomku na pravé strané existuji vlastni a limita veJmenovatehJe nenu-
lova. Podobné rovnost - 2.17) bude platit, pokud ukazeme, ze vsechny limity j ?so

vlastnia vysledny vyraz ve menovatehje nenulovy Hodnoty limit ve vyrazu

vsak jiz zname a vypocet ) ukazuje, Ze vyraz ve jmenovateli je nenulovy Do-
stavame tak platnost prvni rovnosti v ), a diky tomu i platnost rovnosti

Odtud potom dostavame platnost rovnosti ), a tim korektnost celého feﬁeni.

P1i poditani limit musime kazdy krok vypoctu zdiivodnit. Nékdy jde jen o alge-
braickou tpravu pocitaného vyrazu, ¢asto pak pouzivame vétu o aritmetice limit,
piipadné jiz vypocitané limity. Bez zdtvodnéni neni feseni iiplné. Pozdéji v pokroci-
lejsich ¢astech skript jiz nebudeme podrobna zdtvodnéni uvadét, coz ale nezna-
mena, ze jsme je neprovedli. ry

Nasledujici vysledek obsahuje Jednoduche ale uzite¢né tvrzeni o limité po-
sloupnosti definované jako sou¢in omezené posloupnosti a posloupnosti s nulovou
limitou.

2.2.39. Véta. Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti, lima, = 0 a {b,} je omezena.
Potom lima, b, = 0.

Diikaz. Protoze {b,} je omezena, existuje K € R, K > 0, splnujici pro kazdé n € N
nerovnost |b,| < K. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Protoze lima, = 0, existuje ng € N
takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati |a,| = |a, —0| < €. Pro kazdé n € N,
n > no, tudiz plati

|anby — 0| = |anbn| = |an||bn| < Ke.
Tedy podle Lemmatu plati lima,b, = 0. ]

2.2.40. Tvrzeni Véty neplyne z véty o limité soucinu (Véta P.2.34(b)), pro-

toze posloupnost {b,} nemusi mit vlastni limitu.
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2.9.41. Piklad. Dokaite, 7e lim & = 0.
Resent. Tvrzeni plyne z Véty .2.39, nebot posloupnost {(—1)"} je omezend a plati

.
hm;:O. ¥y

Limita a usporadani. V predchozich vétach jsme uvedli nékolik dulezitych
souvislosti mezi pojmem limity a operacemi na mnozin¢ realnych ¢isel. Nyni se
zaméiime na vztah mezi limitou a usporadanim realnych ¢isel.

2.2.42. Véta (limita a usporadani). Necht A, B € R, {a,} a {b,} jsou posloupnosti
splnujici lima, = Aalimb, = B.
(@) Necht A < B. Potom existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny,
plati a, < by.
(b) Necht existuje n* € N takové, ze pro kazdé n € N, n > n*, plati a, > by,.
Potom A4 > B.

Diikaz. (a) Polozme e = %(B —A). Pak podle definice limity existuje n; € N takové,
ze pro kazdé n € N, n > ny, plati a, < A + . Dale opét podle definice limity
existuje n, € N takové, ze pro kazdé n € N, n > n», plati b, > B — e. Polozme
no = max{ny,ny}. Potom pro kazdé n € N, n > nyg, plati

A+ B

ay, <A+e= =B —¢& < by,

¢imz je tvrzeni (a) dokazano.
(b) Piedpokladejme pro spor, ze plati A < B. Potom podle tvrzeni (a) existuje ng €
N takové, ze pro kazdé n € N, n > ng, plati a, < b,. Polozme m = max{no,n*}.
Pak dostavame a,, < by, < apm, coz je spor. ]
2.2.43. Véta nam poskytuje moznost odhadnout shora nebo zdola hodno-
tu limity dané posloupnosti, o niz vime, ze konverguje, ale jejiz limitu nezname,
pomoci jiné posloupnosti, jejiz limitu zname.
V tvrzeni Véty (b) nelze nerovnostia,, > b, a A > B nahradit nerovnost-
mi a, > b, a A > B. Polozme napftiklad {a,} = {%} a {b,} = {0}. Potom zfejmé
plati a, > b, pro kazdé n € N, mame vs$ak lima, =limb, = 0.
2.2.44. Véta (o dvou straznicich). Necht {a,}, {b,} a {c,} jsou posloupnosti spliiu-
jict:
(a) existuje ng € N takové, ze pro kazdén € N, n > no, platia, < ¢, < by,
(b) {an} a{bs} jsou konvergentni a plati lima, = limb,.
Potom je {c,} konvergentni a plati lim¢, = lima,.
Ditkaz. Oznaéme lima, = A. Zvolme ¢ € R,e > 0. K nému podle predpokladu
(b) nalezneme ny,n, € N takova, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati
A—ec<ap,<A+e
a pro kazdé n € N, n > n, plati

A—e<b, <A+es.
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Polozme n3 = max{ng,ny,n2}. Odtud a z predpokladu (a) plyne, ze pro kazdé
n € N,n > ns, plati
A—s<a, <c, <b, <A+s,

a tedy |c, — A| < e. Tim jsme ovérili, ze platilime, = A. [

Neékolik prikladii. V nasledujicich piikladech pouzijeme pravé odvozené vy-
sledky a priklady samotné pouzijeme v dalsich vypoctech.

2.2.45. Priklad. Spoctéte lim (/1 + 1.
ReSeni. Pro kazdén € N plati 1 <14+ 1 < (1+ 1)2 Podle tedy pro kazdé

n € N plati nerovnosti
1 1
I</14+-=<1+-.
n n

Vzhledem k tomu, Ze lim 1 = lim(1 + %) = 1, dostavame podle véty o dvou straz-
nicich (Véta lim,/14+1=1. *

2.2.46. Priklad. Necht A € R, k € N a {a,} je posloupnost nezapornych realnych
¢isel splnujici lima, = A. Dokazte, ze A > 0 alim, o ¥/a, = VA.
Reseni. Nezapornost ¢isla A plyne z Véty (b) Predpokladejme nejprve, ze
A = 0. Zvolme ¢ € R,e > 0. K nému nalezneme ny € N takové, ze pro kazdé
neN,n>no,platia, < ¢k. Pro kazdén € N,n > ny, diky monotonii odmocniny
(vizte [[.7.19) plati 0 < /@, < e. Dostavame tedy lim,—e0o &/d@n = 0 = VA.

Nyni predpokladejme, ze A > 0. Pak podle Prikladu pro kazdé n € N
plati
(var - ¥). SRV VA

n * . i—1

Zj’c=1( Yan)k=i (¥ 4)’ (2.19)

‘ a, — A ‘ _ 1
S (Yankd (Vay T (v

Posledni nerovnost plati diky snadnému odhadu

| Yar - V| =

la, — Al.

k

D (Wan I (VAT = (VAT

Jj=1
jenz vyplyva z nezapornosti clenti posloupnosti {a, } a nezapornosti 4. Odtud a po-
uzitim rovnosti .
obdrzime podle Véty lim, 0| &/@n — V/A| = 0. Podle Véty plati
limy, o0 ( &/an — W) = 0. Odtud diky vété o limité souctu (Véta (a)) dosta-
vame lim, o %/a, = VA. ry
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2.2.47. P¥iklad. Dokazte, Ze lim ¥/n = 1.

Reseni. Vzhledem k tomu, Fe prokazdén € Nje ¥/n > 1, mtzeme psat ¥/n = 1+6,,
kde 6, = 0. Zvolme n € N, n > 2. Potom podle binomické véty (Véta plati

-1 —1
n=(1+6,)">1+nb, +n("—2)9,$ > "("—2)9,3.
Protoze platin — 1 > 2, dostavame
-1 2
> %93 > %93

Odtud a z monotonie odmocniny ([1.7.19) plyne \/%7 > 6,. Uvedena nerovnost

plati pro kazdé n € N,n > 2, a tedy podle Prikladu , Prikladu pro
k = 2 a z véty o limité soucinu (Véta (b)) dostaneme lim %ﬁ = 0, takze
podle Véty mame lim, o 6, = 0. Odtud plyne dokazované tvrzeni. ry

2.2.48. Priklad. Necht c € R, ¢ > 0. Dokazte, ze lim, o ¥/c = 1.

Reseni. Necht nejprve ¢ > 1. Pomoci Archimédovy vlastnosti (Véta nalezne-

me ng € N takové, ze ng > ¢. Potom pro kazdén € N,n > ng, plati 1 < ¥/c < ¥n.

Z véty o dvou straznicich (Véta a Piikladu plyne lim {/c = 1.
Nechtnynic € (0, ). Potom podle véty o limité podilu (Véta (c)) apodle

jiz dokazaného tvrzeni plati

. . 1
lim %/c = lim = =-=1.
n—00 n—o0o ,\,/I lim nf1 1
c n—o00 \/ ¢

2.3. Nevlastni limita posloupnosti

Definice nevlastni limity. Posloupnost {a,} = {n} je sice divergentni, ma vsak
nasledujici vlastnost. Pro libovolné K € R existuje ng € N takové, ze pro kazdé
n € N,n > no, plati a, > K. Vskutku, sta¢i pomoci Archimédovy vlastnosti (V¢é-
ta nalézt ng € N, ng > K. Obdobnou vlastnost ma napiiklad posloupnost
{bn} = {—n?}, pfi¢emz nerovnost a, > K je nahrazena nerovnosti b, < K. Ob¢
vlastnosti miizeme chapat jako jisté typy limitnitho chovani posloupnosti, i kdyz
jiné, nez je konvergence k realnému ¢islu, kterou jsme studovali v predchazejicim
oddilu. Tyto typy limitniho chovani formaln¢ zavedeme v nasledujici definici.

2.3.1. Definice. Rekneme, 7e posloupnost {a,} ma limitu rovnou oo (éteme plus
nckonec¢no), jestlize

VKeR3Inge NVne N, n>ny:a, > K.
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Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu rovnou —oo (¢teme minus nekonec¢no),
jestlize
VK e Rdnge NVne N,n>ny: a, < K.

Ma-li posloupnost limitu rovnou plus nebo minus nekone¢nu, fikame, ze ma
nevlastni limitu. Jestlize ma posloupnost limitu rovnou oo, pak fikdme, ze diver-
guje k co. Jestlize ma posloupnost limitu rovnou —oo, pak fikame, ze diverguje
k —oo0.

2.3.2. Priklad. Dokazte, Ze lim /n = oo.

Reseni. Zvolme K € R. Z Archimédovy vlastnosti realnych &isel (Véta [1.5.29) vy-
plyva existence ng € N splnujictho ng > K?. Potom pro kazdé n € N, n > ny, plati
Vn = /ng > |K| > K, ¢imz je tvrzeni dokdzano. *

Rozsifena mnozina realnych ¢isel.

2.3.3. Nckteré poznatky z predchazejictho oddilu rozsifime i na nevlastni limity.
K tomuto ticelu pridame k mnoziné realnych ¢isel dva nové prvky oo a —oo a od-
povidajicim zptisobem rozsifime aritmetické operace s¢itani, od¢itani, nasobent,
déleni a relaci usporadani. Operace sc¢itani a odcitani nelze definovat pro vsechny
dvojice prvkii z R U {—o0, oo} tak, aby tyto operace mély zaroven nékteré zadouci
vlastnosti (vizte Vétu P.3.5). Podobné je tomu s ndsobenim a délenim. Aritmetické
operace tedy budeme definovat jen pro nékteré dvojice prvki z R U {—o0, oo}. Kri-
tériem pro to, ktery vyraz a jak definujeme, je platnost véty o aritmetice limit i pro
nevlastni limity (vizte Vétu.

2.3.4. Definice. Rozsifenou mnozinou realnych ¢isel budeme nazyvat mnozinu
R U {oo, —oo} a budeme ji znacit R*.
Operace scitani. S¢itani rozsifujeme takto:

e VaecRU{oo}: 004+a=a+ oo = o0,

e Vae{—o0}UR: —o0+a =a+ (—o00) = —00.
Operace odcitani. Operace od¢itani dvou realnych ¢isel a, b je definovana jako
soucet ¢isla a a ¢isla opa¢ného k b, tj. a — b = a + (—b). Pro rozsifeni této opera-
ce postaci definovat ¢isla opacna k oo a —oo a pouzit predchozi rozsireni operace
s¢itani. Definujeme —(00) = —00 a —(—00) = oo.

Operace nasobeni. Definujeme:

e Va e (0,00)U{oo}:a-00=00-a = o0,
e Va € (0,00)U{oo}:a-(—o0) = (—0) -a = —o0,
e Va e {—oo} U (—00,0):a-00=00-a = —00,

Va € {—oo} U (—00,0): a - (—o00) = (—00) -a = oo.

Operace déleni. Operace déleni dvou redlnych ¢isel a, b je definovana jako soudin
¢isla a a inverzniho prvku k b, tj. § = a - % Pro rozsifeni operace déleni postaci
tedy definovat = =0a —— = 0.

—00
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Nasledujici vyrazy tedy nejsou definovany:

00+ (—o0), —oo+o00, 0-00, 00:0, 0-(—00), (—00)-0.

Relace usporadani. Definujeme:
e VaeR*: —c0 <a,
e YaeR*:a < oo.

2.3.5. Véta. Necht x, y,z € R*. Pak plati nasledujici rovnosti, pokud je alespon
jedna strana prislusné rovnosti definovana:

(@ x+y=y+ux,

b x+y)+z=x+ U +2),

(© xy = yx,

(d) (xy)z=x(2).

Ditkaz. Dokazeme tvrzeni (b). Pfredpokladejme, ze oo € {x, y,z}. Pak —o0 ¢ {x, y, z},
jinak by vyrazy na levé i pravé strané nebyly definovany. Dale je leva i prava strana
rovna oo, takze rovnost plati. Podobné pokud —co € {x, y,z}, pak oo ¢ {x,y,z}
a ovéteni rovnosti dokonéime obdobné. Zbyva moznost, kdy x, y,z € R. Pak jde
o znamou rovnost pro realna ¢isla.

Ostatni tvrzeni lze dokazat podobnym rozborem piipadd. [

2.3.6 (supremum a infimum v R*). Relace < na R*, jak jsme ji pravé definovali, je
ztejmé reflexivni, slab¢ antisymetricka a tranzitivni, a proto je relace < usporada-
nim na mnoziné R* ve smyslu Definice . Navic jde zfejmé o linearni uspora-
dani podle téze definice. Pojem suprema a infima mame tedy definovan i v tomto
ptipadé podle Definice .

Pro neprazdnou a shora omezenou podmnozinu realnych ¢isel se pojem supre-
ma v mnoziné R shoduje s pojmem suprema v R*. Shora neomezena podmnozina
R nema v R supremum, v R* je vSak timto supremem oco. Podobné zdola neomeze-
na mnozinav R ma infimum v R* rovné —oo. Kone¢né pro prazdnou mnozinu plati
podle definice inf@ = oo a sup@ = —oo, pokud uvazujeme supremum a infimum
vzhledem k R*.

2.3.7. Umluva. V nasledujicim textu budeme suprema a infima mnozin uvazovat
vzhledem k mnoziné R*. Pojmy omezenosti shora, omezenosti zdola, omezenosti
podmnozin R vsak budeme uvazovat jako doposud vzhledem k mnoziné R.

2.3.8 (absolutni hodnota v R*). Absolutni hodnotu rozsitime na R* tak, ze klade-
me |oo| = oo a |—oo| = oo.

Zakladni vlastnosti limit podruhé.

2.3.9. Definice je doplnénim Definice o ptipady, kdy limitou je bud
00, nebo —oo. Vime tedy, co znamena, ze posloupnost {a,} ma limitu rovnou 4,
kde bud 4 € R, nebo A = o0, necbo A = —oo. Nasledujici véta ukazuje, Ze vé-

ta o jednoznacnosti limity (Véta zustava v platnosti 1 pro takto rozsifenou
definici.
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2.3.10. Véta (jednoznacnost limity podruhé). Necht {a,} je posloupnost, ktera ma
limitu rovnou 4 € R* a zaroven md limitu rovnou B € R*. Potom plati 4 = B.

Diikaz. Dokazali jsme jiz, ze nejvyse jedno realné cislo miize byt limitou posloup-
nosti {a,} (Véta @ Zbyva dokazat, ze nemtze nastat zadny z pripadu:

(@) {an} je konvergentni a souc¢asné ma limitu oo,

(b) {an} je konvergentni a soucasné ma limitu —oo,

(¢) {a,} malimitu oo a soucasné —oo.

Pripad (a). Ptedpokladejme pro spor, ze plati (a). Podle Véty je {a,} omezena,
a tedy je omezena shora. Tudiz existuje K € R takové, ze a, < K pro kazdén € N.
Protoze ale soucasné ma posloupnost {a,} limitu oo, existuje prirozené ¢islo ng
takové, ze pro kazdé n € N, n > ng, je a, > K, coz je spor.

Pripady (b) a (c). Dtikaz je obdobny. ]

2.3.11. Oznaceni. Ma-li posloupnost {a,} nevlastni limitu, ozna¢ujeme hodnotu
této limity opét symbolem lima,. Pideme tedy lima, = oo nebo lima, = —oo.
Ke korektnimu zavedeni tohoto znacdeni pottebujeme Vétu (pro srovnani
vizte )

2.3.12. Pro kazdou posloupnost {a,} nastava pravé jedna z nasledujicich moznos-
ti:

vlastni, tj. je rovna realnému ¢islu,

existuje

lima, nevlastni, tj. je rovna oo, nebo —oo,

neexistuje.
2.3.13. Definice. Necht ¢ € R. Potom okolim bodu ¢ rozumime kazdou mnozinu

tvaru B(c,e) = (c —¢,c +¢), kde £ € R, & > 0. Okolim bodu 0o rozumime kazdou
mnozinu tvaru B(co, g) = (%, 00), kde ¢ € R, ¢ > 0. Okolim bodu —oco rozumime

kazdou mnozinu tvaru B(—o0, ¢) = (—o0, —%), kde e € R, ¢ > 0.

9.3.14. Lemma. Necht A, 4 € R*, A * A. Potom existuje € € R, & > 0, takové, ze
A¢ B(A,e).

Diikaz. Rozlisime nasledujici pripady.

Pripad A eR. Jeli také A4 € R, pak polozime ¢ = %M — A|. Potom zfejmé plati
A ¢ B(A,e). Jelli A = oo nebo A = —o0, zvolime ¢ € R, & > 0, libovolné a opét
dostaneme A ¢ B(A4,¢).

Prvz]bad/f = oc0. Jelli A € R, polozime ¢ = . Potom 4 < |A| + 1 = %, a tedy

b VISR

A ¢ B(A,¢). Jelli A = —o0, zvolime ¢ € R, ¢ > 0, libovolné¢ a opét obdrzime
A¢ B(Ae).

Pripad A = —o00. Tvrzeni 1ze dokazat obdobné jako pro A = oco. [ |

Zavedeni pojmu okolf (Definice .3.13) ndm umozuje ekvivalentné formulo-
vat pojem limity posloupnosti (vlastni i nevlastni). To je obsahem nasledujici véty.
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2.3.15. Véta. Necht {a,} je posloupnost a A € R*. Pak lima, = A pravé tehdy,
kdyz plati
VeeR,e>03nge NVn e N,n>ng:a, € B(4,¢). (2.20)

Diikaz. Pripad A € R. Potom je pro kazdé n € N a kazdé ¢ € R, & > 0, vyrok a, €
B(A, ¢) ekvivalentni vyroku |a, — A| < &. TakZe v tomto piipadé je formule (2.20)
shodnd a formuli @)

Pripad A = oc. Predpokladejme nejprve, ze lima, = A. Ovéfime . Zvolme
¢ €R,e > 0.Poloime K = % K nému nalezneme ng € N takové, ze pro kazdé
n € N,n > ng, plati a, > K. To podle definice okoli bodu co znamena, ze pro
kazdé n € N, n > ny, plati a, € B(co,¢). Odtud plyne .20).

Nyni predpokladejme, ze plati . Zvolme K € R. K nému nalezneme
e € R, & > 0, nasledujicim zptisobem. Je-li K < 0, zvolime ¢ € R, & > 0, libovolné.
Je-li K > 0, polozime ¢ = %. V obou piipadech pak plati 1 > K. K tomuto & pak
nalezneme ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati a, € B(co,¢). Potom
pro kazdé n € N, n > nyg, plati a, > %, a tedy a, > K. Odtud plyne lima, = A.

Pripad A = —oo. Dtikaz lze provést obdobné jako v predchozim pripadé. [

Ve zbyvajici ¢asti tohoto oddilu uvedeme obecnéjsi varianty n¢kterych vét, kte-
ré jiz zname z predchazejictho textu. Zatimco se vsak diive uvedena tvrzeni tykala
pouze vlastnich limit, zde budou véty formulovany i pro nevlastni limity. Nejprve

uvedeme obdobu Véty .

2.3.16. Véta. Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti, lima, = A € R* a existuje
ny € N takové, ze a, = b, pro kazdé n € N, n > n;. Pak také lim b, = A.

Dikaz. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme n, € N splnujici
VneN, n>ny:a, € B(A,e¢).

Polozme ng = max{n,n,}. Potom pro kazdé n € N, n > ng, plati b, = a,, a tedy
bn € B(A,¢). Odtud vyplyva, ze lim b, = A. [

2.3.17. Z predchozi véty plyne nasledujici zobecnéni . Zménime-li u po-
sloupnosti realnych ¢&isel {a,} splnujici lima, = A € R* kone¢né mnoho ¢lent,
pak ma nové vznikla posloupnost opét limitu A.

Nasledujici vysledek je zobecnénim Véty .
2.3.18. Véta. Necht {a,} je posloupnost alima, = A € R*. Pak lim |a,| = |A].
Diikaz. Je-li A € R, pak tvrzeni plyne z Véty . Necht A = oo. Diky predpo-

kladu lima, = A nalezneme no € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati
a, > 0, a tedy |a,| = a,. Tudiz podle Véty plati lim |a,| = lima,. Protoze
lima, = oo a |oo| = o0, plyne odtud, ze lim |a,| = |A|.

Kone¢né necht A = —o0. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Potom existuje ng € N takové,
ze pro kazdé n € N, n > ng, plati a, € B(—00,¢), a tedy také —a, € B(oo,z¢).
Odtud plyne, Ze pro kazdé n € N, n > nog, plati —a, > 0, a tedy |a,| = —a,. To
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znamena, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati |a,| € B(c0,¢), tedy lim |a,| = oo.
Protoze |A| = oo, dokazali jsme, ze lim |a,| = |A|. ]

Nasledujici véta je jistou ,jednostrannou obdobou Véty .
2.3.19. Véta. Necht {a,} je posloupnost alima, = oco. Pak je {a,} zdola omezena.

Diikaz. Polozme K = 1. Podle Definice k tomuto K nalezneme ng € N ta-
kové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati a, > 1. Mnozina {a,; n € N,n < no} je
konec¢na, a tedy je podle Véty omezené. Necht M € R je néktera jeji dolni
zavora. Potom

M, pokudn eN,1 <n <ny,
an =
1, pokudn e N,n > no.

Pro kazdé n € N tedy mame a, > min{M, 1}, takze posloupnost {a,} je zdola
omezena. -

2.3.20. Obdobné jako ve Vété lze dokazat, ze je-li {a, } posloupnostalima, =

—00, potom je {a,} shora omezena.

Limita vybrané posloupnosti podruhé. Nasledujici véta je zobecnénim Vé-

ty , které zahrnuje i nevlastni limity.

2.3.21.Véta. Necht A € R*, {a,} je posloupnost spliujicilim, o0 an = Aa{ng}5>,
je rostouci posloupnost prirozenych &isel. Potom limg o0 ap, = A.

Diikaz. Zvolme € € R, ¢ > 0. K nému nalezneme n* € N takové, ze
VneN,n>n*:a, € B(A,¢). (2.21)

Pro kazdé k € N,k > n*, plati diky Lemmatu nerovnost ng > k > n*, a tedy
podle (.21) dostaneme, Ze pro kazdé k € N,k > n*, plati a,, € B(4,¢). Tim je
véta dokazana. n

2.3.22. Tvrzeni Véty nelze obratit. Jako priklad mize opét poslouzit po-
sloupnost {(—1)"} a jeji podposloupnost {(—1)21‘}]‘;11. Nicméné plati nasledujici
tvrzeni, které v dal$im textu jesté vyuzijeme (napiiklad v Kapitole B).

2.3.23.Yéta. Necht ! € N a{n; 32 |, {ng}3 s - {nf{}zozl jsou rostouci posloup-
nosti prirozenych cisel takové, ze

{nl; je{l,....I}, ke N} =N. (2.22)

Necht A € R* a {a,} je posloupnost realnych ¢isel takova, ze pro kazdé j €
{1,....1} plati limg_, o a,; = A. Potom lima, = A.
k
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Dikaz. Zvolmee € R, e > 0. Knému podle definice limity nalezneme k1, k2, ... . k; €
N takova, Ze

VkeN, k>ki: an}c € B(A,¢),
VkeN, k>k,: a2 € B(A,¢),
(2.23)

VkeN, k>k;: ani € B(A,¢).

Polozme ny = max{n,lcl,niz,...,nil}. Zvolme n € N,. n > ng. Diky podmin-
ce (£.29) existuji j € {1,...,1} am € N takova, 7e n = nj,. Potom plati

o _ J
n, =nZno = np .
Posloupnost {ni}z‘;l je rostouci, a proto m > kj. Podle j-té podminky v (2.23)

dostaneme a, = a,i € B(A,¢), ¢cimz je tvrzeni dokazano. ]
m

2.3.24. Specialnim piipadem predchozi véty je nasledujici tvrzeni. Necht {a,} je
posloupnost spliujici

lim as; = lim a1 = A € R*.
k—o00 k—o00
Potom lim, o a, = A.

2.3.25. Ye Véee je diilezité, Ze pocet posloupnosti {n}}% |, {(n2}2,, ...,
{nf{},‘f’:l je konecny. Pro nekonecny pocet téchto posloupnosti tvrzeni neplati, jak
ukazuje Priklad .

Aritmetika limit podruhé. Nasledujici véta je zobecnénim véty o aritmetice

limit (Véta R.2.34).
2.3.26. Véta (aritmetika limit). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti, lima, = 4 €
R* alimb, = B € R*. Potom plati:

(@) lim (a, + b,) = A+ B, pokud je vyraz na pravé stran¢ definovan,

(b) lim (a, - by) = A - B, pokud je vyraz na pravé stran¢ definovan,

(¢) je-li b, # 0 pro vSechnan € N, pak lim Z—Z = %, pokud je vyraz na pravé

strané definovan.

Diikaz. Tuto vétu lze dokazat obdobné jako Vétu . Uvedeme pouze dikaz
tvrzeni (b), a to v ptipadé¢, kdy A e R, 4 < 0,a B = —o0.

Chceme tedy dokazat, Ze lim(ay, - by) = co. Necht K € R. Polozme ¢ = —1 4.
Potom & > 0. Z predpokladu lima, = A a z definice limity vyplyva existence
takovéhony € N, ze prokazdén € N,n > ny, platia, € (A—e, A+¢) = (34, 3A).
Podobné z predpokladu limb, = —oo plyne existence takového n, € N, ze pro
kazdé n € N, n > n», plati b, < min{0, %}. Polozme ny = max{ni,n,}. Potom
pro kazdé n € N, n > ny, plati

1
an-bn>§A-bn > K.



2.3. NEVLASTNI LIMITA POSLOUPNOSTI 89

Tim je dokazano, ze lim(ay, - b,) = oo. ]

2.3.27. Vime-li pouze, ze lima, = oo alimb, = —oo, pak odtud nemtizeme vy-
vodit zadnou informaci o existenci nebo hodnoté lim(a, + b,). Necht napriklad
AeR,{ay} ={n}alb,} ={—n+ A}. Pak

lima, = oo, limb, =—-00 a lim(a, + b,) = A.

Vyraz oo — 0o nelze tedy definovat tak, aby platila véta o limité souctu. Existence
a pripadné i hodnota lim(a, + b,) zavisi na jemnéj$im chovani posloupnosti {a,}
a{b,}. Predpoklad, ze vyrazy na pravych stranach jsou definovany, nelze tedy z véty
o aritmetice limit (Véta 2.3.26) vynechat.

92.3.28. Necht! € N a pro kazdé j € {1,...,1} je {a}}22, posloupnost splitujici
limy—o0 ay = A; € R*. Potom plati:
(@) limy—eo ijl a£ = Z§=1 A;, pokud je vyraz na pravé strané definovan,
(b) lim, oo Hﬁ.:l a) = ]_[_i.=1 Aj, pokud je vyraz na pravé stran¢ definovan.

Tyrzeni Ize dokazat obdobné jako Vétu R.2.37.
Podle odstavce pro vypocet lim £, kde lim b, = 0, nemtizeme bezpro-

stfedné pouzit vétu o limité podilu (Véta (©)), nicméné plati nasledujici véta.

2.3.29. Véta. Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti splnujici:

e pro kazdé n € N plati b, # 0,

o lima, =AcR*aAd>0,

e limb, =0,

e cxistuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ny, plati b, > 0.
Potom lim Z—Z = 0.

Diikaz. Posloupnost {3} je dobfe definovéna, nebot b, # 0 pro kazdé n € N.

Pripad A € R, A > 0. Zvolme K € R. Polozme ¢ = %A. K nému nalezneme n; € N
takové, ze

VheN, n>njia,>A—ec=A—14=

! A.

1
2
Polozme L = max{l, K}. Nalezneme n, € N takové, ze

A
VneN,n>ny: b, < —.
2L

Potom pro kazdé n € N, n > max{ng,n,n,}, plati
n 1y, 14.
b, 2 b, 2 A

Tim jsme ovéfili, ze lim % = oo.
n
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Pripad A = oco. Zvolme opét K € R a polozme L = max{l, K}. Nalezneme ny,n;, €
N takova, Ze

VneN, n>ny:a, >1,

1
VneN,n>ny: b, < —.
L
Potom pro kazdé n € N, n > max{ng,ni,n,}, plati
1
dn 1.2 s1.L=L>K.
by by
Tim je tvrzeni dokazano. ]

Limita a usporadani podruhé. Nasledujici vétu je mozno dokazat obdobné
jako Vétu p.2.49.

2.3.30. Véta (limita a usporadani). Necht 4, B € R*, {a,} a {b,} jsou posloupnosti
splnujici lima, = Aalimb, = B.
(@) Necht A < B. Potom existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N,n > ny,
platia, < b,.
(b) Necht existuje n* € N takové, ze pro kazdé n € N,n > n*, plati a, > by,.
Potom A > B.

Pro nevlastni limity plati nasledujici dvé varianty véty o dvou straznicich.

2.3.31. Véta. Necht {a,} a {c,} jsou posloupnosti splnujici:

(a) existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ny, platia, < c,,
(b) lima, = occ.

Potom plati lim ¢, = oo.
Dikaz. Zvolme K € R. K nému nalezneme n; € N takové, ze pro kazdé n € N,

n > ny, plati a, > K. Pro kazdé n € N,n > max{ng,n.}, pak plati ¢, > a,, a tedy
cn > K. Tim je dokazano, ze lim¢, = oo. [ |

Podle predchozi véty staci nalézt pouze jednoho ,straznika® k dikazu tvrzeni
limc, = oo. Nasledujici véta je jeji zfejmou obdobou pro posloupnosti s limitou
—00.

2.3.32. Véta. Necht {b,} a {c,} jsou posloupnosti splnujici:

(a) existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati b, > c,,

(b) limb, = —oo.

Potom plati lim ¢, = —o0.

2.3.33. Definice. Necht g € R a @ € R. Potom posloupnost {eg"}52; nazyvame
geometrickou posloupnosti.
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2.3.34. Priklad (limita geometrické posloupnosti). Dokazte, ze plati

00, pokud g € (1, 00),
lim g" =} b pokudg =1,
n—00 0, pokud g € (—1,1),

neexistuje, pokud ¢ € (—oo0, —1].

Resend. Pripad q € (1,00). Mzeme psat g = 1 + h, kde i > 0. Odtud a z Bernoul-
liovy nerovnosti (Priklad plyne ¢" = (1 4+ h)" > 1 4 hn pro kazdé n € N.
Ziejm¢ lim, oo (1 4 hn) = o0, a tedy podle Véty mame lim ¢" = oo.

Pripad q € (0, 1). Podle piedchoziho odstavce plati lim(g™!)" = oo, nebot ¢! €
(1, 00). Aplikaci Véty P.3.26(c) dostaneme
1
limg" = lim —— =0
I (g=h)"

Pripadq € {0,1,—1}. Prog = 0aq = 1 je tvrzeni zfejmé. Pokud g = —1, pak {¢"} =
{(—=1)"}. Neexistence lim(—1)" jakoZto prvku R byla ukdzina v Piikladu P.2.15,
neexistence lim(—1)" jakozto prvku R*, o kterou nynf jde, plyne z Véty 2.3.21].

Pfipad q € (—1,0). Pak lim|¢"| = lim|g|" = 0, a tedy podle Véty také
limg™ = 0.

Pripad g € (—o0o,—1). Pak ¢* > 1, a tedy mdme lim¢*" = lim(¢?)" = co. Potom
plati podle véty o limité soucinu (Véta (b)) lim ¢g?"*! = lim¢(¢?)" = —oo.
Nalezli jsme dvé vybrané posloupnosti s riznymi limitami, a tedy limita ptivodni
posloupnosti neexistuje. *

2.3.35 (iroky). Vratme se nyni k posloupnosti {a, } z , ktera splnujea, = (1+
p)*a, n € N. Jde o geometrickou posloupnost, jejiz limita je podle Prikladu

rovna oo, nebot 1 + p > 1.

Nasledujici tvrzeni dava do souvislosti pojmy limity a suprema mnoziny. Ob-
dobné tvrzeni plati i pro infimum.

2.3.36. Véta. Necht M C R je neprazdna mnozina a G € R*. Pak jsou nasledujici
tvrzeni ekvivalentni.
(1) Plati G = sup M.
(if) Prvek G je horni zavorou M a existuje posloupnost {x,} bodt z M spl-
nujici limx, = G.
Ditkaz. ()= (i) Prvek G je zfejmé horni zavorou M. Pokud G = oo, pak M neni
shora omezena, a tedy pro kazdé n € N existuje x, € M splnujici x, > n. Podle
Veéty je paklimx, =00 = G.
V ptipadé, ze G € R, existuje podle definice suprema ke kazdému n € N prvek
Xn € M splnujici x, > G — % Protoze G je horni zavorou M, plati x, < G pro
kazdé n € N. Podle véty o dvou straznicich (Véta ) tedy mame limx, = G.
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(i)=(@1) ZvolmeG’ € R,G’ < G.Naleznemeng € N pro které x,, > G'. V ptipa-
dé G = oo to plyne piimo z definice, v piipadé G € R staciv definicivzite = G-G'.
Nasli jsme tedy prvek z mnoziny M, ktery je vétsi nez G', ¢imz jsme ovéfili pod-
minku (b) z[1.5.16. [
2.3.37. Priklad. Nechtk € N, A € R* a{a,} je posloupnost nezapornych realnych
¢isel splnujici lima, = A. Dokazte, Zze potom A > 0 a plati

XA, pokud 4 € R,

0, pokud 4 = oo.

Reseni. Pokud 4 € R, pak tvrzeni vyplyva z Ptikladu . Predpokladejme tedy,
ze A = oo. Zvolme K e R. Pak existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N,
n > no, plati a, > |K|*. Potom podle monotonie odmocniny (vizte ) pro
kazdén € N, n > no, mame %/a, > |K| > K. Odtud plyne lim £/a, = oc. ry

2.3.38. Priklad. Vypoctéte lim(v/n + 1 — /n).

Reésend. Podle Piikladu a Prikladu dostaneme lim /n = oo. Odtud
azvéty o limité vybrané posloupnosti (Véta R.2.30) déle plyne, zelim +/n + 1 = oo
To znamena, ze pro vypocet zadané limity nemtizeme uzit vétu o aritmetice limit
piimocarym zptsobem. Upravime proto nejprve zadany vyraz tak, aby bylo mozné
bezprostfedné pouzit vétu o aritmetice limit. Pron € N plati

— — Vntl+n 1
e R D v sy iav - v

Pak podle véty o limité¢ podilu (Véta (c)) miizeme pocitat
hm(\/n +1—=4/n )

lim %/a, =

1

«/n +1+n

&
2.3.39 (zobecnéna posloupnost). Na zdvér tohoto oddilu jesté uvedeme ndsleduji-
cf mozné rozsifeni pojmu posloupnost. Posloupnosti realnych ¢isel budeme rozu-
mét kazdé zobrazeni mnoziny A C Z do R, pficemz A je zdola omezena a existuje
no € N takové, ze {n € N; n > no} C A. Obecnéjsi definici chceme postihnout
zejména nasledujici dva pripady: jednak posloupnosti tvaru n = a,, n € N U {0}
(znacime {a,}72) a jednak posloupnosti, jejichz ¢leny jsou deﬁnovany pro kazdé
pfirozené n vyjma kone¢né mnoziny, napiiklad posloupnost {-. 7} jejiz defini¢ni
obor je N \ {7}. V téchto pripadech ztstavaji v platnosti vsechny poznatky o po-
sloupnostech, které jsme dosud odvodili.

2.4. Hlubsi véty o limitach

Limita monoténni posloupnosti. Uvedeme nejprve dulezitou vlastnost mo-
noténnich posloupnosti.
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2.4.1. Véta (limita monoténni posloupnosti). Necht {a,} je monoténni posloup-
nost. Potom existuje lima,. Je-li {a,} neklesajici, pak lima, = sup{a,; n € N}.
Je-li {an} nerostouct, pak lima, = inf{a,; n € N}.

Ditkaz. Rozlisime nasledujici moznosti.

Posloupnost {ay } je neklesajici a neni shora omezend. Potom supf{a,; n € N} = oo. Zvolme
K € R. K nému nalezneme ng € N takové, ze a,, > K. Protoze {a,} je neklesajici,
plati pro kazdé n € N, n > ng, nerovnosti a, > a,, > K. Odtud vyplyva, ze
lima, = cc.

Posloupnost {an, } je neklesajict a je shora omezend. Oznatme A = supf{a,: n € N}. Pak plati
A € R. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Podle definice suprema nalezneme n¢ € N takové, ze
an, > A — €. Protoze viak {a,} je neklesajici, je A — & < a,, < a, pro kazdén e N,
n > no. Nerovnost a, < A + ¢ plati dokonce pro kazdé n € N, nebot 4 je horni
zavorou mnoziny véech ¢lenti posloupnosti {a, }. Ke zvolenému ¢ jsme tedy nalezli
no € N takové, Ze
VneN,n>ng: A—e<a, <A+e.
To podle definice limity znamena, ze lima, = A.

Posloupnost {ay } je nerostouci. V tomto pripadé lze tvrzeni dokazat obdobné. MtzZeme
ale také postupovat nasledujicim zpisobem. Snadno nahlédneme, ze posloupnost
{—anu} je neklesajici. Podle jiz dokazané c¢asti véty je tedy lim(—a,) = sup{—a,: n €
N}. Podle Véty odtud plyne, ze lim(—a,) = —inf{a,; n € N}. Konetné
podle véty o limité¢ soucinu (Véta (b)) dostavame

lima, = lim(—1)(-a,) = —lim(—a,) = inf{a,; n € N}.
|

2.4.2. Disledek. Necht posloupnost {a,} je neklesajici shora omezena nebo ne-
rostouci zdola omezena. Potom je {a,} konvergentni.

Diikaz. Necht {a,} je neklesajici shora omezena posloupnost. Z Véty vyply-
va, ze lima, = sup{a,; n € N}. Z omezenosti posloupnosti shora dale plyne, ze
sup{a,; n € N} € R. Posloupnost {a,} je tedy konvergentni.

Je-li posloupnost {a,} nerostouci a zdola omezend, pak lze dikaz provést ob-
dobné. ]

Véta umoznuje ovéfit existenci limity posloupnosti, aniz by bylo nutné
ji explicitné vypocitat. V nékterych piipadech je ale informace o existenci limity
nezbytnou soucasti jejiho vypoctu. Tento jev ilustruje nasledujici priklad.

2.4.3. Priklad. Necht ¢ € R, ¢ > 0. Spoctéte limitu posloupnosti {a,}, kterd je
zadana rekurentné: a; = /c a pro kazdé n € N plati a1 = /a, +c.

Resend. Poslowpnost {a,} je dobre definovand. Clen a; je dobfe definovan a je kladny.
Predpokladame-li, Ze ¢len ay, je definovan a je kladny, pak je definovan i ¢len a, 44
a je kladny. Podle principu matematické indukce a je tedy posloupnost {a, }
dobfe definovana a jeji ¢leny jsou nezaporné.
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Posloupnost {ay} je rostouci. Matematickou indukci dokazeme, ze pro kazdé n € N
plati a, < an41, odkud podle vyplyne dokazovana vlastnost. Zrejmé plati

ay < a». Predpokladejme, Ze pron € N plati a, < an41. Potom mame

Ap4+1 = ay + ¢ < Jap+1 + ¢ = anys.
Odtud plyne tvrzeni.

Posloupnost {ay, } je shora omezend. Matematickou indukei dokazeme, ze pro kazdé n e
N plati a, < /¢ + 1. Zfejmé plati nerovnost a; < /c + 1. Predpokladejme, ze pro
n € N plati a, < {/c + 1. Potom

Apni1 = an+c<\/ﬁ+1+c<\/c+2ﬁ+1

= J(Ve+ 1) =Ve+1.

Z principu matematické indukce tedy plyne, Ze pro kazdé n € N jea, < /c + 1,
takze {a,} je shora omezena. Ovérili jsme, ze posloupnost {a,} splnuje predpokla-

dy Dusledku . Posloupnost {a, } ma tedy vlastni limitu. Ozna¢me ji symbolem
A.

Vypocet limity. Z rekurentni definice posloupnosti plyne, ze pro kazdé n € N plati
az,, = ap + c. Z véty o limité vybrané posloupnosti (Véta ) odvodime,
ze také lima, 1 = A, a z véty o aritmetice limit (Véta dostaneme vztahy
limaZ,, = A% alim(a,+c) = A+c. Cislo 4 tedy spltiuje kvadratickou rovnici A% =
A+ c. Vypoctem zjistime, ze A je rovno bud l(1 + /1 + 4¢) nebo %(1 — 1+ 4c).
Pro kazdé n € N plati a, > 0. Dle Véty (b) pro B =0ab, =0,n € N, plati
A > 0. Tedy neplati 4 = (1 — /1 + 4c), protoze vyraz na pravé strané je zaporné
&slo. Odtud vyplyvd, Ze lima, = 3(1 + V1 + 4c¢). &

2.4.4. Dilezitou soucasti feSeni predchazejictho prikladu bylo ovéreni existence
limity posloupnosti {a,}. Bez tohoto kroku by bylo feseni netplné. Uvazujme po-
sloupnost {b, } definovanou rekurentné predpisem

b] =—1, bn+1 =—bn, n € N.

Za predpokladu, ze lim b, existuje a je rovna prvku 4 € R*, bychom podobné jako
v feseni Prikladu odvodili, ze A = —A4, a tedy A = 0. Limita posloupnosti

{b,} ale neni rovna 0, nebot b, = (—1)" pro kazdé n € N, jak lze snadno ovéfit.

2.4.5. Priklad. Pron € N definujme
1\n 1\n+1
an=(1+;), bn=<]+;) .

e {a,} je omezena a rostouci,
e {b,} je omezena a klesajici,
e lima, =limb, € R.

Dokazte, ze plati:



2.4. HLUBSI VETY O LIMITACH 95

Resend. Poslowpnost {an} Je rostouci. Necht n € N. Potom z Bernoulliovy nerovnosti
(Ptiklad [1.8.10) plyne, Ze
(1——>n21+n_—1> -
(n+1)? (n+1)? n+2
Odtud dostaneme

(n(n +2))n " + 1.
(n+1)? n+2
Tedy

((n + 1)2)n n+2

< .
nn+2) n+1
Pro kazdé n € N tudiz plati

<n+ l)n - (n+2>"+1
ay = =a s
n n n+1 n+1

takze posloupnost {a,} je rostouci.

Posloupnost {b,} je klesajici. Necht n € N. Potom z Bernoulliovy nerovnosti (Pfi-

klad [1.8.10) plyne odhad

. 1 n+2 | 1
+ —) > 14—
( nn +2) n
Nerovnost lze prepsat ve tvaru

((n+1)2)"+2> n+1

n(n +2) n '
a tedy
n n + 1 n+2 n + 2 n+2
n-+ 1< n ) g <n + 1) ’
jinymi slovy,

() ()

Odtud vyplyva, ze posloupnost {b,} je klesajici.
Omezenost posloupnosti. Z monotonie posloupnosti {a,} a {b,} a jejich definice dosta-
neme, ze pro kazdé n € N plati

2=a1<a, <b, <b; =4.
Odtud plyne omezenost obou posloupnosti.
Existence spolecnévlastni limity. Z Dasledku plyne, Ze existuji vlastni limity lima, =
A alimb, = B. Podle véty o limit¢ a usporadani (Véta R.2.49) plati 4, B € [2,4].
Podle véty o limité podilu (Véta R.3.26(c)) tedy déle plati

b, B

lim — = —.
n—00 @, A
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Podle definice posloupnosti {a,} a {h,} mame

lim b—”: 1im(l+l)=1.

n—oo @, n—oo n

Tedy A = B. Tim je tvrzeni dokazano. ¥y
2.4.6. Definice. Oznac¢ime

) I\~
e=lim (1+:)
Z Prikladu vyplyva, ze ¢islo e je dobfe definovano. Nazyvame jej Eulerovym
Cislem.

9.4.7. Véta (Bolzanof—Weierstrass). Necht {an} je omezena posloupnost. Potom
existuje vybrana posloupnost {a,, }32 ,, ktera je konvergentni.

Diikaz. Zkonstruujeme pomocné posloupnosti {oy } a {B } takové, ze pro kazdé k e
N plati:
(@) ar < P,

() [ek+1. Bit1] = [ok. 3 (@x + Bi)], nebo gt Br+1] = [5 (@ + Br)-. Brl »
(c) mnozina {j € N; a; € [a, Bi]} je nekonecna.

Konstrukce pomocnych posloupnosti. Posloupnost {a, } je omezena, a proto existujiay, B €
R takova, ze pro kazdé n € N plati «; < a, < B;. Potom plati {j € N; q; €
[or1, B1]} = N, coz je nekone¢na mnozina.

Predpokladejme, ze pro k € N mame jiz zvolena ¢isla ag a By a plati (c). Je-li
mnozina

L={j eN; a; € [k, 5(ox + Br)]}
nckonecnd, pak polozime g1 = o a fr41 = %(ak + Bi). Je-li mnozina L konec-
na, pak je mnozina

P ={j eN: aj € [3(ax + Br). Brl}
nckonecna. Podle (c) je totiz mnozina

LUP ={jeN; a; € o Brel}

nckone¢nd. V tomto pripadé polozime agq; = %(ozk + Bx) a Br+1 = Pk- Uvedeny

postup zarucuje splnéni podminek (a)--(c) i pro k +1. Tim je konstrukce provedena
(irte [437).

Limita pomocnych posloupnosti. Podle (a) a (b) je {ax} neklesajici a {8} nerostouci.
Navic opét podle (b) pro kazdé k € N plati B —ax = 27*"D(B; — a)) a také
a1 < ax < Br < Bi. Posloupnosti {ox} a {Bi} jsou tedy omezené. Tudiz existuji

2Bernard Bolzano (1781—1848)
3Karl Weierstrass (1815—1897)
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vlastni limity lim o a lim By, které po fadé oznac¢ime a a B. Z véty o aritmetice limit
plyne, Ze lim(Bx — ax) = p — a. Plati také
B1— a1

2k—1 =0,

lim(Bx — o) = lim

takze o = B.

Konstrukce vybrané posloupnosti. Polozme ny = 1 a predpokladejme, ze pro néjaké k
N mame zvolena prirozend ¢islany < np < --- < ng takova, ze pro véechna j € N,
j <k,platia,; € o, B;]. Podle vy$e uvedené konstrukce je mnozina {n € N; a, €
[@k+1., Bk+1]} nekone¢na. Tudiz také mnozina {n € N; n > ng, an € [or41. Br+1]}
je nekonecna. Tedy existuje ng 11 € N takové, ze ngi1 > ng adn; ., € [otky1, Br+1]-
Potom pro kazdé k € N plati ax < a,, =< Bi. Dle véty o dvou straznicich tedy
plati limy_, o an, = a. Protoze o € R, nalezli jsme konvergentni podposloupnost
posloupnosti {a, }. [

Limes superior a limes inferior.

2.4.8. Necht {a,} je shora omezena posloupnost. Polozime-li b, = supf{ax: k €
N, k = n}, n € N, pak je {b,} nerostouci posloupnost. Podle véty o limité mo-
noténni posloupnosti (Véta tedy existuje lim b,. Necht je posloupnost {a, }
zdola omezend. Polozime-li ¢, = inf{ax; k € N, k > n},n € N, pak je {c,} nekle-
sajici posloupnost, a tedy lim ¢, opét existuje. Tyto tvahy ukazuji, ze nasledujici
definice je korektni, nebot v ni uvedené limity existuji.

2.4.9. Definice. Necht {a,} je posloupnost. Pak definujeme

limsupa, = {7~

n—o0

lim sup{ax; k € N, k > n}, je-li {a,} shora omezena,
00, neni-li {a,} shora omezena.

Tuto hodnotu nazyvame limes superior posloupnosti {a, }. Obdobné definujeme
limes inferior posloupnosti {a,} predpisem

liminfa, = {7~

{ lim inflay: k € N, k > n}, jeli{a,} zdola omezena,

—00, neni-li {a,} zdola omezena.

Pokud nemiize dojit k nedorozuméni, budeme misto symbolii lim sup,,_, . a, aliminf, o a,
psat pouze limsupa, aliminfa,.

2.4.10. Poznamka. V literatufe se ¢asto vyskytuji symboly lim a, a lim a, oznacu-
jici lim sup a, a liminfa,, v nasem textu je ale nebudeme pouzivat.

2.4.11. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Na rozdil od limity posloupnos-
ti, ktera nemusi existovat, hodnoty limsupa, a liminfa, existuji vidy a splnuji
limsupa, € R*, liminfa, € R*. Z definice limes inferior a limes superior plyne,
ze liminfa, < limsupa,. Hodnoty limsupa, a liminfa, se nemusi rovnat, jak
ukazuje nasledujici priklad.

2.4.12. Priklad. Dokazte, Ze limsup(—1)" = I aliminf(—1)" = —1.
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Reseni. Posloupnost {(—1)"} je omezen4, nebot pro kazdé n € N plati |[(~1)"] = 1.
Odtud vyplyva, ze

limsup(=1)" = lim sup{(~1)*: k € N. k = n}.
Pro libovolné n € N existuje sudé ¢islo k > n. To znamena, ze
sup{(-D)¥; ke N, k>n} =1,
a tedy

limsup(—=1)" = lim 1 =1.
Obdobné l1ze dokazat, ze lim inf(—1)" = —1. *

2.4.13. Véta. Necht {a,} je posloupnosta A4 € R*. Potom lima, = A pravé tehdy,
kdyz limsupa, = liminfa, = A.

Diikaz. =  Rozlisime nasledujici pripady.
Pripad A € R. Posloupnost {a,} je konvergentni, a tedy podle Véty omeze-
ﬁ

na. Uvazujme posloupnosti {b,} a {c,} definované v d. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0.
K nému nalezneme ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > no, plati |a, — A| < e.
Protoze pro kazdé n € N, n > ny, plati a, > A — ¢, z definice infima dostavame
nerovnost ¢,, > A —e. Podobné lze odvodit nerovnost b,, < A + ¢. Pak pro kazdé
n € N,n > no, plati

A—e=<cpy<cpn <by b,y <A+e.
Podle véty o limité a usporadani (Véta (b)) dostavame
A—¢ <liminfa, <limsupa, < A +e¢.

Vzhledem k tomu, Ze £ bylo zvoleno libovolné¢, plati podle Lemmatu limsupa, =

liminfa, = A.

Pripad A = oo. Pak {a,} neni shora omezend, ale je omezena zdola (Véta .
Tedy podle definice dostavame lim sup a, = oo aliminfa, = limc,. Necht K € R.
K nému nalezneme n¢ € N takové, ze pro kazdén € N,n > ng, platia, > K, a tedy
také ¢, > K. Odtud plyne lim ¢, = oo, a tudiz liminfa, = oo.

Pripad A = —oo. Postupujeme obdobné jako v predchazejicim pripadé.

& Pripad A € R. Potom je podle definice limes superior a limes inferior po-
sloupnost {a,} omezena. Necht posloupnosti {b,} a {c,} jsou definovany stejné
jako v R.4.4. Potom pro kazdé n € N plati ¢, < a, < b,. Navic z piedpokladu
vyplyva, ze lim ¢, = limb, = A. Pomoci véty o dvou straznicich (Véta 2.2.44) tedy
dostavidme lima, = A.

Pripad A = oo. Potom je podle Véty posloupnost {a,} zdola omezena, takze
je mozné definovat posloupnost {c,} jako v Je zfejmé, ze pro kazdé n € N
plati ¢, < a,. Z definice limes inferior navic vime, ze liminfa, = limc,, a tedy

podle predpokladu plati lim ¢, = oco. Podle Véty tedy plati lima, = oo.
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Pripad A = —oo. Tvrzeni lze dokazat obdobné jako v pripadé A = oo, pficemz
misto Véty je tteba pouzit Vétu . [
2.4.14. Véta. Necht {x,} a {y,} jsou posloupnosti. Potom
(@) liminfx, + liminfy, < liminf(x, 4+ y,), pokud je vyraz na levé stran¢
definovan,
(b) limsup(x,+y,) < limsup x, +lim sup y,, pokud je vyraz na pravé strané
definovan.

Diikaz. Dokazeme pouze tvrzeni (b). Nejprve predpokladejme, Ze limsupx, +
limsup y, = oo. Potom je dokazovana nerovnost zfejma. Predpokladejme tedy,
ze lim sup x,, +limsup y, < oo. Potom jsou {x,} a {y,} shora omezené, a tedy také
posloupnost {x, + y,} je shora omezena. Takze plati

limsup(x, + yn) = lim sup{xx + yx: k € N,k > n}. (2.24)
n—00
Oznaéme
Zn = supixg; k e N,k > n} +sup{yr; k e Nk >n}, neN.

Potom je posloupnost {z,} nerostouct, a tedy podle véty o limit¢ monoténni po-
sloupnosti (Véta mé limitu. Navic z Véty [1.5.21(a) plyne pro kazdé n € N
sup{xk + yi; k € Nk = n} < zp.

Podle véty o limité a uspotradani (Véta (b)) plati

lim sup{xy + yx: k e N,k > n} < lim z,. (2.25)
n—00 n—>o0
Z definice limes superior a véty o limité souctu (Véta (a)) pak dostavame
limz, = limsup x, + limsup y,. (2.26)
Kone¢né z (2.24), (-25) a (2.26) plyne dokazované tvrzeni.
Tvrzeni (a) je mozné dokazat obdobné. ]

2.4.15. Véta. Necht {x,} a {y,} jsou posloupnosti. Pfedpokladejme, ze plati
dng e NVn e N,n >ng: x5, < yy.
Potom limsup x, < limsup y, aliminfx, <liminfy,.
Ditkaz. Odvodime pouze prvni nerovnost, druhou lze dokazat obdobné. Pokud je
posloupnost {y,} shora necomezena, pak lim sup y, = 0o a nerovnost zfejmé plati.

Pokud je posloupnost {y,} shora omezena, pak je shora omezena i posloupnost
{x,}. Dokazovana nerovnost potom plyne z nerovnosti

supixg; k € Nk > n} <sup{yr; k e N,k >n}, neN,n>ny,
a z véty o limité a usporadani (Véta (b)) ]
2.4.16. Véta. Necht {a,} je posloupnost.

(a) Pro kazdé 4 e R splnujici A < liminfa, existuje ng € N takové, Ze pro
kazdén € N,n > ng, plati A < a,.
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(b) Pro kazdé B € R splnujici B > limsupa, existuje ng € N takové, Ze pro
kazdén € N,n > ng, plati B > a,.

Diikaz. (a) Predpokladejme, ze A € R a A < liminfa,. Potom liminfa, > —oo,
a tedy liminfa, = limc,, kde ¢, = inf{ax; k € N,k > n}. Podle Véty
nalezneme n¢ € N takové, ze c¢,, > A. Pak plati, Ze pro kazdén € N,n > ng, mame
a, > A.

(b) Dtikaz lze provést obdobné jako v (a). [
Hromadna hodnota.

92.4.17. Definice. Necht {a,} je posloupnost. Rekneme, 7¢ A € R* je hromadna
hodnota posloupnosti {a,}, jestlize existuje vybrana posloupnost {a,,}3>, z po-
sloupnosti {a,} takova, ze plati limg_, o @y, = A. Mnozinu vsech hromadnych
hodnot posloupnosti {a,} zna¢ime H ({a,}).

2.4.18. Necht A4 € R*, {a,} je posloupnost a lima, = A. Potom je limita kazdé
podposloupnosti rovna 4, a proto H ({a,}) = {A}.

2.4.19. Necht {a,} je posloupnost a {an, 7=, je jeji podposloupnost. Potom plati
H ({an}32,) C H({an}), nebot vybrana posloupnost z podposloupnosti posloup-
nosti {a, } je také vybranou posloupnosti z posloupnosti {a, }. Jsou-li totiz {ng }72
a {k;}72, rostouci posloupnosti pfirozenych &isel, pak také {n; }72, je rostouci po-
sloupnost ptirozenych cisel.

2.4.20. Priklad. Necht {a,} je posloupnosta m € N. Dokazte, ze
H({an-‘f-m}:o:l) = H({an})

Resend. Inkluze C. Posloupnost {an4m}ae, je podposloupnosti posloupnosti {a,},
takze inkluze H ({an+m}5,) C H({an}) plyne z .

Inkluze 5. Necht A € H ({a,}). Pak existuje rostouci posloupnost pfirozenych &isel
{ni}ze, takova, zZe limg_,o an, = A. Posloupnost pfirozenych &isel {n;1m}72, je
rostouct, takze podle Vétyplati limj e dn; ,, = A. Polozme p; = njipm—m
pro j € N. Ponévadz podle Lemmatu pro kazdé j e N plati njy, >
j+m>m,je{p;}$, rostouct posloupnosti pfirozenych ¢isel. Potom posloupnost
{ap;+m}32, = {an;,, )72, konverguje k 4 a je vybranou posloupnosti z posloup-
nosti {an4m}52 ;. Plati tedy 4 € H ({an+m}3>,)- a

9.4.21. Priklad. Dokaite, 7e H ({(—1)"}) = {—1.1}.

Reseni. Protoze podposloupnosti {(—1)2"},‘;"=1 a {(—1)2k+1},2°=1 posloupnosti {(—1)"}
splnuji limg 00 (—1)2F = 1 a limg oo (—1)%**! = —1, dostavame inkluzi {~1, 1} C
H({(=1)"}).

Opacnou inkluzi dokdzeme sporem. Predpokladejme pro spor, Ze existuje 4 €

H ({(=1)"})\{—1, 1}. Potom existuje rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel {ny }32 |
h

takova, ze limg_,(—=1)"* = A. Diky Lemmatu 4 nalezneme ¢; € R, g1 >
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0, takové, ze —1 ¢ B(A,e1) a e € R, &5 > 0, takové, ze 1 ¢ B(A,¢,). Poloz-
me ¢ = min{ey, &2}. Potom B(A4.,¢) N {—1,1} = @. Pro kazdé k € N plati bud
(=" =1, nebo (=1)"* = —1, a tedy (—1)"* ¢ B(A,¢), coz je ve sporu s tim, ze
limg_,00(—1)"* = A. Odtud plyne H ({(—1)"}) C {—1,1}. Tim je tvrzeni dokazé-
no. -

2.4.22. Priklad. Nechta,b € R, {a,} je posloupnost takova, ze pro kazdé n € N
platia <a, <b,a A € H({an}). DokaZte, Ze potom 4 € [a, b].

Reseni. Necht {ni} je rostouci posloupnost ptirozenych ¢isel takova, ze limy _, o0 an, =
A. Polozme by = a pro k € N. Potom limg_,o by = a a pro kazdé k € N plati
an, > bi. Podle Véty R.2.49(b) plati A > a. Obdobné lze dokazat, 2e A <b. &

2.4.23. Véta. Necht {a,} je posloupnost. Potom limsup a,,liminfa, € H({an})
a pro kazdé y € H({an}) plati liminfa, <y <limsupa,.

Diikaz. Ozna¢me limsupa, = A. Rozlisime nékolik piipadi.

Pripad A € R. Pak {a,} je shora omezena. Polozme b, = sup{ax; k € N, k > nj}.
Pak je posloupnost {b,} nerostouci a limb, = A. Induktivné sestrojime rostouci
posloupnost ptirozenych ¢isel {ny} takovou, ze pro kazdé k € N plati

1A —dn| < 2. (2.27)

Protoze limb, = A, nalezneme m; € N takové, ze A < b,,;, < A + 1. Diky
definici b, nalezneme ny € N, ny > my, splnujici by, > an, > b, — 1. Pak plati

|A—an, | <|A—=bm, |+ |bm, —an,| <1+1=2.
Predpokladejme, Ze pro néjaké k € N jiz mame urceno ng. Protoze limb, =
A, nalezneme my € N, my > ng, takové, ze b, < A + k+—1 Diky definici by,
nalezneme ng 1 € N, ngiy > my, takové, ze by > angyy > by — ﬁ Pak plati

Ng4+1 > Ni a

1 1 2
A = n | < VA= by |+ by — | < g + 27 = 21

Tim je konstrukce posloupnosti provedena.

Potom diky dostavame lima,, = A. Odtud vyplyva, ze A € H({an })

Pripad A = oo. Potom neni {a,} shora omezena. Existuje tedy n; € N takové, ze
an, > 1. Pfedpokladejme, zZe pro néjaké k € N jsme jiz uréili pfirozené éislo ny.
Mnozina {a;; j € N, j > nj} neni shora omezena. Mizeme tedy nalézt ng; € N,
Niy1 > Ng, takové, ze an, ., > k + 1. Podle Véty plati limg o0 an, = o0,
takze oo € H({an}).

Pripad A = —oo. Podle plati liminfa, < —oo, tedy liminfa, = —oo. To
podle Véty znamena, ze lima, = —oo. Tvrzeni tedy plyne z .

Dokazali jsme, ze limsupa, € H({an}). Obdobné¢ lze dokézat, ze liminfa, €

H({an })
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Diikaz nerovnosti. Pfedpoklddejme, ze y € H ({an}). Je-lilimsupa, = oo, pak zfejmé
plati y <limsupa,. Je-lilimsupa, < oo, pak je posloupnost {a,} shora omezena
a pro kazdé n € N plati a, < by, kde b, = sup{ax; k € N,k > n}. Necht {ny}
je rostouci posloupnost ptirozenych ¢isel splnujici limg_, o @y, = y. Potom pro
kazdé k € N plati an, < by, ,a tedy dle véty o limité a uspotadani (Véta R.3.30(b))
plati y < limsupa,. Obdobné lze dokazat, ze y > liminfa,. Tim je dikaz véty
proveden. [

2.4.24. Disledek. Necht {a,} je posloupnost. Potom je H ({a,}) neprazdnd.
Diikaz. Podle Véty obsahuje mnozina H({an }) prvek lim sup ay, je tedy ne-

prazdna. [}
Bolzanova—Cauchyova podminka.

2.4.95. Definice. Rekneme, e posloupnost {a,} spliiuje Bolzanovu—Cauchyovull
podminku, jestlize

VeeR,e>03ng e NVm,n e N,n >ng,m > ng: la, —an| <e.

Vyznam a dilezitost Bolzanovy—Cauchyovy podminky ukazuje nasledujici vé-
ta.

2.4.26.Véta. Posloupnost {a,} ma vlastni limitu pravé tehdy, kdyz splnuje Bolzanovu—
Cauchyovu podminku.

Diikaz. =  Oznacéme lima, = A € R. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Podle definice limity
nalezneme ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati |a, — A| < %5. Potom
pro kazdé m,n € N,m > no, n > ng, plati

1 1
lan — am| < lan — A| + [A —am| < 55“1‘ 58 =¢&.
Posloupnost {a,} tedy splnuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku.

& Zvolme e € R, ¢ > 0. K nému nalezneme 1y € N takové, ze pro kazdé m,n €
N, m > ng, n > ny, plati |a, — am| < €. Potom pro m = no dostavame pro kazdé
n € N, n > ng, nerovnosti a,, — &€ < a, < an, + €. Mnozina {a;; j € N, j > no} je
tedy omezena. Mnozina {a;; j € N, j < ng} je kone¢na, a proto je také omezena.
Odtud plyne, zZe {a, } je omezena, takZe mZeme definovat posloupnosti {b, } a {c,}
jako v . Z definice téchto posloupnosti vyplyvaji pro kazdé m € N, m > ny,
odhady
dpy —€ = Cm <bnm <dp, t+ &,

a tedy také

an, — € < liminfa, <limsupa, < an, +¢.
Odtud dostavame liminfa, € R, limsupa, € R a

0 < limsupa, —liminfa, < 2e,

*Augustin Louis Cauchy (1789-1857)
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a tedy, protoze ¢ bylo zvoleno libovolné, liminfa, = limsupa, € R. Oznacime-
i A = liminfa,, pak podle Véty plati lima, = A € R, coz jsme méli
dokazat. [

Borelova véta. Na zavér této kapitoly uvedme dilezitou Borelovu vétu, jejiz
vyznam vsak bude zfejmy pozdéji.

2.4.97. Véta (Borelﬂ). Nechta,b € R,a < b, a § je mnozina otevienych intervald
takova, ze [a, b] C | J&. Potom existuje kone¢na mnozina 8y C § takova, ze [a, b] C

U So.

Diikaz. Ozna¢me symbolem M mnozinu viech x € [a, b], pro které existuje kone¢-
na mnozina §x C & takova, ze [a, x] C | 8x. Nasim cilem je ukazat, ze b € M.

Dle predpokladu existuje otevieny interval I, € § splnujici a € I,. Polozme
84 = {I4}. Potom je zfejmé &, konecna mnozina a plati [a,a] C () 8,. Tedya € M,
a mnozina M je neprazdna. Navic je zfejmé b horni zavorou mnoziny M, a tedy
M je shora omezena. Oznaéme y = sup M. Z vyse uvedenych faktt vyplyva, ze
y € [a,b]. K dtikazu véty stali ukazat,ze y e M ay = b.

Dokazeme, ze y € M. Dle ptedpokladu existuje otevieny interval I, € § spl-
nujici y € I,. Nalezneme § € R, § > 0, takové, ze (y — 8, y] C I,. Podle definice
suprema nalezneme z € M N (y — 48, y]. Pak nalezneme kone¢nou mnozinu §, C §
splnujici [a,z] C |J8;. Polozme 8§, = &, U {I,}. Potom je &, konecna mnozi-
na otevienych intervalda. Predpokladejme, ze x € [a,y]. Jeli x € [a,z], potom
x € J38;. Jelix € (z,y], potom x € I,. V kazdém ptipadé¢ plati x € |8y, takze
[a,y] € U3&). Odtud vyplyva, ze y € M.

Zbyva dokazat, ze y = b. Pfedpokladejme pro spor, ze y < b. Potom nalezne-
me otevieny interval I, € § splnujici y € I,. Pak nalezneme ¢ € R, ¢ > 0, takové,
zey+e<baly,y+e CI,. Ponévadz y € M, nalezneme konec¢ny systém §, C §
takovy, e [a, y] C |U8,. Systém 8 = 8, U {I,} je koneény a plati

la.y +el=[a.y]Uy.y +elc (&) vl =3
Odtud plyne, Ze y + & € M, coz je spor s definicf y. -

2.5. Teoretické priklady k limité posloupnosti

2.5.1. Priklad. Necht {a,} je posloupnosta 4 € R. Dokazte, ze lima, = A pravé
tehdy, kdyz pro kazdé ¢ € R, ¢ > 0, je mnozina {n € N; a, ¢ (A —¢& A+ ¢)}
konecna.
Réseni. <=  Zvolmee € R, e > 0. Mnozina{n € N; a, ¢ (A—e, A + e)} je podle
predpokladu koneéna. Pokud je prazdna, polozime ng = 1. Pokud je neprazdna,
existuje jeji maximum podle Véty a mizeme polozit

ng=max{n e N; a, ¢ (A—¢e,A+¢)} + 1.

5Emile Borel (1871-1956)
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Potom pro kazdé n € N, n > ny, platia, € (A — &, A + ¢). Protoze ¢ bylo zvoleno
libovolné, dokazali jsme, ze lima, = A.

= Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Z definice limity k tomuto ¢ existuje ng € N takové, Ze
pro kazdén € N, n > no, plati |[a, — A| < e. Mnozina {n € N; a, ¢ (A—¢, A+¢)} je
tudiz podmnozinou kone¢né mnoziny {n € N; n < ng},atedy je samakoneéna. &

2.5.2. Priklad. Dokazte, ze lim %ﬁ =0.

Reseni. Zvolme e € R, & > 0. Podle Archimédovy vlastnosti (Véta [.5.29) k nému

nalezneme ny € N takové, Ze ng > 8% Potom pro kazdé n € N,n > ng plati

n > Slz, a tedy \/LE < &. Zaroven ziejm¢ pro kazdé n € N plati —¢ < «/Lﬁ Tedy pro

kazdé n € N,n > ng, plati |¢Lﬁ — 0| < &. Podle definice limity odtud vyplyva, Ze

lim L+ = 0. S
Jn

2.5.3. Priklad. Nechta € R,a > 1, ak € N. Dokazte, Ze

Resend. Pfipad k = 1. Ozna¢me ¢ = a — 1. Potom ¥ > 0, a tedy pro kazdé n € N,
n > 2, plati podle binomické véty (Véta

n 2
=4y =3 (Z)w" > (’;)w -ret v

k=0
Tudiz pro kazdé n € N, n > 2, plati
2 2

n
0<a_"§n.n(n+l)1ﬂ2_w2(n+l)'

Protoze lim m = 0, plyne z véty o dvou straznicich (Véta , zelim 7 =
0.

Y4

Obecny pripad k € N. Oznaéme b = §/a. Pak b > 1, a tedy dle jiz dokdzané ¢asti tvr-
zeni plati lim, . 77 = 0. Podle véty o aritmetice limit (Véta (b)) dostavame
dokazovany vztah

limZ—i = lim(bn—n)k =0F =o0.

2.5.4. Priklad. Nechta € R, a > 0. Dokazte, ze

an

lim — =0.
n—oo p!
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Reseni. Podle Archimédovy vlastnosti (Véta ) existuje m € N splnujicim > a.
Pro kazdé j € N, j > m, potom plati ‘Jl < 1. Pro kazdé n € N,n > m, dostavame

tedy odhad

n
n a™ a am™ a
= —<—.
! m! j ~m! n
j=m+1
Pron € N oznadime
m n
a™ a a
a, =0, by, =— - — a = —.
m! n n!

Potom pro kazdé n € N, n > m, plati a, < ¢, < b, a naviclima, = limb, = 0.

Podle véty o dvou straznicich (Véta tedy dostavame dokazovany vztah. &
2.5.5. Priklad. Dokazte, Ze

nlo1 i1 1
0<—=- ==<-- 1=-
n" n n n n
Jj=2 Jj=2
Pron € N oznaéme
1 n!
a, =0, b, = — a Cp = —.
n n"
Potom pro kazdé n € N platia, < ¢, < b, a naviclima, = limb, = 0. Podle véty
o dvou straznicich (V. éta tedy dostavame dokazovany vztah. *

2.5.6. Priklad. Ukazte, ze pozadujeme-li platnost tvrzeni Véty P.3.5(b) a vztahii

00 + 0 = 00, 00 + 00 = 00, pak nelze definovat oo — oo = 0.
Resend. Kdyby platilo co — 0o = 0, potom
0=04+0=0c0+(co—0) =(0+x0)—00=00—00 =0,
COZ je Spor. *

2.5.7. Priklad. Dokazte, ze
lim ¥n! = 0.

Reseni. Pro kazdén € N,n > 2, platil <3 <[3]+ 1 < n,atedy také
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Déle ztejmé plati lim %n = oo a podle Prikladu mame také lim %n = 00.
Z Véty tudiz vyplyva, ze lim v/n! = oco. Fs
2.5.8. Priklad. Dokazte, Ze

limlogn = occ.

Reéseni. Necht K € R. Podle Archimédovy vlastnosti (Véta [1.5.29) existuje ng € N

takové, ze ng > eX. Logaritmus je rostouci funkce, takze potom pro kazdén € N,
n > no, plati logn > logng > K. Tim je tvrzeni dokazano. rs

2.5.9. Priklad. Necht g, € R. Dokazte, ze posloupnost {ag"}72; je monoténni
pravé tehdy, kdyz g > 0 nebo o = 0.

Reseni. Je-li o = 0, pak je posloupnost {ag"}72; konstantni, a tedy monoténni.
Predpokladejme, ze @ > 0. Je-li ¢ € [0, 1], pak pro kazdé n € N plati ¢"*! < ¢",
a tedy také ag"t! < ag". Posloupnost {ag"}32, je tedy v tomto piipadé nerostou-
ci. Je-li g € [1,00), pak pro kazdé n € N plati ¢"*! > ¢", a tedy také ag"*! > ag"
a posloupnost {ag"}5%, je tedy v tomto pripadé neklesajici. Obdobné¢ lze doka-
zat, ze je-li @ < 0, pak je posloupnost {xg"}52 | neklesajici pro kazdé ¢ € [0,1]
a nerostouci pro kazdé g € [1, c0).

Predpokladejme, ze &« > 0 a g < 0. Pak pro kazdé n € N sudé plati ag” > 0
a pro kazdé n € N liché plati ag” < 0. Odtud plyne, ze pro kazdé n € N sudé plati
ag™ > ag"t! a pro kazdé n € N liché plati ag” < ag"*'. Posloupnost {ag™}> ,
tedy neni monoténni. Obdobné lze dokazat, ze posloupnost {ag"}72 | neni mono-
tonni, jelie <0ag < 0. *
2.5.10. Priklad (srovnejte s 2.3.25). Pro kazdé j € N definujme posloupnost pii-
rozenych ¢isel {n]}32 | piedpisem

Wi = k, pokudk < j,
k 2k, pokudk > ;.
Dokazte, ze
e {n]i jkeN} =N,
e pro kazdé j € N je posloupnost {n; }> | rostouci,
e pro kazdé j € N plati limy oo (—1)"% = 1,
presto vsak lim(—1)" neexistuje.
Reésend. Pro kazdé j € N plati n; = j,atedy {n,i; j.k e N} =N.

Necht j € N. Zvolme k, k' € N,k < k'. Pokud k < j, pak n,’C =k <k <
n,’c,. Pokud j < k, pak plati j < k" a n]]c =2k < 2k’ = ni,. Tim je ovéfeno, ze
posloupnost {n] }2° | je rostouci.

Necht j € N. Pro kazdé k € N,k > j, je &slo n/ sudé, a tedy (~1)" = 1.

Tudiz limg_eo (—1)" = 1.
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Neexistence lim(—1)" jakoZto prvku R byla ukdzana v Piikladu 2.2.15, neexis-
tence lim(—1)" jakozto prvku R*, o kterou nyni jde, plyne z . *

2.5.11. Priklad. Necht {a,} je posloupnost a A € R*. Potom 4 € H ({a,}) pravé
tehdy, kdyz plati

VeeR,e>0VkeNImeN,n>k:a, € B(4,¢). (2.28)

Reseni. =  Pro A € H({ay}) existuje rostouci posloupnost pfirozenych &isel {ng }72 |
splnujici limg o an, = A. Pro ovéreni (| ) zvolme libovolné ¢ € R,e > 0,
a k € N. Potom existuje kg € N takové, ze pro kazdé j € N,j > ko, plati
an; € B(A, ¢). Zvolme jo > max{ko,k}. Polozme n = nj,. Pak mame podle Lem-
matun =nj, > jo = kadalea, € B(A,¢&),nebotn =nj, > jo > ko. Tim je
podminka (2.28) ovéfena.
< Budeme konstruovat rostouci posloupnost ptirozenych ¢isel {ny}2 , tako-
vou, ze pro kazdé k € N bude platit a,, € B(A, %) Proe = 1ak = 1 nalezneme
podle @) ny € N splnujici a,, € B(A, 1). Pfedpokladejme, ze jsem jiz zkonstru-
ovali ng. Potom ) pouzijeme pro & = k;-H ak =ng+ 1. Dostaneme ngyq € N
spliiujici ngy1 > np + 1 > ng a an,,, € B(A, ). Tim je konstrukee {ng}52
provedena.

Dokéazeme, ze plati limg_, o0 an, = A. Zvolme ¢ > 0. Nalezneme ko € N spl-
nujici % < &. Potom pro kazdé k € N,k > ko, plati a,, € B(A, %) C B(A, %) -
B(A,¢). Odtud jiz podle Véty plyne limg o0 an, = A, atedy A € H({an}).

&

2.5.12. Pfiklad. Necht {a,} je posloupnost splnujici lim, o0 (an4+1 —an) = 0. Do-
kazte, ze plati
H({an}) = {c € R*; liminfa, < ¢ <limsupa,}.
Reseni. Oznaéme a = liminfa, a b = lim supan. Z Véty plyne inkluze ,,C“
a fakt, ze a,b € H({a,, }) Staéi proto dokazat, ze plati H({an}) D (a,b).
Pomocné turzeni. Ukazeme, ze pro kazdé A € (a, b) plati
VeeR,e>0VkeNIneN,n>k:l|a,—A| <e.

Zvolme A € (a,b),e € R,e > 0,a k € N. Nalezneme j, € N takové, ze jo > k
aprokazdé j € N, j > jo, plati |a;j41 —a;| < €. Protoze a < A, z definice limes
inferior existuje j; € N, ji > jo, splnujicia;, < A a protoze A < b, z definice limes
superior existuje j» € N, j, > jy, splnujici a;, > A. Polozme
J={jeN; j1<j=<j2ra <A}

Protoze j; € J, je J neprazdnd koneénd mnozina, a existuje tak m = maxJ.
Protoze j, ¢ J, platim < j,. Potom mame

A=< am+1 =am + (@m+1 —am) < A +e.

Plati tedy |am+1 — A| < &, ¢imz je pomocné tvrzeni dokazano, nebot staci polozit
n=m+1.
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Diky pomocnému tvrzeni a Prikladu dostavame A € H({a,}) pro kazdé
A € (a,b). Tim je tvrzeni dokazano. *

2.5.13. Priklad. Necht {a,} je posloupnost s kladnymi ¢leny. Dokazte, Ze plati

.. rQp1 .. . . an+1
lim inf < liminf {/a, < limsup ¥a, <limsup .
dap dap

Resent. Prond nerovnost. Ponévady posloupnost {a,} sestava z kladnych ¢leni, plati
lim infa’;# > 0 a liminf 2/a,, > 0. Pokud liminf &L = 0, pak dokazovana ne-
n . M ’ o v v 7 . a”' a
rovnost zfejmé plati. Mzeme tedy predpokladat lim inf ’;:1 > 0. Zvolme K € R
;v . ap+1 v v
talliove, ze lim mfZT > K > 0. K nému podle Véty nalezneme ng € N
takové, ze

an+1
VneN,n>ny: nt > K.

an
Pro kazdé n € N,n > nyg, plati

Anp ap—1 Anp+1
n/a = ( . Y 0 .ano)

an—1 dp-—2 Ang
Z Véty dostaneme
.. . _ 1
liminf ¥/a, > liminf(K" " 0ay,,)".
Pomoci Ptikladu spocteme

lim (K"™"°ay, )n = hm K(K™ "Oano)% = K.

n—oo

Podle Véty .4.13 tedy také plati

S|=
:\.—

> (K"ay)

=

hmlnf(K" "0q, ) =K,

n—oo
takze celkem dostavame liminf 2/a, > K.
Pro spor predpokladejme, ze dokazovana nerovnost neplati. Pak staci zvolit K
takové, ze liminf /4, < K < liminf a’;:l . Odtud plyne podle predchozi tvahy
K <liminf 2/a,, coz je spor.

Druhd nerovnost. Tato nerovnost plati podle R.4.11).

Tteti nerovnost. Ponévadz posloupnost {a, } sestavé z kladnych ¢lend, plati lim sup “2+L "*1 >
n+1

0. Pokud lim sup === = oo, pak dokazovana nerovnost zfejmé plati. Predpok]a-

dejme tedy, Ze lim sup "+' < 00. Zvolme L € R, L > limsup “2+L a"“ . K nému podle
Véty - 0.4.16 nalezneme no € N takové, Ze
VneN,n>ny: Gn+1 < L.
Aan
Pro kazdé n € N,n > nyg, plati
1
a an— a L B 1
{/a_z( n_Zrtl | Zrotd 'Cln()) < (L"0ap,)". (2.29)

ap—1 dp—2 Ang
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Z Véty dostaneme
) ) _ 1
limsup ¥a, <limsup(L""ay,)".
Pomoci Ptikladu spocteme

. _ 1 . _ 1
nll)rrgo(L” "0G,,) 7 :nll»ngo L(L™%ay,)" = L.

Podle Véty tedy také plati limsup,, _, (L”’"Oano)% = L, a tedy celkem do-
stavame lim sup %/a, < L. Diky volbé L odtud plyne platnost tfeti nerovnosti. &

2.5.14. Priklad. Necht {a,}, {br} jsou posloupnosti, pro kazdé k € N plati by €
H({an}) alimby = b € R*. Dokazte, ze plati b € H({an}).

ReSent, Zkonstruujeme rostouci posloupnost ptirozenych ¢isel {n;}92, takovou, ze
pro kazdé j € N bude platit a,; € B(b, %).

Ponévadz lim by = b, miizeme pro kazdé j € N nalézt k; € N takové, ze by, €
B(b, jl) Nyni pro kazdé j € N nalezneme ¢; > 0 takové, ze B(bg,,¢;) C B(D, ]l)
Diky tomu, ze by, € H({a,}), existuje ny € N takové, Ze a,, € B(bk,.e1) C B(b, 1).
Necht j € N a predpokladejme, Ze jiz mame urcena pfirozena Cisla ny < ny <
.-+ < nj. Diky tomu, ze bk, ., € H({an}), existuje podle Piikladu prirozené
¢islo njyq takové, ze njy1 > njaan,; ., € B(bg; €j+1) C B(b, ]ﬁ)

Posloupnost {a,, } tedy spliuje lim; oo an; = b,atedy b € H({an }) ry
2.5.15. Priklad. Nechta € R\ Q. Dokazte, Ze pro posloupnost {a,} = {na —[na]}
plati H ({a,}) = [0, 1]. (Pfipometime, Ze [x] zna&i celou &ast &isla x € R.)

Reseni. Pro kazdén € N plati a, € [0,1), a proto inkluze H ({a,}) C [0, 1] plyne
z Piikladu . K ditkazu pouzijeme nasledujici tvrzeni.
Pomocné turzeni. Necht e € R, ¢ > 0. Potom plati
dpeZIgeN:0<|qga—p|<e. (2.30)
1

Diikaz pomocného tvrzeni. Nalezneme m € N takové, ze m > <. Interval [0, 1) je sjed-
nocenim intervald tvaru

[0.5): - ) o [ 1) (2.31)
Vzhledem k tomu, Ze téchto intervald je kone¢né mnoho a mnozina N je nekone¢-
na, musi existovat i, j € N,i < j, takova, ze ¢leny a;, a; jsou spolecné v jednom
z interval uvedenych v . Pak plati |a; —a;| < % Polozme p = [o)] — [@i]
aq=j—i.PotompeZ,q eN aplati

lgoe = pl = |(j = e = (foj] = [i])| = laj —ai < ni1 =

Dale plati go — p # 0, nebot « je iracionalni. Tim je dokdzéno (R.30).

Viastni dikaz. Zvolme x € (0, 1). Pro x ovéfime podminku (.2§) z Piikladu R.5.11]
Necht tedy ¢ € R, e > 0,a k € N. Bez ijmy na obecnosti mizeme predpokladat,
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ze0 < x—¢& < x+¢ < 1. Pro ¢ nalezneme piislusna p, ¢ podle pomocného tvrzeni.
Oznaéme n = qo — p. Predpokladejme nejprve, ze n > 0. Vzhledem k tomu, ze
ar <1+ xa0<n<e,existuje ng € N splnujici

ag +none(l+x—el1+x+e).

Potom plati [ax +non] = 1, atedy ax +non—[ax+non] € (x—¢, x+¢). V nasledujicim
odvozeni vyuzijeme opakované zfejmy vztah [x +m] = [x] +m,kdex e Ram € Z.
Plati
Ak4noq = (k +nog)a — [(k + nog)a] = ka + noga — [ag + [ka] + noga]
= ka — [ka] + noqao — [ax + noqae —nopl —nop
=ay +non—lax +nonl = ax +non—1.

Mame tedy dgingq € (X —&,x +€) ak + noq > k, ¢imz jsme ovérili podminku
2.28). Odtud vyplyvé, ze x € H ({an}).

Predpokladejme nyni, ze n < 0. Vzhledem k tomu, ze ax > —14+xa0 > n > —e,
existuje ng € N splnujici

ag +none (-1+x—g—-1+x+e¢).

Potom plati [ax + non] = —1, a tedy ax + non — [ax + non) € (x — e, x + ¢). Stejné
jako v predchozim pripadé¢ platl Ak+noq = Ak + non — 1. Mame tedy axynyq €
(x —&,x +¢) ak +noqg > k, ¢imz jsme overili podminku (-) Odtud opét
vyplyvd, ze x € H ({an}).

Z ptedchoziho tedy plyne (0,1) C H ({an}). Podle Piikladu dostavame
[0,1] C H({an}), a tim je tvrzen{ dokdzino. -

2.5.16. Priklad (Stole). Necht {a,} je posloupnost, {b,} je rostouci posloupnost
splnujici limb, = oo a
. Qn+1 —dp
lim

— = AeR*.
bn+1_bn

Dokazte, ze potom lim b—" = A.

Reseni. Poloyme ag = by = 0. Predpokladejme nejprve, ze A > —o0. Zvolme o €
R,a < A. K nému nalezneme ko € N takové, ze pro kazdé k € N, k > ko, plati

ar —dg—1
—_— > . 232
by — br—1 2:32)

Navic miizeme diky predpokladu lim b, = oo pozadovat, aby pro kazdék € N, k >
ko, platilo by > 0. Nechtn € N, n > ko. Potom

i k—ak 1+ Z ak_akl (2.33)

k=ko+1 n

60¢tto Stolz (1842—1905)
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Pro kazdé k € N,k > ko, mame % > 0, a proto mizeme druhy scitanec

v () odhadnout nasledovné

n n

) ak —ax—1 _ 3 b —bk—1 ax —ax—
B b by — by—

k=ko+1 n k=ko+1 n k= %k—1

i by — b1 o= by — by, w
by, b,
k=ko+1

Protoze podle véty o aritmetice limit a z predpokladu lim b, = oo plyne, ze

ki
. 0 A — Adk—1
lim Z — =0,
n—>o0
k=1 n
a navic zfejmé
b — by,
li " 0 =1,
n—>oo

n
dostavame celkem

.. an
lim inf — > «.
n—>oo n

Protoze @ < A bylo zvoleno libovolné, plyne odtud liminf, Z_Z > A. Tato
nerovnost plati tedy pro kazdé A € R*, nebot pro A > —oo jsme ji pravé do-
kazali a pro A = —oo je trivialni. Obdobnym zptisobem odvodime nerovnost
limsup, _, Z_Z < A. Odtud plyne

. . an . an . n
liminf = = limsup — = lim — = A4,
n—oo by, 00 " n—o0 by,
¢imz je tvrzeni véty dokazano. ry

2.5.17. Priklad. Necht {a,} je posloupnost. Dokazte, ze {a,} ma monoténni pod-
posloupnost.

Reseni. Rozligime dva pripady.
1. pripad. Piedpokladejme, ze pro kazdé m € N ma mnozina {a,; n € N, n > m}
nejvetsi prvek.

Polozme ng = 0. Nalezneme n; € N takové, ze

an, = max{a,; n € N,n > 1}.

7

Predpokladejme nyni, ze mame nalezena prirozena ¢islan; < ny < --- < ny takova,
ze pro kazdé j € N, j <k, plati

an;

;= max{a,; n € N,n >nj_; + 1}.

Diky nasemu predpokladu nalezneme ny 4y € N, ngyy > ng, takové, ze

Angyy = max{an; n € N,n > np + 1}.
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Podle je takto zkonstruovénzjl posloupnost prirozenych éiss:l ey které
je rostouci. Posloupnost {an, }z2, je pak vybranou posloupnosti z posloupnosti
{an}52 a zfejmé je nerostouci.

2. pripad. Predpokladejme, Ze existuje m € N takové, Ze mnozina {a,; n € N, n >
m} nema nejvétsi prvek.

Potom pro kazdé m’ € N, m’ > m, nema mnozina {a,; n € N,n > m'} nejvétsi
prvek. Polozme ny = m. Predpokladejme nyni, Ze mame zvolena pfirozena cisla
ny <nz <--- <ng.Mnozina{a,: n € N,n > ni} nema podle predpokladu nejvétsi
prvek. Protoze je au, jejim prvkem, existuje ngiy > nyg takové, ze an,, > an,.
Podle takto zkonstruujeme posloupnost ptirozenych ¢isel {ng}32 |, ktera je
rostouci. Posloupnost {a,, }32 , je zfejmé také rostouci, ¢imz je tvrzeni dokazano.

ry

2.5.18. Poznamka. Piiklad lze vyuzit k alternativnimu dikazu Bolzanovy—
Weierstrassovy véty. Je-li totiz {a,} omezena posloupnost realnych ¢&isel, pak z ni
lze podle Prikladu vybrat monoténni podposloupnost, kterd bude opét ome-
zena. Takova posloupnost je konvergentni podle Dusledku .

2.6. Pocetni priklady k limité posloupnosti

2.6.1. Pfiklad. Necht x € R, x # %, a posloupnost {a,} je definovana predpisem
3

n
an:( al ), n €N,
3x -2

Vysettete, pro ktera x € R je posloupnost {a,} monoténni, a urcete typ jeji mono-
tonie v zavislosti na parametru x.

Reseni. Pro kazdé x € R, x # %,je {an} geometricka posloupnost. Oznac¢ime g, =
#iz prox € R\ {%} Podle Prikladu je tato posloupnost monoténni pravé
tehdy, kdyz plati gx > 0. Navic je rostouci pravé tehdy, kdyz g > 1; klesajici pravé
tehdy, kdyz gx € (0,1); a konstantni pravé tehdy, kdyz g, € {0,1}. Podminku
gx > 1 splnuji ta x, ktera jsou feSenim nerovnice

x3

3x -2
Prevedenim ¢lenu 1 na levou stranu a algebraickou tpravou obdrzime nerovnici
x=1)2(x+2) -
3x -2
Odtudjiz snadno vidime, Ze g, > 1 pravé tehdy, kdyz x € (—o0, —2)U(%, 1u(l, co).
Zbyvajici nerovnice 0 < gy, gx < 1 arovnice gx = 0, gx = 1 lze vyresit obdob-
né. Pak dostaneme, ze posloupnost {a,}

> 1.

0.

e je rostouci pro x € (—o0, =2) U (%, 1) U (1, 00),
e je klesajici pro x € (=2,0),
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e je konstantni pro x € {-2,0, 1},
e neni monotdénni pro x € (0, %)

2.6.2. Priklad. Spoctéte limitu

. 2n2+n-3
lim ——————
n3—1
Resend. Vyraz 2";3"'—_"1_3 je podilem hodnot dvou polynomt v bod¢ n, pficemz poly-

nom v Citateli ma stupen 2 a polynom ve jmenovateli ma stupen 3. Vyd¢lime ¢ita-
tele i jmenovatele vyrazem n3, tedy mocninou ¢&isla n odpovidajici vy$simu z obou

stupnd. Podle véty o aritmetice limit (Véta postupné dostaneme

11m2n2+n_3 =lim2%+’%2_n% _ lim2%+limni2—limni3
n3—1 - L lim 1 —lim 4
n n-
04+0-0
_ 0 =0.
1-0
ry
2.6.3. Priklad. Nechta,b € (0,1). Spoctéte limitu
. l+a+a*+---+a"
lim .
n>col+b+5b2+---4b"
Reseni. Z Piikladu plyne, ze
14+a+---+a" . (1—b)-(l—a”+1)
l+b+--+b"  (I—a)-(1—brtl)’
Z véty o aritmetice limit (Véta a Prikladu dostavame
lim (1—a”+1) =lml—-—Ilma-limada"=1-a-0=1
n—>0oo n—>oo n—>oo n—>oo
a obdobné také
: _ pntly —
nlggo(l b ) 1.
Z véty o aritmetice limit pak vyplyva, ze
l+a+---+ad" . 1=b limyoe(l—a™) 1-b
im —— = lim - = )
nsool+b+4--4+b" noool—a limyoo(l—0"*T) 1—a
ry

2.6.4. Priklad. Spoctéte limitu

(n +4)'%° — (n + 3)!%°
(n 4 2)100 _ ;100

lim
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Reseni. Necht n € N. Potom z binomické véty dostaneme

100
(n + 4)100 — ;100 4 (100)4;199 + Z <190)4in100—i
1 i

i=2
a podobné
100
(n + 3)100 — ;100 | (10())31199 i Z (100)3in100—i
1 i ’
i=2
Tedy

100

100 . ; .

(n+ 4" — (n +3)'° = 100n"° + ) ( i )(4’ —31)n 100,
i=2

Obdobnym postupem lze odvodit, ze

100

Z 1001 ; ;
(I’l +2)100_n100 — 2()0”99 + < ) )zlnloo—l-

i=2 !

Odtud, z véty o aritmetice limit (Véta a ze zndmé limity lim 1 = 0 (P¥-
klad R.2.11)) vyplyvid, ze

(n+ 4)100 —(n+ 3)100 - 100n%° + legg (1?0)(41' _ 3i)n100—i
= lim

lim =1
(n + 2)100 — ;100 200199 + leg(; (1?0)21'”100—1'
1004350 ()@ -3
= 100 ; T
200+ 352 (1702 5 2

~ 7 Y . na2n+5-3 m
2.6.5. Priklad. Vypoctéte lim BV TR

Reseni. Nejprve provedeme nasledujici neformalni Gvahu. Cisla 5 a 8, ktera vystupu-
ji pod druhymi odmocninami, jsou mala ve srovnani s n, které neomezené roste.
Jestlize tato ¢isla zanedbame, budou ve zlomku figurovat nasledujici mocniny pro-

« , 3 1 3 4 © vy . , R
ménnén:n2,n3,n2 an3. Nejvyssiexponent je % Na zakladé této predbézné tivahy
vrvs , 23 “ 12
roz$itime zlomek vyrazem n~2. Dostaneme tak pro kazdén e N
5 of 4
nV2n+5-332n 2t a 3y
3 3,1 )
n 8 n / 8 6/1
tot 1+ n3 + \/;
Limitu posledniho ﬁ’razu snadno spocteme na zakladé¢ Véty o aritmetice

limit a Prikladu 2.3.37%:
V2+2-394  lim,/2+ 2 —3lim {4 5

N T

lim
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2.6.6. Priklad. Spoctéte limitu
lim(\/n2 +n—+n2+ 1).
Resend. Vétu o aritmetice limit (Véta nemuzeme pouzit pfimo, protoze

Iimvn2+n=0c0 a limvn?2+1=o0,
limvn?2 +n—-1lim+vn?2 +1

nen{ definovén. ZapiSeme vyraz ~/n? + n — /n? + 1 ve tvaru zlomku
Vn24+n—+/n2+1
1 ,
a tento zlomek rozsifime vyrazem +/n? + n 4+ +/n? + 1. Dostaneme
(Vn24+n—+n24+1)-(Vn2+n+/n?+1)
Vn? +n+vn?+1
_ on’+n—(n*41)
NN
_ n—1
VP41
Nyni rozsitime vysledny zlomek vyrazem % Dostaneme

1—-1
7
\/1+%+\/1+#

a tedy vyraz

Vn2+n—n2+1=

Vn2+n—+n2+41=

Podle Piikladu plati
lim /1 + ! =1.
n

Protoze pro kazdé n € N plati

I I
L<y/l1+—<y/1+-,
n n

plyne odtud a z véty o dvou straznicich (Véta ), ze

i 1
1m 1+n—2=1.

Celkem tedy z véty o aritmetice limit (Véta ) vyplyva, ze

lim1—lim 1
1im(\/n2+n—\/n2+1) = L
. 1 . 1
lim /14 5 +lim /14 -5
1-0 1

1+1 2
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»
2.6.7. Piiklad. Vypoctéte lim(v4n2 —n —2n).

Reseni. Uvédomime si, ze nelze uzit vétu o limité souctu, protoze lim v4n? —n =

lim /n(4n — 1) = oo (Véta (b) a Priklad ) a lim(—2n) = —oo. Nejprve

vV

roz$itime n-ty clen nasi posloupnosti vyrazem

V4n? —n + 2n
V4n?2 —n +2n
a pouzijeme vzorec (a —b)(a + b) = a* —b?, kde polozime a = V4n? —n, b = 2n.

Dostaneme tak

[an? — ) _
Van? —n —2n = (V4n? —n —2n) - nonten k .
Van?2 —n+2n  4n2 —n+2n

Tento zlomek jesté rozsitime vyrazem % a dostaneme

—1
vV4n?2 —np —2n = —.
4-142

Protoze posledni rovnost plati pro kazdé n € N, obdrzime podle Véty a Pri-
kladu

—1 1
lim(\/4n2 —n— 2n) =lm— = ——.
4—Lqo 4

2.6.8. Priklad. Spoctéte limitu
lim(\/3 n+1-— «3/5)

Reseni. Podobné jako v predchazejicim piikladu, ani zde nelze thned vyuzit véty
o aritmetice limit. Tentokrat pouzijeme vzorec a® — b = (a — b) - (a* + ab + b?)

proa = In+ 1ab = ¥n (vizte Piiklad [L.5.7). Obdrzime tak pro kazdén € N
3 3
e S LR e £
Y+ 12+ In+1Yn+ In?
1
YA DP 4 LY+ n?

Posledni zlomek rozsifime vyrazem

1

35"

Dostaneme

1
In¥1- Y= Y2 .
Ja+br+ i+t
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Pro kazdé n € N dale plati

3 1 3 1\2 1
t= i+ =+ -) =1+

n n n
a tedy z véty o dvou straznicich (Véta dostaneme

2
lim ,3/1+l = lim ,3/(1+1) —1.
n n

Z Piikladd a vyplyva, ze

. 1
lim -——= = 0.
2
Pomoci véty o aritmetice limit (Véta ) dostaneme

lim %
lim(Vn + 1— ¥in) = V2

lim 3/(1+ 12 +limpooo (/1 + L +limpoo 1
0

:—:O
1+1+1

&»
2.6.9. Priklad. Spoctéte limitu

limn(i/n3 +1—+vn2+ 1).
Reseni. Pro kazdén € N plati

VP +1—vn2+1=Y@® + 12— Y2 + 1)3.
Dale pro kazdé a, b € R plati podle Prikladu
(@ —b%) = (a —b)(a@® + a*b + a>b* + a®b> + ab* + b°).

Tuto identitu aplikujeme na ¢isla

a=vVm3+1)2 a b= yYn2+1)3

a dostaneme

Vnd+1—vn2+1=

(713 + 1)2 _ (nz + 1)3

Y3+ DO+ Y+ D32+ 1)+ ...+ Y2+ D15
Tento zlomek rozsifime vyrazem ,%5 a obdrzime

31471 31
Vnd+1-Vn2+1= n__nZ

Ja+ 2w ot sat P+ fas bys
a tedy

-3+21 3L
n(Vn3+1-vn2 +1) = n__“n

Jas o o+ a5+ fa+ by
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Kombinaci Prikladt R.2.11, 2.2.35, .2.46 a véty o aritmetice limit (Véta

kone¢né dostaneme

-3 1
lim n(Vn3+1—vVn2+1)= — = ——.

2.6.10. Priklad. Spoctéte limitu
lim \/E(f/_ - %)

Reseni. Pokud bychom ihned pouzili vétu o limité sou¢inu, tak dostaneme neuréity
vyraz oo - 0. Zkusime tedy zadany vyraz nejprve upravit za pouziti vzorce

@ —-b"=(@—->b) @ ' 4+a"2b+...+b""
z Prikladu . Snadno pro kazdé n € N dostaneme
n n . N n 3n—1 n 3n—=21/> n on—1
Vi (V3= = i (Vi 43) STV

V3=t 322 e V20T
_ Ji-(3-2)
n /3}1—1 + n/3n—2 (’/5 4+ o4 n /2}1—1 ’

Nyni si staci uvédomit, ze ve jmenovateli posledniho zlomku je n ¢leni, z nichz
kazdy je vétsi nez 1, a odhadneme tedy

05\/5-(2/5—11/5)5%.

Zlim %ﬁ = 0 dostavame, Ze hledan4 limita je rovna 0 podle véty o dvou strdznicich.
Y

2.6.11. Priklad. Spoctéte limitu

. 3"+ n?

lim ———.
n3 4+ n!
3" 4n2
n3+n! ° A
a vyraz n!. Z ptedchazejicich ptikladi vyplyva, ze bude vyhodné rozsifit citatele

Reseni. Vyraz

obsahuje krom¢é mocnin ¢&isla n navic exponencialni vyraz 3"

i jmenovatele vyrazem % Pro kazdé n € N plati
3n 2
3" + n? S+

n!

nd+n! 2l
Podle Prikladu pro a = 3 mame

3n
lim — =0.
n—oo n!
Podle Prikladt a a podle véty o limité souc¢inu (Véta (b)) je
. n? . n? 2"
lim— =lim—-—=0-0=0.

n! 2% p!
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Obdobn¢ lze dokazat, ze plati

.ond
lim — = 0.
n!

Podle véty o aritmetice limit (Véta tedy dostavame

L Fa? lim 2 4+ lim 24 0+0 o
n3 +n! lim';—?—i-liml 0+1

2.6.12. Priklad. Spoctéte limitu
In? sin(n!)
n+1

Reseni. Z Véty (a) vyplyva, ze pro kazdé n € N plati —1 < sin(n!) < 1. Dale
pro kazdé n € N plati

lim

vn? n 1 1
<

n+1 o + 13_ﬁ - 3_ﬁ
Kombinaci odhadt dostavame pro kazdé n e N

_L< In2 «/_sm(n') \/_

In T n+ T— il
Podle Piikladu plati

-

1

m-—— =20,
In
a tedy také
. 1
lim———= =0,

3
In
Podle véty o dvou straznicich (Véta R.2.44) tedy dostavame

In? sin(n!) .
n+1 N

lim

2.6.13. Priklad. Spoctéte limitu
lim m .
Reseni. Podle Ptikladu pro kazdé n € N, n > 4, plati
n? <2" <3
Pro kazdé takové n tedy plati

3=X/3n < Yn242n 430 < Y30y 30 4 3n =313,
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Podle Ptikladu a véty o aritmetice limit (Véta ) plati lim 3 V3 = 3.
Z véty o dvou straznicich (Véta tedy plyne, zZe

lim Vn2 4+ 27 + 37 = 3.

&

2.6.14. Piiklad. Nechta, = [/n3 + 812 — J/n? 4 2n2], n € N. Spo¢téte limay,.

Reseni. Oznaéme by, = v/n3 + 8n2 — ¥/n3 + 2n2,n € N. Pak
6n2

(13 + 8n2)3 + (n3 + 8n2)3(n? + 2n2)3 + (n3 + 2n2)3
6

A+ 450+ a4+ 2)F
Limita posloupnosti {b,} je tedy rovna 2. Pro kazdé n € N plati

b, =

8\3 8\ 3 2\% 2\3
3<(+3)°+(1+3)7(1+3)7 +(1+3)%
takze pro kazdé n € N mame b, < 2.
Nyni nalezneme n¢ € N takové, ze pro kazdé n € N,n > ng, plati b, > 1. Pro
tato n pak plati 1 < b, < 2, a tedy [b,] = 1. Odtud dostavame lima, = lim[b,] =
lim1=1. S

2.6.15. Priklad. Spoctéte limitu

Resend. 'V tadé prikladt s celou ¢asti sta¢i pouzit elementarni odhad
VxeR:x—1<[x] <x.
Diky tohoto odhadu dostaneme
3 3
0 n? 100100 n® —[$£5]100 - n® — (55 —1)100 _ loo.
Jn - Jn - Jn Jn

Vzhledem k tomu, ze plati lim ly = 0, dostavame, ze hledana limita je rovna 0

podle véty o dvou straznicich. -
2.6.16. Priklad. Spoctéte limitu

lim sin(%n).
Reseni. Pro kazdé n € N oznaéme a, = s1n( ) Potom pro kazdé k € N plati

ask = 0aagey = 1,atedylimagy =0a hma4k+1 = 1. Podle Vety m tedy
limita zadané posloupnosti neexistuje. *

2.6.17. Piiklad. Spoctéte limitu
lim(—1)"Vn(vn + 1 — /n).
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Reseni. Pro kazdé n € N oznaéme a, = (—1)" Jn(v/n+1—/n). Prokazdén € N
vyjadiime vyraz /n + 1 — /n ve tvaru zlomku

Vn 41 \/_
1
a tento zlomek rozsitime vyrazem vn+1+ f Dostaneme
W_ﬁ:(«/n+ —yn)-(Vn+1 +ﬁ)= 1
Vn+ 1+ yn Jn+ 1+ yn

a tedy

_ Jn
\/ﬁ(\/n+1—\/ﬁ)——\/_+\/ﬁ.

Posledni zlomek rozsifime vyrazem f a dostaneme

VAT = i) = ——

I+i4+1
Podle véty o aritmetice limit (Véta a Prikladu tedy plati
limﬁ(\/n +1- \/a = -

Odtud a opét z véty o aritmetice limit dostaneme, ze pro kazdé k € N platilimay, =
%, .zatl'.mco limases1 = —%. Podle Véty R.3.21) tedy limita zadané posloupnosti ne-
existuje. *

2.6.18. Piiklad. Spoctéte limitu

. 2-n!
hm((n—l)!+2n sin(37) + 7).
Reseni. Pron € N oznaéme
2-n!

CEEST sin(Zn) +n.

a, =

Pro kazdé n € N mame
2-n! 2n

(n=D1+2m 14 2

Podle Ptikladu 2.5.4 a Véty - plati

2 lim 2
I N S ST
Tedy opét podle Véty dostavame

1im<(n_21'% +n) = limn(#_n + 1) = 00
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lim(—ﬁ + n) = limn(—#z,, + 1) = —o0.

(n—1)!
Protoze
. nm 1, pokud n € {4k + 1; k € N},
SIH(T) = _1 kud 1.
, pokudn € {4k —1; k € N},
dostavame celkem limagry1 = oo a limas,—y = —o0, a tedy podle Véty

lim a, neexistuje. s

2.6.19. Priklad. Spoctéte limitu
(1) +2

lim —2”(3 vt

(1"
je omezena, nebot kazdy jeji ¢len je roven bud i nebo % Druha posloupnost ma

limitu rovnou 0. Podle Véty 2.2.39 ma tedy nase posloupnost limitu rovnou 0. &

Reseni. Zadana posloupnost je soucinem posloupnosti { CD"+2 } F {zln } Prvni znich

2.6.20. Priklad. Spoctéte limitu rekurentné zadané posloupnosti {a,}, kde a; =
10 a pro kazdé n € N platiay41 = 6 — =h

an’

Resend. Korektnost definice posloupnosti. Matematickou indukci dokazeme nasledujici tvr-
zeni. Pro kazdé n € N jsou ¢leny ay, ..., a, definovany aa, > 5. Pron =1 tvrzeni
plati, nebot a; = 10 > 5. Zvolme n € N a pro toto n predpokladejme platnost
nascho tvrzeni. Pokud mame x € R,x > 5, pak 6 — % > 6 —1 = 5. Podle to-
hoto pozorovani a indukéniho predpokladu je definovan i prvek a,41 spliujici
_ 5
ap4+1 = 6— an > 5.
Odtud spolu s dostavame, Ze definice nasi posloupnosti je korektni.

Posloupnost {a, } je klesajici. Zvolme n € N. Chceme dokazat, ze

ap > dp+1 :6_%7
jinymi slovy,
an_6+i _ay—6an+5 _ (an—5(an—1) o

an an an
Posledni nerovnost ovsem snadno plyne z predchoziho tvrzeni.
Vipocet limity. Podle véty o limit¢ monoténni posloupnosti (Véta R.4.1)) a predcho-
zich dvou tvrzeni je {a, } konvergentni. Limitu ozna¢me A. Podle prvniho pomoc-
ného tvrzeni a véty o limité¢ a usporadani (Véta (b)) dostdvame A > 5. Dik
Vété pak dostaneme lima,+; = A. Z véty o aritmetice limit (Véta
obdrzime

. : 5 5

lima,4, = 11m(6 - E) =6—7,
atedy A = 6 — %. Rovnice ma dvé feseni, a sice A = 1 a A = 5. Ponévadz plati
A > 5, dostavame A = 5. s
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2.6.21. Priklad. Posloupnost {a,} spliuje podminku a; < a» a pro kazdé n €
N,n >2,platia,4, = %(an + an—1). Spoctéte limay,.

Resent. S pomoci vidime, ze posloupnost {a,} je dobfe definovana. Nyni
matematickou indukeci ukazeme, ze pro kazdé k € N plati

ok—1 < Azk+1 < A2k+2 < d2k- (2.34)

Pripad k = 1. Ze zadané nerovnosti a; < az vyplyva, ze

az = %(az +ap) < %(az +ax) =as

az = 3(az +ay) > 3(a1 +ay) = ay.
Odtud dale plyne, ze
as = 3(az +ax) < Yar + azx) = a»
a podobné
as = (az +az) > (a3 + az) = as.
Kombinaci odhadt dostaneme a; < a3 < as < az, coz je (2.34) pro k = 1.

Indukéni krok. Zvolme k € N. Predpokladejme, ze ) plati pro toto k. Pak z ne-

rovnosti a1 < dag 4o odvodime

<a
1 2k+2
ask+3 = 5(a2k+1 + dzk+2)
> Azk+1
Z nerovnosti doj 13 < dog 1o dostaneme
<a
1 2k+2
azk+4 = 5(2k+3 + 2k+2)
> Aok +3

Ove¢tili jsme tedy platnost nerovnosti pro kazdé k € N.
Vipocet limity. Z .34) plyne, ze posloupnost {a»,}2_, je klesajici, posloupnost {az,—1}

jerostoucia prokazdén € N platia; < a, < a». Posloupnosti{a,}02; a{azn—1}5>,
jsou tedy omezené. Podle véty o limité monoténni posloupnosti (Véta 2.4.1) tedy
existuji vlastni limity lima,, = 4 alimaz,—; = B. Ze vztahu

aons1 = 5(azn + azn—1)
vyplyva, ze B = %(A + B),atedy A = B. Ob¢ posloupnosti {a2,}52; a {az,—1}52,
tedy konverguji ke stejné limité.

Necht k € N, k > 2. Prepiseme vzorec definujici ax ve tvaru

Ag+1 — Ak = dk—1 — dk+1-
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Necht n € N. Potom pro hodnoty k = 2,3, ..., n postupné dostaneme
asz —daz =da; —as,

a4 — a3z = az —dag,

ap—1 —dp—2 = ap-3 — dp—1,
ap —dp—1 = ap—2 —dp,
dp+1 —Adp = dp—1 —Ap+1.
Seétenim viech téchto rovnosti dostaneme vztah a,+1 —a> = a1 +a> —a, —an+1.
Odtud plyne, ze A —as =a; +a, —A—A,atedy A = %(al + 2a,). ry

2.6.22. Priklad. Posloupnost {a,} je zadana rekurentné pomoci vztaht a; = 1
ady41 = ﬁ, n € N. Spoctéte limay,.

Reseni. Korektnost definice. Matematickou indukci ovétime, ze pro kazdé n € N jsou
definovany ¢leny posloupnosti ay,...,a, a a, € [0,1]. Pron = 1 tvrzeni ziejmé
plati. Zvolme n € N. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro toto n. Potom a,41 =
—L . atedya <1 =1laa > —L_ > 0. Odtud spolu s [1.4.35 dostavame
Tfa,> & €AY dn+1 = 795 = 1 @dnt1 = 157 : P 2 )
ze definice nasi posloupnosti je korektni.
Vypocet limity. Definujme funkce
1 14+x
X) = ——, X) = x))=—— xe€]0,1].
f@ = 80 = f(f@) = 5 xelol
Pomoci elementarntho vypoctu ovéiime, ze
e rovnice g(x) = x ma v intervalu [0, 1] pravé jeden kofen ¢ = %(ﬁ -1,
o x <g(x)<cprox €[0,c)ac < g(x)<xprox € (c,1].

Jelikoz ay < ¢ < ay a pro kazdé k € N plati ag4, = g(ax), dostavame z vlastnosti
funkce g nerovnosti

ay < ag < - <Ay < Q42 <C < Afk41 < Aof—1 <---<da3 <day, k € N.

Posloupnosti {a} a {axt—1} jsou tedy monoténni a omezené, coz znamena
podle Véty , ze jsou konvergentni. Ozna¢me a = limay a b = limay;_;.

Y 1+ary o s v . . . v

Protoze asg 4y = glax) = 2+a§’]; , dostavame z véty o aritmetice limit (Veta.
rovnosta = g(a). Proto platia = ¢. Obdobné odvodime, ze b = ¢, a tedy lima, =

%(\/g — 1) (vizte Vétu , R
2.6.23. Priklad. Spoctéte limitu

lim(l + %)n

Resent. Podle véty o limité vybrané posloupnosti (VétaR.3.21)), PrikladuR.4.5, a De-
finice plati

i ! 1 \2n

1m( + %> = e.




2.6. POCETNI PRIKLADY K LIMITE POSLOUPNOSTI 125

Tud{? podle Piikladu dostavame

. 1 \n . 1 \2n
hm(l + ﬂ) = lim (1 + ﬂ) = JJe.
Y
2.6.24. Piiklad. Spoctéte limitu
) 1\
hrn(l - ;) .
Reseni. Pro kazdén e N,n > 2, plati
Ll -1 11
noon 14 L
a tedy
1
lim(l--) =lim———.
e

Diky Ptikladu , Definici avété o limité vybrané posloupnosti (Véta )
vime, zZe
. I\~
hm(l + —) =e.
n—1

Podle véty o limité¢ podilu (Véta (c)) je tedy
lim(l — l)n = l

n e

2.6.25. Priklad. Spoctéte limitu

. 1
Jim kg D
Reseni. Pro kazdék e N plati
1 1 1
kk+1)  k k+1
a tedy

" 1 "1 1 1
k=1k(k+1) k=1<k k+l> n+1
Odtud vyplyva, ze

R 1 ) 1
)E&ém =lim(1— =) =1
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2.6.26. Priklad. Spoctéte limitu

Jin (1)1 ) (1)

Reseni. Pro kazdé j € N plati

a tedy pro kazdé n € N mame

1 1 1 1-3 2-4 3.5 -2 —1 1
(1__)(1__)...(1__)=_._._...<" o =D+ 1)
22 32 n2 2 32 2 (n—1)2 n2
_ 1n+1
T2 n
Tedy
. 1 1 1 1
hm(1—§>(1—3—2)---(1—n—2) =
ry
2.6.27. Priklad. Spoctéte limitu
.1 3 5 2n —1
llm—-—-—.--
2 4 6 2n
Reseni. Pron € N oznadime
1 3 5 2n —1 2 4 2n
Ay = — -+ —+« — -+ a bnz__
2 4 6 2n 3 5 2n + 1
Potom pro kazdé n € N plati
1 2 3 4 2n —1 2n 1
anbn = — e — e — e — e . — .
2 3 4 5 2n 2n +1 2n +1
Navic pro kazdé j € {1,2,...,n} mame 212—;1 < % a soucinem téchto n nerov-
nosti dostaneme a, < b,. Tedy plati
1
0<a, <+Vapb, < ——.
— n = nt¥n = m
Odtud dostaneme, ze
.1 3 5 2n —1
lim---.-.. =0.
2 4 6 2n



KAPITOLA 3
Ciselné f'ady

Nejen v matematice, ale i ve fyzice, chemii, ekonomii a dalsich védach, se ¢as-
to setkavame s posloupnostmi, které vznikaji nasledujicim zpisobem. Je dana po-
sloupnost realnych ¢isel {a, }52; a nova posloupnost ma cleny:

ay, ay+az, ay+az;+as, ...,

tj. m-ty ¢len nové posloupnosti je souctem prvnich m ¢lent posloupnosti {a, }. Tato
situace nastava tak casto, ze stoji za to témto specialnim posloupnostem vénovat
zvlastni kapitolu.

Stejné jako v predchozi kapitole bude termin posloupnost oznacovat posloup-
nost realnych ¢&isel.

3.1. Zakladni pojmy

Definice konvergentnich a divergentnich rad.

3.1.1. Definice. Necht {a,}%° , je posloupnost. Prom € N polozme s, = >, dn.
Rekneme, 7e fada > an konverguje (je konvergentni), je-li lim,, o0 5 vlastni.
Rekneme, Ze fada Y2 an diverguje (je divergentni), jestlize limy, o0 S neexis-
tuje nebo je nevlastni. Pro jemn¢jsi rozliseni budeme nékdy tikat, ze fada Yo an
diverguje k oo, respektive diverguje k —oo, jestlize lim s, = oo, respektive lim s, =
—o0. Cislo ay,n € N, je n-tym ¢lenem rady Y2 an aéislo sy, m € N, je jejim m-
tym ¢asteCnym souctem.

3.1.2 (Co je to fada?). Rada 322, a, je jakozto matematicky objekt totoznd s po-
sloupnosti {a, };2 ;. Pokud tedy hovofime o fadé¢ a ne o posloupnosti, fikame tim,
ze nas zajimaji otazky souvisejici s prislusnou posloupnosti ¢aste¢nych soucta.

Soucet rady > o2 an je limita posloupnosti {s,}, pokud tato limita existuje.
Souéet fady budeme znadit symbolem Y ;2 a,. Symbol Y72 | a, znadi tedy jed-
nak fadu, jednak soucet fady, pokud tento soucet existuje. Symbol > >, an mi-
zeme pouzit k oznaceni prvku z mnoziny R* az po ovéfeni, ze pfislusna rada ma
soucet. Potom uvedena dvojznacnost neptisobi zadné potize.

127
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3.1.3. Podle chovani posloupnosti ¢astecnych souctt {s,, } fady Y oo an miZeme
provést toto rozliSent:

vlastni, pak jde o konvergentni fadu,

existuje oo, pak rada diverguje k oo,

lim s,, nevlastni a je rovna

—00, pak rada diverguje k —oo,

neexistuje, pak fada diverguje a nema soucet.

3.1.4. Pojem neckonec¢né rady je mozne zobecnit v podobném smyslu, jako jsme
to provedli pro posloupnosti v 2.3.39. Necht k € Z a {an} « Je posloupnost real-
nych éisel (ve smyslu rozsifené definice uvedené v 2.3.39 Potom symbol Y 72, an
oznacuje fadu, kde s¢itaci index probihd mnozinu Z N [k 00). Existuje-li limita po-
sloupnosti {s,,}>_, , kde s, = Zm « 4;, pak tuto limitu nazyvame souctem rady
a zna¢ime ji opét Y o> 4 an. Rekneme, 7e ¥ada Yok anje konvergentni, je-li jejim
souétem redlné &slo. Rekneme, #e fada > o2 an je divergentni, jestlize limy— o0 Sim
neexistuje nebo je nevlastni. Pro jednoduchost se az na drobné vyjimky v této kapi-
tole omezime na fady tvaru ) _,~ ; a,. P¥{padna zobecnéni vysledk pro fady tvaru
> nej an jsou piimocard.

Priklady rad.
3.1.5. Priklad. Dokazte, ze fada ) - ,(—1)" je divergentni.
Reéseni. Pron € N ozna¢me s, = > _, (=D¥. Potom plati:

—1 pro n liché,

Sp = X
0  pronsudé.

Odtud plyne, Ze lim s, neexistuje. Rada Y ope (=D tedy diverguje. s
3.1.6. Definice. Necht g € R. Potom fadu Y ,- , ¢" nazyvime geometrickou fa-
dou a ¢islo g jejim kvocientem.
3.1.7. Priklad. Necht g € R. Dokazte, ze

(a) tada ) ,—,¢" konverguje prave tehdy, kdyz |q| < 1,

(b) pokud |g| <1, potom Y ;7 ;¢"
Reéseni. (a) Pron € N U {0} oznaéme s, = Zk:o ¢*. S pouzitim Ptikladu

dostavame

_gh+1
S prog €R\ {1},
n+1 prog = 1.

Sp =
Pripad g > 1. Potom z vy$e uvedeného vyplyva, Ze lims, = oo. Nase rada tedy
diverguje.

Pripad |q| < 1. Potom plati lims, = ﬁ, a tedy nase rada konverguje.

Pripad q = —1. Rada diverguje podle Prikladu .
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Pripad q < —1. Plati lim 55, = oo alims,,—; = —00, a tedy lim s, neexistuje. Proto
fada diverguje.

(b) Plyne z predchoziho. a
3.1.8. Piiklad. Dokazte, ze Y oo, m =1.

Reseni. Podle Pikladu dostavame

> 1 " 1
SR -
]; k(k + 1) n‘lf}o,; k(k + 1)

&

3.1.9 (soucet versus konvergence). Vsimnéme si rozdilu mezi ulohou vyjadrit hod-
notu souctu dané rady (pokud existuje) pomoci znamych konstant a alohou roz-
hodnout, zda dané fada konverguje ¢i diverguje. Reseni prvni tlohy dava vysledek
i pro druhou. Ur¢it soucet dané rady miize byt viak velmi obtizné az nefesitelné.
Pokud vsak ukdzeme, Ze je fada konvergentni, mtzeme jeji soucet alespon priblizit
pomoci hodnot ¢aste¢nych soucta.

3.1.10 (zména kone¢ného poctu ¢lent fady). Pro nekonec¢né fady plati tvrzeni ob-
dobné Vété , tedy Ze zména kone¢né mnoha ¢lenti fady nema vliv na kon-
vergenci ¢i divergenci fady ¢i na existenci jejtho souctu. Presnéji, mame-li dvé fady
Y omeidn a Yy pey by, pro néz existuje ny € N takové, ze a, = b, pro kazdén € N,
n > ny, pak Y o2 | an konverguje (respektive ma soudet) pravé tehdy, kdyz Yo b
konverguje (respektive ma soucet).

Pro ditkaz predchoziho tvrzeni oznaéme n-ty ¢asteény soucet fady Y 2, an
jako s, a n-ty ¢aste¢ny soucet rady > o2 bu jako ty. Pro kazdé n € N,n > ny, plati

ni—1 n n ni—1
o= Qo= ak= ) bi=ta= ) b
k=1 k=ni k=ny k=1
nebolis, = t, + ¢, kdec = Z':_ll ay — Zl=_11 bx € R. Ma-li tedy fada Y o ; ay

soucet A € R*, paklims, = 4,atedylimt, = A—c. Vyraz A—c je definovan, nebot
¢ € R.Pokudjetada ) - | an konvergentni, pak 4 € R, a tedy také A—c € R, takze
> o2 bn je konvergentni. Tim je dokdzana jedna implikace. Opaénou lze dokazat
obdobné.

Zménou kone¢né mnoha ¢lent fady vsak mtizeme samoziejmé zménit hodno-
tu souctu fady.

Zakladni vlastnosti. Nyni uvedeme jednoduchou nutnou podminku konver-

gence fady.

3.1.11. Véta (nutnd podminka konvergence fady). Nechttada ) ;> | a, konvergu-
je. Potom lima, = 0.

Ditkaz. Polozme so = 0apron € N oznaéme s, = Y ;_; ax. Potom a, = s, —sp—1
pro kazdé n € N. Podle predpokladu véty existuje vlastni lim s,. Ziejmé existuje
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takélims,_; aplatilims,_; = lims,. Podle Véty tedy platilima, = lim(s,—
Sp—1) = lims, —lims,_; = 0. ]
3.1.12. V n¢kterych piipadech lze pouzit Vétu k odvozeni divergence rady.

Jestlize je {an} posloupnost a neplati lima, = 0, pak je fada > -, a, divergentni.
Naprtiklad lim(—1)" neexistuje, a tedy fada ), (—1)" diverguje. Véta nam
tak poskytuje jiné feseni Ptikladu @

3.1.13. Véta (Bolzanova—Cauchyova podminka konvergence fady). Necht ) 72 | a,
je fada. Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

(1) Y2, an je konvergentni,

(i) plati vyrok

VaeR,a>0§lnoeNVm,neN,mznznoz‘Zak‘<8. 3.1
k=n

Dikaz. Polozme s = 0 a pron € N oznaéme s, = Y j_; ax. Potom pro kazdé
m,n € N,m >n,plati )}, ax = Sm — Sp—1.

(i) = (i) Posloupnost {s, } konverguje, a proto podle Véty splnuje Bolzanovu—
Cauchyovu podminku. Pomoci této podminky ovéiime (ii). Zvolme ¢ € R, & > 0.
Potom nalezneme pg € N takové, Ze

Va,meN,n> po,m > po: |Sn —sm| < e.

Polozme ng = po + 1. Prokazdam,n e N,m > n > ng,platim >n—1>no—1=
Do, a tedy

m
)Zak‘ = |Sm — Sp—1| < &.
k=n

Tim je tvrzeni (ii) dokazano.

(i) = (i) Ovéefime Bolzanovu—Cauchyovu podminku pro posloupnost {s,}.
Zvolme ¢ € R,e > 0. K nému nalezneme ny € N podle . Zvolme n,m €
N,n > ng,m > ng. Potom podle (ii) plati

|Zzzm+lak| <eg pron>m,
|Sn_sm|= 0<e pron =m,
|Zf=n+1ak| <& prom>n.

V prvnim piipadé pouzivame nerovnostn > m+1 > ng ave tfetimm > n+1 > ny.

Podle Véty .4.26 {s,} konverguje, a tedy fada ) - ; a, konverguje. ]
3.1.14. Neni tézké si rozmyslet, ze vyrok @) je ekvivalentni vyroku
m
3C e R,C >0VeeR,e>0dngoe NVm,ne N,m>n > ny: ‘Zak‘ < Ce.
k=n
3.1.15. Piiklad. Dokazte, ze Y 72, 1 = oc.
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Reseni. Posloupnost ¢asteénych souétt {s,} fady Y oo 1 je zfejmé rostouci. Z Di-
sledku vyplyva, ze existuje lim s,,, kterou oznacime symbolem A. Navic plati
A = sup{sp; n € N},atedy 4 > 51 > 0. Zvolme no € N. Polozme n = ng + 1

am = 2ng. Pro kazdé k € N, k < 2n,, plati % > ﬁ. TudizZ mame
m 2ngp
1 1 1 1
I
k=n k k=no+1 k 2o 2

Proe = %jsme tedy odvodili
21
Vno e Ndm,n e N,m >n > ny: ’;%‘ > e.
=n

Rada "%, L tedy nesplniuje (ii) ve Vété B.1.13, a proto diverguje. Platitedy A ¢ R.
Protoze A > 0, plati A = oco. ¥y

3.1.16. Definice. Radu Y52, 1 nazyvime harmonickou fadou.
3.1.17. Harmonicka fada ukazuje, Ze opac¢na implikace v tvrzeni Véty ne-
plati. Platf totiz lim 2 = 0, aviak podle Pikladu fada ) 52| 1 diverguje.
3.1.18. Véta. Nechttady ) 02, an a ) -, by maji soucet.
(@) Nechta € Ravyraza ), a, je definovan. Potom ma fada Y 2| aa,
v 7 o0 oo
soucetaplati ) 2 aap, =), an.
(b) Nechtjevyraz Y p2; an+Y o, by definovan. Potom matada )", (an +
by) soulet a plati Y oo\ (an + by) =Y ey an + Y ey ba.
Diikaz. Prom € N oznaéme sy = Y iy an alm = Y ney bn.

(a) Pouzitim véty o aritmetice limit (Véta obdrzime existenci limity ¢astec-
nych souctt fady Y 2, @a, a rovnost

o0 m o0
Zaan = W}I_I)noo Zaan = r}gnooasm = ozrr}l_r)noosm =« Zan.
n=1 n=1 n=1
(b) Obdobn¢ obdrzime existenci sou¢tu fady Y 2| (an + by) a vztah
o0 m
> (an +bp) = lim > (ay +by) = lim (s + tm)
m—>00 m—0o0
n=1 n=1
o0 o
= i om + lim = D an Db
n=1 n=1
|

3.1.19. Dusledek (lincarita konvergentnich fad). Nechtjsoutady Y 72 anad pe; b

konvergentni a « € R. Potom plati:

(@) Y pe; oan konvergujea Y 2 oap =Y ey dn,
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(b) 352 (an + by) konverguje a Yomei(an +bn) =302 an + 302 ba.

3.1.20. Véta. Necht ) 72, a, je konvergentni fada a ) -, by je divergentni rada.
Potom je fada ) ;- (an + b,) divergentni.

Diikaz. Provedeme ditkaz sporem. Predpokladejme, Ze fada Zzozl (a, + by) je kon-
vergentni. ProtoZe fada Y~ a, je konvergentni, je podle Disledku také
fada Y po(an + bp — an) =Y pe, by konvergentni. To je spor. (]

3.2. Rady s nezapornymi ¢leny

Ddlezity specialni ptipad fad predstavuji fady s nezapornymi cleny, tedy ra-
dy 3% an, kde pro kazdé n € N plati a, > 0. Takové rady maji vzdy soucet
(Véta E.Q. ) a ke zkoumani jejich konvergence méme k dispozici specidlnf kritéria

(napt. Véty B.2.5,8.2.8§ a B.2.11)).

3.2.1. Véta. Necht Y72 | a, je fada s nezdpornymi ¢leny. Pak md )", | a, soudet.

Dikaz. Oznaéme s, = Y an pro m € N. Posloupnost {s,,} je neklesajici, pro-
toze fada Y - ; a, mé nezdporné &leny. Podle Véty R.4.1] lim{s,, } existuje, a tedy
existuje soudet fady Y p | ay. |

V tomto a nasledujicich dvou oddilech bude pro nas hlavnim problémem roz-
hodnout, zda dana rada je konvergentni, ¢i ne. Ukazeme nékolik vét, kterym rika-
me kritéria, jez nam pomohou tento problém v jistych situacich vyfesit, aniz bychom
museli urcovat soucet dané rady. Nejprve uvedeme kritéria, ktera umoznujf roz-
hodnout o konvergenci fady na zaklad¢ srovnani s jinou fadou, o které vime, zda
konverguje, ¢i nikoli.

3.2.2. Véta (srox./né\./aci kritérium). Necht > 72, a, a ) pe; by jsou fady s nezapor-
nymi ¢leny a existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ng, plati a, < b,.

(@) Jeli Y2, by konvergentni, pak jei ) o>, a, konvergentni.

(b) Je-li Y-, a, divergentni, pak jei ) o>, b, divergentni.
Ditkaz. (a) Prom € N oznalme sy = Y py an @ty = Y nyq by. Posloupnost {s,,}

je neklesajici, protoze ¢leny posloupnosti {a,} jsou nezaporné. Dokazeme, ze po-
sloupnost {s,,} je shora omezena. Pro kazdé m € N zfejmé plati

m m
Sm = Spo + Z an < Spy + tay + Z by = Spy + tm.

n=nop+1 n=nop+1

Posloupnost {,,} je konvergentni, a tedy je posloupnost {s,, 4t} shora omezena.
Proto jeiposloupnost {s,,} shora omezena. Protoze posloupnost {s,,} je neklesajici

a shora omezena, je podle Dusledku konvergentni. Podle definice je tedy rfada

Yo | an konvergentn{
n=1%n g :

(b) Tvrzeni bezprostifedné plyne z jiz dokazaného tvrzeni (a). ]
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3.2.3. Piiklad. Dokazte, ze fada )~ 15 Je konvergentni.

Reéseni. Pron € N oznaéme a, = 2 a by n(n+1) Pak pro kazdé n € N plati 0 <
a, < b,.Z PiikladuB.1.8 - vyplyvd, ze Y n | bu je konvergentni. Podle Véty -(a)
je tedy i) 02, a, konvergentni. *

3.2.4. Poznamka. Soucet fady Y 72 -4 je roven &slu 172 K ditkazu tohoto tvr-
n

zeni jsou vSak tfeba pokrocilejsi pasaze matematické analyzy. K tvrzeni se vratime
v Prikladu ??.

3.2.5. Véta (Iimitni srovnavaci kritérium). Necht’ Y e, an je fada s nezdpornymi

¢leny, Yo bnjetadas kladnymi ¢leny a lim £+ ex1stuje Oznaéme A = lim Z” .

(@) Necht 4 € (0,00). Pak > 72 | a, konverguJe pravé tehdy, kdyz konverguje
Yoz bn-

(b) Necht 4 = 0. Pokud "2, b, konverguje, pak konvergujei } ;2 a,

(c) Necht 4 = co. Pokud Y2, a, konverguje, pak konvergujei Y ;2 b,

Dijkaz. (a) Polozme ¢ = 3 A. K tomuto & nalezneme podle definice limity ng € N
takové, ze plati

VneN,nznO:%A<;i<%A. 3.2
n

= Predpok]adejme ze Y o2, an konverguje. Z .) plyne, ze pro kazdé n € N,
n > ng, plati b, < Aan Podle Dtsledku B.1.19 -(a) je > o= 1%an konvergentni.
Podle Véty B.2.2 -(a) je také rada Y7 | b, konvergentni.

<  Nyni predpokladejme, ze fada Zn 1 bn konverguje. Z @ plyne, ze pro
kazdé n € N, n > ny, plati a, < Ab Podle Dusledku (a) je >, %Abn
konvergentni. Podle Véty -(a) je také rada )2 | a, konvergentni.

(b) Polozme ¢ = 1. K tomuto ¢ nalezneme z definice limity no € N takové, ze pro
kazdé n € N, n > ng, plati “—;’ < 1. Pak a, < by, pro kazdén € N, n > ng. Podle
Véty -(a) jetada ) ;2 a, konvergentni.

(c) Polozme K = 1. Podle definice nevlastni limity nalezneme ny € N takové, ze
pro kazdé n € N, n > ny, plati Z—” > 1. Potom pro kazdé n € N, n > ny, plati

an > by. Podle Véty -(a) je tada Y p2, b, konvergentni. ]

3.2.6. Priklad. Dokazte, 7e fada ) =, ?;’41; je konvergentni.

Reseni. Pron € N oznacme

2n? + 1 1
“Zsays T
Potom plati lim ¢ = £. Podle Pifkladu B.2.3je fada "2, b, konvergentni. Podle
Véty B.2.5 -(a) jei rada Z 1 @n konvergentni. -

3.2.7. Priklad. Dokazte, 7e fada ) =, m je divergentni.
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Reseni. Pron € N ozna¢me
1 1
—_— a by =-—.
~/n + 100 n
Potom platf lim 3 = co. Podle Ptikladu Y o2 1 ba diverguje. Pouzitim Vé-
ty (c) dostavame divergenci Y oo | ap. *

3.2.8. Véta (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht Y 72, a, je fada s nezd-
pornymi ¢leny.

(a) Jestlize plati
dg € (0,1) g e NVneN,n>ng: ¥Ya, <gq,

ay =

pak je Y72, a, konvergentni.

(b) Jestlize limsup %/a, < 1, pak je ZZQZI a, konvergentni.

(c) Jestlize lim %/a, < 1, pakje Y »; a, konvergentni.

(d) Jestlize limsup %/a, > 1, pak neni pravda, ze lima, = 0, a tedy Y L an
je divergentni.

(e) Jestlize lim y/a, > 1, pak neni pravda, ze lima, = 0, a tedy Yo an je
divergentni.

Diikaz. (a) Z predpokladu plyne, ze prokazdén € N,n > ng, platia, < q". Protoze

jeq € (0,1), je fada ) ;2 ; ¢" konvergentni (Piiklad . Podle Véty (a) je
tedy také Y2 | a, konvergentni.

(b) Ozna¢me A = limsup {/a,. Pfedpokladejme, ze A < 1. Zvolme g € (4, 1). Pak
podle definice limes superior nalezneme ng € N takové, ze

sup{.”/a,,; neN,n> no} <gq.
Potom plati

VneN,n>ngy: Ya, <gq,

a tedy tvrzeni plyne z jiz dokazaného tvrzeni (a).
(c) Predpokladejme, Ze lim {/a, < 1. Podle Véty plati

limsup ¥/a, = lim Ya, <1,
a tedy tvrzeni plyne z jiz dokazaného tvrzeni (b).
(d) Ozna¢me A = limsup #/a,. Pfedpokladejme, ze A > 1. Podle Véty na-
lezneme rostouci posloupnost ptirozenych ¢isel {ny }32 | takovou, ze limy o0 "4/@n, =
A. Protoze A > 1, nalezneme ko € N takové, ze pro kazdé k € N, k > ko, plati
ngfan, > 1. Odtud plyne, ze pro kazdé k € N, k > ko, plati a,, > 1. To znamena,
ze neplati limg_, o a,, = 0. Podle Véty tedy neplati ani lim, o a, = 0.
Neni tudiz splnéna nutna podminka konvergence fady, a tedy podle Véty

fada ) 2, a, diverguje.

(e) Tvrzeni plyne z jiz dokazaného tvrzeni (d) a Véty . ]
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3.2.9. Je-li {an} posloupnost nezapornych realnych ¢isel splnujici lim ¥/a, = 1,
pak o konvergenci ¢i divergenci fady Y ;2| a, neni mozné rozhodnout na zakladé¢
Véty . Oznacime-li naptiklad a, = % ab, = n% pron € N, pak platilim 2/a, =
lim ¥/b, = 1,tada }_a, je divergentni (Ptiklad artada ) b, je konvergentni
(Piiklad B.2.3).

3.2.10. P¥iklad. Nechta € R,a > 1,ak € N. Dokazte, ze fada ) oo 2% Lonver-

n=1 qgn
guje.
Reseni. Podle Piikladu plati lim {/n = 1. Odtud a z véty o aritmetice limit
pro posloupnosti (Véta R.2.34) plyne, ze
. . n nk . (W)k 1
lim %/a, = lim \/a—n=11m7=5<1.
Podle Véty (c) tedy fada konverguje. -

3.2.11. Véta (d’Alembertovo podilové kritérium). Necht > 72 | a, je fada s klad-
nymi ¢leny.

(a) Jestlize plati

dg € (0,1)3Ing e NVn e N,n > ny: dnt1 <gq, 3.3)
dn
pak je fada )2 | a, konvergentni.
(b) Jestlize limsup 2L < 1, pak je fada ) oo ; a, konvergentni.

an

() Jestlize lim a’;:’” < 1, pak je rada }_,2 | a, konvergentni.
(d) Jestlize lim a'['l:l > 1, pak neplati lima, = 0, a tedy je fada }_,~, a,

divergentni.

Diikaz. (a) Predpokladejme, ze plati @ Matematickou indukci dokdzeme, ze
plati vyrok
VneN,n>ng: ap <q" "ay,. 3.4)
Pron = ng je tvrzeni zfejmé. Predpokladejme, Ze nerovnost v @) plati pro néjaké
neN,n > ng. Potom
+1an < qan < qqn—noanO — qn+1—n0an0,
n

pri¢emz prvni nerovnost plyne z predpokladu véty a druha z indukéniho predpo-
kladu. Tim je podle principu matematické indukce dokazan vyrok @

Podle Prikladu @ a Dusledku je fada Y ;2 ¢" "°an, konvergentni.
Podle B.1.10 je také fada Y22 | ¢""°a,, konvergentni. Podle Véty B.2.9(a) je tedy

konvergentni i fada ) ,- | ay.

a
an+1 =

An+1

(b) Pfedpokladejme, Ze plati limsup =
nalezneme g € (0,1) ang € N takova, ze

< 1. Pak podle definice limes superior

a
n+1 <

VneN, n>ng:
n
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Tvrzeni nyni plyne z (a).

(c) Tvrzeni plyne z (b) a Véty .
(d) Predpokladejme, ze lim “2£L > 1. Pak podle definice limity nalezneme ng € N
takové, ze

VineN,n>ng: 2L >, (3.5)
an
Dokazeme, ze plati vyrok
VneN,n>ng:a, > ap,. 3.6)

Pro n = ng je toto tvrzeni ziejmé. Jestlize pro néjaké n € N, n > no, plati a, > ayp,,,
pak podle plati

an+1

ap+1 = ap = an = dpg-

n
Tim je podle principu matematické indukce dokazan V}’/rok (@) Rada m4 podle
predpokladu kladné ¢cleny, a tedy a,, > 0. To znamena, ze neplati lima, = 0.

Podle Véty B.1.11 tedy 3% | a, diverguje. |
3.2.12. Priklad. Necht k € N. Rozhodnéte, zda fada ) -, (kn)' konverguje

Reseni. Pron € N oznaéme a, = EZJ), Rada diverguje pro k = 1, nebot lima, =

1 # 0 a nenf tedy splnéna nutnd podminka konvergence (Véta B.1.11)).
Predpokladejme, ze k > 2. Pro kazdé n € N platia, > 0a

dn+1 (n + ¥ _ (140"

an — (kn+1)--(kn+k)  (k+ L)k + Ey
Z Véty o limité soudinu (VétaR.2.34(b)) dostavame limy o0 5L = k=% < 1. Podle

an

Véty B.2.11(c) tedy 322 | a, konverguje. Fs
3.2.13. Je-li {a,} posloupnost kladnych realnych ¢&isel spliujict lim 2L = 1, pak

o konvergenci ¢i divergenci fady Y 2 | an nemuzeme rozhodnout na zaklade Ve-

ty . Oznacime-li naptiklad a, = % ab, = pro n € N, pak plati lim ”+' =
lim b’l')% =1, ) a, divergujea )b, konvergUJe.
3.2.14. V souvislosti s tvrzenim (d) ve Vété B a s tvrzenim (d) ve Vété

upozornéme na to, ze predpoklad lim sup =+ ”+' > 1 nezarucuje divergenci fady
3o | an. Piikladem je fada Y 52, 27+ (D" Pro kazdé n € N plati

0 S 2—n+( 1))1 S 2—n+1,

a tedy je uvedené fada konvergentni podle srovnavaciho kritéria (Véta B.2.9(a)).

Ptesto vak plati lim sup a’;::' > 1, nebot

An4l _ sorea(-1y ! _ 2, pron liché,
An

neN,
%, pro n sudé,
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L =2

3.2.15. Pfiklad. Nechta > 0. Rozhodnéte, zda fada ) 7 ‘;—': konverguje.

Resend. C‘leny zadané fady jsou kladné a plati

lim 21— Jim —% 0.
n—o0 ap n—oon + 1
Rada tedy konverguje podle Véty (C) a

3.2.16. Necht {a,} je posloupnost s kladnymi ¢leny. Z Prikladu plyne, ze
pokud lim 2L existuje, pak existuje i lim #/a;, a limity se rovnaji. To znamen4,
ze je-li splnen predpoklad tvrzeni (c) (respektive (d)) Véty E 2.11, pak je téz spl-
nén predpoklad (c) (respektive (e)) Véty . Vypocet lim Y/a, vsak muze byt
v nékterych pipadech podstatné obtizngji{ nez vypocet lim “+L

3.2.17. Véta (kondenzac¢ni kritérium). Necht {a,} je nerostouci posloupnost s ne-
zapornymi ¢leny. Pak fada )"~ | a, konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fada
ZZOZO 2”a2n .

Diikaz. Pro k € N oznaéme
k k
Sk:Zaj a tk=221a2,~.

&  Oznatme A =372, 2/a,;. Potom A € R. Zvolme m € N. K nému nalezne-
me k € N takové, ze m < 2%. Potom 1, < A4, a tedy plati
Sm<ay+(az+az)+ (as+as+as+az)+---+ (@G- + -+ +as_;)
k—12/+1-1

—Z Z an<Z2]a2,—tk | <t < A.

J=0 n=27
Podle Véty B.2.1md fada )2 | a, souéet. Oznaéme jej B. Podle predchoziho plati
B < o0 a zfejmé také plati B > 0. Rada ZZO=1 ay je tedy konvergentni.

= Oznaéme C = ) ;2 a,. Potom C € R. Zvolme k € N. K nému nalezneme
m € N takové, 7e 2¥ < m. Potom s, < C a navic plati

Sm > ar +az + (a3 +as) + (as + ag + a7 +as) + -+ + (arx-149 + -+ + axx)
k k

ko 2
=at+) ) aizal"‘zzj_lazf=01+5221a21

J=lj=2/-141 J=1 Jj=1

1 k
j 1
5 § 21512./' = Etk,
Jj=0

v
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takze f; < 2C.To znamena, ze posloupnost {#¢ } je shora omezena. Podle Véty
mé fada ), ,2"asn souéet. Ozna¢me jej D. Podle predchoziho plati D < oo
a ziejmé také plati D > 0. Rada Y02 ; 2"ax je tedy konvergentn. ]

Vime, ze Y o2, 1 diverguje (Piiklad B.1.15), zatimco Y 22 | 2 konverguje (Pfi

klad B.2.3). V nasledujla vét¢ uvedeme charakterizaci konvergence fad Y o2 =
v zavislosti na parametru « € R. Véta je dulezitou aphkac1 kondenza¢niho kritéria.

3.2.18. Véta. Necht o € R. Potom tada > o2
a > 1.

konverguje pravé tehdy, kdyz

nln“

Diikaz. Dokazovana ekvivalence plyne z nasledujici diskuze.

Pripad o0 < 0. Pak pro kazdé n € N platl ~& > |, takZe neni splnéna podminka
lima, = 0. Podle Véty m tedy rada > na

Pfipad o > 0. Z definice vyrazu n® (vizte [1.7.15) a vlastnosti funkei exp a log (viz-
te a ) plyne, Ze {n%} je nerostouci posloupnost kladnych realnych cisel.
Podle kondenzac¢niho kritéria (Véta fada ) 02, na konverguje prav¢ tehdy,
kdyz konverguje fada

— i (21—a)n )

n=0

diverguje.

o0

oo
o

n=0 (2n)

Rada "% ((217%)" je geometrickou fadou s kvocientem 2'7¢, a tedy je podle Pii-
kladu konvergentni pravé tehdy, kdyz 217% < 1. To nastava pravé tehdy, kdyz

o> 1. [ ]
3.2.19. Priklad. Rozhodnéte, zda fada } -, 11:% konverguje.
Reseni. Pron € N oznaéme a, = lj__\ﬂ ab, = — n~¢. Potom pro kazdé n € N plati

ay > 0ab, > 0. Rada > o2 | bu konverguje podle Véty , nebot % > 1. Navic
plati

an .. 71 l+3/ﬁ . né+n2  l4nF
lim — =limns - = lim — = lim - =1L
bn 1+ +vn 1+n2 l+n72
Podle Véty -(a) tedy konverguje ifada ) ;2 | a,. -

3.3. Rady s obecnymi ¢leny

V tomto oddilu odvodime né¢kolik postacujicich podminek pro konvergenci
fad, jejichz ¢leny mohou byt kladné i zaporné. Prvnim vysledkem tohoto typu bude
Leibnizova véta.

3.3.1. Véta (Leibniz). Necht {a,} je monoténni posloupnost spliujici lima, = 0.
Potom je fada Y~ (—1)"a, konvergentni.

1Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646—1716)
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Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze {a,} je nerostouci. Odtud, z predpokladu véty
a Véty plyne, Ze inf{a,; n € N} = 0, tedy a, > 0 pro kazdé n € N. Ozna¢me
prom € N

m
S = Z(—l)"an.
n=1

Potom pro kazdé k € N plati

S2k+2 — S2k = Aok4+2 —Aok+1 =0 @ S$op41 — S2k—1 = —dog+1 t a2 =0,
nebot {a, } je nerostouci. Tedy posloupnost {5, } je nerostouci a posloupnost {s>x 41}
je neklesajici. Diky vété o limit¢ monoténni posloupnosti (Véta .4.1) maji obé po-
sloupnosti limitu. Pro kazdé k € N plati sox 41 = $2k —a2k+1. Z predpokladu vime,
ze lima, = 0, a tedy diky vété o limité vybrané posloupnosti (Véta také
lim a4 = 0. Z véty o aritmetice limit (Véta ) tedy dostavame

lim spx 11 = lim(sax — aog41) = limsog — limagg 4 = limsyg,
takze posloupnosti {syx} a {s2x+1} maji spole¢nou limitu s € R*. Protoze ale pro
kazdé k € N plati
S1 = $2k41 = S2k — dok41 = S2k = 52,
jes € R. Odtud diky Véte (vizte téz plyne, ze lims, = s, a nase fada
je tedy konvergentni.
Je-liposloupnost {a, } neklesajici, potom je posloupnost {—a, } nerostoucialim(—a,) =

0, a tedy fada ) 2, (—1)"(—ay) podle jiz dokdzaného konverguje. Podle Diisled-

ku B.1.19 konverguje i fada > oo, (—1)"ay. [

3.3.2. Priklad. Doka’te, Zc fada ) 5 (—1)"1 je konvergentni.

Reseni. Posloupnost {1} je nerostouci a navic plati lim 1 = 0. Z Véty tedy

plyne, ze fada ) ;2 (—1)"1 je konvergentni. *

3.3.3. Predpoklad monotonie ve Vété nelze vynechat. Prikladem je fada
Yoo (=1)"ay, kde

% pron € N sudé,

0 pron e N liché.

an =
Posloupnost {a,} sestava z nezapornych cisel a konverguje k 0, neni v§ak mono-

ténni. Oznaéme {s,,} posloupnost ¢iste¢nych souctt fady Y .2 (—1)"a,. Potom
pro kazdé k € N plati

1
52k = Z = 5 Z
Podle Prikladu je limg_, o0 S2k = 00, a tedy uvedena fada diverguje.

V nasledujicim lemmatu vyuzivime amluvu uvedenou v Oznaceni .
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3.3.4. Lemma (AbelovalE parcialni sumace). Nechtm e Naay,....am,b1,....bn
jsou realna ¢isla.

(@) Nechtn e N,n <m,aop = Zf:n aj,k =n,...,m. Pak plati

m m—1
Zajbj = Z 0j(bj —bj+1) + Ombm. 3.7
j=n j=n

(b) Oznaéme s = Z_ﬁ;la}-,k =0,...,m. Pak pro kazdé n € N, n < m, plati

m m—1
> ajb; = —sp1bn+ Y sj(bj —bjs1) + Smbm. (3.9)
j=n j=n

Diikaz. (a) Pomoci elementarnich Gprav dostaneme

Zafbf =apby + -+ ambn
J=n Onbn 4 (Ong1 —0n)buy1 + -+ (Om — Om—1)bm
On(bp —bpt1) + -+ + Om—1(bm—1 — bin) + Ombpy

m—1
= 0j(bj —bj11) + Ombm.
j=n

Tim je dokazano tvrzeni (a).

(b) Podobné jako v ditkazu tvrzeni (a) plati

m
Zajbj =dapby + -+ ambn,

J=n = (Sn — Sn—1)bn + (Sn+1 = Sn)bn+1 + -+ + (Sm — Sm—1)bm
= —Sp—1bp + 5n(bn —bus1) + -+ Sm—1(bm—1 — bim) + Smbm
m—1
= —Su—1bp + Z Sj(bj - bj+1) + Smbm.
j=n
Tim je dokazano tvrzeni (b). ]

3.3.5. Véta (Abelovo a Dirichletovol kritérium). Necht {a,} a {b,} jsou posloup-
nosti, pricemz {b, } je monoténni. Necht je navic splnéna alespon jedna z nasledu-
jicich dvou podminek:

(A) posloupnost {b,} je omezend a fada Y - ; a, konverguje,

(D) limb, = 0 a posloupnost ¢aste¢nych soudtt fady Y o2 | a, je omezena.

Pak fada Y02 | anby konverguje.

2Niels Henrik Abel (1802—1829)
3Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805—1859)
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Diikaz. Nejprve budeme predpokladat, ze posloupnost {b,} je nerostouci, neboli
plati

VneN: b, — bn+1 > 0. (39)
Tvrzenivéty dokazeme za predpokladu, ze je splnéna podminka (A), a poté za pred-
pokladu splnéni (D). V obou piipadech dokdzeme konvergenci Y p2 | anby, ovéfe-
nim Bolzanovy—Cauchyovy podminky pro fady (Véta

Podminka (A). S pomoci (A) nalezneme K € (0, 0o) takové, ze plati
Vn € N: |b,| < K. (3.10)

Pro ovéifeni Bolzanovy—Cauchyovy podminky pro 32| anb, zvolme e € R, & > 0.
Rada 2%, a, je podle (A) konvergentni, a proto spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu
podminku (VétaB.1.13), takze k naSemu ¢ mtizeme nalézt ng € N takové, ze plati

m
Vn,meN,mannor)ZaJ‘<e. (3.11)
j=n
Zvolme n,m € N splnujici m > n > ng a ozna¢me oy = Z;;n aj, k =n,...,m.
Potom diky @ plati
Yk el{n,...,m}: |ox| <e. (3.12)

Pak postupné dostavame:

m m—1
‘Z ajbj‘ = ‘(Z oj(b; — bj+1)) + ombm‘ (Lemma B.3.4(a))
- —t
< (Z loj|(bj — bj.H)) + [0m||bm| (trojahelnikova nerovnost a @))
j=n

m—1
e( Db = bjs1) +elbml (podle (B.12))

=<

j=n
= &((bn — bm) + |bm) (teleskopickd suma, vizte
< &(|bal + 2lbml) < 3Ke. (podle (B.10))

Diky ptedchozimu aB.1.14spliiuje 372, a;b; Bolzanovu—Cauchyovu podminku,
a tedy je podle Véty B.1.13 konvergentni.

Podminka (D). Pro k € N oznaéme sx = Z;;l a;. Diky podmince (D) nalezneme
M € (0, 00) takové, ze plati

Vn e N: |s,| < M. (3.13)
Zvolme ¢ € R, & > 0. S pomoci (D) k nému nalezneme ng € N takové, ze plati

VneN,n>ng: |by| <e¢ (3.14)
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Necht n,m € N splnujim > n > no. Z Lemmatu (b) plyne
Xaib|
j=n

m—1
= |=sum1ba + 3 5i(b; = bj1) + smbm|  (Lemma B3A(b))
j=n

m—1

< M|b,| + Z M(bj —bjt1) + M|by| (trojuhelnikova nerovnost, @) a @))
j=n

= M|by| + M(by — by) + M|bp| (teleskopické suma, vizte [[.5.5)

<4Me. (podle )

Diky ptedchozimu aB.1.14spliiuje 372, a;b; Bolzanovu—Cauchyovu podminku,
a tedy je podle Véty B.1.13 konvergentni.

Je-li posloupnost {b, } neklesajici, 1ze dtikaz provést obdobné, nebo lze jiz dokaza-
né tvrzeni pouzit pro posloupnost {—b,}. [

3.3.6. Leibnizova véta (Véta ) je specialnim pripadem Véty (D), protoze
fada Yo% | (—1)" méa omezenou posloupnost &asteénych souctt (vizte Piklad B.1.5).

3.3.7. Piiklad. Dokazte, ze fada ) - ; sinnx ma omezenou posloupnost &istec-
nych souctd pro kazdé x € R.

Resend. Ze souctovych vzorci plyne, Ze pro kazdé x € R a kazdé n € N plati
25in(%x) sin(nx) = cos(n — %)x —cos(n + %)x,

Pak pro kazdé x € R a kazdé m € N dostavame

m m
2 sin(%x) Z sin(nx) = Z(cos(n - %)x —cos(n + %)x)
n=1 n=1
= cos(1 — %)x — cos(m + %)x (teleskopicka suma)

= cos(%x) — cos(m + %)x.

Jestlize x ¢ {2I7; | € Z}, pak z predchoziho plyne pro kazdé m € N odhad

"o ]cos(%x) — cos(m + %)x’ 1
‘; sm(nx)‘ = \2 sin(%x)| = |sin(%x)| '

a tedy ma fada )_,~; sin(nx) omezenou posloupnost &aste¢nych soudti.
Jestlize x € {2In; | € Z}, pak sestava fada ) _,- sin(nx) z nulovych ¢lend,
a ma tedy omezenou posloupnost ¢aste¢nych souctu. -

3.3.8. Priklad. Dokazte, ze fada ) ., cosnx méa omezenou posloupnost édstec-
nych souctt pravé tehdy, kdyz x € R\ {2/x; [ € Z}.
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Resend. Ze souctovych vzorct plyne, ze pro kazdé x € R a kazdé n € N plati
2 sin(%x) cos(kx) = sin(n + %)x —sin(n — %)x.

Pak pro kazdé x € R am € N dostavame

2sin(3x) - ) cos(nx) = Y _(sin(n + $)x —sin(n — 5)x)
n=1 n=1
= —sin(l — %)x + sin(m + %)x (teleskopickd suma)

sin(m + %)x — sin(%x).

Jestlize x ¢ {2l7; | € Z}, pak z predchoziho plyne

" |sin(m + 1)x — sin(%x)| 1
E‘m(’”)‘ =T ein(o]  Jein(o)

a tedy ma fada ), ; cos(nx) omezenou posloupnost &iste¢nych soudtd.
Jestlize x € {2ln; | € Z}, pak fada Y, cos(nx) = Y ;2,1 zfejmé nema
omezenou posloupnost ¢astecnych soucti. -

3.3.9. Piiklad. Dokazte, ze fada ) -, % je konvergentni pro kazdé x € R.

Rejeni. Necht x € R. Pron € N polozme a, = sinnx, b, = 1. Podle Piikladu
je posloupnost ¢asteénych souétt fady > - ; a, omezena. Posloupnost {b,} je kle-
sajici a spliuje limb, = 0. Z Dirichletova kritéria (Véta (D)) tedy plyne, ze
fada } 52| 28X konverguje. FS
3.3.10. Priklad. Dokazte, ze fada ) ;2| <% konverguje pravé tehdy, kdyz x €
R\ {2In; | € Z}.

Resent. Jestlize x € R\ {2l7; k € Z}, pak Ize konvergenci fady ) ;2| € dokazat

obdobné jako v reseni Prikladu . Jestlize x = 2Ix, kde [ € Z, potom pro
kazdé n € N plati cosnx = 1, a tedy fada ) no; <2 = 3 1 diverguje podle
Piikladu . P

3.4. Absolutni konvergence ciselnych rad

3.4.1. Definice. Rekneme, Ze fada )~ ;| a, je absolutné konvergentni, jestlize je
fada ) ;2 |an| konvergentni. Je-li fada )2 | a, konvergentni, ale nen{ absolutné
konvergentni, ftkame, ze je neabsolutné konvergentni.

3.4.2. Rada, jejiz ¢leny neméni znaménko, konverguje pravé tehdy, kdyz konver-
guje absolutné.

3.4.3. Véta. Necht Y72 | ay je absolutné konvergentni fada. Pak je fada Y~ ; a,
konvergentni a navic plati Y p2; an < > pe; lanl.
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Ditkaz. Podle Véty spliiuje fada Y _;2 | |an| Bolzanovu—Cauchyovu podmin-
ku. Zvolme ¢ > 0. Pak Ize nalézt ng € N takové, ze pro kazdén,m € N,m > n > no,
plati Z;":n laj| < e. Z trojahelnikové nerovnosti plyne, ze pro kazdé n,m € N,
m > n > ny, plati

m m
Y| =Y lasl <,
j=n j=n

a t dy také fada Y ;2| a, spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku. Podle Vé-
 je tedy Y2 | an konvergentni.

Pro m € N oznaéme sy, = Y p; an a0m = Y n; |an|. Potom ziejmé plati pro
h

kazdé m € N nerovnost s, < 0. Odtud, z definice souctu fady a Véty 2 b)
v o0 o

plyne, ze Y — an <>, lanl. ]

3.4.4. Priklad. Dokazte, ze fada ), Je absolutn¢ konvergentni.

Reseni. Oznaéme a, = E9% n € N. Potom plati |a,| = niz, n € N. Protoze rada

3% | lan| konverguje (vizte Piiklad B.2.9), je podle Véty fada > oo, (—n12)"

absolutn¢ konvergentni. -

3.4.5. Priklad. Dokazte, 7e fada ) -, (\lf) je neabsolutné konvergentni.

(G2

Reseni. Oznatme ay, = ab, = n € N. Potom je {b,} monoténni posloup-

f’
nost splnujici limb, = 0, a tedy je fada Z —1 an konvergentni podle Véty -
Naproti tomu je fada Y po; |an| = Y pey [ divergentni podle Vety- 3.2.18. Odtud

plyne, Ze fada > o2 | an je neabsolutné konvergentni. ry

Nasledujici dvé véty jsou variantami Cauchyova odmocninového a d’Alembertova
podilového kritéria pro absolutni konvergenci rad.

3.4.6. Véta (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht Y12 a, je fada.
(a) Jestlize plati

dg € (0,1)3dng e NVn e N,n > ng: V|an| <gq,

pak je >0 | a, absolutné konvergentni.

(b) Jelilimsup ¥/]a,| < 1, pak je 392, a, absolutné konvergentni.

(¢) Je-lilim ’\'/m < 1, pak je Y72, a, absolutné konvergentni.

(d) Je-lilimsup ’\’/W > 1, pak neni pravda, Ze lima, = 0, a tedy je Yo an
divergentni.

() Je-li lim %/]a,| > 1, pak neni pravda, Ze lima, = 0, a tedy je 322, a,

divergentni.

Ditkaz. (a) Podle jiz dokazaného Cauchyova kritéria pro fady s nezapornymi ¢leny
(Veta B.2.§(a)) dostavame, e fada Y o2, |an| konverguje, a tedy 320 | a, konver-

guje absolutné. Tvrzeni (b) a (c) lze odvodit obdobné.
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(d) Podle Véty B.2.4(d) dostdvame, Ze posloupnost {|a,|} nekonverguje k nule.
Podle Véty m pak {a,} také nckonverguje k nule. Odtud plyne podle Ve-

ty B.1.11] divergence fady Y22 | a,.
(e) Tvrzeni bezprostredné plyne z (d). [

3.4.7. Véta (d’Alembertovo podilové kritérium). Necht )2 | a, je fada s nenulo-
vymi cleny.
(@) Jestlize plati

3¢ € (0,1)3ng € NVn € N,n > ny: %_ ,
an
pak je >0 | a, absolutné konvergentni.
(b) Je-li lim sup =21 |a”+1| < 1, pak je Y52 an absolutné konvergentni.

(¢) Je-lilim Ialr:l+|1| < 1, pak je Y72 a, absolutné konvergentni.

(d) Je-li lim Ialglll > 1, pak nenf pravda, ze lima, = 0, a tedy je Y 2, an
divergentni.

Diikaz. (a) D’Alembertovo podilové kritérium pro rady s nezapornyml cleny (Ve-
ta B.2.11)(a)) ukazuje, 7e fada Y52 | |an| konverguje, a tedy 39 | a, konverguje

absolutne Pri dtikazu tvrzeni (b) a (c) lze postupovat obdobné.

(d) Podle Véty (d) dostavame, ze posloupnost {|a,|} nekonverguje k 0. Podle
Véty pak {a,} také nekonverguje k 0. Odtud plyne diky Vété diver-

gence fady Y 72| ay. (]

3.4.8. Piiklad. Dokazte, zefada ) po ,(—1)" M’% konverguje neabsolutné.

Resend. Neplatnost absolutni konvergence. Protoze

n+1
lim DV FI-1 (n+1)/n .
m f = lim =

atada 2, \/Lﬁ diverguje podle Véty B.2.18, z limitniho srovnavactho kritéria (Vé-
Yy N oo n+1 . : v, r_ 7
ta B.2.5(a)) plyne, ze fada 302 GIDJaTl diverguje. Proto fada ze zadani ne-

konverguje absolutné.

Neabsolutni konvergence. Pouzijeme Leibnizovo kritérium (Véta ) Rada zfejmé
pravidelné strida znaménka. Dale plati

lim ntl :lim;:O
n+Dvn+1-1 n+1—4
Nakonec potfebujeme rozhodnout o platnosti nerovnosti
n+1 - n+2

:(”+1)\/m—l_(n+2)m_1:a"+l' (3.15)
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Tuto nerovnost vsak snadno prevedeme ekvivalentnimi tpravami na nerovnost

(n+1)(n+2)(«/n+2—«/n+1>+120,

jez plati pro kazdé n € N. Pro kazdén € N tedy plati i (B.15). Ovéfili jsme, ze nase
tfada splnuje predpoklady Véty , a proto rada konverguje. Rada ze zad4n{ je

tedy neabsolutné konvergentni. ry

3.4.9. Priklad. Dokazte, ze fada ) jo | 2% je neabsolutné konvergentni.

Reseni. Zadana tada je konvergentni podle Prikladu . K ovéfeni neabsolutni

konvergence je ticha ukazat divergenci fady Y no |

|. Protoze viak

. )
simmn sin n
Vn € N: ‘ ‘3

’

n

. . in2 ;
sta¢i podle Véty (b) dokazat divergenci fady ) 72| 8- Pomoci vzorce pro
dvojnasobny argument kosinu dostaneme pro kazdé n € N

sin?n 1 —cos2n
n 2n '

Pro spor ptedpokladejme, ze Y 2 % konverguje. Pak konvergujei o, 1=522n

Podle Prikladu Y oo2, <222 konverguje. Navic pro kazdé n € N plati

1 _ 1 —cos2n cos2n

n n n

Podle Duasledku (b) konverguje i harmonicka rada, coz je spor (Ptiklad ).
&

3.4.10. Véta (ToeplitzE). Necht ¢, x € R, n,k € N, jsou realna ¢isla splnujici

(a) prokazdé k € N plati lim, o0 cpx =0,

(b) limpsoo Y gy Cnk = 1,

(©) sup,cn Dpei len il < oo
Necht {ax} je konvergentni posloupnost. Potom je posloupnost {b,}, kde b, =
> k=i Cnkdk, dobfe definovana a plati limb, = lima,.

Diikaz. Ozna¢me C = sup, . D_r—; |cn k|. Posloupnost {a} je omezena, nebot je
konvergentni. Zvolme n € N. Potom podle (c) plati

(e}
Z len kak| < C - supilag|; kK € N} < oo,
k=1

a tedy rada > R Cn kK konverguje absolutné, takze b, je realné ¢islo.

Specidlni pripad lim ay = 0. Zvolme ¢ € R, e > 0. K nému nalezneme k¢ € N takové,
ze

Vk € N,k > ko: |ag| <e. (3.16)

*Otto Toeplitz (1881-1940)



3.4. ABSOLUTNI KONVERGENCE CISELNYCH RAD 147

Potom plati

hm sup |by| = lim sup‘z Cn kak‘

n—oQ k=

O oo
=limsup‘ch,kak+ Z c,,,kak’.

N0 p= k=ko+1

Diky (a) plati rovnost
ko
lim sup Z Cn kAk = hm Z cnxax =0,

nebot uvazovana suma ma konecny pocet s¢itanci, a tedy lze uzit vétu o aritmetice

limit. Dale odhadneme s pomoci () a (B.16)

o0 o0
limsup‘ Z cn,kaklflimsup Z lcn kak]

n=00 k—ko+1 =00 k—ko+1

o0
< limsup Z lenkle < Ce.
00 k=ko+1

Dohromady tedy diky Vété m mame

hm sup |by

‘—Hlmsup‘ Z Cn kak‘ <Ce.

n—o0 gy 0 k=ko+1
Odtud plyne lim, 00 b, = 0.
Obecny pripad. Oznac¢me lima, = A. Mame A € R. Pro kazdé n € N plati, ze fady

o o
Y cnklar—A), Y cuxd
k=1 k=1

jsou konvergentni, a proto podle Véty (b) pro kazdé n € N plati

00 00
b, = Z cn,k(ak —A)+ Z Cn,kA-
k=1 k=1

Potom muzeme psat

lim b, = llm ch Kk = llm ch rlar —A) + hm chkA.

n—>oo
Prvni limita je rovna 0 podle predchozi ¢asti, nebot limg_, o0 (ax — A) = 0. Druha
limita je rovna A diky (b). Dohromady tedy dostavame lim, o0 b, = A, ¢imz je
tvrzeni dok4zano. ]

V nasledujici vété ukazeme dutlezity specialni pripad Toeplitzovy véty.
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3.4.11. Véta. Necht {a,} je posloupnost. Jestlize plati lima, = 4 € R, potom
li N =4
iy 2 =4
k=1
Ditkaz. Pron,k € N polozme

pokud k < n,

1
= n ’
Cnk 0, pokudk > n.

Ovéfime predpoklady Toeplitzovy véty (Véta . Necht k € N. Potom

. o1
lim ¢, = lim — =0,
n—00 n—oon

a tedy predpoklad (a) je splnén. Protoze pro kazdé n € N mame

00
E:(%j’:
k=1

je splnén i predpoklad (b). Koneéné protoze ¢, x > 0 pro kazdé n, k € N, dostava-

me
) )
§:|ka|= E:(hk =1
k=1 k=1

pro kazdé n e N. Plati tedy sup, .y > =y lenk| = 1 < o0, takZe i ptedpoklad (c)
je ovéten. Vzhledem k tomu, ze

n

1 1
2=y =t

k=1

o0 n
. o1
Him, ) enkar = lim o) ax.
k=1 k=1
plyne tvrzeni z Toeplitzovy véty (Véta ) ]
Z nasledujictho prikladu vyplyva, ze implikaci ve Vété nelze obratit.
3.4.12. Priklad. Necht a, = (=1)",n € N. Dokazte, ze

L
nli)rgo - Z ar = 0.
k=1
Reseni. Pro kazdén € N plati

lia _ —% pro n liché,
n = k= 0 pro n sudé.

Odtud s pomoci Véty snadno plyne dokazované tvrzeni. Fy
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3.5. Prerovnani rad

Scitame-li kone¢né mnoho realnych ¢isel ay, . .., ap, pak vysledny soucet neza-
visi na poradi s¢itancti ay, ..., an. Jinymi slovy, je-li 7 libovolna bijekce mnoziny
{1,....m} na scbe, pak plati Y )" an = Y, dn@m). V tomto oddilu ukdZeme,
za jakych podminek plati analogie uvedeného pozorovani i pro nekone¢né rady.

3.5.1. Definice. Necht 72, a, je fada. Je-li m: N — N bijekce, nazveme radu
Y e dx(n) pFerovnanim fady > 72 | an.

3.5.2. Uvazujme napftiklad bijekci 7: N — N definovanou predpisem

1 liché
n(n): n—+ pro n lic ?,
n—1 pronsudé.

Mame-li fadu
o0
Zan =a)+ay+azs+aqs+...,

n=1
pak pomoci bijekce 7 obdrzime prerovnanou radu

o0
Z An(n) = An(1) +An2) T dn3) T dn(@) + ...
n=1

=ay+ay+ag+as—+...
Prerovnani absolutné konvergentnirady. Nasledujicijednoduchélemmav dal-
$im vykladu nékolikrat pouzijeme.
3.5.3. Lemma. Necht f: N — N je zobrazenia A C f(N) je kone¢na mnozina.
Pak existuje n € N takové, ze A C { f(1),..., f(n)}.

Diikaz. Pokud je A prazdnd, pak stac¢i polozit naptiklad n = 1. Pfedpokladejme,
ze A je neprazdna. Pro kazdé a € A nalezneme n, € N takové, ze plati f(ns) = a.
Mnozina B = {ng; a € A} je neprazdna a kone¢na, nebot A4 je neprazdna a konec¢-
na. Polozme n = max B. Potom plati

A= f(B)C f({L,....n}) = {f(D)..... f(m)},

¢imz je tvrzeni dokazano. u
3.5.4. Lemma. Necht fada Y -, a, konverguje. Potom pro kazdé ¢ € R, ¢ > 0,
existuje ng € N takové, ze ‘Zoo a,,| <e.

n=ngo
Dikaz. Ozna¢me {s,} posloupnost ¢aste¢nych souctd Y2 | a, as jeji soucet. Necht
e € R, ¢ > 0. K nému nalezneme ny € N takové, ze |s — s4,—1] < €. Oznacme
{tn )2, Castetné soucty fady Y 2, an, tj.

In =dno + -~ +an, neN,n=no.
Potom pro kazdé n € N, n > ng, plati s, = sy,—1 + tn, a tedy také

lim#, = lim(sp, — Spg—1) =5 — Sng—1-
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Posloupnost {t,}52,, tedy konverguje, takze ) 7, an je konvergentni a jeji soucet

je roven s — s,,—1. Tedy plati
o0

popl

n=ng

=|s—8po-1] <€

u
3.5.5. Véta. Nechtiada ) >, a, absolutné konvergujean: N — N je bijekce. Pak
prerovnand fada ), | an(n) absolutné konverguje a plati Y pe; dn = > pey dr(n)-

Diikaz. Absolutnt konvergence. Zvolme m € N. Lemma aplikujeme na zobrazeni

77! amnozinu A = {1,...,m}. Nalezneme n € N takové, Ze

{(,....m} C{x Y (D),....7 ()}
Mame tedy {r(1),...,m(m)} C {l,...,n}. Potom plati

m n o
D laxpl <Y lail < D lail.
j=1 i=1 i=1

Odtud podle Véty plyne, zetada )72, |ax(j)| konverguje, a tedy fada ) 2 | ax())

konverguje absolutné.

Rovnost souctii. Oznaéme

n n
Sn:Zal» Zn:Za:rr(l), n €N,
=1 =1

s = lim s,, t = lim ¢,.
n—0o0 n—oo
Potom s a ¢ jsou dobfe definovand redlna ¢isla, nebot fady Y 0 | an @ Y pe g dr(n)
absolutné konverguji, a tedy i konverguji. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Pomoci Lemma-

tu nalezneme m € N takové, ze

o0 o0
Y lal<e a > eyl <& (3.17)
I=m+1 I=m+1

Lemma aplikujeme na zobrazeni 7' am analezneme 1, j € N takova, ze
{(I,....my {7 Y(D),....,n Y (m)},
{1,....om}y C{x(l),...,w(j)}.
Polozime-li k = max{j,n}, mame k > n, a dostaneme
{w(1),....,7(m)} C {1,....k}, (3.18)
{,....m} C{x(l),...,n(k)}. (3.19)
Zvolme libovolné p € N, p > k. Oznaéme
A={lL....p}\{=x(D).....7(p)},
B={x1),....,7(p)}\{1,...,p}.
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Pak podle (3 ) mame A C {{ € N; [ > m} apodle (-)JeB c{n();l eN,l >

m}. Potom dostdvame

Sp—tp| = ‘Zal Zan(z)‘—‘zaz— "SZlail-i-Zle
=1

i€A Jj€B icA JjEB
o0
< Z larl + Y laz@| < 26
I=m+1 I=m+1

Ukazali jsme, Ze plati s —t = limp_,00(sp —1,) = 0, a tedy s = ¢. Tim je dikaz
dokonéen. |

Riemannova véta. Predchazejici véta tika, Ze prerovnani absolutné konver-
gentni fady neméni jeji soucet. Pro neabsolutné konvergentni fady vsak toto tvrze-
ni neplati. Nejprve ukazeme priklad rady a jejiho prerovnani s rozdilnymi soucty.
3.5.6. Priklad. Uvazujme radu

1 1 1 1 1 1

1 12 273 3
Dokazte, ze existuje prerovnani této rady, které ma jiny soucet nez ptivodni fada.

Resend. Zadanou fadu piepiSeme ve tvaru Y02 | ay,, kde azp—1 = 1, am = —3,

n € N. Pro caste¢né soucty této rady plati 52,1 = % asy, = 0,n € N. Odtud

podle Véty plyne, Ze lims, = 0, takze Yol ian=0.
PoloZme
4k —3 pron =3k -2,k eN,
w(n) = {4k —1 pron =3k -1,k € N,
2k pron =3k, k € N.
Potom plati

1 1 1

1 An(3k—1) = = An(3k) = — 7> keN,

Ar(3k—2) = %

a tedy

1 1 1 1 1
Zan(n) +§_T+3+Z_§+

Oznacme n-ty ¢astecny soucet prerovnané fady symbolem o5,. Potom plati

n n

1
O3p = Z(an(sk—z) + axGik-1) + an(3k)) = Z m (3.20)
k=1 k=1
1
O3p+1 = 03 + Ml (3.21)
1 1
O3p42 = O3 + (8.22)

w1l Tt
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Protoze pro kazdé k € N plati m < k%,je fada Zzozl m konvergent-
nf podle srovnavaciho kritéria (Véta B.2.9(a)) a Véty . Jeji soucet je kladny,
nebot ¢leny fady jsou kladné. Podle (8.20) tedy plati vztah lim,; 0003, = 5 €
(0, 00). Nyni snadno podle (8.21)) a (8.22) dostavame, ze plati také lim, o0 03441 =
limy, 00 03142 = 5. Podle Véty R.3.23 obdrzime limo,, = 5. Souéet prerovnané fa-
dy je s, takze se lisf od souctu ptivodni rady. ry

Nasledujici véta mimo jiné ukazuje, Ze chovani fady a jejtho prerovnani popsa-
né v predchazejicim piikladu nastava pro kazdou neabsolutné konvergentni radu.

3.5.7. Véta (Riemannf). Necht fada Y 2, an konverguje neabsolutné a necht s €
R*. Pak existuje pferovnani této fady se souctem s.

Zbytek tohoto oddilu bude vénovan diikazu Riemannovy véty.
3.5.8. Oznadeni. Pro x € R oznaéme xT = max{x,0} a x~ = max{—x,0}. Pro
kazdé x € R plati nasledujici vztahy:

xt>0, x>0, x=xT—x", [x| = xT+x7, (—)c)Jr =x, (—x) = xT.

+
n

3.5.9. Lemma. Nechttada ) ;- a, konverguje neabsolutné. Pak plati } 7>, a

Y1y = 0.

Ditkaz. Jelikoz obé fady Y 02, a;f, Y02, a;, sestavaji z nezdpornych &isel, jejich

soucty existuji a jsou bud kone¢né nebo rovné oo. Oznaém soucty po radé
3

st as_. Jestlize jsou s 15— vlastni, potom podle Diisledku J fada
o o0
+ —
D lanl = (@] +ay)
n=1 n=1

konverguje, coz je spor s predpokladem.
Predpokladame-lis; = coas_ € R, pak dostaneme snadno z véty o aritmetice

limit (Véta R.3.26)
o0 oo
Zan = Z(a,'," —a,) = 00,
n=1 n=1

coz je opét spor s predpokladem. Analogicky bychom pak privedli ke sporu pred-
poklad sy € R as_ = oco. Zbyva tedy pouze moznost s = s— = 00. [
3.5.10. Lemma. Necht {a,} je posloupnost, A € R*,lima, = Aax: N — N je
bijekce. Pak lim, o0 dr@n) = A.

Dikaz. Zvolmee € R, e > 0. Knému nalezneme ko € N takové, ze prokazdék € N,
k > ko, platiay € B(A,¢). Podle Lemmatu nalezneme ny € N takové, ze plati
{1,...,ko} C {m(1),...,7(ng)}. Pro kazdé n € N,n > ngy, pak mame 7 (n) > ko,
a tedy azn) € B(4,¢), ¢cimz je tvrzeni dokazano. [ |

Riemannova véta (Véta ) bude snadnym diisledkem nasledujici obecnéjsi
véty.

5Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826—1866)



3.5. PREROVNANI RAD 153

3.5.11. Véta. Nechtrada ) ,—, a, konverguje neabsolutné aa, p € R*, o < . Pak
existuje bijekce 7: N — N takova, ze pro ¢aste¢né soucty {o,} prerovnané fady
Yonz1 aniny plati

liminfo, = « a limsupo, = B. (3.23)

3.5.12 (myslenka ditkazu). Diikaz Véty B.5.11 je obtiznéjsi nez zatim uvedené dii-
kazy, ale zakladni myslenka je jednoducha. Oznacime
P={neN;aq, >0} a Q0 =1{neN;a, <0}.

Mnoziny P a Q ziejmé rozlozi mnozinu N na dv¢ disjunktni podmnoziny.

Nalezneme posloupnosti {e; } a {$;} splnujicilime; = o, lim ; = B a pro kaz-
dé j € N plati ; < Bj. Zkonstruovat hledanou bijekci 7 znamena urcit hodnoty
n(n), n € N. Tyto hodnoty budeme konstruovat induktivné. Nejprve nalezneme
prvky 7(1) < n(2) < --- < m(ky) z mnoziny P, kde k; € N je nejmensi pfiroze-
né cislo takové, ze plati Zj”:l ax(jy > P1. Potom nalezneme prvky m(k; + 1) <
w(ky +2) < -+ < w(ky + 1) z mnoziny M, kde /; € N je nejmensi piirozené

¢islo takové, ze plati ZI.”H‘

i=1  ax(j) < o1. Tento postup potom opakujeme s &fs-
ly B2, a2, B3, ... tak, ze stfidavé vybirame prvky z mnozin P a M, pficemz kazdy
vybereme pravé jednou. Césteené soucty takto vznikajici prerovnané fady nejprve
tedy vystoupaji nad hodnotu B, pak za¢nou klesat az pod hodnotu a1, pak za¢nou
stoupat az nad hodnotu 8, a tak dale. Tento postup vede ke splnéni (8.23). N4-
sledujici obrazek nam pomuze lépe pochopit cely postup, ktery nyni provedeme
podrobné.

O'kl-- .

ﬂl B e~ - -~

A+ -------- oo
Oki+0i + .

gy + .
o1 + .

OBrAZEK 1.

Dikaz VétyB.5.11. Pouzijeme oznaceni zB.5.19. Jiz vime, Ze plati N = PUQ a P N
0 = 0. Dokazeme, ze mnoziny P a Q jsou nekonec¢né. Predpokladejme pro spor
nejprve, ze P je kone¢na. Pak pron € N, n > max P, platia, <0, a tedy alf =0.
Z tohoto pozorovani plyne, ze fada ), a;" konverguje. To je ovéem ve sporu

s Lemmatem . Obdobné bychom ptivedli ke sporu pfedpoklad, ze mnozina

0 je konec¢na.
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Prvky mnoziny P uspofadame do rostouci posloupnosti {p,}52,. Plati tedy
P = {pn; n € N}. Podobné¢ usporadame prvky mnoziny Q do rostouci posloup-
nosti {g, }o2 ;. Potom pro kazdé m € N plati

m Pm m dm
Zapn = Za,f a Zaqn = Z(—a;).
n=1 n=1 n=1 n=1
Odtud, z Véty R.2.49(b) a z Lemmatu plyne

Zap,, = o0. (3.24)
=1
Obdobné 1ze odvodit rovnost
Y ag, = —oo. (3.25)
n=1

Polozme ko = Iy = 0. Konstrukce hledaného prerovnani se bude opirat o nasledu-
jici pomocné tvrzeni.

Pomocné tvrzeni. Existuji rostouci posloupnosti ptirozenych ¢isel {k; 192, a{/;}92,
takové, ze pro kazdé j € N plati:

(@) k; je nejmensi prirozené ¢islo splnujici k; > kj_; a zaroven
kj lj—l
Y ap + Y ag =B (3.26)
k=1 k=1

(b) [; je nejmensi prirozené ¢islo splnujici [; > [;_; a zaroven

kj L
Y ap + Y ag <o (3.27)
k=1 k=1

Diikaz pomocného turzeni. Budeme postupovat pomoci matematické indukce. Nejprve
nalezneme nejmensi k; € N splnujici

ki
Z apy = B1-
k=1

Takové k; existuje diky @) Nyni s pomoci (B.25) nalezneme nejmensi /; € N

splnujici

ki I
Zapk + Zaqk <
k=1 k=1

Tim je prvni krok konstrukce proveden.
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Nyni ﬁ)fedpoklédejme, ze prirozena ¢isla kj a l; jsou jiz zkonstruovana. S po-

moci ) nalezneme nejmensi prirozené ¢islo kj 1 splnujici kj41 > kj a
kj+1 L
§ :apk + § :aqk > Bi+1-
k=1 k=1
; ; z P L Xt T, Ty _
Dale s pomoci (B.25) nalezneme nejmensi ptirozené &islo 141 spliujici i1 > I} a
kj+1 Li+1
§ :a.”k + § :aqk = Q1
k=1 k=1
Tim je konstrukce provedena a pomocné tvrzeni dokazano. |

Konstrukce bijekce w. Neformalné fe¢eno, posloupnost hodnot {z(n)}52; budeme de-

finovat jako
P15 P25 s Pkys 41592y - 541y s Phy+1s - o5 Phos qly+1s -+ 54l 0
Formaln¢ presny zapis mize vypadat nasledovné. Pro kazdé j € N plati
kiov+ 11 <kj+1li—1 <kj+1;. (3.28)
Pro j € N ozna¢me
Aj = (kj—1+lji—1.kj +j_1]NN a  Bj = (kj +1j—1.kj + ;] N N.

Protoze ko = Iy = 0, dostavame z (8.2§) rovnost N = U721 (4; U B)). Navic jsou
mnoziny A;, Bj, i, j € N, po dvou disjunktni. Pro kazdé n € N definujeme

2(n) = Pn—1;_,» Ppokudn € 4;,
dn—k;»  pokudn € B;.

Plati 1(N) = N. Pfimo z definice plyne, ze pro kazdé j € N plati

JT(A]) ={pk_,-_1+1’--~’l7k_,-} a ]T(BJ) Z{QI_/_1+1""7qu}' (329)
Pak plati
a(N) = | @A) UnBy) = J{piy_y+10- - P, UG 414, ))
j=1 j=1
=PUQ=N.

Prostota 7. Pro kazdé j € N jsou zobrazeni |4, , |p; prosta, nebot {p;} a {g;} jsou
rostouci posloupnosti. Dale méame 7 (2, 4;) N7 (U;2; Bi) = PN Q = @ anavic
podle pro kazdéi, j e N,i # j,platin(A4;)Nn(A;) = Gan(B;)Nn(B)) = 0.

Z pravé uvedenych fakta jiz plyne, ze 7 je prosté.
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Rovnost liminfo,, = a. Pro hodnotu n-tého ¢aste¢ného souctu o, prerovnané rady
plati podle definice 7 nasledujici vztah

ZE:{,] dp, + Zlﬁg’;; dq. pokudn € 4;.,
Zk/=1 ap, + Zz;lj gy » POkUd ne Bl

Zvolme j € N. Podle (8.27) plati ok, +1; < ;. Dédle plati bud [; > ;1 + 1
nebo I; = Ij_y + 1. V prvnim piipad¢ mame [; — 1 > [;_;, a tedy, diky pod-
mince minimality v (b), plati 0k, ;-1 > @;. Pokud nastava druhy ptipad, potom

Ok, +1,—1 = Ok, +1,_, = B;j > a; podle . Odtud plyne

Uj Z Ok;+1; = Ok;+1;—1 + dg;;

(3.30)

Oy =

(3.31)

> o +aq[j.

Rada > °°:] ay je konvergentni, a tedy plati lima, = 0 (Véta ) Uzitim Lem-
matu B.5.10 obdrzime lim, o0 dr(ny = 0. Z véty o limit¢ vybrané posloupnosti
(Véta R.2.30) plyne lim; o0 ag,. = limj o0 dn(k;+1,) = 0. Odtud, z @ a z véty
o dvou straznicich (Véta 2.2.44) snadno dostaneme

lim o, 41, = @. (3.32)
j—>o0

Podle véty o vztahu limes superior, limes inferior a hromadnych hodnot (Véta
dostaneme nerovnost liminfo, < «. Nyni dokdazeme opa¢nou nerovnost.
Pron € A; plati

n

On = Ok; 1+l + Z Api—y;_ = Okj1+lj—1>
i=kj_ 1+l _1+1

nebot cleny ap,; ;. LV predchozi sumé jsou nezaporné. Pro n € B; plati
i

n
On = Ok;+1;_, + Z a‘h‘—kj
i=kj+l; _1+1
ki+l;
EUijj,l + Z a‘]ifkj = Ok;+1;»

i=k;+lj_1+1
nebot n < k; +[; a ¢leny agi_i, v predchozi sumé jsou zaporné. Pron € A; U B;
tedy dohromady mame

Op = MIn{Ok; 41, Ok; +1; }- (3.33)
Pokud o = —o00, je nerovnost liminfo, > « zfejma. Pfedpokladejme, ze o > —oo.
Zvolme o’ € R, o’ < o. K nému s pomoci nalezneme jo € N takové, Ze

VjieN,j>jo: Ok;+1; > a. (3.34)
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Necht nynin € N splnuje n > k;, + ;. K nému existuje j € N, j > jo, takové, ze
n € Aj U Bj. Potom podle (8.33) a plati
On = min{ok_j_1+l_j_l s ij +l_/'} > Ol/.

Tim je dokazana nerovnost liminfo, > «. Spolu s jiz dokazanou opa¢nou nerov-
nosti lim info,, < a dostdvdme rovnost liminfo, = «.

Rovnost lim sup 0, = . Tento vztah lze dokazat obdobné jako rovnost liminfo, =
a. ]

Riemannovu vétu (Véta Ize nyni snadno dokazat pomoci Véty .
Ditkaz Véty Polozme a = B = 5. Podle Véty existuje bijekce 7: N — N

takova, Ze pro posloupnost ¢aste¢nych soucti pierovnané fady Y 02| ax(m) plati
liminfo, = limsupo, = s. Diky Vété tedy mame lim o, = s, ¢imz je ditkaz
dokonéen. |

3.6. Soucdin rad

Necht ay,...,a, a by,...,by jsou konecné posloupnosti realnych ¢isel. Pak
plati

n m
(Zai) : (ij) = > a;b;. (3.35)
i=1 j=1 @i,7)e{l,....n}x{1,...m}

V tomto oddilu ukdZeme analogii vztahu (.35) pro nckoneéné fady. Je zfejmé, ze

bychom méli ur¢itym zpiisobem scitat viechna ¢isla a, by, kde n,m € N. Otazkou
viak je, v jakém poradi je scitat. Jedna moznost je patrna z nasledujictho obrazku.

Cllbl Clb2 Clb3 Clb4
azbl/av

OBRAZEK 2.

Zde nejprve séitame prvky na ,diagonalach® a dostavame tak novou radu, je-

jiz soucet (pokud existuje) mizeme chépat.jalfo soucin fad Zf:; an a sz:l b

Pravé uvedend mozZnost ndsobeni fad neni jedina, patii vSak mezi dilezitéjsi. Jeji

Ay Y : J st Je
formalni definice nasleduje.
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3.6.1. Definice. Cauchyovym sou¢inem tad Y, a, a > ,_; by rozumime fadu
> k=1 Ck jejiz ¢leny jsou definovéiny predpisem

k
Cr = Zak+l—ibi7 k € N.
i=1

3.6.2. V&ta (Mertenst). Nechttada Y. | a, absolutn& konvergujeatada ) ,,_, by
konverguje. Pak jejich Cauchytv soucin je konvergentni fada, jejiz soucet je roven

(Z:o=1 an) ) (Zrono=1 bm)'

Diikaz. Pro k € N oznaléme:

k 00 o)
Ak=Zaj, A:Zaja A:ZM]'L
Jj=1 Jj=1
k ()
Bk:zb" B:ij, Br = Bk — B,
j=1 j=1

k k
k= Zak+1—ibi, Ck = qu
i=1 j=1

Pro k € N plati

Cr = (a1b1) + (a1b2 + azbyr) + -+ + (a1bg + -+ + axby)
=ay(by + -+ b)) +azx(by + -+ br_1) + - +agb
=a1Bx +axBx—1 + -+ ax By
=a1(B + Br) + az(B + Bx—1) + -+ + ar(B + B1)
= (a1 + - +ax)B + (a1fx + a2fk—1 + -+ + axf1) (3.36)
= Ak B + (a1Bk + az2Br—1 + -+ + arP1)

k k
= ArB + Zajﬂkﬂ—j = AxB + Zak+1—jﬁk-
j=1 j=1

Pro k € N oznatme y; = Z;c:lajﬁkﬂ_j. Nyni ukazeme, ze plati limy, = 0.

Zvolme ¢ € R,e > 0. K nému nalezneme ko € N takové, ze pro kazdé k € N,
k > ko, plati |Bx| < &, nebot Y 1 bm je konvergentni. Pak pro k € N, k > ko,

6Franz Mertens (1840—1927)
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7

mame

k ko k
Vel = Zak+1—j,3j = )Zak+l—jﬂj‘ + ‘ Z ak+1—j18j‘
j=1 j=1

j=ko+1

IA

ko k
Y arri-iBil+ D larti;lIB]
j=1 Jj=ko+1

) (3.37)

ko
D artiBi| e Y lartig
j=1

Jj=ko+1

IA

ko
< Zak+1_jﬂj + €A.
j=1

Podle Véty plati lima; = 0, a tedy podle Véty také pro kazdé j e
{1,... ko} plati limy_, oo ag4+1—; = 0. Diky 2.3.28 dostdvdme

ko
klif;oZakH_,ﬁ, =0. (3.38)
j=1

Diky Ve R.4.14, (8.37) a (8.38) pak plati limsup |yg| < ¢A. Odtud plyne, ze

lim sup |yx| = 0, a tedy lim |yg| = 0. Tedy podle Véty R.2.24 dostavame lim y; = 0.
Limitnim pfechodem v pak dostavame z Véty 2.2.34 rovnost

)
ch = lim Cy = lim (A;xB + y;) = AB.
k—o00 k—o00
k=1
Tim je dtikaz dokoncen. ]

3.6.3. Duisledek. Cauchytiv soucin dvou absolutné konvergentnich fad je absolut-
né konvergentni.

Diikaz. Podle Mertensovy véty (VétaB.6.9) je Cauchyiiv sou¢infad Y52, |a;|a Y 572, b
konvergentni fada. Pro Cauchytv soucin fad ) 72, a; a ) 72, b; tak plati

o k o k
Z‘Zakﬂ—ibi = Z(Z|ak+l—i||bi|) < oo.

k=1i=1 k=1 i=1

Odtud plyne, ze Cauchytv soucin tad Y72, a; a Y72, b; absolutné konverguje.
]

Ptedpoklad pouhé konvergence obou rad ve Vété ke konvergenci jejich
Cauchyova soucinu nestaci, jak vyplyva z nasledujiciho prikladu.

3.6.4. Priklad. Necht a, = (ilf)n n € N. Dokazte, ze fada ), | a, konverguje,

n 9
ale Cauchytv souéin fady Y 2, a, se stejnou fadou Y, a, nckonverguje.
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Resen, Konvergence fady vyplyva z Leibnizova kritéria (Véta ) Cleny odpo-
vidajictho Cauchyova souc¢inu maji pro k € N tvar
. 1 1
o = k- gy
k=Y (-1 —=C'

i=1
. 1
= (—1 k+1 -
D ; (k+1—-i)i
Podle AG-nerovnosti (Priklad ) dostaneme odhad

1—1i ] 1
JEr1-ni< &t 21”’:"; L keN,iefl,.. . k.

Potom pro kazdé k € N plati

k k
1 2 2k
C = > = .
ol = 2 (k+1—i)i_Zk-|—1 k+1

i=1 i=1

Tedy neplati limg_,o0 cx = 0. Odtud plyne, ze Cauchyiv soudin Y p2, ¢x nekon-
verguje, nebot neni splnéna nutnd podminka konvergence fady (Vétag.1.11). &

Cauchytv soucin dvou konvergentnich rad tedy nemusi konvergovat. Nicmé-
né plati nasledujici véta, jejiz dtikaz provedeme az v Kapitole ?? (vizte ??). Dalsi
vysledek tykajici se Cauchyova souc¢inu naleznete v Ptikladu ??.

3.6.5. Véta (Abel). NechtY 2 ayay o, b jsou konvergentni tady, jejichz Cau-

chytv soucin konverguje. Pak plati

i(zb) _ (i ) (i ).

o

3.6.6 (Cauchytv soucin obecnéji). Nechtny,m; € Z a Zn=nl ay, Zf,i;ml bm jsou
fady. Cauchyiiv souéin téchto rad je definovan jako rada Y g, ¢k, kde

k
Ck = Zan1+k—ibm1+i71-

i=1
Zména indexovani ¢lenii fad nema vliv na ditkazy uvedené v tomto oddile, a proto

Vv s

dokazana tvrzeni o Cauchyové soucinu plati i v této obecnéjsi situaci.

3.7. Zobecnéné rady

Necht I je mnozina a pro kazdé a € I je dano realné ¢islo x,, neboli mame
zobrazeni « = x, definované na mnoziné I s hodnotami v R. Je-li I kone¢na, pak
je soucet ) s Xo dobfe definovan. V tomto oddilu ukazeme, ze soucet )",  Xq
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Ize v jistych ptipadech definovat i pro I nekonecnou, pficemz nckteré vlastnos-
ti obvyklé pro soucet kone¢né mnoha ¢isel ziistanou v platnosti. Piistup pouzity
v tomto oddilu je odli$ny od zptisobu, jakym jsme definovali soucet fady Y 7 | ay.
V definici souétu Y2 | a, jsme totiz podstatnym zptsobem vyuzili usporddani s¢i-
tanych ¢lent, zatimco pro definici souctu ), Xo Zddné uspordddani k dispozici nemdme.
Prikladem takového souctu je 3, myenxn X(.m)-

3.7.1. Oznaceni. Necht / je mnozina. Potom symbolem X (/) ozna¢ime mnozinu
vsech kone¢nych podmnozin 1.

3.7.2. Definice. Necht / je mnozinaa o — xq je zobrazeniz I do R. Prvek x € R*
nazveme souctem zobecnéné rady ), ; xq, pokud plati

VeeR.e>03F € KUI)VF € K(I).F' D F: Y xq € B(x.¢).

aeF’

3.7.3. Vtomto oddilu se budeme zabyvat témér vyluéné zobecnénymi fadami. Po-
kud nebude hrozit nedorozuméni budeme misto terminu ,,zobecnéné tfada“ ¢asto
psat jen ,fada“.

3.7.4. Véta (jednoznacnost souctu). Zobecnéna fada ) ,.; Xo ma nejvyse jeden
soucet.

Diikaz. Predpokladejme, Ze x,y € R* jsou souctem ) ,.;Xq a X # y. Zvolme
e € R, e > 0, takové, ze B(x,e) N B(y, e) = #. K nému nalezneme konecné mnoziny
Fi, F> C I splnujici

VF € X(I).F D Fi: Y x4 € B(x.2),

aeF

VF € X(I).F D F: Y xq € B(y.¢).
aeF

Pak pro kone¢nou mnozinu Fy U F, plati

Z Xq € B(x,e) N B(y,e) =0,
aceFUF,

coZ je zlejmy spor. ]

3.7.5. Definice. Necht / je mnozina a « — x4 je zobrazeni z I do R. Pokud ma
zobecnénadrada ),  Xo soué'et x, pak piseme qul Xq = x atikdme, Ze zobecnéna
fada ) ,c; Xo masoucet. Je-li x € R, fikame, Ze je ), X konvergentni. Pokud
neni zobecnéna rada konvergentni, fikime, Ze je divergentni. Pokud zobecnéna
fada ), c; |X«| konverguje, fikdme, Ze ), c; Xo je absolutné konvergentni.

3.7.6. Necht I je mnozZina a a = X4 je zobrazeni z I do R. Symbol }° . ; xe znadi
jednak zobecnénou radu, kterou ztotoznujeme se zobrazenim « — x,, jednak sou-
cet této fady, pokud existuje. Symbol }_ . ; xo mizeme tedy pouil'vat.k oznaé.em'
prvku z R* az po ovéfeni, ze ma piislusna fada soucet. Zde uplatiujeme stejny
piistup jako u nekonénych fad, srovnejte s .
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3.7.7. Je-li indexova mnozina I konec¢na, pak je soucet zobecnéné fady Y, c; X«
roven obvyklému souctu. Vskutku, je-li e € R, & > 0, pak mtizeme polozit F = I.
Potom pro kazdou F' € K(I) splnujici F’ O F plati F' = I. Tedy Y ,ep Xo =
> wer Xa € B(Xyes Xa.€). Pokud I = @, pak klademe Y_,; xo = 0. Ve shodé
s touto imluvou plati pravé uvedena tivaha o zobecnéném souctu i v pripadé, kdy
je I prazdna mnozina.
Nasledujici véta je obdobou Véty pro zobecnéné rady.

3.7.8. Véta (lincarita souctu zobecnénych tad). Necht zobecnéné fady s X
a ) yer Yo maji soucet.

(a) Pokud ¢ € R avyraz ¢}, Xo je definovan, pak ma i zobecnéna tada
Y wer CXa soucet a plati

Z CXg =¢C Z Xq.
ael ael
(b) Pokud je definovan vyraz )" ,c; Xo + Y 4es Ya» pak ma i zobecnéna fada
Y wer (Xa + yo) soucet a plati

Z(xa + Ya) = Zxot + Zyot-

ael ael ael
Diikaz. Oznaéme x =) 7 Xa 2y = ) yeg Va-
(a) Pokud je ¢ = 0, potom musi byt x € R a tvrzeni je témér ziejmé. Predpokla-
dejme v dalsim, Ze plati ¢ # 0. Rozli§ime nasledujici ptipady
Pripad x € R. Necht e € R, & > 0. Nalezneme F € K (I) takovou, Ze plati

VF' € X(I),F' > F: ‘Zxa—x’<i

a€eF’ |C|
Pro kazdou mnozinu F" € X (I), F' O F, pak mame

&
Z cxa—cx’ = |c|‘z xa—x‘ < |c|ﬁ =e.
c

acF’ aeF’

Plati tedy rovnost } ", c; cxq = cX.

Pripad x = —oo, ¢ < 0. Nechte € R, e > 0. Nalezneme F € K (I) takovou, ze plati

1
VF' € K(I).F' DF: ) Xy <——o.
lcle
a€F’

Pro kazdou mnozinu F" € X(I), F' O F, pak mame
1 1
Z CXg > —C—— = —.
lcle e

acF’/

Plati tedy rovnost ), .; cxq = 00.
Ostatni piipady lze dokazat obdobné¢ jako v predchozim piipade¢.

(b) Rozlisime nékolik pripadii.
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Pripad x,y € R. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme F, F, € KX(I) takové, ze
plati
VE € X(I).F| > Fy: ’ 3 —x’ <lg,
aEeF|
VE, € XK(I), F) D Fs: ’ 3 va —y‘< L,
aEF;

Polozme F = F; U F5. Pro kazdou kone¢nou mnozinu F’ C I obsahujici F dosta-

vame
(Z(xa+ya)—(X+y)(§)Zxa—x‘+’2ya—y‘ <e.
a€F’ a€EF’

aeF’

Timto je pozadovana rovnost dokazana.

Pripad x = oo,y € R. Chceme dokazat, ze plati ), c;(Xa +yo) = 00. Zvolme ¢ € R,
e > 0, k nému nalezneme F; € X (I) takovou, ze plati

1
VF e X(I),F| D Fp: @ > - — 1. 3.39
[ F{DF: ) xa>——y+ (3.39)

acF|
Dile nalezneme F, € K (I) takovou, ze plati
VE, € X(I).F} D Fs: ‘ 3 ya—y( <1
aEF)
Pak mame
VFy e K(I).FyD Fa: Y yoa>y—L (3.40)
aeF;

Polozime F = F; U F,. Pak pro kazdou mnozinu F’ € X(I), F’ O F, dostavame

dl'kya) nerovnost
1 1
Z(Xa+ya)= Zxa+ Zya>g—y+1+y—1=g

aeF’ aeF’ aeF’
Tim je pozadovana rovnost pro piipad x = oo, y € R dokazana. Ve zbyvajicich
ptipadech lze postupovat obdobné. Prislusné dikazy jiz uvadét nebudeme. [

3.7.9. Véta. Necht )", xq je zobecnéna fada.

(@) Necht xq, @ € I, jsou nezaporna ¢isla. Pak ), ; Xxo ma soucet a plati
D sup{z X F € Jc(z)}. (3.41)
ael aeF

(b) Rady Y pes I¥als Ywes ¥ Yyer X maji vidy soucet a plati

D olxal =) xF 4+ x;. (3.42)

aecl ael ael
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(c) Rada}",c; xo mé souéet pravé tehdy, kdy? je definovan vyraz 3 e xd —
Y wer Xy - Jelisoudet Y, o xq definovan, pak plati

Doxa =) xd = x,. (3.43)

ael ael ael

Diikaz. (a) Necht xq, a € I, jsou nezdporna ¢isla. Oznaéme

s = sup{z Xq: F € JC(I)}.

aeF

Ukazeme, ze plati )", ; Xo = 5. Nejprve si povsimneme, ze plati

VFeX(I): ) xo<s. (3.44)

oEF

M¢jme nyni dano libovolné s’ € R, s" < 5. Z definice suprema nalezneme F € K (/)
takovou, ze ) ", Xo > §'. Pak pro libovolnou F’ € X (I), F' D F, plati

E Xo > E Xq > 5.

aeF’ aeF

Odtud a z (8.44) jiz snadno dostaneme rovnost Y ,c; Xo = .

(b) Diky (a) maji zobecnéné fady Y,/ [Xal, Yoges Xa > >ges Xq vZdy soudet. Rov-
nost () plyne z Véty (b), nebot |xg| = xf +x5 asouletY ye; Xad +D ger Xo

je definovan.

() Polozme P ={a €l; xg >0}, M ={a€l; xqg <0}, p=> yeyxiam=
Y wer Xy - Dokazeme nejprve, ze plati

P=Y Yo a m=-) X (3.45)

xeP aeM
Ziejmeé plati rovnosti
{Z xfiFe JC(I)} - {Z X F € Jc(P)}, (3.46)
acF aeF
{Z Xy F e J<(1)} - {— Y xi Fe J<(M)}, (3.47)

aeF aeF
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a tedy mame

Zx: =sup{2x;; FEJC(I)}

a€el a€F
= sup{z xq; F € JC(P)} (podle )
a€F
= Z Xo = P,
oaEP
Zx; = sup{z xy: F e JC(I)}
ael aeF
= sup{z —xq; F € JC(M)} (podle )
aeF
= Z —Xg (podle jiz dokazané casti (a))
oaEM
=- Z Xo = M. (podle Véty (a))
oaeM

= Nejprve dokazeme, Ze rozdil p — m je dobre definovan. Pro spor predpokla-
dejme, ze tomu tak neni, tj. p = m = oco. Necht F € K(I). Z ) plyne

sup{Zxa; G e JC(P\F)} = 00,

aeG
a tedy existuje kone¢nd mnozina G; C P\ F takova, ze

Zxa>—2xa+l.

aeG aeF
Z () dale plyne
inf{Zxa; G e KM\ F)} = o0,
aeG
a tedy existuje kone¢nd mnozina G, C M \ F takova, ze
Z Xg < — Z Xo — 1.
aeGy aeF

Polozime Fy = FUG a F, = F UG;. Pro kazdou kone¢nou mnozinu F C [ jsme
tedy nalezli Fy, F, € X (I), které obsahuji F a splnuji ZaeFl Xo>1la Zaer Xa <
—1. Toto je ale ve sporu s predpokladem existence souctu fady ) s Xo. Rozdil
p —m je tedy dobfe definovan.

< Rada },; xo konverguje podle Véty B.7.9.

Rovnost (8.43) plyne z pravé dokdzané ekvivalence a Véty , nebot pro kazdé
a €l platixy = x5 + (=1) - xg. (]
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Z Véty (a) snadno plyne nasledujici analogie srovnavactho kritéria z Vé-
tyB2.3
3.7.10. Véta (srovnavaci kritérium pro zobecnéné fady). Necht ), c; Xa a) ye; Ve
jsou zobecnéné tady takové, ze pro kazdé @ € I plati 0 < y, < xo. Potom soucty
fad existuji a plati ), c; Yo < D yes Xa- Jestlize tedy navic fada ), ; xo konver-
guje, pak konvergujeifada ) s Va-

Diikaz. Existence soucti obou fad plyne z Véty (a). Z nerovnosti 0 < y, < Xq,

o € I, dostdvame

Ofsup{z Ya; F GJC(I)} < sup{z xq, F € J{(I)}.

acF aceF

Pak pomoci Véty B.7.9(a) ihned plyne

0< Z Yo = wa
ael ael
Odtud pak snadno vyplyva i tvrzeni o konvergenci. [
Nasledujici véta ukazuje, Ze vztah konvergence a absolutni konvergence pro
zobecnéné rady je jiny nez v pfipad¢ standardnich fad.
3.7.11. Véta (absolutni konvergence zobecnéné tady). Zobecnéna fada ) ,¢; Xq

je konvergentni pravé tehdy, kdyz je absolutné konvergentni.

Dikaz. = Podle Véty B.7.9(c) fady Y ,c; xF a Y e x5 konverguji, a proto kon-
verguje podle Véty (b)itada ) ,¢; |xal

& Prokazdéa e I plati nerovnosti 0 < X} <|xq¢la0 < x; <|xq|,2 proto podle

Véty tfady Y ,er xF a Y ,es x5 konverguji. Podle Véty B.7.9(c) konverguje
tedy itada ) ,c; Xa- |

3.7.12. Véta (prerovnani zobecnéné fady). Necht ma zobecnénatada ), .; xq sou-
¢etam: I — I je bijekce. Potom ma soucetitada ) ,e; Xp(o) a plati ) yef Xo =

2ael ¥ (@)-
Diikaz. Oznacme s soucet fady ) o7 Xo. Zvolme ¢ € R, & > 0. K nému nalezneme
F € X (I) takovou, ze
VF' € X(I).F' > F: ) xq € B(s.¢).
a€F’

Polozme G = n~!(F) a vezméme libovolnou G’ € X (I) obsahujici G. Pak mno-
zina F' = 7(G’) je kone¢na, obsahuje F a plati

Z Xn(a) = Z Xo € B(s,¢).
aEeG’ a€F’
Tedy > per Xr@ = u

3.7.13. Véta. Necht zobecnéna fada ), ; Xo konverguje. Potom je mnozina {o €
I; x4 # 0} spocetna.
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Dikaz. Rada Y ,¢; Xa je absolutné konvergentni dle Véty . Ozna¢me s =
> wer |Xal- Pron € N polozme I, = {o € I; |xq| > %} Mame-li pak libovolnou
kone¢nou mnozinu F C I, plati pro pocet jejich prvkii odhad

1
|F| = 21=HZ;SHZ|M|S”S-
a€F a€F a€F
Tedy i sama mnozina I, ma nejvyse ns prvki, a je tedy konec¢na. Proto je podle
Véty [1.6.21(b) mnozina {a € I; xo4 # 0} = {a € I; |xo| > 0} = Uy—, In spocetna.
]

3.7.14. Necht ) ,.; xq je konvergentni zobecnéna fada. Z dikazu tvrzeni Ve-
ty plyne, ze pro pro kazdé ¢ € R,c > 0, je mnozina {a € I; |xo| > c}
konecna. Tuto vlastnost mizeme chapat jako analogii Véty pro konvergent-

ni zobecnéné rady.
3.7.15. Véta (Bolzanova—Cauchyova podminka). Zobecnéna fada ) ,.; xo kon-
verguje pravé tehdy, kdyz plati

VeeR,e>03F e K(I)VF' e X(I),FFNF =0:

>

acF’

<e. (3.48)

Dikaz. =  Predpokladejme nejprve, ze fada ), .; X konverguje a jeji soucet je
roven x € R. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme F € K (/) takovou, Ze pro
kazdou mnozinu F” € K (I) obsahujici F plati |Za€FU Xq — x| < %8. Vezméme
libovolnou F’ € K (I) disjunktni s F. Pak plati

)a;:/xa =’ Z xa—Zxa =’ Z xa—x+x—2xa

acFUF’ aeF acFUF’ aeF

5) Z xa—x)—i—‘x—Zxa L 1

<zet+ze=c¢.
aeFUF’ a€F
Podminka (B.49) je tedy splnéna.

& Nechtn e N. Pak pomoci podminky ) proe = % nalezneme kone¢nou
mnozinu F, € KX (I) takovou, Ze

VF' € X(I),F' N F, = 0: ] 3 x| < L. (3.49)

aeF’

Oznaéme y, = Zaan X, n € N. Ukazeme, ze {y,} je cauchyovska posloupnost
realnych ¢isel. Pro kazdé n,m € N plati

|ym_yn|=)zxa_zxa S‘ Z xa)_’“ Z Xog |-
aeF,, aeFy, aeFyu\Fy aeF,\Fpy

ProtoZe Fy, \ Fy je koneénd mnozina disjunktni s F,, dostavame podle (8.49) odhad
’ZaeFm\Fn Xo| < %. Obdobn¢ dostaneme odhad ’Zaan\Fm Xo| < . Tedy pro
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kazdém,n € N mame |y, — yq| < %—}- % Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme
ng € N takové, Ze % < %8. Potom pro kazda m,n € N, m,n > ng, plati

ym =yl < 3+ <56+
Tudiz je posloupnost {y,} cauchyovska.
Diky Véte tedy existuje x € R takové, ze lim y, = x. Ukazeme, ze plati

Y wer Xa = x. Zvolme € € R, ¢ > 0. K nému nalezneme n¢ € N takové, ze % < %8

a|yny, — x| < 3. Necht F' € KX (I) obsahuje Fy,. Potom plati

‘Zxa—x‘=‘ Z Xo + Z xa—x’

acF’ aanO oceF’\F,,0
<X ] X
aEFnO (xEF/\Fno
=|yn0—x|+’ Z xa‘.
a€F/\Fy,

Podle (B.49) plati

Tedy celkem dostaneme

1 1, _
‘ E xa—x‘< 56+ 36 =¢

aeF’

Podle Definice tedy > yes Xa = X. |

3.7.16. Véta (soucin zobecnénych rad). Necht zobecnénétady } ,e; Xa 2 gcy ¥
konverguji. Potom konverguje i fada Y, g)erxs Xa¥p a plati

> xayp = (ZM) : (ﬁg; yﬁ)‘

(a,B)elxJ ael

Dikaz. Podle predpokladu a Véty B.7.11] jsou fady ¥ ye; |xe| a > _pes |yl konver-

gentni. Oznacme

x=2xa, y=Zyﬁ, A=Z|xa|, B=Z|J’ﬁ|-

ael BeJ ael BeJ

Plati tedy x, y, 4, B € R.
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Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme F; € KX (I) a F, € K(J) takové, ze
plati

VF € K(I),F|{ D Fy: Z |xe| <& A ‘Zxa—x)<e, (3.50)
aEF{\Fl aeFy

VFE, € K(J),F, D Fy: Z lygl <& A ‘Zy,g—y)<8. (3.51)
ﬂEFz/\Fz acF,

Konstrukci mnoziny F; ukazeme podrobné. Konstrukce F, je obdobna. Podle de-
finice souctu zobecnéné fady nalezneme k ¢islu %8 mnozinu F; € KX (I) takovou,
ze
VF| e X(I).F| > Fy: ‘Z |xa|—A‘ <e
acF]|
Pro kazdou mnozinu F{ € X (I) splnujici F{ D F plati

> el =D bral = Y Il

OlGF{\Fl aEFl/ a€I<:1

2|3 bl 4]+ [ ] < e e

(XEF] OlGFl

(3.52)

Podle definice sou¢tu zobecnéné fady nalezneme k ¢islu & mnozinu F;* € K (1)
takovou, ze

VF{EJC(I),F{:)I*:I*:‘Zxa—x‘<s (3.53)

aEF]|
Poloime Fy = F; U F. Pokud mnozina F{ € KX (1) splnuje F| D F; pak mame
Z x| < Z lxel| <e.

aEF{\Fl (XEF{\I‘:I

Odtud a z dostavame .

Polozme F = F; x F,. Zvolme F' € X (I x J) takovou, ze F C F’. Snadno je
J

vidét, ze plati
Z XaYﬁZ(Z Xa)'(z J’ﬂ)’

((X,,B)GF]XFZ aeF ,BGFZ
a tedy
Z anﬂ_Xy‘
(a,B)eF’
[ e X et () ()0 ese
(a,B)eF’ (a,B)eF 1 xF> aeF,; BeF>

A o X (S ) (D)ol

(a,B)eF’ (a,B)EF| X F> aeF, BeF,>
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Odhadnéme nejprve prvni ¢len z predchoziho fadku. Uvazujme zobrazeni 7y : 1 x
J — I definované predpisem 1 (a, f) = a. Potom je podle Véty (d) mnozi-
na H, = m;(F’) kone¢nd. Podobné uvazujme zobrazeni m,: I xJ — J definované
predpisem m>(ar, B) = B. Opét podle Véty (d) je mnozina Hy = m,(F’) ko-

nec¢na. Potom ziejmé plati F' C H; x H, a mame

)Z Xayp— Y, xa)’ﬁ‘

(a,B)eF’ (a,B)eF1xF>

= Z |Xay,3|

(o, B)EF/\(F1 xF3)

=< Z |xotyﬂ| + Z |anﬂ|

OLGHl\Fl,ﬂGHZ (XEH],ﬁGHz\FQ

= (2 b)) (X al) + (X bal) (X 1vsl)
aceH |\ F, BeH> acH, BeH>\F»

<é&eB + Ae.

Nyni odhadneme druhy ¢len na pravé strané (.54). Plati

(3 )5 0) =[5 2o (5 200) (5 0]
<Y Ixal-)z v —y‘ + ’ > xa—x‘-lyl

aEeF) BeF, aEF;
< Ae +¢ly|.
Tedy celkem
Z Xgyg — Xy| < €B + Ae + Ae + ¢|y| = £(24 4+ B + |y|).
(a,B)EF’
Odtud plyne tvrzeni. ™

3.7.17. Véta (asociativita zobecnénych rad). Necht 4 je disjunktni systém mnozin,
S =|JJ azobecnénatada ), g xo konverguje. Potom pro kazdé I € 4 zobecnéna
fada ) ,c; Xo konverguje. Oznacime-li y; = ) o Xo pro I € J, paktada } ;o4 y1
konverguje a plati ) ", cg Xa = D jey ViI-

Diikaz. Zvolme I € J. Podle Véty je fada ) ,cg |xa| konvergentni. Pomo-
ci ) odhadneme
0= |xal £ Y |xal < o0.

ael a€S

Odtud plyne, ze i fada ) _,; |xo| konverguje. Tedy dle Véty fada ) ,e7 Xa
konverguje. Pro kazdé I € 4 je tedy prvek y; dobfe definovan jako prvek R.
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Oznac¢me ) ¢ Xo = X. Nyni dokazeme rovnost ) ;. ;1 = x. Zvolme ¢ € R,
&> 0. K dislu %8 nalezneme podle definice F € K (S) takovou, ze

VF' e X(I),F' > F: ‘ 3 xa —x‘ <le (3.55)
aeF’
Oznatme § = {I € 4; F NI # @}. Mnozina § je konec¢na, nebot systém J je
disjunktni a mnozina F je kone¢na. Necht §' € KX (f), § O §. Pocet prvki §’
ozna¢me n. Pro kazdé I € ¢’ nalezneme Fy € K (I) takovou, zZe

VF’eJC(I),F/jFI:‘Zxa—y1‘<%s. (3.56)
aeF’
Polozme F* = F U |J;cg Fr. Mnozina F* je konec¢na. Dale plati F* C ¥/,
nebot F C |J¥ C |J¥ . Potom plati

‘ZYI—X‘E‘Z)’I— > xa

+‘Zxa—x‘

Ieg’ Ieg’ acF* aceF*
= )Z(W— > xa) +) > xa—x( (3.57)
Ieg’ acF*nI aEeF*
SZ‘yI— Z xa—i-‘Zxa—x).

Ieg’ aeF*NI aeF*
Déle ztejmé plati F C F*, a tedy podle (8.53)

1
‘ E xa—x‘<58.

aeF*

Pro I € ¢’ plati F; C F* NI, a proto podle plati

(yz— D

aeF*NI

Z téchto dvou odhadt a z @ pak plyne

e,

< 2n

1 1. _
‘Zyl—x‘<n~ﬂs+58—e,
Ieg’

¢imz je tvrzeni dokazano. [ |

Je-li{x,}52, posloupnost, pak mizeme uvazovat jednak zobecnénou fadu ), o Xn
a také fadu Y2 | x,. PouZité symboly odliduji zobecnénou fadu od fady. Nasle-
dujici véta ukazuje jejich vzajemny vztah.

3.7.18. Véta (zobecnény soucet na N). Necht {x,} je posloupnost.

(a) Zobecnéné fada ),y Xn je konvergentni pravé tehdy, kdyz rada Yo Xn
je absolutné konvergentni.

(b) Jestlize ma zobecnéna fada ), oy X» soucet, ma hoitada ) 2 x, a tyto
soucty se rovnaj.
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Dikaz. (a) =  Podle Véty konverguje zobecnéna fada ),y X» absolutné.
Podle Véty (a) to znamena, ze

sup{z xal; F € Jc(N)} < 0,

neF

tedy, dle definice suprema,

sup{i |Xn|; m € N} < 00.
n=1

Z posledni nerovnosti plyne, ze fada > 2 | |xn|je konvergentni, a tedy rada Y Xn
je absolutné konvergentni.

< Platd
sup{z |Xn|; m € N} < 0.
n=1

Necht F € K(N). Pak existuje m € N takové, ze F C {l,...,m}, a proto plati
Yoper [xnl < 2=y |xal. Odtud plyne

sup{z |xnl; F € JC(N)} < o0.
ner
Podle Véty B.7.9(a) je zobecnéné tfada ¥, <y X» absolutné konvergentni, a tedy
konvergentni podle Véty B.7.11.

(b) Oznatme s = Y,y Xn. DokdZeme rovnost s = Y o2 | x,. Zvolme e € R, & > 0.
K nému nalezneme F € K (N) takové, ze plati

VF' € X(I).F' > F: ) xu € B(s.¢). (3.58)
neF’

Mnozina F je kone¢na, a proto mazeme nalézt ng € N, které je horni zavorou
F.Zvolme m € N,m > ng, a polozme F' = {1,...,m}. Potom plati F’ € K (N)
a F C F'. Podle (8.58) tedy mame

an = Z Xn € B(s,¢).
n=1

neF’

Dostdvame tak Y 02 | x, = 5. ]

3.7.19. Obracena implikace v tvrzeni Véty (b) neplati, tj. fada ) p-; x, mii-
ze konvergovat, ale zobecnéna rada ), .y x» nemusi konvergovat. Staci uvazovat
libovolnou neabsolutné konvergentni fadu ) ;2| x,. Ta nemiiZze mit zobecnény
soucet. Kdyby totiz s = Y,y X, pakis = > o, x, podle Véty (b) Po-
moci Riemannovy véty (Véta B.5.7) bychom nalezli bijekci 7: N — N takovou, Ze
Y e Xn(n) # 5. Podle Véty ale plati ), en Xx@m) = 5. Opét z Véty (b)
mame Y 7| Xz(n) = §, COZ je SPOL.

vr v v v sy 1 , v
3.7.20. Piiklad. DokaZte, Ze zobeenénd fada ), myenxn 2o,z Mé soucet oo.
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Reseni. Protoze nase rada sestava z nezapornych cisel, ma soucet. Pro pfirozené
¢islo j € N odhadneme ¢asteény soucet pres indexovou mnozinu

L ={j+1....25yx{j+1,....2/},
tedy

Z 2+m2_21222+m2_2122

(n,m)el; m=j+1n=j+1 m=j+1n= J+1 (3.59)
11
8j 8
Mnoziny I,;, j € N, jsou po dvou disjunktni, a proto miizeme odhadnout
1 1 .
Z pE R > sup Z e (podle definice zobecnéné rady)
keN
(n,m)eNxN (n,m)GU}(:l I,
1

= supz Z P (disjunktnost 7,;, j € N)
n%z4+m

keN j=1 (n,m)el,;

>sup) o= Supg =oc0.  (podle (8.59))
*
3.7.21. Priklad. Dokazte, ze zobecnéna fada ), ,)enxn m je konvergentni.
Reseni. Pro kazdé k € N polozme
Ni = {(n,m) € N x N; max{m,n} = k}.

Potom je pocet prvkit mnoziny Ni pro kazdé k € N roven 2k — 1. Pro k € N tedy
odhadneme

1 1 1 2k —1
Z n3—i-m3E Z max{m n}3: Z k- k3 (3.60)

(n,m)eN (n,m)EN; ’ (n,m)EN;

Necht F C N x N je libovolna kone¢na mnozina. Nalezneme p € N takové, ze
F c Uy_, Nk, a dostaneme

1 1
) D

(n,m)eF (n,m)eUr_, N
- 1
= Z Z m (diSjunktnOSt Nk, k e N)
k=1 (n,m)eNg

S5—<).—5— (odhad (B:60)
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Rada Y he 2’,‘(—;1 konverguje podle limitniho srovnavaciho kritéria (Véta (a))
srovnanim s konvergentni fadou Y g2, kiz Z (B.41)) tedy mame
1 >\ 2k — 1
— < — < 00.
ZE: n3_+,n3 _'ZE: k3
(n,m)eNxN k=1
*

3.7.22. Priklad. Necht Q znaéi mnozinu vSech racionalnich ¢isel z intervalu (0, 1).
Dokazte, ze quQ q = oo.

Reseni. Protoze racionalnich &isel vétsich nex % je nekone¢né mnoho, je mnozina
{qg € 0: ¢ > 1} nckoneéna, a tedy dana fada diverguje podle B.7.14. Protoze je
tvofena kladnymi ¢isly, plati 3, ¢ = oo dle Véty (@). -

3.8. Teoretické priklady k ¢iselnym fadam

Rady s nezapornymi cleny.
3.8.1. Priklad (Raabcovo kritérium). Necht > 72| a, ma kladné ¢leny. Dokazte
nasledujici tvrzeni.
(a) Necht plati liminfn (a;’ﬁ
(b) Necht existuje ng € N takové, ze plati

—1) > 1. Potom }_;2 | a, konverguje.

VneN,nzno:n( n —1)51. (3.61)
an+1

Potom Y72 | a, diverguje.
(c) Necht plati lim sup n (-

an+1

—1) < 1. Potom Y_;2 | a, diverguje.

Reseni. (a) Zvolme ¢ € R tak, aby platilo 1 < ¢ < liminfn(;%- — 1). Potom

an+1

s pomoci Véty (a) nalezneme ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny,
plati
dap
n( — 1) >q,
an+1

nay, —(m + Dap+1 > (¢ — Dapy1. (3.62)
Proto pro kazdé m € N, m > ny, plati

a tedy

Nolny > Nolny — (M + 1)am+y1 (fada ma kladné ¢leny)
m
= Z (nan — (n + Dan41) (teleskopickd suma)
n=ng

(@1 Y dnsr. (odhad (B-62))

n=ngo

v
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Tedy pro kazdé m € N, m > nyg, plati

m+1 nod
0Ung
} an = } ap+1 f 1
n=nop+1 n=ngo

Odtud snadno plyne, ze posloupnost ¢aste¢nych souctii fady > o2, an je shora
omezena, a tedy je tato fada konvergentni.

(b) Matematickou indukeci odvodime, Ze pro kazdé n € N, n > ny, plati
an > r;_o “lpy- (3.63)

Pro n = ng nerovnost ztejmé plati. Pfedpokladejme platnost (B.63) pro jedno pev-
nén € N,n > no. Diky (B.61)) plati prvni nasledujici nerovnost a diky indukénimu
predpokladu druha:
n n no no
ca, >
n+1 @no

an+1 = Ang-

a, > - —_ - .
n+1 n n+1
Tim je nerovnost podle principu matematické indukce dokazana.
Protoze je fada Zzo_no 204y, divergentni, ze srovnavaciho kritéria (vizte V¢é-

tu (b)) plyne, zZe fada Zn—no ay je divergentni, a tedy je divergentni i fada
D net1dn.
(c) Tvrzeni plyne z jiz dokazaného tvrzeni (b). 2

3.8.2. Priklad. Necht ) 2 a, a ) ,~, b, jsou fady s kladnymi ¢leny. Necht exis-
tuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ny, plati

nt1 _ bpia
< . 3.64
a, ~— by ( )

(a) Pfedpoklédejme, ze fada ) 2 b, je konvergentni. Dokazte, ze pak je
konvergentni i fada Y po | dn.
(b) Pomoci (a) dokazte d’Alambertovo kritérium B.2.11 (c) (d).

Resend. (a) Matematickou indukei odvodime, Ze pro kazdé n € N, n > ny, plati

an < 210 . (3.65)
bug

Pro n = ng nerovnost zfejmé plati. Pfedpoklddejme platnost (B.65) pro jedno pev-
nén € N,n > no. Pomoci (8.64) a indukéniho piedpokladu obdrzime

Ap+1 bn+1 bn+1 Ang Aang
ap+1 = “ap = : =< : by =

An by n = bn %‘ _a

Tim je nerovnost podle principu matematické indukce dokazana.

'bn+1-

Konverguje-li tedy fada > oo bn, konverguje i fada Y oo, Z"Tgbn, a tedy podle

Véty 3.2.91tada °°_1 an.

q. Diky Véte P.2.42 -(a) ex1stuje no e N takove, ze pro kazde neN,n>ng platl

+
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+1 g"t! © n o v
< g. Pak mame < 7 pricemz fada ), ¢" konverguje (vizte Pt

klad -) Podle tvrzenl (@) Ype; an konverguje.
Ptipad, kdy lim Z:l > 1, 1ze dokazat analogicky. *

an+1

3.8.3. Piiklad. Necht ) ;2 a, je divergentni fada s kladnymi ¢leny a {s,} je po-
sloupnost jejich ¢astecnych souctt. Ukazte, ze fada 3,7, §* diverguje.

o

Reseni. Dikaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze fada 352 o

1 konverguje.

Pak splnuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku podle Véty . Pro ¢ = 1 na-

2
lezneme ny € N takové, ze

(3.66)

NI'—‘

m
473
Vnme N, ng<n<m E —
“ Sk

Posloupnost {si } je rostouci a platilim s = co. Snadno tedy dostaneme limk_>oo o

hmk%oo(l - S"—O) = 1. Existuje tedy mo € N, mg > ny, takové, ze Imo~ing o 1 Ppg.
Sk smg

tom plati
mo mo
k 1 S K
DL SRl Y
S Ry S
k=no+1 "% M0 k=png+1 o

coz je ale spor s . ry

3.8.4. Priklad. Necht ) ;2 a, je divergentni tfada s kladnymi c¢leny. Dokazte, ze
existuje posloupnost {b,} takovd, ze > po | b, = o0 alim b” =0.

Reseni. Pron € N polozime b, = %’ kde s, je n-ty castecny soucet rfady > an.
Rada Y% | b, diverguje podle Piikladu B.8.3. Rada "2 | a, diverguje a mé klad-
né cleny, proto plati lims, = oco. Odtud dostavame
b 1
lim = = lim — = 0.
an Sn
&

3.8.5. Priklad. Necht {c,} je posloupnost splnujici lim ¢, = co. Dokazte, ze exis-
tuje konvergentni fada > o by s kladnymi ¢leny takova, ze fada > 22 | cnby diver-
guje.
Reseni. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze viechny ¢leny posloup-
nosti {¢, } jsou vétsi nez 1. Nalezneme rostouci posloupnost prirozenych ¢isel {ny}
splnujici

Vke NVhneN,n>np:c, >k + 1.
Polozme ny = 0. Pro kazdé n € N nalezneme jednoznac¢né uréené k € N takové,
ze ng—1 <n =< ny a definujeme

1 1

b= Kk =)

Sk—SnO _
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7

Necht {s,} je posloupnost ¢aste¢nych souctii fady > o2, b,. Pro n € N spliiujici
nk—1 < n < ni plat
1 1

b < .
k k(ng —ng—1)
Pak pro kazdé I € N plati
ny I ng ) ny 1
Snlzzb"zz Z bnfz Z k2(ng —ng—1)
n=1 k=1n=njx_1+1 k=1n=njx_1+1 -
I [e%s)
1 1
=) = Z <
k=1 k=1

Posloupnost {sy, }7°, je omezena a posloupnost {s;, } je rostoucti, a tedy je i posloup-
nost {s, } omezend. Odtud plyne, Ze fada )~ by je konvergentni. Déle plati pro
kazdé ! € N

nj I nk
Sab-Y ¥ an
n=1 k=1n=nj_1+1
k=1n=nx_1+1 k(nk - nk_l) k=1 k
Tedy
o o 1
ILTIED p e
n=1 k=1
Tim je tvrzeni dokazano. S

Nasledujici piiklad ukazuje, ze limitni srovnavaci kritérium pro konvergenci
fad (Véta ) neplati bez predpokladu nezapornosti ¢lenti zadanych fad.

3.8.6. Piiklad. Dokazte, e existuje konvergentnifada Y -, an a divergentni fada
> net by spliujict lim 3% = 1.
Reseni. Pro kazdén € N polozme
(=" (-n* 1
ay = = + —.
N Jnoooon
Rada Y2 | a, konverguje podle Leibnizova kritéria (Véta atada ) ;2 b,

by

diverguje, nebot je sou¢tem konvergentnitady Y | a, adivergentnifady > o 1.
Dile plati
a s 1
lim = = lim n—ﬁ: lim ——— =1
» n—oo (=1) + 1 n—00 | 4 =D
N Vn

3.8.7. Priklad. Dokazte, ze platie = Y o2 )

n=0 pnl*
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Reseni. Pron € N oznaéme
"1
1 n
an = (1+1) a snzg il
k=0

Dokazeme, Ze pro kazdé n € N plati a, < s, < e. Protoze lima, = e (Defini-

ce P.4.6), dostaneme z véty o dvou straznicich (Véta rovnost lims, = e.

Tim bude tvrzeni dokizano.

Pro kazdén € N platia, < s,. Pron = 1 zifejmé plati a; = 57 = 2. Nechtn € N,
n > 2. Potom z binomické véty (Véta [L.5.6) plyne, ze

" (n) 1 " nn—1---(n—k+1)1
a,,:Z(k n—k=1+1+2 - o

k=0 k=2
n k—1
— J
_HHZFH(I_E)
k=2 j=1
Pro kazdé k € {2,....n} ziejmé plati [T5Z1 (1 — £) < 1, a tedy

n
1
an <1143 ==
k=2""

Pro kazdén € N plati s, < e. Posloupnost {s,} je zfejmé rostouc, a proto staci toto
tvrzeni dokazat pouze pron € N, n > 2. Necht n € N, n > 2. Potom pro kazdé

m € N, m > n, plati
m n
Z m\ 1 m\ 1
k=0 k=0

n

k—1
1 .
=1+1+§ F||(1—#).
k=2 " j=1

Pro kazdé k € {2,...,n} ziejmé plati

k—1

. A

Jj=1
Tedy z véty o aritmetice limit plyne, Ze

n n
. m\ 1 1
,}Lf%oz<k)m=””kz_zﬁ=sn-

k=0

Odtud a z véty o limité a uspotadani (Véta P.2.49), 7e e = lima, > sy *

3.8.8. Priklad. Dokazte, ze e je iracionalni ¢islo.
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Reseni. Pro spor predpoklddejme, Ze e je raciondlni, tedy e = £ g pro néjaka p € Z,
g € N. Z Definice 2.4.6 - plyne, ze ¢islo e je kladné, a proto p e N. Pro libovolné

k € N plati podle Prikladu

ko 1 >
TR TR Pl
j=0 Jj=0 j=k+1
Zrejmé dale plati
o0 o0 1 o0
1 (1 1—[ 1 ) 1 1
LI /AN LI
_k+1]‘ i=1 k'j= k+ k'z=l (k +1)f

k k
1 1 1
Y leeey bk
i i !
! ! k
Potom
k k
1 )4 1 1
ylop oyl L
il il k!
S A A k-k!
Vynasobime obé nerovnosti kladnym vyrazem ¢ - k! a dostaneme
L ko
q-k!- Z—<p k! <gq-k!- Z— 2.
= J! — J! K
j= j
Oznaéme
|
= 1.y
m=gq-k! Zj!'
j=0

Pak zfejmé plati m € N a navic
m<p-kl<m+ %
Pro specialni volbu k = ¢ odtud dostavame p - k! € (m,m + 1). To je ale spor,
protozem € Nap-k! e N. *
Ciselné rozvoje.

3.8.9. Priklad. Necht p € N, p > 1, a 8(p) je mnozina vsech posloupnosti {a,},
které splnuji

(@) VneN:a, €{0,...,p—1}
Necht dale d(p) je mnozina vech posloupnosti, které splnuji (a) a navic podminku

(b VheNImeN,m=>n:a, #p—1.
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Definujme zobrazeni ¢: 8§(p) — R predpisem
>, a
(p({an }) = p_’,l,
n=1

Dokazte, ze zobrazeni ¢ je dobte definované a jde o bijekci J(p) na [0, 1).
Resent. Korektnost definice . Necht {a,} € 8(p). Pro kazdé n € N plati

0< a_" < P !

pr p"

Podle Prikladu plati >0, pI;,I = 1, takze diky Vété B.2.9(a) je fada 302 | o
konvergentni. Diky podmince (b) existuje ng € N takové, ze a,, < p — 1. Potom
plati

0<g(lany) =Y 2y 3y &

Prostota ¢lg(p). Pfedpokladejme, ze {a,},{b,} € d(p) a {an} # {bn}. Existuje tedy
k € N takové, ze pro kazdé j € N, j < k, plati a; = b; a ax # bi. Bez Gjmy na
obecnosti mizeme predpokladat, Ze ax < bi. Potom plati

k—1 00
—1
o({an}) < Z an + a—i + Z L (odhad shora ¢lenti posloupnosti {a,})
n=1 r" p n=k+1 r"
g a 1
= —Z + —i +—= (soucet geometrické rady)
—pn o pk o p
k-1
b ar +1 . . .
= —':l + kp 3 (vyuzita definice ¢isla k a algebraicka tprava)
n=1
)
=< Z —':l (pouzita nerovnost ax < by)
n=1
o b
<) =elba)).
n=1 P

Robrazeni ¢|g(p) je na [0, 1). Necht x € [0, 1). Posloupnost {a,} splujici ¢({an}) = x
budeme pomoci funkce cela ¢ast konstruovat takto. Polozime a; = [px]. Mame-li
neN,n>1l,adislaay,...,a,—1 jsou jiz nalezena, definujme

n—1
a ==Y @]

k=1
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Tim je konstrukce {a,} provedena. Nyni je tfeba ukazat, ze {a,} € 4(p).
Celé ¢islo ay spliuje 0 < a; < px < p,aprotoa; € {0,..., p — 1}. Necht
n € N. Potom postupné dostavame:

an < ptx — Z akp”_k <ap+1, (definice a, a celé asti)
n—1
0<p'x— Z akp”_k —a, <1, (odeétent ay,)
k=1
n
Ty — Z arp" ' < p. (algebraicka uprava) (3.67)

Odtud plyne 0 < a,41 < p,takieant1 € {0, ..., p—1},nebota, 11 je podle definice
celé ¢islo. Tim jsme ovéfili, ze posloupnost {a,} splnuje podminku (a).

Pro ovéreni podminky (b) predpokladejme pro spor existenci ng € N takové-
ho, ze pro kazdén € N,n > ng, platia, = p—1.Z (B.67) plyne, ze pro kazdén e N
plati

z ay 1
0<x-— — < —. (3.68)
T

Pak pro kazdén € N, n > ng, mame

<\ ak “"op—-1 1
psx-Y %oy Lol

=1 P kZng+1 P p

Limitnim pfechodem odtud plyne

R

»I»

a tedy také

et pk pno
coz je ve sporu s (8.6§) pro n = n.
Nyni s pomoc1 véty o dvou straznicich (Véta -) a (B.68) mame

oo n

e({an}) = Z %k _ lim a—llz = X.

o lp n—>ook=1 p

Tedy ¢|4(p) je zobrazeni na. ¥

3.8.10. (a) Necht p € N, p > 1. Pak p-adickym rozvojem budeme rozumét kazdou
fadu tvaru Y02 kde {a,} € 8(p). Podle Prikladu B glze kazdé ¢islox € [0, 1)

vyjadtit jako soucet p-adického rozvoje Y 57 4 - Pokud budeme uvazovat pouze

n= 1pnu
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takové p-adické rozvoje, kde {a,} € J(p), pak je pfislusny p-adicky rozvoj urcen
jednoznacné.

(b) Pokud méme p-adicky rozvoj Y o2, Z—’,Q, kde {a, } nesplnuje podminku (b) z P1i-

kladu B.8.9, pak existuje nejmensing € N takové, ze pro kazdé n € N, n > no, plati
a, = p— 1. Pokud ng = 1, pak

Pokud ng > 1, pak ap,—1 < p — 1. Potom platiayg—1 +1 € {0,1,....,p—1} a

o] a no—1 a [e9) ) 1 no—1 a 1
n n - n
N N
n=1 pn n=1 pn n=ngo pn n=1 pn pno
_ o2 an  Apy—1 + 1 0
—Zp+—pno_1 + 2 o
n=1 n=np+1

Odtud plyne, zZe ve druhém piipadé posloupnost {b,} definovana predpisem

an, pokudn € N,n <ng—1,
by = { any—1 +1, pokudn =no—1,
0, pokud n € N,n > nyg,
urcuje jiny p-adicky rozvoj nez {a,}, nebot se lisi od {a,}, nicméné soucet maji
oba p-adické rozvoje stejny. Pri praci s p-adickymi rozvoji je casto tfeba brat tuto
nejednoznacnost v potaz.

3.8.11 (desetinné rozvoje). Nejdilezitejsi typem p-adického rozvoje je ptipad, kdy
p = 10, nebot vétsinu vypoctt provadime v desitkové soustavé. Kazdé realné ¢islo
muizeme zapsat jako soucet celého ¢isla a realného ¢isla z intervalu [0, 1), pro kazdé
x € R totiz plati x = [x] + (x — [x]). Kazdé nezaporné celé ¢islo n lze jednoznacné
zapsat ve tvaru

k
n= Za,, - 107,
n=0

kde k € N, ag,...,ar € {0,...,9}. Kazdé nezaporné realné ¢islo pak miizeme
zapsat ve tvaru agag— ...aydo,b1haby . ...

3.8.12. Priklad. Necht p € N, p > 1. Pak p-adicky rozvoj Y o, % nazyvame
periodicky, pokud existuji k,r € N takova, ze pro kazdé n € N,n > k, plati
antr = an. Ukaite, ze p-adicky rozvoj Yo, % ma racionalni soucet pravé tehdy,

kdyz je periodicky.
Rejeni. <= Necht k,r € N svédéi o periodi¢nosti p-adického rozvoje 302 %

neboli plati
VneN,n>k:a, =an+r.
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Odtud snadno plyne
VieNVneN,n>k:a,=anpi-1r (3.69)

Prom € N ozna¢me m-ty ¢aste¢ny soucet nasecho rozvoje jako s,,. Pro kazdé [ e N
plati
k a k+jr a
Skvlr = ) — Z ) (3.70)
iy J=ln=k+(—-1)r+1

Pokud n € N splnuje
k+(G—-Dr+1<n<k+jr,

kde j € N, pak miazeme psatn = k + (j — )r +u prou € {1,2,...,r} a dik
B.69) plati a, = ak4y. Toto pozorovani ndm umoznuje piepsat rovnost @
nasledujicim zptisobem

k r
a a
n=

—lp u=1 pu

M k a
Oznaémea = 37, % ap =3, “5*. Obé ¢isla o, B jsou ziejmé raciondlni.

Potom plati

l
. . B 1
Jim e = fim (s 4 % 32 )

=1
Z (pr)j—l

coz je racionalni ¢islo. Odtud plyne, Ze soucet naseho rozvoje je racionalni, nebot

im0 $m = limy 00 Sk417-

= Nechtnynf p-adicky rozvoj 3,2 | 7% ma racionalni soucet x € [0, 1]. Bez Gjmy
na obecnosti mizeme predpokladat, ze x € (0, ). Potom existuji u,v € N, u < v,
splnujici x = 7, Pokud {a,} € 8(p) \ 4(p), pak je uvazovany rozvoj zfejmé perio-

k an
n=1 pn-

dicky. Pfedpokladejme tedy, ze {a,} € 4(p). Pro k € N oznac¢me s = )
Pro kazdé k € N plati

> -1 1
osx-n= 3 Se Y Lo
n=k+1p n=k+1

a tedy
0<prF(x—sp) < 1. (3.71)
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Plati
k

k
a _
Prse=p") p—',’, =Y anp*".
n=1 n=1
takze p¥sp € N. Dale mame
u
pr(x—sk) = Pk; — pFse. (3.72)

v . vk p
Odtud plyne, Ze existuje ¢k € Z takové, ze p*(x — si) = %k S pomoci (B.71)) pro
kazdé k € N dostavame cx € {0, ...,v—1}. Musi tedy existovat k1. k, € N, ky < k»
takové, ze cx, = ck,. Polozme r =k, — ky, pak cx, = ck,+, a plati

o0 o0
Cky _ K _ an Aj+k,
L=pms) = ) W_ZT’
n=kj+1 j=1
Ck Ck > a > a
i +k
otr T o gkt — s ) = e Litkitr
1+ n—k—
v v P 1=r £ p’
n=kj+r+1 j=1

Posloupnosti{a; 4k, 1321, {aj+k, +r 72, patiido d(p) a obé definujf p-adicky rozvoj

N ck v , ) ,
se souctem —1. Podle Prikladu se uvedené pf)'slouppos.tl musi rovnat. Proto
pro n > ky plati a, = a4, takze uvazovany rozvoj je periodicky. ry

Rady s obecnymi cleny.

3.8.13. Priklad. Necht {a;} je nerostouci posloupnost nezapornych realnych ¢isel
an € N. Dokazte, ze pro kazdé k € N U {0} plati

k
0= Z(—l)ian+i < ap.
i=0
Reseni. Nechtn € N je ddno. Indukci podle k dokdzeme, e pro kazdou nerostouci
R p P )
posloupnost nezapornych ¢isel {a;} plati uvedena nerovnost. Pro k = 0 zfejmé

plati Z?=O(—1)ian+i = ay, a tedy

0
0<) (=D'anti < an.
i=0
Predpokladejme nyni, ze uvedené tvrzeni plati pro k € N U {0}. Nasim cilem
je dokazat nerovnost pro k + 1, tj. chceme ovérit nerovnosti

k+1
0= (=D'anti < an. (3.73)
i=0
Posloupnost {a; 11}72, ma nezaporné ¢leny a je nerostouci. Proto podle indukéni-

ho predpokladu plati
k

0> (D ant14i <any1. (8.74)
i=0
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Potom diky @) dostavame
k+1 k

; ; >ap—apy1 20
> (—D'anyi = an =Y _(=D'any14i : (3.75)
: ‘ < ap
i=0 i=0 -
¢imz je podle principu matematické indukcee tvrzeni dokazano. Fy

3.8.14 (alternativni ditkaz Véty B.3.1). Konvergenci fady Y o2, (—1)"a, ovéfime
pomoci Bolzanovy—Cauchyovy podminky pro fady, tedy ovéfime platnost pod-
minky @ Predpokladejme nejprve, ze posloupnost {a,} je nerostouci. Cleny
této posloupnosti jsou pak nutné nezaporné. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalez-
neme ng € N takové, Ze

VneN,n>ng:a, <s. (3.76)
Vezméme nynilibovolna ¢islan, m € N splnujicing < n < m. Pak z Piikladu

a (B.70) plyne

‘i(_l)iai) - ‘mifl(_l)ianﬁ = miil(_l)ianﬂ‘ <au <e.
i=n i=0 i=0

Tim je ovéfena platnost Bolzanovy—Cauchyovy podminky pro fadu Y2, (—1)"a,.
Je-li posloupnost {a, } neklesajici, pak lze diikaz dokoncit stejné jako v ptivod-

nfm déikazu Véty B.3.1.
3.8.15. Priklad. Necht fady > 72, an a > po; by, maji omezené posloupnosti ¢as-
tecnych soucti a ¢ € R. Dokazte nasledujici tvrzeni.

(a) Rada Y"2°, ca, ma omezenou posloupnost &asteénych soudti.

(b) Rada 32, (an + bn) mé omezenou posloupnost ¢astecnych soudti.
Reseni. Oznaéme postupné {s,, } a {t, } posloupnosti ¢aste¢nych soucti fad Y2 | an

a Y »2 | b,. Podle ptedpokladu existuje M € R takové, ze pro kazdé m € N plati
|sm| < M alty,] < M.

(a) Pro kazdé m € N plati

= [csm| < [c|M.

m
hars
n=1
Tim je omezenost posloupnosti ¢asteénych soudtt fady Y p2 | ca, dokdzéna.
(b) Pro kazdé m € N plati

Y@+ b

n=1

< |sm| + |tm| < 2M,

¢imz je tvrzeni dokazano. ¥y

3.8.16. Priklad. Necht Y 2, a, je konvergentn{ fada a {ny} je rostouci posloup-
nost ptirozenych ¢isel splnujici n; = 1. Polozme by = Z;lk;,;,l(_l aj, k € N. Dokaz-
te,2¢ Y po1 bk =Y peyan.



186 3. CISELNE RADY

Reseni. Necht {s;} a {t,} jsou posloupnosti ¢asteénych souctd pro fady Y00, ay
a Y peybk. Prokazdé m € N plati

m Ni41—1

tm—Zbk—Z Y o

k=t J=nk 3.77)

nyp1—1

: : aj =S”m+l_1'
j=1

Rada Y2 | a, konverguje, a proto je limita lim; o s; vlastni. Z Véty a
pak dostavame limy o0t = limp 00 Snypy—1 = limj o0 55 Rada > e bk tedy
konverguje. s
3.8.17. Priklad. Necht ) 2, a, je fada s nezdpornymi ¢leny a {ny} je rostouci po-
sloupnost ptirozenych ¢isel splnujicing = 1. Pro k € N polozme by = ng;;(_l aj.
Dokazte, ze Y, | a, konverguje pravé tehdy, kdyz Y p2, bx konverguje.

Resent. Pouzijeme stejné oznaceni jako v Prikladu .

= Tato implikace plyne z Ptikladu .

< Rada > ne, an méa nezdporné ¢leny, a proto hmm_>oo sm existuje podle V¢-
ty- 3.2.1. Podle predpokladu je lim; o0 1, vlastnia z plyne limyn— 00 Snypy—1 =
limy, o0 tm. Posloupnost {s,,} ma ted konvergentm podposloupnost {sy,, . ;—1}-

Proto je sama konvergentni dle Véty .3.21] a fada )", | a, konverguje. Iy

3.8.18. Priklad. Naleznéte divergentni fadu Y -
rozenych &isel {ng} spliiujicing = 1 takové, ze fada Y g2 by, kde by = )
k € N, konverguje.

ap a rostouci posloupnost prl
nr4+1—1
Jj=nk

n=1
aj,

Reésent. Polozme a, = (=1)",n € N, ang = 2k — 1,k € N. Pak pro kazdé k e N

plati by = azx—1 +az =0. Rada >t bi tedy konverguje, zatimco fada Y2 | an
diverguje (naptiklad diky Véte ) a

Nekonecné souciny.

3.8.19. Definice. Necht {a,} je posloupnost. Rekneme, e souéin [1°2, a, konver-
guje (je konvergentni), je-li lim,, .0 [ [—; @n vlastni. Rekneme, 7e souéin [, a
(je divergentni), jestlize limy, oo [ [ @n neexistuje nebo je nevlastni. Pokud exis-
tuje limy—oo [ [y an, pak symbol [172, an oznaluje také jeji hodnotu.

3.8.20. Priklad. Necht {a,} je posloupnost s kladnymi ¢leny. Potom }_;2 | a, kon-
verguje pravé tehdy, kdyz [1,2, (1 + a,) konverguje.

Rejeni. < Posloupnost {[[h—, (1 + an)}ro::l je rostouci a pro kazdé m € N plati

oo m m m
[[a+a) = [0 +a) =14 an =) an
n=1 n=1 n=1 n=1
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Odtud jiz plyne konvergence fady Y 2, ay.
= Posloupnost {]_[Tzl(l an)\> | Je rostouct, a proto ma limitu. Diky nerov-

nosti log(l + x) < x (vizte [1.7.14) platne pro kazdé x € (0,00) dostaneme pro
kazdém € N
log(n(l + an)) = Zlog(l +a,) < Zan < Zan
n=1 n=1 n=1 n=1

Odtud plyne

[e ) o0

l_[(l +an) < CXp(Z an) < oo

n=1 n=1
a nckonecny soucin tedy konverguje. -

3.8.21. Priklad. Ukazte, ze fada ) o2

e1 p , kde p, znadi n-té prvocislo, diverguje.

Reseni. Pro spor predpokladejme, Ze nase rada je konvergentni. Potom je konver-

gentni také fada > o, pin‘ Pro kazdé n € N plati p, > 2, a proto diky souctu
geometrické fady dostaneme

(o]

1 \% 1 1 2
E(_) T mi- I o

— Pn on

Rada "%, (Zf:l (ﬁ)k) je tedy konvergentni. Podle predchoziho ptikladu pak

konverguje nekone¢ny soucin
[ee] o] k [ee] [ee] k
0+ 6= (50) )
n= =1 n=1 k=0

Zvolme m € N libovolné. K nému nalezneme ny € N takové, Ze prvociselny roz-
klad kazdého I € N,/ < m, obsahuje pouze prvocisla mensi nez ng a v mocniné

nejvyse ng (vizte m) Pak plati

(L)) =TI =2

1
n=1 k=o Pn n=1 k=0 j=1 J

c 1y v . . , v ye 00 00 1\k
Harn.lonlcka rada vs.ak diverguje, a proto musi nekoneény soucin [ [,2, > 72, (E)
téz divergovat, coz je spor. s

Miscelanea.

3.8.22. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé k € N plati nerovnosti
P <log(l+ 1) < 1 (378)
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Reseni. Nechtk € N. Podleplati pro kazdé x € R, x > —1, nerovnost log(1+
x) < x. Dosadime x = { a dostaneme ihned druhou nerovnost v B.79). Dale
polozime x = —k+_1, pak x > —1, a tedy plati

1 1
log(1 = g1) = —;37-
to jest
1 1
—log(1— k_+1) e o
Odtud a z vlastnosti logaritmu ([1.7.14)) dostdviame

) =—log(1— 1) = &

log(1+ 1) = log(1 —
(=S}

coz je prvni nerovnost v @ S
3.8.23. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati nerovnosti

n

1 1
—510g(n+1)§2—.
k=lk+1 k=lk

Reseni. Zvolme n € N. Seétenfm nerovnosti v (.78) pro hodnoty k € {1,..., n}

dostaneme
Z— < log(l—i—%) < —.
okt o ok
Pomoci vlastnosti logaritmické funkce a tpravou teleskopické sumy (vizte
a[l.5.5) dostavame
n

Z log(1+ #) = Z(log(k + 1) —logk) = log(n + 1).
k=1 k=1

Odtud vyplyvaji obé dokazované nerovnosti. *
3.8.24. Priklad. Dokazte, ze posloupnost {a,} definovana predpisem

n
a, = (Z %) —logn, neN,

k=1

je konvergentni.
Reéseni. Necht n € N. Potom plati
1 1
Ap41 — ap = m—log(n + 1) +logn = ] —log(1 + %) <0

podle prvni nerovnosti v . Posloupnost {a,} je tedy nerostouci. Dale pro kaz-
dé n € N plati podle Prikladu

21
anzgz—log(n—i—l)zo,
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takze posloupnost {a, } je zdola omezena. Z Disledku tedy plyne, ze posloup-

nost {a,} je konvergentni. *
3.8.25. Poznamka. Oznacdime

= (1) v

Z Piikladu vyplyva, ze toto ¢islo je dobfe definovano. Cislo y nazyvame
Eulerovou-Mascheroniho konstantou.? Tato konstanta je priblizné rovna 0,577
a neni znamo, zda je racionalni.

3.8.26. Priklad. Spoctéte limitu lim, o0 Y =1 74
Reseni. Pron € N polozme

"1 1
anz(ZE)—logn a bn:;n—i—k'
=1

k=1

Potom pro kazdé n € N plati
bn = azn —a, +log(2n) —logn,
a tedy podle véty o limité souctu (Véita (a)) plati
limb, = lim(az, —a, + log(2n) —logn)
= lim(azn — an + log(2)) =y —y + log2
= log2.

3.8.27. Priklad. Dokaste, 7e plati #(N) ~ R (vizte a[L.6.1(a)).

Reésent. Podle Cantorovy—Bernsteinovy véty (Véta stadf dokazat, ze P(N) <
RaR < P(N).

Platnost #(N) < R. Oznaé¢me Z mnozinu vsech posloupnosti, jejichz ¢leny jsou
prvky mnoziny {0, 1}. Symbol x4 bude znacit charakteristickou funkci mnoziny
A definovanou na N (vizte [1.4.25). Charakteristickd funkce x4 je tedy zobrazeni
zmnoziny N, a proto jde o posloupnost, ktera patti do Z (vizte . Definujme
zobrazeni @ : $(N) — Z predpisem

®(A) = yu, AecPN).

Pokud 4,B € P#(N) a y4 = xB, pak pro kazdé n € N plati y4(n) = yp(n). Pro
kazdé n € N tedy plati, ze n € A pravé tehdy, kdyzn € B, neboli A = B. Zobrazeni
@ je tedy prosté. (Neni tézké si rozmyslet, ze @ je i zobrazeni na Z.) Plati tedy
Z < P(N).

7 Lorenzo Mascheroni (1750—1800)
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Pro z € Z definujme ¢: Z — R predpisem

o(z) = Z Z;:), z€Z.

n=1

Kazdému z € Z je tedy pfifazen 3-adicky rozvoj, a protoze Z C J(3) je podle
Prikladu zobrazeni ¢ prosté. Tedy Z < R. Podle Véty (b) dostavame
P(N) <R.

Platnost R < P (N). Podle Prikladu platiN ~ Q, a tedy podle Piikladu
staci ovérit, ze plati R < #(Q). Definujme zobrazeni ¢ : R — £(Q) predpisem
v(x)={q€Q;qg<x}, xeR.
Dokazeme, Ze zobrazeni ¥ je prosté. Pfedpokladejme, Ze x,y € R, pricemz
x # y. Bez ijmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze x < y. Podle Véty

existuje racionalni ¢islo r splnujici x < r < y. To znamena, ze r € ¥ (y) \ ¥(x),

a tedy ¥ (x) # ¥ (y). Odtud plyne, Ze ¥ je prosté, a tudiz R < P (Q). *

3.8.28. Priklad. Dokazte, Ze mnozina R je nespocetna.

Resend. Pro spor predpokladejme R < N. Podle Piikladu a Véty pak
mame P (N) < N, coz je ve sporu s Cantorovou vétou (Véta [1.6.7), ze které plyne
N < £(N). s

3.8.29. Priklad. Dokazte, ze plati R? ~ R.

Resend. Tvrzeni dokézeme pomoci Cantorovy—Bernsteinovy véty (Véta .
Platnost R < R2. Definujme zobrazeni ¢: R — R? pfedpisem ¢(x) = [x,0]. Potom
je ¢ zfejmé prosté. Odtud plyne, ze R < R2.

Platnost R? < R. Nyn{ definujme zobrazeni y : R? — £(Q?) predpisem

Y(x.y) ={lp.ql € Q* (p<x)A(g<y)}. [x.y] R
Necht [x, y],[x, '] € R?, [x,y] # [x',)]. Pak plati bud x # x’' nebo y # '
Bez jmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze x # x’, a dale ze x < x’. Podle
i

Véty [1.5.39 nalezneme racionalni ¢islo 7 splnujici x < r < x’. Dale zvolme g € Q,
g < y'. Potom plati [r,q] € ¥(x",y") \ ¥(x,y), takze ¥ (x,y) # ¥(x',y"). Odtud
plyne, Zze ¥ je prosté. Plati tedy R? < 2(Q?).

Podle Véty [.6.21(c) a Piikladu plati Q% ~ N, a diky Piikladu
mame P(Q2) ~ P(N). Odtud a z Vet [1.6.4, plyne #(Q?) ~ R. Diky Vé&-
té dostavame R < R2. F

3.8.30. Priklad. Necht jsou posloupnosti {a,} a {b,} definovany predpisy:

2 pron =1, -1 pron =1,
a, = bl’l =
on—1 pron € N,n > 1, 1 pron € N,n > 1,

Dokazte, ze Cauchytiv sou¢in divergentnich fad )2 an a )~ by je konvergent-
ni.
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Reéseni. Oznaéme {c,} posloupnost ¢lenti Cauchyova soucinu obou fad. Potom pla-
ti ¢c; = —2 a pro kazdé k € N, k > 2, mame
ck =arbg +---+agby = ay + -+ ag—1 —ax
=242 422 4. 4 2k2 okl o,

Odtud vyplyva tvrzeni. *

3.8.31. Priklad. Necht Q znadi mnozinu racionalnich ¢&isel v intervalu (0, 1). Do-
kazte, ze existuji bijekce 7 a 0 mnoziny N na Q takové, ze ),y 7(n)" konverguje

a) ,en 0(n)" diverguje.

Resend. Konstrukee 7. Nalezneme rostouci posloupnost {ar )72, realnych ¢isel z in-
tervalu [0, 1) splnujici ag = 0, a; = % alimag = 1. Pro kazdé k € N nalezneme
nx € N takové, ze

ak
k1 y=(k+D)
1 —ag41

Polozime no = 0. Dale nalezneme posloupnost neckoneénych mnozin {P;}%2 ,
které splnuji

Pr C{neN; n=>ng},

Vk,lGN,k;ﬁl: PN P =0,

UkZo Pk = N.

Pro kazdé k € N U {0} nalezneme bijekci 7 mnoziny Py na mnozinu Ay =

(ak,ak+1] N Q. Hledanou bijekei pak definujeme jako m(n) = my(n) pron € Py.
Odhadneme

Z ()" = Z qn“(q) _ i Z 6Izr‘l(q)

neN qeQ k—oquk
o0 o0 o0
- mtl G < & _
STy ety o P
k=01=0 k=1

Konstrukce o. Nalezneme rostouci posloupnost {gx} prvka Q splnujici q,%k > %
Oznaéme T = {qx; k € N}. Mnozina T je nckone¢na a spocetnd. Nalezneme
bijekci T mnoziny lichych ptirozenych ¢isel na mnozinu Q \ T'. Potom definujeme
bijekcio: N — Q predpisem o (2k) = gx a0 (2k—1) = t(2k—1),k e N.Prom € N
odhadneme

n = 2k - 1
Za(n) >I§qk > 22 =

neN

Odtud plyne ),y 0 (n)" = oo. *
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3.9. Pocetni priklady k ¢iselnym radam
ﬁady s nezapornymi ¢leny.

22n+3
n=1 (p441)6"

3.9.1. Priklad. Vysetiete konvergenci fady Y-

Reseni. Rada ma kladné ¢leny. Spocteme lim | ?;42:_1")2 Pro kazdén € N, n > 2,

plati

2(4/n)° < Vn22n 43 < V222 = 28/2(/n)?

Yn < Vn < Yt 1) < V26024 = V28 (/).
Odtud vyplyva, ze pro kazdé n € N, n > 2, plati

2 vy <¢m<z%(w)2_ i
"26(2/;7)22 B "26(4/;7)24 “Vnt+1)85 — “n =242 ¥n.

Podle véty o dvou straznicich, Priklada a a véty o aritmetice limit
tedy plati

22n + 3

(n n* 15
Protoze 2 > 1, zadan4 rada dlverguje podle Cauchyova odmocninového kritéria.
&
3.9.2. Piiklad. Vysetiete konvergenci fady ;2 ng g
Reseni. Rada ma kladné cleny. Pro velké hodnoty n € N je ve vyrazu n3 +1¢en 1
zanedbatelny, a proto mtizeme oc¢ekavat, ze se zadana rada bude chovat podobné

. v v 2 v 2 ;
jako rada s ¢leny Z—3 = % Pron € N polozme a, = n;’ﬁ ab, = % Plati

}12 ]
ap n3+1 .
lim — = lim 1+1 = lim
n—00 n—oo = n—o0 | _|_
n

=1.

Podle limitniho srovnavaciho kritéria (Véta B.2.5 tedy dostévéme, ze zadand rada
konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fada > o2 | bn. Tato fada diverguje podle
i

Prikladu 3, a tedy diverguje i zadana rada. ry

2

3.9.3. Priklad. Vysetiete konvergenci fady ;2| 5.
Reseni. Pomoci Piikladu dostaneme

. oan% 1
lim 2—n=§11mﬁ-llmﬁ=—

Protoze 1 < 1, Zadan4 fada konverguje podle Cauchyova odmocninového kritéria

(VétaB2d). N
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3.9.4. Piiklad. Vysetiete konvergenci fady Y p2, n®(v/n + 1 — \/n) v zévislosti na

parametru @ € R.

Reseni. Rada ma kladné ¢leny pro kazdé a € R. Pro kazdé n € N plati

n (A =) = e

Pron € N polozme

a, = n by = = p*2
/ey " Jn '
Plat{
/7 1 1
lima—nzlim "++‘F—1m———.
n—>oon n—>0o0 J_ﬁ n—>o0o 1+ +1 2

Podle limitniho srovnavaciho kritéria zadana tfada konverguje pravé tehdy, kdyz
konverguje fada ) o2, n®=2. Ta podle Véty B.2.18 konverguje pravé tehdy, kdyz
o — 5 < —1, neboli prave tehdy, kdyz o < —l ry

3.9.5. Priklad. Vysetiete konvergenci fady > po,

nlog n’

Reseni. Posloupnost {m}fzz je klesajici a ma kladné ¢leny. Podle kondenzac-

niho kritéria zadan4 fada konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fada

oo

1
k
Z 2k log (2k) Z 1 k2 log2 2

k=1

Tato rada konverguje podle Piikladu B.2.3 - a hnearlty konvergentnich fad (Dusle-
dek B.1.19 - Zadana rada je tedy konvergentni. *

Vn2+1-n

log2 n

3.9.6. Pfiklad. VySetiete konvergenci fady )2,

—V"H" je dobfe definovan a je kladny pro kazdé n € N, n > 2. Pro

= —”21" Potom pro kazdé n € N, n > 2, plati
log“n

Resend. Vyraz
tato n oznaéme a,

1
B (x/n2+1+\/17)10g2n'

Pro kazdén € N, n > 2, polozme b, = L
nlog”n

1 1
lim 2% = lim —— =

n—oo b, n—o00 /] +_L2 N 5

Podle Piikladu B.9.5 fada > oo, T konverguje. Tedy podle limitniho srovna-

vaciho kritéria konverguje i zadana rada. *
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3.9.7. Piiklad. VySeticte konvergenci fady 352 | @ h2.

n=1 2,,2

Reseni. Rada ma kladné cleny. Pro n € N polozme a, = (;’,!,)22. Pro kazdé n € N
plati
An+1 _ (n + 1)2
a,  22n+l

Podle Ptikladu plati lim 5 = 0. Tedy
. Qpg1 . 1/n 1\2 _
lim . lim 5(27 + 2_") =0.
Protoze 0 < 1, zadand rfada konverguje podle d’Alembertova podilového kritéria.
Y

3.9.8. Piiklad. Vy3cticte konvergenci fady Y 52, (1“—05")"

2+cosn
Reseni. Obor hodnot funkce kosinus je interval [—1, 1] a pro véechnat € [—1, 1] plati

1+t 1 1 2
< —_—

=1- <1-— = —.
T 241t 24t~ 241 3
Pro kazdé n € N tedy plati
1 + cosn\n n
0<(— < (3)".
- 2+Cosn> _(3)

Podle Piikladu tada Y n ; (2)" konverguje. Podle srovnévactho kritéria tudiz
konverguje i zadana rada. Iy

3.9.9. Priklad. Vysetiete konvergenci fady Y 02, (¥/n2 + 5 — /n2 + 1).

Reseni. Rada m4 zieimé kladné ¢leny. Pron € N polozmea, = In?+5-In?+1.

Podle Ptikladu pro kazdé n € N plati

an = Vn2+5—Vn2+1

(V25 5) + I +5- I+ 1+ (Yn2+1)°
(V/nZ+3)° + S/ +5- In2+ 1+ (Yn2+1)°
_ (n* +5)—(n* + 1)
(V2 +5)° + In2+5- In?+ 1+ (VnZ+1)°
4
(VT )+ YnE 15 Y 1+ (YA D)

Pron € N polozme b, = n=3. Plati

= (Vn2+5-Vn2+1)-

4

. [277% .
lim — = lim

4
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Rada Yoo n—% konverguje podle Véty , a proto konverguje i zadana rada

podle limitniho srovnavaciho kritéria. s
~ 7 v v o« v _3
3.9.10. Priklad. Vyseticete konvergenci fady Y50 | e~ V7.

Resend. Rada mé ztejmé kladné ¢leny. Podle Piikladu plati limg_, o0 ]e‘—,f = 0.
Existuje tedy ko € N takové, ze pro vsechna k € N, k > ko, plati lz—,f < 1. PoloZme

ng = kS’. Potom pro kazdén € N, n > ny, plati

2 _ () (¥m+ 0 @)
en  e¥n T M T Gl¥m T

a tedy

6
e~ AUn < 2_
n2
v 6 . , , ., .. ,
Rada )72, % konverguje, a proto podle srovnavaciho kritéria konverguje i zadana
fada. *

3.9.11. Piklad. Vysetiete konvergenci fady Y no | (v/n2 +3 — ¥/n3 +1).

Reseni. Pron € N poloimea, = vVn2 41— 3Yn3 + 1. Potom pro kazdén € N plati
Vi 13— V3 +1= Y2133 — Y3 + 1)2
B (12 +3)% — (n® + 1)
(V@) (Y 7Y
_ 9n* —2n° + 270 + 26
Yo (Vr 3 (VT + D7)

Protoze lim(9n* — 2n3 + 27n? + 26) = oo, existuje ng € N takové, ze pro kazdé
n € N,n > no, je a, nezaporné. Navic plati

. dap . 9n> —2n* + 2713 4+ 26n
lim 4 = lim T i j
n Z;‘:o(\)/(n2 + 3)3) (\)/(”3 + 1)2)
9-24 27 +2¢ 9 3

Protoze 3 € (0,00) a fada Y no; 1 diverguje podle Pifkladu , zadand rada

diverguje podle limitniho srovnavaciho kritéria. S

3.9.12. Priklad. Vysetfete konvergenci rady Yoo an, kde

Sl

n — _ s N.
¢ Q4+ VDR +V2)--- 2+ J/n) " e
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Resend. éleny zadané rady jsou kladné a pro kazdé n € N plati

an _2+\/n+1_ 2

= = + 1.
Ani1 vn+1 vn+1
Odtud plyne, ze
a 2n
li —1)=1 =
nLnolOn(an_;’_l ) nLnOlO v n + 1
Podle Raabeova kritéria (Ptiklad B.8.1)) tedy dand rada konverguje. *

3.9.13. Priklad. Nechta,b,d € (0, 00). Vysetrete konvergenci fady ZZOZI a,, kde

_a(a+d)---(a +nd)

“= b td) - bind) "N

Resend. Cleny tfady jsou kladné a pro kazdé n € N plati

an. b+ (m+1)d
ant1 a4+ 1)d’

Pak

a b—a b—a
li ——1) =1l = :
nliﬁlo”(a,,ﬂ ) nooo a+m+)d | d

Jestlize b —a > d, pak zadana rfada konverguje podle Raabeova kritéria. Jestlize
b —a < d, pak zadana rada dle stejného kritéria diverguje. Jestlize b = a + d, pak
pro kazdé n € N plati

0 = aa+d)---(a+nd) . a
"Ta+da+2d)---(a+nd)a+m+1)d)  a+m+d’
a tedy
lima—” =4

Protoze 4 € (0,00), zadana fada v tomto piipadé diverguje podle Véty B.2.5. &

Rady s obecnymi &leny.
3.9.14. Pfiklad. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci fady >2 %
Reseni. Posloupnost {ﬁ}Je zfejmé klesajicia splnuje lim, %ﬁ = 0. Zadanarada
tedy konverguje podle Leibnizovy véty (Véta ) Navic podle Véty fada

ppeany (_jnln | =02, JLE diverguje, a tedy zadana fada nekonverguje absolutné.
s

_plval . y ,
1) je absolutné konvergentni.

3.9.15. Priklad. Ukazte, ze fada ) -, TV EEY]
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Reseni. Pro kazdén € N plati

1 1
_nlvall<q )
|(-nDW¥"l<1 a 05n(ﬁ+1)5n3/2
Odtud pro kazdé n € N plyne

[v/n]
=D ! ) (3.79)
=l = e
Rada %, 3/2 je konvergentni podle Véty - B.2.18. Z nerovnosti ) a srovna-
vactho krlterla tedy vyplyva, ze zadana fada je absolutné konvergentnl Fy

3.9.16. Pfiklad. Nechto € Rax € R\{2kx; k € Z}. Dokazte, zefady Y _,~; sin(nx+
o) a Y~ cos(nx + o) maji omezené posloupnosti castecnych soucti.

Reseni. Necht x € R\{2kn: k € Z}. Rady Y2 sinnxad oo cosnx maJ1 omezene
posloupnosti ¢aste¢nych souctii podle Priklad® B.3.7 - . Déle podle 0 pro
kazdé n € N plati

sin(nx + @) = sinnx - cosa + cosnx - sina,
cos(nx + @) = cosnx -cosa — sinnx - sina.

Odtud pak dokazovana tvrzeni plynou pomoci Ptikladu . *

3.9.17. Piiklad. Doka’te, Ze fada Y - ,(—1)" sinnx mé4 omezenou posloupnost
¢aste¢nych souétd pro kazdé x € R a ze fada )_,-,(—1)" cosnx ma omezenou
posloupnost ¢astecnych souctl pravé tehdy, kdyz x € R\ {(2k + )7; k € Z}.
Reseni. Podle plati pro kazdé x € R akazdén e N

(=D)"sinnx =sinn(x +7) a (—1)"cosnx = cosn(x + 7).

Tvrzeni tedy plyne z Ptikladu . rs
3.9.18. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé x € R fada ) -, (—1)" % konverguje.

Reseni. Necht x € R. Podle Piikladu mé fada ) o2 | (—1)" sinnx omezenou
posloupnost ¢aste¢nych soucti. Posloupnost {ﬁ} je klesajici a konverguje k 0.

Zadana rada tedy konverguje podle Dirichletova kritéria (Véta (D)). -

3.9.19. Priklad. DokaZte, Ze pro kazdé x € R fada ) po ,(—1)" S‘%x n;’H konver-
guje.

Reseni. Necht x € R. Potom fada Y2 (—1)" % konverguje podle Prikladu .
Navic pro kazdé n € N plati
2 n? 1
0< <1 a =1- .
n?+1 n?+1 n?+1
Posloupnost {%} je tedy omezena a rostouci. Podle Abelova kriteria (Véta (A))
je tedy zadana rada konvergentni. 2
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3.9.20. Priklad. Dokazte, Ze rada

o0 2
Zcos(nx+%)-( nz—i—«/ﬁ—n)-u
n=1

n2+42
konverguje pravé tehdy, kdyz x € R\ {2k7; k € Z}.

Reseni. <= Nechtx e R\ {2kn; k € Z}. Pron € N polozme

n?+n
a=cosnr +3). b= fm o o=
Potom
by = v
! n2+ Jn+n

a tedy limb, = 0.
Necht n € N. Nerovnost b, 41 < b, plati pravé tehdy, kdyz

\/(n—i—l)z—i—«/n—{—]—(n—i—l)f\/nz—i—\/ﬁ—n.

Tato nerovnost je postupné ckvivalentni nerovnostem
(n+1)2+«/ +1<n?>4+n+14+2yn2+ n,
<2+/n%+ n,
\/n +1+ \/_

> 1 2 4n
" +(Jm+ﬁ) W+[‘4n .
a kone¢né
1 21 4
(Grem) 5t G = 380

Prokazdén € N oznaéme vyraz nalevé strané predchozi nerovnosti jako x,. Potom
platilim x, = 2. Podle Vety existuje tedy ng € N takové, ze prokazdén € N,
n > no, plati ) Droto pro kazdén € N, n > no, plati bp41 < by.

Podle PiikladuB.9.1§ ma Y .- ; a, omezenou posloupnost ¢astecnych souctu.
Podle Dirichletova kritéria (Véta E(D)) je tedy fada ) ,2, anb, konvergentni.
Proto je konvergentni i fada Y oo | anby

Protoze limec, =1, je posloupnost {cn} omezena. Necht n € N. Potom plati

Cn = Cpy1 prave tehdy, kdyz

n=ng

n2+n>(n+1)2+(n+1)
n24+2- (m+1)%2+2
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Tato nerovnost je postupné ckvivalentni nerovnostem
(n? +2n +3)n% +n) = (> +2)(n> +3n +2),
n* +3n% +5n% +3n 2n4+3n3+4n2+6n+4,
n*>3n + 4,
a kone¢né
1> 8
“n  n?
Protoze prava strana posledni nerovnosti zfejmé konverguje k 0, existuje np € N
takové, ze
VneN,n>ng:cp > cpit- (3.81)
Proto podle Abelova kritéria (Véta (A)) konverguje fada Zzozno anbpcy,atedy
i zadan4 tada.
= Tuto implikaci dokdzem nepfimym ditkazem. Necht x € {2kx: k € Z}. Pak

anp = cos(§) = ‘/TE Rada Y72 | anbnc, ma pro uvedenou volbu x nezaporné ¢leny
a plati

n24+n 2

anbycy .2

n

=lim — - . =—.

I 2 24 n+4n n*+2 4

Rada Y% | aybsc, proto diverguje podle limitntho srovnavaciho kritéria a Vé-

o B2 .

="

logn *

lim

3.9.21. Piklad. Vy3eticte konvergenci a absolutni konvergenci fady > - ,

5 v, 1 1%° v+ .y - ;e 1 -
Resent. Posloupnost {@}n=2 je ziejmé klesajici a plati lim Togn = 0- Zadana rada

tedy konverguje podle Leibnizovy véty. Podle pro kazdé n € N, n > 2, plati

1 1 o o 1 3 . . S
Togn > -—. Protoze fada ) .., =1 diverguje, plyne ze srovnavaciho kritéria, ze

divergujeitada ) o, @ Zadana rad je tedy neabsolutné konvergentni. *

3.9.22. Piiklad. Vysetiete konvergencia absolutni konvergencitady Y 72 (—1)"( Y3—
).

Reseni. Prokazdén € N oznaéme a, = ¥/3—1. Potom je posloupnost {a,} klesajici
a plati lima, = 0 podle Piikladu R.2.4§. Rada tedy konverguje podle Leibnizovy
véty. Ukdzeme, Ze fada nekonverguje absolutné. Podle Véty prokazdén e N
plati
n—1 /n k

an = (3 1). Ze=t (V3
i=1(V3)
3-1

2
) S ()
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Rada Yoo % je divergentni, takze podle srovnévaciho kritéria fada )"~ \(— D" (Y/3—
1)| diverguje. *

7

3.9.23. Priklad. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergencifady > p- fl—r,' v za-
vislosti na parametru x € R.

ReSeni. Pro x = 0 fada zfejmé konverguje absolutné. Zvolme x € R \ {0}. Potom
plati

n+1
tim 07D _ gy B
n—00 ’:l' | n—oon + 1
Podle d’Alembertova podilového kritéria (Véta B.2.11)) tedy zadand fada konver-
guje absolutné pro kazdé x € R. Fy

3.9.24. Priklad. Vysetfete konvergenci a absolutni konvergenci rad

2n+1 2n

Z( RerEsi) Z(‘ " Gy

v zavislosti na parametru x € R.

Reéseni. Pro x = 0 prvni fada zfejmé konverguje absolutné. Zvolme x € R\ {0}.
Potom plati

2n+3

+1
lim D" G _ Iim |x|? _
n—oo| (_pn AL | n=o0 (2n +2)(2n +3)

2n+1)!
Podle d’Alembertova podilového kritéria (Véta tedy prvni fada konvergu-
je absolutné pro kazdé x € R. Obdobn¢ lze ukazat, ze i druha rfada konverguje
absolutn¢ pro kazdé x € R. Fy
="

3.9.25. Priklad. Vysetiete konvergenciaabsolutnikonvergencitady ), | *=>x"

v zavislosti na parametru x € R.

Reseni. Pro x = 0 fada ziejmé konverguje absolutné. Zvolme x € R \ {0}. Potom

plati

|( l)n+l n+1|
lim 2+l = lim x| = |x].
Jim = im b =

Podle d’Alembertova podilového kritéria (Véta tedy zadana tfada absolutn¢
konverguje pro kazdé x € (—1, 1) a diverguje pro kazdé x € (—oo, —1) U (1, 00).
Zb}’lvé vySetfit pfipady x =1lax = —1.Polozme x = —1. Pak obdrzime radu
Yoo 1) (=" = Y02, +, kterd leCI‘O"uJC Polozme x = 1. Potom dostaneme
fadu Z;’,":I ( ;) , ktera konverguje (Véta B.3.1) nikoli viak absolutné (Véta B.2.18).
Zadana tada tedy konverguje pravé tehdy, kdyz x € [-1,1), a absolutn¢ kon—
verguje pravé tehdy, kdyz x € (—1,1). &
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3.9.26. Priklad. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci fady Y52, (3”)x"
v zavislosti na parametru x € R.

ReSeni. Pro x = 0 fada zfejmé konverguje absolutné. Zvolme x € R\ {0}. Ozna¢me
anp = (2")x pro n € N. Potom plat

Qr+1)! |x|n+1

lan+1] BRT n+D)!(n+1)!
n—00 |an| n—o00 (112!,:1)!!|x|n

iy QO )2 [
n—oo (2n)! ((n+ DY x|
~ lim 2n+2)2n+1) x| = 4lx|
n—o0 (n + 1)2 ’
Podle d’Alembertova podilového kritéria tedy zadana fada absolutné konverguje
pro kazdé x € (— }‘, l) a diverguje pro kazdé x € (—oo, —%) U (i, 00). Zbyva vyfesit

piipady x = J ax = —1.
Polozme b,, = (Zn")‘% € N. Potom b; = 3 a pro kazdé n € N plati
2n +1
bp+1 = T2 - by,. (3.82)
Matematickou indukci dokaZzeme, zZe
1 1
VneN: — <b, < ——. (3.83)

2n T V2n+1

Je zfejmé, Ze pro n = 1 obé nerovnosti v (8.83) plati. Pfedpokladejme, Ze nerov-
nosti jsou splnény pro n € N. Potom dostavame

2n+1 | 1 1
b+1_2”+1‘ Z ont2 2 = Int2e
n - n

2n +2 < 2n+1 . 1 < 1

— 2n+2  /2n+1 — 2n+3°
Z vyplyva, ze posloupnost {b,} je klesajici. Z a véty o dvou straz-

nicich plyne ze limb, = 0. Podle Leibnizovy véty tedy dostavame konvergenci
rady _1( 1)"b,,.
3.83) a srovnavaciho kritéria dale plyne, Ze fada > by Je divergentni.
Zadana tfada tedy konverguje pravé tehdy, kdyz plati x e [ I 4) a absolutné
konverguje pravé tehdy, kdyz x € (—%, i) ry

3.9.27. Priklad. Vyseticte konvergenci a absolutn{ konvergenci fady Y ;2 Sm(z" ),

Resend. Konvergence. Pron € N ozna¢me a, = sin(2n) ab, = ;. Podle Prikladu
ma fada )., a, omezenou posloupnost ¢aste¢nych soudtti. Posloupnost {b,} je
klesajici a plati limb, = 0. Rada Y"32 | a,b, tedy konverguje podle Dirichletova
kritéria.

Absolutni konvergence. Pro kazdé n € N plati

|sin(2n)| > sin®(2n) = %(1 — cos(4n)) > (),
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a tedy

. 1— cos(4n)' (3.84)
n 2n

Podle Dirichletova kritéria a Ptikladu jetadad p2 % konvergentni. Pred-
poklddejme, Ze fada ) ;2

VneN:’

=1 L(“") konverguje. Potom diky linearité¢ konvergent-

nich rad (Disledek - konverguje itada Y22, 5L, coz je spor. Rada 3-0° %4")

n=12n>

1
tedy diverguje. Tato fada méd nezdporné ¢leny. Podle srovnavactho kritéria a (8.84)
tedy divergujeitada o, |S"’,(1—2")| Zadana rada tedy konverguje neabsolutné. &

3.9.28. Priklad. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci fady

e ]

cos(n7)
Z < log(logn)’ (3.85)

Resend. Konvergence. Pro kazdén € N, n > 3, ozna¢me a, = cos(n %) ab, = m.
Z Ptikladu plyne, Ze fada )_,- ; a, mé omezenou posloupnost &aste¢nych
souctd. Posloupnost {b,}72 ; je klesajici a plati lim b, = 0. Podle Dirichletova kri-
téria tedy zadana rada konverguje.

Absolutni konvergence. Pro kazdé n € N, n > 3, plati
log(logn) > log(log3) > log(loge) = 0

’cos(n%)‘ - cos?(nZ) _ %(1 +COS(”%)) -
log(logn) ~ log(logn) ~ log(logn)
Podle ro kazdé x € (0, o) plati logx < x — 1 < x. Odtud plyne
p p g ply
Vn e N,n >3:0 < log(logn) <logn <n.

(3.86)

Odtud plyne, Ze pro kazdé n € N, n > 3, plati
1 1
—_ >
2log(logn) —
takze fada ) oo 5 W diverguje. Rada 3% , M konverguje podle Dirichle-
tova kritéria. Z linearity konvergentnich rad tedy plyne, ze rada

i ( 1 cos(n%) )
= 2log(logn) 2n
diverguje. Podle () a srovnavaciho kritéria tedy rada konverguje neab-

solutné. *

3.9.29. Priklad. Vysetrete konvergenci a absolutni konvergenci fady

Z sir/lﬁn arctgn. (3.87)
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Resend. Konvergence. Pro kazdé n € N oznaéme
sinn
N

. , ;TS 00 . ..
Posloupnqst {bn}je rostouc;oa omezend. Rada ) ,- ;| a, konverguje podle Dirichle-
tova kritéria, nebot fada ) .~ ; sinn ma omezenou posloupnost ¢aste¢nych souctt

a posloupnost {JLZ} je klesajici a ma limitu rovnou nule. Rada () konverguje

a, = a b, =arctgn.

podle Abelova kritéria.

Absolutni konvergence. Pro kazdé n € N plati

sin“ n 7 1 7 cos(2n)
arctgn‘ > ——arctgl = —— > 0.

|~ e = = vk -

Rada o % konverguje podle Dirichletova kritéria, zatimco fada )

o 1
n=1"/n
diverguje. Podle srovnéavaciho kritéria tedy fada (B.87) neni absolutné konvergent-

ni. ¥y

n=1

3.9.30. Priklad. Vysetrete konvergenci a absolutni konvergenci fady
oo .
Z sinn
n+10sinn’
n=11
Resend. Konvergence. Pro kazdé n € N, n > 11, ozna¢me

sinn sinn
— a b, =
n+10smnn n
Rada Y22 |, by je podle Piikladu konvergentni. Dale pro kazdé n € N, n >
11, plati

ay =

—10(sin n)? _ 10

an, — b,| = ’ - .
lan = bl n(n+ 10sinn)! = n(n —10)
Pro kazdé n € N, n > 11, ozna¢me ¢, = ﬁ. Rada Y o1 ¢n nezaporné Cleny,
plati
. C
han =10
nZ

a fada )’ niz konverguje podle Prikladu . Tedy podle limitniho srovnavaci-
ho kritéria konverguje i fada Y po ; ¢». Podle srovnavaciho kritéria je tudiz i rada

Y nei1 lan — bu| konvergentni. Podle Véty odtud plyne, Ze je fada

Zanz Z(an_bn)+ an

n=11 n=11 n=11

konvergentni.
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Absolutni konvergence. Pro kazdé n € N, n > 11, plati

sinn ‘ - sin’n _ %(1 — cos(2n))
n+10sinn! ~ n+ 10sinn ~ n + 10sinn
Rada

i cos2n
= 2(n 4+ 10sinn)
konverguje, coz lze ovéfit podobné jako v piipadé fady "2 || an. Prokazdén € N,
n > 11, plati
1 1
> >

n+10sinn — n 410 —

takze podle srovnavaciho kritéria fada

0,

o]

>
= + 10sinn

diverguje. Z linearity konvergentnich rfad tedy vyplyva, ze
00 )
n+ 10sinn
n=11

diverguje. Podle srovnavactho kritéria tudiz diverguje i fada Y, ,; |a,|. Zadana

fada tedy konverguje neabsolutné. 2
3.9.31. Priklad. Vysetiete konvergenci fady > p2 | an, kde
a, = % arctg(nz), n e N,
Reseni. Pro kazdé n € N plati
1 C2n—(=1y'n _ 2—(=1)"
2n + (—=1)"n 3n2 3n

Tedy pro kazdé n € N plati
sin2n +1)  2sin(2n + 1) 3 (=D)"sin(2n + 1)
2n + (=1)"n 3n 3n '
Z Piikladu vime, Ze fada ) - ; sin(2n + 1) m4 omezené &aste¢né soucty. Pro
kazdé n € N plati
(—=1)"sin(2n + 1) = (=1)" sin(2n) cos(1) + (—1)" cos(2n) sin(1).
Podle Prikladu mé fada ) -, (—1)" sin(2n + 1) omezenou posloupnost ¢as-

te¢nych souétd. Posloupnost {2} je klesajici a plati lim 2 = 0. Rada

oo

Z 2sin(2n + 1)
3n

n=1
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tudiz konverguje podle Dirichletova kritéria. Podobné lze ovéfit konvergenci fady

2, (—1)"sin(2n + 1)
Z 3n ’

n=1
Odtud vyplyva, ze fada
i sin(2n + 1)
2n + (—1)"n

n=1
konverguje. Protoze posloupnost {arctg(nz)} je rostouci a omezena, zadana fada
konverguje podle Abelova kritéria. ry






KAPITOLA 4
Limita a spojitost funkce

4.1. Definice a zakladni vlastnosti

4.1.1. Definice. Realnou funkci jedné realné proménné rozumime zobrazeni z R
doR,tj. f: M - R, kde M C R. V této kapitole budeme psat stru¢néji jen funkce.
Podobné tomu bude i dale, nebude-li hrozit nedorozuméni.

4.1.2 (intuitivni pojem limity funkce). Na nasledujicich obrazcich mame grafy né-
kolika rtiznych funkci. Podlvqme se na chovani téchto funkci blizko bodu ¢. Na
prvém obrazku se zda, ze ptiblizuji-li se hodnoty x k bodu ¢, blizi se f(x) k funke-
ni hodnoté f v bod¢ c. Na druhém obrazku se déje néco podobného, ale f(c) je
rizné od hodnoty, k niz se blizi f(x), kdyz se proménna x priblizuje k c. Kone¢né
na tfetim obrazku rostou hodnoty f(x) nade vsechny meze. Analogicky mtizeme
rozumét dal$im dvéma obrazkim pro ¢ = oco. Na poslednim obrazku se vsak pro

x blizici se k ¢ funkéni hodnoty f(x) k zadné hodnot¢ nepfiblizuji.

[ Ty -

SIE e

OsrAzek 1. OBRAZEK 2. OBRAZEK 3.

207
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-

OBRrRAZEK 4. OBRAZEK 5. OBRAZEK 6.

Nyni budeme chtit matematicky postihnout, co to znamena, ze se funkéni hod-
noty f(x) k né¢emu blizi, pokud se x blizi k ¢. Pfitom si ale nebudeme vsimat
funkéni hodnoty v bodé ¢, ale pouze samotného faktu ,blizeni se“. Nasledujici
definice nam pomuze pfi presné formulaci tohoto pojmu.

4.1.3. Definice. Necht ¢ € R. Potom prstencovym okolim bodu ¢ rozumime
kazdou mnozinu tvaru (¢ — ¢,¢ + &) \ {c}, kde ¢ € R,e > 0, a kterou znacime
P(c,¢). Prstencovym okolim bodu oo rozumime kazdou mnozinu tvaru (%, 00),
kde ¢ € R,e > 0, a kterou znac¢ime P(o0,¢). Prstencovym okolim bodu —oo ro-

zumime kazdou mnozinu tvaru (—oo, —%), kde ¢ € R,e > 0, a kterou znacime
P(—o00,¢).

Pripomenme, ze v Definici jsme definovali pojem okoli pro body z R*.
4.1.4. Ucinime né¢kolik jednoduchych pozorovani stran pojmu okoli.

(a) Atuz je c € R, nebo ¢ € {00, —oo}, vzdy pro 1 € R, &, € R,0 < &1 < &3, plati
B(c,e1) C B(c,e2). Podobné je tomu, nahradime-li okoli prstencovymi okolimi.
Viimnéme si, ze v ptipadé bodu oo je okoli a prstencové okoli taz mnozina. Stejné
je tomu s okolim a prstencovym okolim bodu —oo.

(b) Pokud ¢y, c2 € R*, ¢ # ¢, potom existuje ¢ € R, & > 0, takové, ze B(cy,&) N
B(cz,e) = 0.V pripadé, ze ¢1,¢c2 € R, mizeme volit naptiklad ¢ = %|cl — ¢l
Pokud je c; = 0o ac; € R, pak polozime ¢ = min{l, m} Potom totiz plati

1

1
leal+2

™ | -

e+ 1l<|e+2= <

’

takze B(oo, €) N B(cz, €) = @. Ve zbyvajicich pripadech postupujeme obdobné.

(o) Pokud c1,¢2 € R*, c1 < ¢2, 6 € R, e > 0, splnuji B(cy,¢) N B(cz, &) = @, potom
pro kazda x € B(c1,¢€), y € B(ca,¢) plati x < y.

Nasledujici definice je jednou z nejdulezitéjsich v tomto textu.
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4.1.5. Definice. Rekneme, e prvek A € R* je limitou funkce f vbodé ¢ € R*,
jestlize

VeeR,e>03€R,8§>0Vx € P(c.8): f(x) € B(A,¢). 4.1)
4.1.6 (formule jako hra jesté jednou). Na ovérovani podminky (#.1) je mozné opét
nahlizet jako na hru, v niz se utkaji dva hraci (vizte @ Prvni hra¢ (nas protivnik)
voli v prvnim tahu hry kladné realné ¢islo e. Nasim tkolem (v roli druhého hrace)

7 Y7

je zvolit ve druhém tahu hry kladné realné &islo 8. Ve tfetim (poslednim) tahu hry
voli prvni hra¢ x € P(c,§). Pokud f(x) ¢ B(A,¢), vyhrava prvni hra¢, v opa¢ném
piipad¢ vitézime my. Pokud dokazeme vyhrat libovolnou takovou partii, je limitou

funkce f v bodé ¢ prvek A.
4.1.7. Véta (jednoznacnost limity). Funkce ma v bod¢ nejvyse jednu limitu.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze A1, A2 € R*, A1 # A», jsou limity funkce f
v bodé¢ ¢ € R*. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0, takové, ze B(A1,&) N B(A,,¢) = 0. Podle
definice limity pak nalezneme §; € R, §; > 0, takové, zZe

Vx € P(c,61): f(x) € B(Aq,¢).
Podobné nalezneme §, € R, §5 > 0, takové, ze

Vx € P(c,82): f(x) € B(Ay,¢).
Polozme 83 = min{81, §2}. Vezméme x € P(c, §3). Potom mame

f(x) € B(A1,61) N B(A2,62) = 0,
COZ je spor. [
Podobn¢ jako u limity posloupnosti nam predchozi véta umoznuje zavést na-

sledujici oznaceni.

4.1.8. Oznaceni. Ma-li funkce f v bodé ¢ € R* limitu A € R*, pak piseme
limy—c f(x) = A.

4.1.9. (a) Jestlize lim,_,. f(x) existuje, pak je f definovana na jistém prstencovém
okoli bodu c. V bod¢ ¢ funkce f nemusi byt definovana.

(b) Necht limy . f(x) = A, kde ¢, A € R*. Pak mtzZeme rozlisit tyto pripady:

A € R (limita je vlastni),
ve vlastnim bodg¢, tj. c € Ra { A = oo (limita je rovna plus nekoneénu),
potitame A = —oo (limita je rovna minus nekone¢nu),
limitu A € R (limita je vlastni),
vnevlastnim bodg¢, tj. ¢ € {—o0, 00}, a { A = oo (limita je rovna plus nekoneénu),

A = —oo (limita je rovna minus nekoneénu).

Uvédomme si, ze pro ¢, A € R plati lim,. f(x) = A pravé tehdy, kdyz
VeeR,e>0BeR,§>0VxeR: 0<|x—c|<é§=|f(x)—A|<s. (42
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Obdobné¢ plati limy o f(x) = oo pravé tehdy, kdyz
VKeRILeRVxeR: x>L = f(x)> K.

Zde je vidét uzite¢nost pojmu okoli a prstencové okoli, které nam dovoluji formu-
lovat definici vlastni i nevlastni limity funkce ve vlastnim i nevlastnim bodé pomoci
jedné formule.

4.1.10. Priklad. Necht 4 € R a f je funkee, jejiz funkéni hodnoty jsou na jistém
prstencovém okoli bodu ¢ € R* rovny 4. Dokaite, ze plati lim,_,. f(x) = 4.

Reseni. Podle predpokladu nalezneme 8y € R, 8o > 0, takové, ze pro kazdé x €
P(c,80) plati f(x) = A. Zvolme ¢ € R, & > 0. Polozme § = 8. Pro x € P(c,§) plati
x € P(c,8p),atedy f(x) = A € B(A,¢). *

4.1.11. Priklad. Necht c € R*. Dokazte, ze plati limy_. x = c.

Réseni. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Polozme § = &. Pro kazdé x € P(c,§) pak plati
x € P(c,e) C B(c,¢). *

4.1.12. Priklad. Dokazte, Ze plati limy % =0.

Reéseni. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Polozme § = ¢. Pro kazdé x € P(00,9) pak plati
O<%<£,atedy%€B(0,a). &

4.1.13. Pfiklad. Dokazte, Ze plati lim,_¢ é = 00.
Reseni. Zvolme ¢ € R, & > 0. K tomuto ¢ hleddme § € R, § > 0, takové, Ze plati
1
Vx € P(0,8): — € B(0,¢),
X
neboli
1 1
Vx € P(0,8): — > —.
X &
Polozime-li § = /e, pak je vy$e uvedena formule splnéna a dikaz proveden. &

4.1.14 (lokalni charakter limity). Nechtc € R*, n € R,n > 0, a funkce f, g splnuji
Vx € P(e,n): f(x) = g(x).

Potom lim, . f(x) = lim,_. g(x), pokud alespon jedna z limit existuje.

K ovéreni tohoto tvrzeni staci ukazat, ze pokud limy_,. f(x) = 4, kde 4 € R*,
pak také limy_,. g(x) = A. Zvolme ¢ € R,e > 0. K nému podle definice limity
nalezneme § € R, § > 0, takové, Ze

Vx € P(c,8): f(x) € B(A,e).
Nyni polozme ¢’ = min{$, n}. Pak pro kazdé x € P(c,§’) plati
gx) = f(x) € B(4,¢).
Podle definice limity tedy plati lim, .. g(x) = A.
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Pokud se tedy dvé funkce shoduji na jistém prstencovém okoli bodu ¢, pak
se vzhledem k pojmu limity v bodé ¢ chovaji stejné. Jinymi slovy existence limity
a hodnota limity funkce v daném bod¢ zavisi pouze na chovani funkce na jistém
prstencovém okoli bodu ¢, proto hovotime o lokdlnim charakteru limity. Tuto vlastnost
budeme pfi vypoctech limit ¢asto pouzivat.

Na nasledujicim obrazku vidime, Ze limita funkce f v bodé¢ ¢ zjevné neexis-
tuje, presto blizi-li se x k bodu ¢ zprava, potom se i funkéni hodnoty blizi k jisté
hodnoté.

c

I tento pojem, kdy se proménna blizi k ¢ z jedné strany, lze formalizovat, a to
pomoci pojmu limity v bod¢ zprava (respektive zleva). K tomu budeme potiebovat
pravé (respektive levé) okoli bodu, jez jsou definovany nasledovné.

4.1.15. Definice. Necht ¢ € R.

e Pravym okolim bodu ¢ rozumime kazdy interval [c,c + ¢), kde ¢ > 0,
a ktery znacime B (c, ¢),

e levym okolim bodu ¢ rozumime kazdy interval (c —¢, c], kde & > 0, a ktery
znac¢ime B_(c, ¢),

e pravym prstencovym okolim bodu ¢ rozumime kazdy interval (c,c + ¢),
kde & > 0, a ktery znacime P (c,¢),

e levym prstencovym okolim bodu ¢ rozumime kazdy interval (¢ — ¢, ¢),
kde & > 0, a ktery znac¢ime P_(c, ¢).

Pokrac¢ujme s definici pro nevlastni hodnoty.

e Pravym okolim bodu —oo rozumime kazdy interval (—oo, —%), kdee > 0,
a ktery znacime B (—00, ¢),

e levym okolim bodu oo rozumime kazdy interval (%, 00), kde & > 0, a ktery
znacime B_(00, ¢),

e pravym prstencovym okolim bodu —oo rozumime kazdy interval (—oo, — %),
kde & > 0, a ktery znac¢ime Py (—00,¢),

e levym prstencovym okolim bodu oo rozumime kazdy interval ( % 00), kde
e > 0, a ktery znac¢ime P_(00, ¢).
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4.1.16. Definice. Necht 4 € R*, ¢ € R U {—o0}. Rekneme, Ze funkce f mé v bodé
¢ limitu zprava rovnou 4, jestlize
VeeR,e>035€R, 8 >0Vx € Py(c,8): f(x) € B(A,¢).
Obdobné¢ definujeme pojem limity zleva v bodé ¢ € R U {oo}.
4.1.17. Obdobné jako ve Vété lze dokézat, ze funkce f ma v daném bodé ¢

nejvyse jednu limitu zprava a nejvyse jednu limitu zleva. Pro limitu zleva funkce f
v bod¢ ¢ uzivame symbol limy_,._ f(x) a pro limitu zprava symbol limy ., f(x).

4.1.18. Véta. Necht f je funkce a ¢ € R. Limita funkce f v bod¢ ¢ existuje pravé
tehdy, kdyz ma f v bodé ¢ limitu zprava i zleva a hodnoty téchto jednostrannych
limit se rovnaji. Navic pokud lim,_,. f(x) existuje, pak

lim f(x) = lim f(x) = lim f(x).
x—>c x—>c— x—>ct
Ditkaz. =  Predpokladejme, ze limy_. f(x) = A, kde A € R*. Zvolme ¢ € R,
e > 0. Podle definice limity nalezneme § € R, § > 0, takové, ze plati
Vx € P(c,8): f(x) € B(A,¢).
Potom ale mame také
Vx € P+(c,8): f(x) € B(A,e),

nebot Py (c,8) C P(c,8). Tim jsme dokazali, Ze plati limy—.., f(x) = A. Rovnost
limy—¢_ f(x) = A lze dokazat obdobné.

< Predpokladejme, ze limy—¢, f(x) = limy—._ f(x) = A,kde A € R*. Zvolme
e € R, & > 0. Podle definice limity zprava nalezneme 6, € R, §; > 0, takové, ze
plati

Vx € Py(c,61): f(x) € B(A,¢).
Dale podle definice limity zleva nalezneme 8, € R, §, > 0, takové, ze plati

Vx e P_(c,62): f(x) € B(A,e).
Polozme § = min{é,8,}. Potom P(c,§) C P(c,81) U P(c,8,), takze pro kazdé
x € P(c,8) mame f(x) € B(A,¢). Dokazali jsme tak, ze plati limy_,. f(x) = 4.
Zavére¢né tvrzeni plyne z predchoziho. [ |

Nasledujici vysledek je obdobou Véty pro funkce.

4.1.19. Véta. Necht f je funkce a ¢ € R*. Potom limy_,. f(x) = 0 pravé tehdy,
kdyz limy_¢ | f(x)| = 0.

Diikaz. =  Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Podle definice limity nalezneme § € R, § > 0,
takové, ze

Vx € P(c,8): f(x) € (—¢,¢).
Pro kazdé x € P(c,d) pak plati | f(x)| € [0,&) C B(0, ¢). Tim jsme dokazali, ze plati
limy— [ f(x)| = 0.
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< Zvolme ¢ € R, & > 0. Podle definice limity nalezneme § € R, § > 0, takové, ze
Vx € P(c,8): | f(x)]| € (—e&,¢).

Pro kazdé x € P(c,8) pak plati f(x) € (—¢,&) = B(0,¢). Tim jsme dokazali, Ze

plati limy . f(x) = 0. [ |

4.1.20. Definice. Necht ¢ € R. Rekneme, 7e funkce S je v bodé c spojita, jestlize
limy—e f(x) = f(c). Rekneme, Ze funkee f je v bodé c spojita zprava (respektive
zleva), jestlize limy ., f(x) = f(c) (respektive limy—._ f(x) = f(c)).

4.1.21. Necht f je funkce a ¢ € R. Z vlastnosti okoli Ize snadno odvodit ekviva-
lenci nasledujicich vyrokd.
(i) Funkce f je spojita v bod¢ c.
(i1) Plati
VeeR,e>036 €R,8 >0Vx € B(c,8): f(x) € B(f(c),e).
Je uziteéné porovnat posledni dvé formule s formulemi (.1) a (1.2).
4.1.22. Priklad. Funkci signum, kterou budeme znadit sign, definujeme na R
predpisem
1 pro x > 0,
sign(x) = {0  prox =0,
—1 prox <0.

Dokazte, ze signum neni v bodé 0 spojita.
Reseni. Snadno nahlédneme, Ze

lim signx =1 a lim signx = —1.
x—>04 x—>0—

Funkce sign tedy nema v bodé 0 limitu podle Véty , atedynenivOspojita. &
4.1.23. Priklad. Afinni funkce je spojita v kazdém bod¢ R.

Resen, Uvazujme afinni funkci f/: R — R, ktera je definovana predpisem f(x) =
ax + b, kde a,b € R (vizte . Tvrzeni dokazeme pfimym ovérenim definice.
Dukaz provedeme podrobné v pripadé¢, ze a > 0. Méme ¢ € R. Proa < 0 lze
postupovat obdobné a pro a = 0 je uvazovana funkce konstantni, takze tvrzeni

plyne 2 [-L10.

Zvolme ¢ € R, & > 0. Polozme § = £. Pak pro kazdé x € (¢ —§, ¢ + §) plati
fle)—e= fle)—ad < f(x) = f(c) +alx—c) < f(c) +ad = f(c) +e.

Tim je dokazano, ze limy_. f(x) = f(c). -

4.1.24.Véta (vlastni limita a omezenost). Necht funkce f mavbodéc € R* vlastni
limitu. Pak existuje § € R, § > 0, takové, Ze f je na P(c,§) omezena.
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Ditkaz. Ozna¢me A = limy_,. f(x). Podle predpokladu je A € R. Nalezneme § €
R,§ > 0, takové, ze

Vx € P(c,8): f(x) € B(A,1),

neboli f(P(c.8)) C (A—1, A4+ 1). Tato inkluze dokazuje omezenost funkce f na
P(c.§), nebot ¢islo A + 1 je horni zavorou mnozmy f(P(c.8))adisloA— IJCJCJI

dolni zévorou (vizte Definice [[.4.11 a [[.5.19)

4.2. Véty o limitach

Definice limity neobsahuje navod, jak tuto limitu vypoditat, pripadné jak uka-
zat, ze funkce v daném bodé limitu nema. Véty z tohoto oddilu nam umoinijednak
limity v nekterych pripadech vypocitat a dale ukazi nové vlastnosti pravé defino-
vanych pojmii.

Aritmetika limit.

4.2.1. Véta (aritmetika limit funkci). Necht 4, B,¢ € R*,limy_, f(x) = Aalimy_, g(x) =

B. Potom plati:
(@) lim(f(x) + g(x)) = A+ B, pokud je vyraz na pravé strané definovén,
X—>C

(b) lim f(x)g(x) = AB, pokud je vyraz na pravé stran¢ definovan,
X—>C

© 1im 7@ _

okud je vyraz na pravé strané definovan.
xX—c g(x) T’ p J Y p

Diikaz. Dokazeme pouze tvrzeni (c). Technika diitkazt zbyvajicich tvrzeni je ob-
dobnd a zde je nebudeme provadét. Vyraz % je podle predpokladu definovan, tak-

ze musi nastat n¢ktery z nasledujicich pripada:

(1) AeR, BeR\{0},

(2) A€eR, B € {—00,00},

(3) A=00,B€R,B >0,

(4) A=00,B€R,B <0,

(5) A=—0co, BER, B >0,
(6) A= —o00,BeR,B<0.

(1) Cislo 1|B| je kladné. Podle definice limity nalezneme n € R, 7 > 0, takové, ze
pro kazdé x € P(c,n) plati g(x) € (B — —|B| B+ 2|B|) a tedy [g(x)] > 2|B| > 0,
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takze vyraz gg )) ma smysl pro kazdé x € P(c,n). Pro x € P(c,n) odhadujme

fx) ’_
glx) B lg(x )IIBI

1f()B —g(x)A4]

e g 1B =AB + 4B —g(0)4] 4.3)

= e )||B|('B”f(x) AL+ |AIIB — g(x)])
< M(|f(x)— Al + |g(x) — B]),

kde M = max{ 2 2|A|} Zvolme nyni ¢ € R, ¢ > 0. Diky pfedpokladiim véty
nalezneme kladna ¢isla 81, 6, € R takova, ze plati

Vx € P(c,81): | f(x)—A| < iM (4.4)
3
Vx € P(c,82): |g(x) — B| < R (4.5)
Polozme § = min{n, §;,8,}. Potom diky @), @) @ plati
S(x) A
Vx € P(c,8): |—= — —| <e
gx) B
Odtud plyne dokazované tvrzeni.
(2) Podle Véty nalezneme §; € R, §; > 0, a kladné K € R takova, Ze
x € P(c,81): | f(x)] < K. (4.6)
Zvolme ¢ € R, & > 0. At uz predpokladame B = oo, nebo B = —o0, miizeme
v obou pripadech nalézt §, € R, 8, > 0, takové, ze
K
Vx € P(c,6): |gx)| > —. 4.7
€
Polozme § = min{é;,6>}. Potom pro kazdé x € P(c, ) diky @) a @) dostavame
S _ K _
2(r) §

: f&x) _
Odtud plyne lim, . ) = 0.
(3) Podobn¢ jako v bod¢ (1) nalezneme n € R, n > 0, takové, ze

Vx € P(c,n): g(x) <2B. 4.8)
Zvolme libovolné ¢ € R, ¢ > 0. Nalezneme §; € R, §; > 0, takové, ze
ZB
Vx € P(c,81): f(x) > — 4.9
&

Polozme § = min{n, §;}. Potom pro kazdé x € P(c,§) plati
S 2B 11

g(x) T 2B ¢
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Tim je dokazano, ze limy_, % = oo.
Zbyvajici pripady (4)—(6) lze dokazat stejnym zptisobem jako pripad (3), pouze je

tfeba na prislusnych mistech zménit nerovnosti a znaménka. ]

4.2.2. Bez predpokladu existence pravych stran ve vzorcich Véty nelze o hod-
not¢ limit na levych stranach nic fici. Necht ¢ € R. Uvazujme funkce f(x) =
x+aagkx) =—x,x € R. Pak limy_, o f(x) = 00, limy_,00 g(x) = —o0, ale
limy—oo(f(x) + g(x)) = a. Podobnou tvahu jsme provedli v 2.3.27. Obdobné

priklady je mozné zkonstruovat pro limitu soucinu i limitu podilu dvou funkei.
4.2.3. Véta ma i své zfejmé jednostranné varianty.

4.2.4. Véta (spojitost a aritmetické operace). Necht f, g jsou spojité funkce v bodé
c € R. Potom i funkce f 4 g a fg jsou spojité v bodé c. Je-li navic g(c) # 0, je
i funkce % spojita v bodé c.

Diikaz. Tvrzeni plynou bezprostiedné z Véty . [ ]

4.2.5 (spojitost polynomu a racionalni funkce). Necht b € R. Vime jiz, ze funkce
x b, x > x,x €R, jsou spojité v kazdém bodé¢ ¢ € R (Piiklad §.1.23). Podle
predchazejici véty jsou tedy funkce x — x2, x > x3, x > x*, ... spojité v kazdém
bodé R. Odtud podle téze véty plyne, ze polynomy a racionalni funkce jsou spojité
v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.

éc
»0
4.2.6. Véta. Necht 4 € R, A > 0, ¢ € R*, limy—. g(x) = 0, limy—, f(x) = 4
aexistuje n € R, n > 0, takové, Ze pro kazdé x € P(c, n) plati g(x) > 0. Potom plati

Sx)
g(x

Vyraz ,,5“ neni definovan, nicméné plati véta.

lim, . = o0.

Ditkaz. Rozlisime dva pripady.

Pripad A € R. Zvolme L € R. Nalezneme §; € R,§; > 0, takové, ze pro kazdé x e
P(c,61) plati f(x) € (A— %A, A+ %A) = (%A, 3 A). Dale nalezneme 8, € R, 8, > 0,
takové, ze pro kazdé x € P(c, ;) plati|g(x)| < m. Polozme § = min{éy, 62, n}.
Pak pro kazdé x € P(c,§) mame

1
~A
0<gx)<———— a &> — =L+ 1>L.
2(ILI+ 1) s sii

Tim je tvrzeni pro A € R dokazano.

Pripad A = oc. Zvolme L € R. Nalezneme §; € R,§; > 0, takové, ze pro kazdé
x € P(c,8y) plati f(x) > 1. Dale nalezneme 6, € R, 8, > 0, takové, ze pro kazdé
x € P(c.6,) plati |g(x)] < |L\1+1' Polozme 8§ = min{é;, 8, n}. Pak pro kazdé x €
P(c,8) mame

1
o1 a &> — =IL[+1>L.
|L|+ 8 o

0<gx) <
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4.2.7. Predchozi véta ma i svou variantu pro jednostranné limity. Predpokladame-
li,ze A e R*, A > 0,c € RU{—o0},limy,., g(x) = 0,limy., f(x) = Aaexistuje

f(x)
g(x)

n > 0 takové, ze pro kazdé x € Py (c.n) plati g(x) > 0, pak limy_,_ = oo.

Podobné 1ze zformulovat i variantu s limitou zleva.
Limita a usporadani.
4.2.8. Véta (limita a usporadani). Necht c € R* a funkce f a g maji limity v c.
(a) Necht
lim f(x) > lim g(x).
X—>C X—>C
Pak existuje § € R, > 0, takové, Ze plati
Vx € P(c,8): f(x) > g(x).
(b) Necht existuje § € R, 8 > 0, takové, ze plati
Vx € P(c,8): f(x) < g(x).
Potom plati
lim f(x) < lim g(x).

Ditkaz. (a) Oznaéme A = limy_,. f(x) a B = limy_,, g(x). Podle (b) nalezne-
me ¢ € R, ¢ > 0, takové, Ze B(A,¢) N B(B,¢) = @. K tomuto ¢ nalezneme kladna
81,682 € R takova, Ze

Vx € P(c,81): f(x) € B(A,¢),

Vx € P(c,62): g(x) € B(B,¢).
Polozme § = min{éy, ,}. Diky volb¢ ¢ a nerovnosti 4 > B plati podle (c) pro
kazdé x € B(c,§) nerovnost f(x) > g(x).

(b) Pro spor predpokladejme, ze limy . f(x) > limy_,. g(x). Potom podle jiz do-
kazané ¢asti (a) nalezneme n € R, n > 0, takové, ze

Vx € P(c,n): f(x) > g(x).
Zvolme y € P(c,8) N P(c,n). Pak ovsem plati f(y) > g(y) = f(y), cozjespor. m

4.2.9. Véta (o dvou straznicich). Necht A € R*, n € R,n > 0, a funkce f, gah
splnuji

e Vx € P(c,n): f(x) = h(x) < g(x),

e lim f(x) = lim g(x) = A.

X—>C xX—>C
Potom existuje limy . h(x) a rovna se A.
Dikaz. Pfipad A € R. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme §; € R, §; > 0,
takové, ze pro x € P(c,§;) plati
A—e< f(x)<A+e a A—e<gx)<A+e.
Polozme § = min{é;, n}. Je-li x € P(c,§), potom mame
A—e< f(x) <h(x) 2gx) <A+e,
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atedy h(x) € (A —¢e, A+ ¢). Ke kazdému ¢ > 0 tedy existuje § > 0 takové, ze
Vx € P(c,§): h(x) e (A—¢, A+ ¢),
&li limy . h(x) = A.

Pripad A = oo. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme 6, € R, §; > 0, takové, ze
pro kazdé x € P(c,d;) plati % < f(x). Polozme § = min{é;, n}. Je-li x € P(c,3),
pak plati

& < f(x) < h(x),
a tedy h(x) € B(oo, €). Dokazali jsme tedy limy . i(x) = oo.

Pripad A = —o0. Dtikaz lze provést podobné jako v predchozim pripadé. |
4.2.10 (Pro¢ dva straznici?). Nasledujici obrazek ilustruje myslenku Véty .

Funkce & je ,pfivedena® k limité¢ A pomoci funkce f (dolni straznik) a g (horni
straznik) k limité A.
4.2.11. Priklad. Necht funkce 4 je definovana predpisem
h(x) = x cos(x) - sin(+), x € R\ {0}
Dokazte, ze limy_¢ h(x) = 0.

Resen, Definujme pomocné funkce f a g predpisy f(x) = —|x], g(x) = |x], x € R.
Pak pro kazdé x € P(0,1) plati f(x) < h(x) < g(x)a

lim f(x) = lim g(x) = 0.
x—0 x—0
Z Veéty tedy plyne limy_,o 2(x) = 0. *

4.2.12. Pokud je funkce f v bodé ¢ spojitaa f(c) > 0, pak existuje § € R, § > 0,
takové, ze pro kazdé x € B(c,§) plati f(x) > 0. Toto tvrzeni plyne z Véty (a),

kde za funkci g volime konstantni nulovou funkci.

V kapitole o posloupnostech jsme ukazali varianty véty o dvou straznicich pro
nevlastni limity (Véta 2.3.31 a . Podobné je tomu i v ptipadé¢é nevlastnich
limit funkci. Uvedme formulaci véty pro limitu rovnou oo.

4.2.13. Véta. Nechtlim,_,. f(x) = oo aexistuje n € R, n > 0, takové, ze pro kazdé
x € P(c,n) plati f(x) < h(x). Potom plati lim,_,. h(x) = oo.

4.2.14. Piiklad. Ukaite, 7e limy_oo 280 = o0,

Reésend. Pro kazdé x € (0, 00) plati

x2+sinx  xZ-—1 1
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Podle Véty pak dostavame

. x%2+4sinx
lim ¥—— = =0
xX—00 X

&

P1i vypoctech limit je ¢asto uzite¢na nasledujici véta, jejiz dikaz lze snadno
provést pomoci Véty

4.2.15. Véta. Necht ¢ € R*, limy_,, f(x) = 0 a existuje n € R, > 0, takové, ze g

je omezena na P(c,n). Potom limy_,. f(x)g(x) = 0.

Heineova véta a jeji varianty. Nyni uvedeme vétu, ktera dava do souvislosti
limitu funkce s limitou posloupnosti.

4.2.16. Véta (Heine). Nechtc,4 € R* a f je realna funkce. Pak jsou vyroky (i)
a (ii) ekvivalentni.
(1) Plati limy_,. f(x) = A.
(if) Pro kazdou posloupnost {x,} splnujici:
e VneN:x, #c,
e lim, 00Xy, =¢

plati lim, . f(xn) = A.

Ditkaz. (1) = (i) Méjme posloupnost {x,} splnujici x, # ¢ pro kazdén € N
alim,_ o0 X, = c. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Podle (i) nalezneme § € R, § > 0, takové,
ze
Vx € P(c,8): f(x) € B(A,¢).
Diky predpokladu lim, o x, = ¢ dale nalezneme no € N takové, ze
Vn e N,n>ng: x, € B(c,9).

Potom

VneN,n>ng: x, € P(c,§),

a tedy

Vn e N,n>ng: f(x,) € B(A,¢).
Tim jsem dokazali, ze plati lim, o f(x,) = A.

(i) = (i) Provedeme neptimy diikaz, neboli dokazeme —(i) = —(ii). Predpokla-
dame tedy negaci (i), tj.

deeR,e>0V6§eR, 8 >03x € P(c,§): —-(f(x) € B(A,s)).
Pro kazdé n € N nalezneme x, € P(c, %) takové, ze —=(f(x,) € B(A,¢)). Pak
mame x, # ¢, =(f(xn) € B(A,¢)) pro kazdé n € N a limx, = c. Neplati tak

IHeinrich Eduard Heine (1821 —1881)
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lim f(x,) = A. Jsou tedy splnény predpoklady ve (ii) ale nikoli zavér ve (ii), tj. (if)

neplati, coz jsme méli dokazat. ]

4.2.17 (k ditkazu Véty [1.2.16). Vyrokovou formu —(f(x) € B(A,¢)) v predcho-
zim dtikazu neprepisujeme jako f(x) ¢ B(A,¢), nebot hodnota f(x) nemusi byt
definovéna.

Neni tézké zformulovat Heineovu vétu pro limitu zleva (respektive zprava).
Podobn¢ lze dat do souvislosti spojitost a limitu posloupnosti. Z nékolika raznych
variant uvedme nasledujici dv¢, pricemz dokazeme pouze druhou.

4.2.18. Véta. Nechtc € RU {oo}, 4 € R* a f je realna funkce. Pak jsou vyroky (i)
a (ii) ekvivalentni.

(1) Plati limy—._ f(x) = A.
(if) Prokazdou posloupnost {x,} splnujicix, < ¢ provsechnan € Nalim,_ o X, =
c, plati lim, o0 f(xn) = A.

4.2.19. Véta. Nechtc € R a f je realna funkce. Pak jsou vyroky (i) a (ii) ekviva-
lentni.

(i) Funkce f je spojita v bodé¢ c.

(if) Prokazdou posloupnost {x,} splnujicilim, . x, = ¢ platilim, o f(x,) =

f(e).

Ditkaz. (1) = (i) Méjme posloupnost {x,} splnujici lim, o x, = ¢. Zvolme ¢ €
R, & > 0. Podle (i) nalezneme 6 € R, § > 0, takové, ze

Vx € B(c,8): f(x) € B(f(c),e).
Déle nalezneme 1y € N takové, ze
Vn e N,n>ngy: x, € B(c,$§),
a tedy
VneN,n>ng: f(x) € B(f(c),¢).
Plati tedy lim, 00 f(x4) = f(c).

(i) = (i) Provedeme neptimy diikaz, neboli dokazeme —(i) = —(ii). Pfedpokla-
dame-li negaci (i), potom mame

JeeR,e>0VS§€R,8>03x € B(c,8): ~(f(x) € B(f(c), ).

Pro kazdé n € N nalezneme x,, € B(c, %) takové, ze ﬂ(f(xn) € B(A, 8)). Pak mame
=(f(xn) € B(A,¢)) pro kazdé n € N alimx, = c¢. Neplat tak lim f(x,) = A. Jsou
tedy splnény predpoklady ve (ii) ale nikoli zavér ve (ii). ]

Vétu Ize ¢asto pouzit k odvozeni neexistence nékterych limit.

4.2.20. Priklad. Ukazte, ze limy— o (—1)P! neexistuje. Symbol [x] znadi celou cast
¢isla x.
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Resend. Predpokladejme, ze limy oo (=1 = 4 pro néjaké A € R*. Vezméme po-
sloupnost {x,} = {2n}. Potom (—1)I"] = (=1)[2"] = 1 pro kazdé n € N, a tedy
lim, s 0o (—1)*2] = 1. PFitom lim, 00 X, = 00 @ X, # 00 pro vsechnan € N.

Vezméme dale posloupnost {y,} = {2n+1}. Potom (1)) = (—1)i2r+1] = —1
pro kazdé n € N, a tedy limy 00 (—1)P7] = —1. Pfitom limp, 00 yp = 00 @ ¥, # 00
pro véechnan € N.

Podle Heineovy véty musi byt limy oo (1)) = lim, oo (=P = A. Na
druhé strané oviem limy— oo (— 1)) # limy_00(=1)P"], a to je spor. Proto limita
limy— o0 (—1)*! neexistuje. *

4.2.21. Priklad (spojitost k-té odmocniny). Necht k € N. Dokazte, ze funkce
definovand predpisem x — 4/x,x € [0,00), je spojitd v kazdém bodé ¢ € (0, 00)
a je spojita zprava v bod¢ 0.

Reésent. Pro ¢ € (0, 00) plyne tvrzeni z Ptikladu a Véty . V bodé¢ 0 ob-
drzime vysledek diky Prikladu a z pravostranné varianty Véty . ry

Véta o limité slozené funkce. Véta tika, jak se limita funkce chova vzhle-
dem k algebraickym operacim s¢itani, nasobeni a déleni. Nasledujici véta ozifejmu-
je vztah limity ke skladani funkci.
4.2.22.Véta (limita slozené funkce). Nechtxo, yo € R*, f, g jsou funkce, limy_, g(x) =
Yo, limy ., f(») existuje a je splnéna alespon jedna z nasledujicich podminek:

(P) 3n e R.n>0Vx € P(xo.n): g(x) # yo,
(S) f jespojita v bodé yo.
Potom plati
xlggo(f 0g)(x) = yli)nylo SO). (4.10)

Diikaz. Ozna¢me A = limy_,y, f(y). Rozlis$ime dva piipady.

Je splnéna podminka (P). Zvolme ¢ € R, e > 0. K tomuto ¢ nalezneme ¢ € R, ¢ > 0,
takové, Ze

Vy € P(yo.¥): f(y) € B(4,¢), (4.11)
ncbot lim,_,,, f(») = A. K ¢ nalezneme 6’ € R, 8’ > 0, takové, ze
Vx € P(x,8): g(x) € B(yo, V), (4.12)
nebot limy_, v, g(x) = yo. Diky (P) nalezneme n € R, n > 0, takové, ze
Vx € P(xo,n): g(x) # Yo. (4.13)

Polozme § = min{é’, n}. Zvolme x € P(x¢,8). Pak podle (@) a () platig(x) €
B(yo.v¥) \ {»o}, neboli g(x) € P(yo,¥). Diky (#.11) dostavame, ze plati f(g(x)) €
B(A,¢). Tim je (£.10) dokézéano.

Jesplnéna podminka (S). Zde plati yo e Ra A = f(yo). Zvolmee € R, & > 0. K tomuto
¢ nalezneme ¥ € R,y > 0, takové, ze

Vy € B(yo.¥): f(») € B(f(»0).¢). (4.14)
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nebot je splnéna podminka (S) (vizte . K ¢ nalezneme 6 € R, § > 0, takové,

VA

Vx € P(x9,68): g(x) € B(yo, ¥). (4.15)

Zvolme x € P(xg,§). Pak podle @) a () plati f(g(x)) € B(f(yo).¢). Tim je
dokazéano ]

4.2.23. Neni-li splnéna podminka (P) ani (S), pak zavér véty nemusi platit. Zvoli-
me-li f(y) =|signyl,y €eR,g(x) =0,x € R,x9 =0ayo =0, paklim,_,, g(x) =
0, limy—,, f(¥) =1, ale limy_x,(f 0 g)(x) =0 # 1.

4.2.24. Véta. Pokud je funkce g spojita v bodé ¢ € R a funkce f je spojita v bodé
g(c), pak je funkce f o g spojita v bodé c.

Diikaz. Tvrzeni plyne z Véty . ]
4.2.25. Priklad. Necht funkce f je spojita v bodé 0. Dokazte, ze plati

lim (1) = /(0.

Resend. Definujme pomocnou funkci g predpisem g(x) = %,x € R\ {0}. Plati

limy 00 g(x) = limy—oo L = 0 (Piiklad [£.1.19) a limy— f(y) = f(0). Podle V&
ty ve verzi s podminkou (8) pak plati limy—.« f (1) = £(0). *

Véta o limité slozené funkce ma také své varianty pro jednostranné limity.
Uvedme jednu z nich bez dikazu.

4.2.26. Véta. Necht xo € R U {oo}, yo € R U {—o0}, f a g jsou funkce splnujici
limyx,_ g(x) = yo, limy—y,, f(y) existuje a je splnéna alespon jedna z nasledu-
jicich podminek:

(P) ImeR,n>0Vx e P_(c,n): g(x) > yo,

(S°) f jespojita v bodé yg zprava.
Potom plati

lim (fog)(x)=_lim f(y).
Y—=>Yo+4

X—>X0_

Limita monoténni funkce.

4.2.27. Véta (limita monoténni funkcee). Nechta,b € R*,a < b, f je monoténni
funkce na intervalu (a,b). Potom existuji limy4, f(x) alimy_;_ f(x), pficemz
plati:

(@) je-li f na (a,b) neklesajici, pak

Jim £ =inff(@b) @ lim () = sup f((@Db).
(b) je-li f na (a,b) nerostouci, pak
xl_iglJr f(x) =sup f((a,b)) a linl;l flx)= inff((a,b)).
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Ditkaz. (a) Predpokladejme nejprve, Ze f je neklesajici a zdola omezena na (a, b).
Ozna¢me m = inf f((a,b)). Potom plati m € R. Zvolme ¢ € R, & > 0. Diky vlast-
nostem infima nalezneme y € f((a, b)) takové, Ze y < m + &. Podle definice mno-
ziny f((a,b)) nalezneme x’ € (a,b) spliyjici y = f(x). Protoze viak funkce f je
neklesajici, je
Vx € (a,x): f(x) < f(x) <m+e.
Protoze m je dolni zdvora mnoziny f ((a,b)), je
Vx €(a,b)y:m—eg<m<=< f(x).
Plati tedy
Vx e (a,x):m—e< f(x) <m+e.
Nyni nalezneme § € R, § > 0, takové, ze P4 (a,§) C (a,x’). Potom plati
Vx € Py(a,8): f(x) € B(m,e).
Tim jsme dokazali, ze plati limy 4, f(x) = m.
Odvozeni druhé limity v (a), dtikaz v ptipadé, kdy f neni omezena zdola, a ditkaz
(b) je mozné provést obdobn¢. |

4.3. Funkce spojité na intervalu

4.3.1. Definice. Necht J C R je interval. Funkce f: J — R je spojita na interva-
lu J, jestlize plati:

e f je spojita zprava v kazdém bodé J, ktery neni pravym koncovym bo-

dem J,

e f jespojita zlevav kazdém bodé J, ktery neni levym koncovym bodem J.
4.3.2. Pokud je interval J v Definici nedegenerovany (vizte Definici [L.5.25),
pak je funkce f na J spojita pravé tehdy, kdyz je spojita v kazdém vnitinim bodé J,
spojita zprava v levém koncovém bodé J, pokud je prvkem J, a spojita zleva v pra-
vém koncovém bodé¢ J, pokud je prvkem J. Vsimnéme si, ze pokud J obsahuje
pravé jeden bod, pak je na J kazda funkce f: J — R spojita.

4.3.3. Necht J C R jeinterval a f': J — R. Funkce f je na J spojita pravé tehdy,
kdyz pro kazdé ¢ € J plati

VeeR,e>035€ R, >0Vx € B(c,8)NJ: f(x) € B(f(c),e). (4.16)
= Zvolmec € JaeeR,e>0. Pakexistuji 64,6_ € R, 64,86 > 0, takovd, ze
(a) pokud ¢ neni pravy koncovy bod J tak, plati
Vx € By(c,84): f(x) € B(f(c),e), (4.17)
(b) pokud ¢ neni levy koncovy bod J tak, plati
Vx € B_(c,6-): f(x) € B(f(c),e). (4.18)
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Oznac¢me § = min{é,5_}. Potom plati
B(c,8)NJ C B_(c,6-) U B4(c,b4).

Odtud plyne #.16).
< Predpokladejme, ze bod ¢ € J neni pravym koncovym bodem J. Pak existuje
80 € R, 8¢ > 0, takové, Ze B4 (c,80) C J.Zvolmee € R, e > 0. Nalezneme § € (0, §9)
takové, ze

Vx € B(c,85)NJ: f(x) € B(f(c),e).
Ponévadz B (c,8) C B(c,8) N J, plati také

Vx € B(c,8): f(x) € B(f(c),e),

a tedy f je spojita zprava v bod¢ c¢. Spojitost zleva v bodé ¢, pokud ¢ neni levy
koncovy, lze dokazat obdobné. Odtud pak plyne spojitost f na inervalu J.

Spojitost funkce na intervalu lze charakterizovat pomoci konvergence posloup-
nosti, jak ukazuje nasledujici varianta Heineovy véty.

4.3.4.Véta. Necht J C R jeinterval a f: J — R. Pak jsou vyroky (i) a (ii) ekviva-
lentni.

(i) Funkce f je spojitana J.

(if) Pro kazdé ¢ € J a kazdou posloupnost {x,} bodi J splnujici limx, = ¢

plati lim f(x,) = f(c).

Dikaz. (1) = (i) Uvazujme ¢ € J a posloupnost {x,} bodu J splnujici lim x, =
c € J. Pokud je bod ¢ vnitfnim bodem intervalu J, potom podle Heineovy véty
(Véta ) plati lim f(x,) = f(c). Pokud je bod ¢ krajnim bodem intervalu J,
pak lim f(x,) = f(c) plati podle ptislusné jednostranné varianty Heineovy véty.

(i) = (i) Spojitost ve vnitinich bodech J plyne opét z Heineovy véty. Spoji-
tost v krajnich bodech, pokud jsou tyto prvkem J, plyne z jednostrannych variant
Heineovy véty. ]

4.3.5. Véta. Necht I,J jsou intervaly vR a f: I — J, g: J — R jsou spojité
funkce. Pak g o f: I — R je spojita funkce.

Ditkaz. Zvolme posloupnost {x,} bodt v I konvergujici k bodu ¢ € I. Dle V¢-
ty platilim f(x,) = f(c). Opétovnym pouzitim tohoto tvrzeni, tentokrat pro

funkci g, dostaneme, Ze lim g(f(xn)) = g(f(c)), nebolilim(go /) (xn) = (g° f)(c),
atedy g o f je spojita na I opét dle Véty . u

4.3.6. Véta (Bolzano). Nechta,b € R,a < b, funkce f je spojita na intervalu [a, b]
a f(a) < f(b). Pak ke kazdému C € (f(a). /(b)) existuje § € (a,b) takové, Ze plati
fE=cC.

Dikaz. Zvolme C € (f(a). f(b)) a polozme M = {z € [a,b]; f(z) < C}. Mnozina
M je neprazdna, nebot plati a € M. Mnozina M je také shora omezena, protoze
¢islo b je horni zavora M. Polozme & = sup M. Ztejmé plati £ € [a, b]. Ukazeme,
ze f(§) = C vylouc¢enim moznosti f(§) > C a f(§) < C.
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Predpokladejme, ze f(§) > C. Pak § > a alze nalézt § > 0 takové, Ze pro
kazdé x € (§ —6.§) plati f(x) > C. To znamena, ze M C [a,§ — 8], coz je spor
s definici &.

Predpokladejme, ze f(§) < C. Pak £ < b a lze nalézt § > 0 takové, ze pro
kazdé x € (£,& + 6) plati f(x) < C. To znamena, ze (§,§ + §) C M, coz je opét
spor. |

4.3.7. Véta plati obdobné v ptipadé, kdy f(a) > f(b). PovSiimnéme si, ze z pted-
pokladii véty neplyne nic o tom, kolik je takovych bodt & € (a, b), pro které plati
f(&) = C. Bolzanova véta pouze tvrdi, Ze takovy bod existuje alespon jeden.

4.3.8. Véta. Necht J je interval a funkce f: J — R je spojitana J. Potom je f(J)
interval.

Diikaz. Predpokladejme, ze y1,y2 € f(J)az € R, y; < z < y,. Pak nalezneme
x1,x3 € J takova, Ze f(x1) = y1 a f(x2) = y,. Podle Vétym a[t.3.7 f naby-
va v jistém bod¢ hodnoty z, takze z € f(J). Tim jsme ovéfili podminku (1.13)
v Lemmatu , kde za M bereme f(J). Podle Lemmatu je tedy f(J)

|

interval.

4.3.9. Definice. Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon na M, tj.
M C D(f).

(a) Rekneme, Ze f nabyva v bod¢ x maxima (minima) na M, jestlize plati

VyeM: f(y) < f(x) (YyeM: f(y) = f(x)).

Bod x pak nazyvame bodem maxima (minima) funkce f na mnoziné¢ M.

(b) Rekneme, ze f nabyva v bod¢ x lokalniho maxima (lokalniho minima) vzhle-
dem k M, jestlize existuje § > 0 takové, ze

VyeB(x.§)NM: f(y) = f(x)  (YyeB&.HNM: f(y) = f(x).
Bod x pak nazyvime bodem lokalniho maxima (lokalniho minima) funkce f na
mnoziné M.

(¢) Rekneme, ze f nabyva v bod¢ x ostrého lokalniho maxima (ostrého lokalniho
minima) vzhledem k M, jestlize existuje § > 0 takové, ze

Vye P(x,8) "N M: f(y) < f(x) (VyeP(x,S)ﬂM: f(y)>f(x)).

Bod x pak nazyvame bodem ostrého lokalniho maxima (ostrého lokalniho mini-
ma) funkce f na mnoziné M.

(d) Symboly maxys f a miny f oznacuji po fadé maximum a minimum mnoZziny

f(M), pokud tyto hodnoty existuj.

(¢) Bodem extrému budeme rozumét bod maxima ¢i minima. Bodem lokalniho
extrému budeme rozumét bod lokdlnitho maxima ¢i lokalniho minima.
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OBRAZEK 7.

Na obrazku jsou x a z body lokalniho maxima funkce f a v bodech y at ma
funkce f lokalni minima.

4.3.10. Budeme-li hovotit o lokalnim extrému realné funkce bez udani mnoziny,
budeme mit na mysli lokalni extrém vzhledem k né¢jakému okoli.

4.3.11.Véta. Nechta,b e R,a < b,a f je spojita funkce na intervalu [a, b]. Potom
ma f bod maxima i bod minima na [a, b].

Dikaz. Bod maxima. Oznaéme G = sup f ([a,b]). Podle Véty nalezneme po-
sloupnost {y,} prvkét mnoziny f([a,b]) takovou, ze lim y, = G. Pro kazdé n € N
nalezneme x, € [a, b] splnujici f(x,) = y,. Podle Véty vybereme z posloup-
nosti {x, } konvergentni posloupnost {x,, } s limitou x*. Protoze pro kazdé n € N
platia, < x, < by, podle (b) lezi bod x* v intervalu [a, b]. Protoze f
je spojita v x*, podle Véty plati limg_, o0 f(x4,) = f(x*). Protoze pro kaz-
dé k € N plati f(xn,) = yny, je posloupnost { f(xn,)}3>, vybrana z posloupnosti
{yn122 . Podle Véty plati
f(x*) = lim f(xp,) = lim y, =G.
k—o0 n—>00

Jetedy f(x*) = G a x* je bodem maxima funkce f na intervalu [a, b].

Bod minima. Pro dikaz existence bodu minima definujme funkci g: [a, b] — R pred-
pisem g(x) = — f(x). Funkce g je na [a, b] spojita, musi tedy na [a, b] nabyvat svého
maxima podle jiz dokazané casti véty. Necht tomu tak je v bodé¢ x. € [a,b]. Pak
pro kazdé x € [a,b] plati g(x) < g(x«). To znamena, ze f(x) > f(x«) pro kazdé

x € [a,b],a f nabyva svého minima na [a, b] v bod¢ x,. Tim je véta dokazina. m

4.3.12. Duisledek. Necht f je spojita funkce na intervalu [a, b]. Potom je f na[a, b]
omezena.
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Diikaz. Podle Véty nalezneme bod maxima x* a bod minima x funkce f
na intervalu [a, b]. Plati tedy f(x«) < f(x) < f(x*) pro kazdé x € [a,b], takze
mnozina f ([a, b]) je omezenad, coz znamena, ze funkce f je omezena. [

4.3.13. Funkce f(x) = %,x € (0, 1), nenabyva na intervalu (0, 1) extrému. Stejné
tak funkce f: [0, 1] = R definovana predpisem

1 ro x € {0, 1},
fay =]z PO
x prox € (0,1)
nema na [0, 1] extrém. Tyto dva piiklady ukazuji, Ze ani predpoklad uzavienosti
i

intervalu ani spojitosti funkce nelze ve Vété §.3.11| vynechat.

4.3.14. Hledani extrémii funkce patii k dilezitym tiloham. Véta sice nedava
navod jak bod extrému hledat, ale dava nam velmi cennou informaci o tom, ze
pii splnéni predpokladii véty existuji alespon jeden bod maxima a alespon jeden
bod minima. V Kapitole E se nauc¢ime jak vytipovat body, které jsou podezicelé
z toho, ze by v nich funkce mohla nabyvat extrému. Pokud vime, zZe nase funkce
nabyva maxima (respektive minima) na uvazované mnoziné, pak bodem maxima
(respektive minima) bude ten z vytipovanych podezielych bodt, v némz funkce
nabyva nejvétsi (respektive nejmensi) hodnoty.

Spojitost inverzni funkce. Spojita funkce na intervalu J zobrazuje tento in-
terval na interval f(J) (Véta @ Pokud je f na J rostouci (nebo klesajici), je
f prosté zobrazeni J na f(J) a existuje inverzn{ zobrazeni f~': f(J) — J (viz-
te [L.4.31)). Toto zobrazeni je funkce, budeme proto o f~! hovotit jako o inverzni
funkci. Nasledujici véta tvrdi, Ze jak druh monotonie tak i spojitost zdédi inverzni
funkce od funkce vychozi.

4.3.15. Véta. Necht f je spojita a rostouci (klesajici) funkce na intervalu J. Potom
funkce f 7! je spojitd a rostouct (klesajici) na intervalu f(J).

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze f je spojita a rostouct,
jinak bychom uvazovali —f. Potom podle Véty je funkce f~! definovana
na intervalu f(J) a je rostouci, coz je snadné si uvédomit. Dokazeme spojitost
S~V na f(J). Necht yo € f(J) neni pravy krajni bod intervalu f(J). DokdZzeme
spojitost /7! v bod¢ y¢ zprava. Oznaéme xo = f~'(yo). Bod xo neni pravym
krajnim bodem J, nebot f je rostouci na J. Zvolme ¢ € R,e > 0,ax; € J N
(x0.x0 + €). Polozme § = f(x1) — yo. Odtud potom [yo, yo + 8] C f(J), a tedy

FH B+ (30.8)) = £ (v, yo + 8)) = [x0.x1) C B(x0.8) = B(f ™" (o). &)

Obdobn¢ bychom dokézali spojitost zleva funkce f ! v bodech f(J), které nejsou
levym krajnim bodem f(J). Odtud plyne spojitost f~! na f(J). [
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4.4. Teoretické priklady k limité funkce

4.4.1. Priklad. Necht f, g jsou realné funkce spojité v bodé¢ ¢ € R. Ukazte, ze
funkce | f], max{ f, g} a min{ f, g} definované po tfad¢ predpisy

|f1() = [f ()], x e D),
max{ f, g}(x) = max{f(x),g(x)}, x € D(f)N D(g).
min{ f, g}(x) = min{f(x). g(x)}, x € D(f)N D(g).

jsou spojité v c.

Resent. Absloutni hodnota. Diky Dusledku (a) plati pro kazdé x € D(f) nerov-

nost

0< [/ =1f ()] <1/ (x) = f(O)l. (4.19)
Podle ptedpokladu plati limy—.(f(x) — f(c)) = 0, a tedy také podle Véty
platilimy_. | f(x)—f(c)| = 0. Odtud a z @t.19) plati diky Vét& limy— || f(x)]—
| f(¢)|| = 0. Pak médme opét podle Véty limy—c (| f(x)] = | f(c)]) = 0, neboli
limy¢ | f(x)| = |f(c)|. Funkce | f| je tedy spojita v c.
Maximum a minimum. Pro kazdé x € D(f) N D(g) plati
S +80) +[f(x) —gX)l

2

max{f(x). g(x)} =

min{ f(x), g(x)} = f(x) +gx) —2|f(x) — g(x)|’

z ¢ehoz pouzitim jiz dokazaného tvrzeni o absolutni hodnot¢ plynou pozadovana
tvrzeni. S

4.4.2. Piiklad (varianta Heineovy véty). Nechtc € RU{oo}, A € R* a f jerealna
funkce. Dokazte, ze pak jsou vyroky (i) a (ii) ckvivalentni.

(1) Plati limy—._ f(x) = A.

(it) Pro kazdou rostouci posloupnost {x,} spliujici lim, o x, = ¢ plati

nll)ngo S(xn) = A.

Resen. (i) = (ii)  Predpokladejme, e {x,} je rostouci posloupnost, pro kterou

plati lim, o x, = ¢. Odtud plyne, Ze x, < ¢ pro kazdé n € N. Podle Heineovy

véty pak dostavame lim, . f(x,) = A.

(i) = (1) Provedeme nepiimy diitkaz. Predpokladejme tedy, ze neplati (i), neboli
JeeR,e>0V8€R,8>03x € P_(c,8): —(f(x) € B(4,¢)). (4.20)

Zkonstruujeme posloupnost {x,} nasledujicim zptisobem. Dle (#.20) nalezneme
x1 € P_(c,1) takové, ze ﬂ(f(xl) € B(A,s)). Predpokladejme nyni, ze pro né-
jaké n € N mame nalezeny body x; < x, < -+ < x, takové, zZe pro kazdé

i e {l,..., n} plati x; € P_(c,ll) a =(f(xi) € B(A,¢)). Zvolime 8,41 € (0, ﬁ)
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takové, ze x, ¢ P_(c,8y+1). Podle ) nalezneme x, 41 € P_(c,8,41) splnujici
—-(f(xn+1) € B(A,s)). Zrejmé pak plati x, < X411 a xp41 € P—(c, ﬁ) Tim je
konstrukce ukoncena.

Nasli jsem tak rostouci posloupnost {x,} splnujici lim,_ X, = ¢, nebot pro
kazdé n € N plati x, € P_(c, %) Neplati vsak lim f(x,) = A, protoze pro kazdé
n € N mame —1(f(x,,) € B(A,¢)). Tim je dtikaz proveden. s

4.4.3. Priklad. Necht ¢ je rostouci spojita funkce na [1, co) splnujici limy 00 ¢(x) =
oo a f je nekonstatni periodicka funkce na R. Pak limy_, o f 0 ¢(x) neexistuje.

Resent. Podle Véty je ¢([1,00)) interval. Tento interval nenf shora omezeny,
protoze limy o ¢(x) = oo. Funkce ¢ je rostouci na [1, o), a proto ¢([1,0)) =
[¢(1), 00). Inverzni funkce ¢~ je tedy rostouci funkce definovand na [p(1), co) a jeji

obor hodnot je roven [1, 00). Podle Véty plati
Jim, ¢~ (y) = supp~ ! ([p(1). 00)) = supl[l, 00) = oo.

Necht p > 0 je perioda funkce f. Funkce f je nekonstantni, a proto mtizeme
nalézt body x*, y* € R splnujici f(x*) # f(y*). Nalezneme k € N takové, ze
x*+kp,y*+kp € [p(1), ). Definujme x, = ¢~ (x* + (k +n)p), n € N. Pak plati
limy— o0 (x*+(k+n) p) = oo a podle Heineovy véty (Véta.2.16) plati limy o0 X =
00. Déle mame

lim (f o@)(x;) = lim f(x* + (k +n)p) = lim f(x¥) = f(x).
n—0o0 n—oo n—00

Podobné definujme y, = ¢~ (y* + (k + n)p), n € N. Pak stejné jako v ptedcho-
zim pripadé plati lim, o0 yn = 00 a také lim, oo (f 0 ©)(yn) = f(»*). Ponévadz
f(x*) # f(»*), dostavame podle Véty , ze limita limy o f © ¢(x) neexistu-

je. 2
Body nespojitosti.
4.4.4. Priklad. Necht f: R — R je monoténni funkce. Dokazte, ze mnozina
D = {x € R; f neni spojita v bod¢ x}
je spocetna.

Reseni. Bez ujmy na obecnosti mizeme predpokladat, Ze f je neklesajici. Funkce
f ma tedy v kazdém bodé x € R limitu zleva i zprava dle Véty . Pro kazdé
x € Roznaéme ay = lim;—,_ f(z) a by = limy—, f(z). Ztejm¢ pro kazdé x € R
platiay < f(x) < by. Dostavame tak, ze D = {x € R; ax < by}. Mame-lix, y € R,
x < y,pak prow € (x,y) plati by < f(w) < ay, atedy by < a,. Systém otevienych
intervaltt 8 = {(ax, bx); x € D} je tedy disjunktni, a proto je podle Prikladu
spocetny. Pro kazdy interval I € & existuje pravé jedno x € D splnujici / =
(ax,by). Zobrazeni ¢: D — & definované predpisem ¢(x) = (ax.bx).x € D, je
tedy prosté. Mnozina D je pak spocetna diky Lemmatu . *

4.4.5. Priklad. Necht D C R je spocetna mnozina. Naleznéte neklesajici funkci
/R — R takovou, ze jeji mnozina bodt nespojitosti je pravé D.
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Resend. Pokud je mnozina D konec¢na, pak je feseni snadné. Predpokladejme tedy,
ze D je nckone¢na. Mnozina D je podle predpokladu spocetna, a proto existuje
prosta posloupnost {x,} splnujici D = {x,; n € N}. Pron € N polozme f, =
Hxn.00) (Vizte [1.4.25), neboli

0 prox < xp,

Sn(x) = {

1 prox > xy.

Definujme f: R — R predpisem
1
Sy =) o hx). xeR. (4.21)
n=1

Pro kazdé x € R je fada (%.21)) absolutné konvergentni, a proto je f definovana na

R. Funkce f je neklesajici, nebot viechny funkce f, jsou neklesajici.

Spojitost f vbodech R\ D. Necht x € R\ D. Zvolme ¢ € R, & > 0. K nému nalezneme

no € N takové, ze tho:noﬂ 27" < g. Funkce f1,..., fu, jsou spojité v x, a proto
muzeme nalézt§ € R,§ > 0, takové, ze prokazdén € {1,...,no}akazdéy € B(x,0)

plati | fu(x) — fu(y)| < &. Pro kazdé n € N,n > ny, a kazdé y € R plati podle
definice f, nerovnost | f,(x) — fu.(y)| < 1. Pak pro kazdé y € B(x,8) mame

no oo

|f(x)—f(y)|szzin|fn(x>—fn(y)|+ > 2in|fn(x)—fn(y>|
n=1 n=np+1
= zins—f- Z 2% 1
n=1 n=nop+1

Tedy f je spojita v x.
Nespojitost f v bodech D. Necht x € D. Nalezneme m € N takové, ze x = x,,. Defi-
nujme funkei g predpisem

m—1

g=3 guht

Funkce g je definovana na R a je neklesajici na R. Ma tedy jednostranné limity ve
vsech bodech R a pro kazdé y € R plati lim,_,_g(x) < g(y). Dale plati f =
g+ szfm alimy_y, _ fin(x) = 0. Pak dostdvame

> 1
+1

n=m

lim f()= lim (§()+ 5 fu(0) = lim g(x)+ lim b fu(x)

X—>Xm

= x—lggl,,_g(x) +0 < g(xm) + 2Lm = g(xm) + zlmfm(xm) = f(xXm)-

Tedy f neni spojita v X, nebot limy_,,_ f(x) < f(xm). a
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4.4.6 (klasifikace bodi nespojitosti). Necht f je realna funkce definovana na jis-
tém okoli bodu ¢ € R. Jestlize f neni spojita v ¢ a existuje jeji vlastni limita v c,
potom iikame, Ze f ma v ¢ odstranitelnou nespojitost. Zménime-li totiz hodnotu
funkce f vbodéc z f(c) nalimy_. f(x), bude nova funkce spojita v bod¢ c.

Neexistuje-li vlastni limita f v bodé ¢, pak fikame, ze bod ¢ je bodem neod-
stranitelné nespojitosti funkce f. Body neodstranitelné nespojitosti dale rozlisu-
jeme nasledujicim zptisobem. Existuji-li (riizné) jednostranné limity v bod¢ ¢, pak
fikame, zZe ¢ je bodem nespojitosti prvniho druhu. Jestlize alespon jedna z jedno-
strannych limit neexistuje, pak fikame, ze ¢ je bodem nespojitosti druhého druhu.
4.4.7. Priklad. Necht f: R — R. Dokazte, Ze plati:

(a) Mnozina {x € R; f ma v x odstranitelnou nespojitost} je spocetna.
(b) Mnozina{x € R; f ma v x neodstranitelnou nespojitost 1. druhu} je spo-
cetna.
Resend. (a) Stadf dokézat, ze mnoziny

O ={x eR; lim f(y) existuje a lim f(y) < f(x)}

P ={x eR; }E)I}c f(») existuje a yh_rg f) > f(x)}

jsou spocetné. Provedeme dtikaz pouze pro mnozinu O, protoze pro mnozinu P
je dtikaz obdobny. Pro kazdé x € O nalezneme r, € Q takové, ze

lim f(y) <rx < f(x).

Pak plati O = |J,¢q Or, kde O, = {x € O; ry = r}, je sjednocenim spocetné
mnoha mnozin, a tedy sta¢i dokazat, ze kazda mnozina O,,r € Q, je spocetna.
Zvolme r € Q. Pro kazdé x € O, nalezneme 8, > 0 splnujici

Vz e P(x,8x): f(z) <r.

Dokazeme, ze systém intervalt
g = {(x — %SX,x + %SX); X € Or}
je disjunktni. Pro spor predpokladejme, ze pro x,y € O, x # y, plati
(x = 385, X + 38 N (¥ — 38,y + 38) # 0.
Potom plati |x — y| < %8,; + %Sy. Nyni rozlisime dva ptipady. Pokud 8, < §,,
pak [x — y| < 8y, a tedy f(x) < r diky volbé §, a zaroven f(x) > rx = r, coz je
spor. Pokud 6, > 8y, pak lze spor odvodit obdobné. Systém ¢ je tedy spocetny dle
Ptikladu , a proto je i mnozina O, spocetna.
(b) Staci dokazat, ze mnoziny
N={xeR; lim f(y)< lim f(y)},
y—>x— y—>x4

M ={xeR; lim f(y)> lim f(y)}
y—>x— y—ox4
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jsou spocetné. Ditkaz provedeme pouze pro mnozinu N. Dtikaz pro M je obdobny.
Pro kazdé x € N nalezneme r, € Q spliujici
lim f(y) <ryx < lim f(y)
y—>Xx— y=x4

a zapiseme N jako N = UreQ Ny,kde N, = {x € N; ry = r}, r € Q. Dokazeme,
ze kazda z mnozin N, r € Q, je spocetna.
Necht r € Q. Pro kazdé x € N, nalezneme §, > 0 takové, ze

Vze P_(x,8%): f(z) <r,
Vz e Pr(x,8%): f(z)>r.
Mame-li nyni dva body x,y € N;, x < y, pak zjevné
(X,x +8x) N (y—8y.y) = 0.
Tedy i
(X =8x,x +8x) N (y =8y, y + &) =0.
Opét je tedy systém {(x — 8x,x + 8x); x € N,} disjunktni, a proto spocetny. Tedy

imnozina N, je spocetna. Odtud plyne spocetnost N. ry

4.4.8. Priklad. Necht f je funkce z R do R. Potom je mnozina
E ={x e R; fmavbodé x ostry lokdlni extrém}
spocetna.
Resend. Ziejmé staci ukazat, Ze mnozina
M ={x € R; fmdav x ostré lokdlni maximum}

je spocetna. K tomuto tcelu nalezneme pro kazdé x € M kladné ¢islo 6, takové,
ze
Vy € P(x,8x): f(y) < f(x).

Pron € N polozme M,, = {x € M; §, > ,ll} Predpokladejme, ze x,y € M, x # y,
a plati

ze(x—gpx+3) N (=500 +3) (4.22)
Pak mame

=yl sy =zl +lz =y < 35 + 25 = 1
coz znamena, ze y € (x — 8y, x +8x) ax € (y — 8y, y + 8y). Diky volbé §x a §, pak
plati f(y) < f(x)a f(x) < f(»), coz je spor. Systém intervalii

{(x — 5. x + 5-); x € My}

je proto disjunktni, a tedy spocetny dle Prikladu . Odtud plyne, Ze mnozina
M, je spocetnd. Tedy i mnozina M = | J,2; M, je spocetnd podle Véty [1.6.21|(b).
Y



4.4. TEORETICKE PRIKLADY K LIMITE FUNKCE 233

Podivné funkce.

4.4.9. Priklad. Sestrojte funkci f: R — R takovou, Ze pro kazdy nedegenerovany
interval / C R plati f(I) =

ReSeni. PYi feleni ulohy vyuzijeme vysledek i znaceni z Prikladu . Podle uvede-
ného piikladu pro kazdé x € [0, 1) nalezneme jednoznaéné uréenou posloupnost
{an(x)}52, € 4(10) splnujici

>\ dn(x)

Ozna¢me D mnozinu v$ech posloupnosti {a,} € J(10), pro které existuje m € N
takové, ze plati:

a2m = 95

VieN,j>m:az; =0. (4.23)
Definice pomocné funkce g. Nejprve zkonstruujeme funkci g: [0,1) — [0, 1) splnujici
g(l N [o, l)) = [0, 1) pro kazdy otevieny nedegenerovany interval 7, ktery ma ne-
prazdny prunik s intervalem [0, 1). Definujme g pfedpisem

ey = 1% pokud {a,(x)} € 4(10) \ D,
)y a%j_-lff), pokud {a,(x)} € D am € N spliuje pro {a,(x)}.
Funkce g je dobre definovana, protoze pokud {a,} € D, pak je ¢islom € N, pro

které je splnéno , urceno jednoznac¢né.

Necht I je nedegenerovany otevieny interval takovy, ze I N[0, 1) # @. Nalezneme
x,y € INJ0,1), x < y.Déle nalezneme k € N takové, Ze x + ﬁ <yaar(x)#09.
Polozme

B "i an(x) | ax(x) +1
N 107 10k -
n=1
Pak plati
() S~ an(x) S k an() | 1
n n _ _
T L Z 10 +n_z 10"_2 0F =@

Plati tedyx <z<x+ 10k

Pozorovdni. Necht posloupnost {c,} € J(10) spliiuje ¢; = a;(z) pro kazdé j €
{1,....k}. Potom plati

(o]

Zﬁe(xw

n=1
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Méame totiz

[e.]

2 ¢ K a (2) 9 1 2

<z < < I — = — < — < ).

X 2= Z 107 Z 107 + 107 + 10k — x+ 10% y
n=1 n=1 n=k+1

Tim je pozorovani ovéfeno.
Rovnostg(] n[o, 1)) = [0, 1). Zfejmé g(l n[o, 1)) C [0, 1). Dokazeme opa¢nou inklu-
zi. Zvolme a € [0, 1). Nalezneme m € N takové, ze 2m > k. Definujme posloupnost
{wy} nasledovné.

a;(2) pro j <k,

_ 9 prok < j <2m,
Wn = a%_m(a) pro j > 2m liché,
0 pro j > 2m sudé.
Neformalné zapsana vypada posloupnost {w,} takto
ai(z) ... a2 9 ... 9 ai(@) 0 az(@ O

Plati, ze {w,} € 4(10). Redlné &islo r = Y72 | 2% splnuje 1 € (x,y) podle vyse
uvedeného pozorovani a podle definice funkee g plati g(r) = . Mame tedy g(I N
[0,1)) = [0, 1).
Konstrukce hledané funkce f. Definujme h: [0, 1) — R predpisem

0 pro x =0,
h =
*) tg(mx — %) prox €(0,1).
Je snadné ovétit, ze plati 2([0, 1)) = A((0,1)) = R. Definujme
S(x) =hog(x—[x]), x eR.

Je-li I nedegenerovany interval, nalezneme otevieny nedegenerovany interval (a, b) C
I. Pak nalezneme n € Z takové, ze (a,b) N [n,n + 1) # @. Potom plati

f@b)ynfn.n+ 1) =h(g(@—n.b—n)yn[0.1))) = h([0.1)) = R.

4.4.10. Priklad. Dirichletova funkce D: R — R je definovana predpisem

1 prox eQ,

D) = 0 prox eR\Q.

Dokazte, ze kazdy bod z R je bodem neodstranitelné nespojitosti 2. druhu funk-
ceD.

Reseni. Nechta € R. Zvolme § > 0. Podle Véty nalezneme u,q € (a,a +8)N
Q,u <gq.Polozmev =u + %(q —u). Potom plati

u<v<u+(qg—u)=gq,
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atedyv € (a,a+48). Kdyby bylo ¢islo v racionalni, pak by bylo racionalni’i ¢islo V2,
co? nenf pravda (vizte Ptklad [.2.17). Cislo v je tedy iracionalni. Mame tedy u, v €
P (a,8) splitujici D(u) = 1a D(v) = 0. Odtud plyne, Ze limyx_.4, D(x) neexistuje.
Obdobné¢ lze ukazat, ze limy_,_ D(x) neexistuje. Tim je dtkaz proveden. ry

4.4.11. Priklad. Riemannova funkce, n¢kdy nazyvana také jako ThomaeovaP funk-
ce, R: R — R je definovana predpisem

R(x) = é prox € Q,kde x = g,p € Z,q € N a p,q jsou nesoudélna,
0 prox e R\Q.

Dokazte, Ze funkce R je spojita pravé v bodech mnoziny R \ Q.

Resent. Spojitost v bodech z R \ Q. Nechta € R\ Q. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme
go € N takové, 7e - < . Diky iracionalité¢ a a vlastnostem celé ¢asti pro kazdé

q0
g € N plati
1
lga] <a< M. (4.24)
q q
Oznalme
1
dqzmina—M,w—a, q € N.
q q

Podle jedg > 0prokazdé ¢ € N ainterval (a —dy, a + dy) neobsahuje zadné
&slo tvaru 5, kde p € Z. Definujme dale

§ =min{d,; g € N,q < qo}.

Cislo § je definovano jako minimum z kone¢né mnoziny kladnych ¢isel, a proto
je také kladné. Mnozina B(a,§) tedy neobsahuje zadné &islo tvaru g, kde p € Z
aq € N,g < qo. Pro kazdé x € B(a,$) tedy mame 0 < R(x) < % < ¢. Ponévadz
R(a) = 0, je tim spojitost R v bodé¢ a ovérena.

Nespojitost v bodech z Q. Necht a € Q. Potom R(a) > 0. Nalezneme ¢ € R, e > 0,
takové, Zze R(a) — ¢ > 0. Zvolme § € R,§ > 0. Nalezneme iracionalni ¢&islo x €
B(a,§), vizte feseni Prikladu . Potom plati R(x) = 0 < R(a) — &, a tedy
R(x) ¢ B(R(a), e). Tim jsme ov¢fili, ze funkce R neni spojita v bodé a. s

4.4.12. Priklad. Naleznéte spojitou funkci na R, ktera neni na zadném nedege-
nerovaném intervalu v R monoténni.

Reseni. Necht ¢(x) = |x| pro x € [—%, %] a je dodefinovana na R periodicky s peri-

odou 1. Pro kazdé n € N definujme

Ja(x) = 47"p(4"x), x € R.

2Carl Johannes Thomae (1840 —1921)
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Funkce f, je potom 47"-periodicka a spojita na R a nabyva maximalni hodnoty
%4_”. Hledanou funkci definujeme predpisem

f) =) fux),  xeR. (4.25)
n=1

Korektnost definice f. Pro kazdé x € R plati 0 < f,(x) < %4_”, a tedy fada v
konverguje podle srovnavaciho kritéria (Véta ), nebot 0% | 247" konverguje.

2

Spojitost f. Necht a € R. Zvolme ¢ € R,e > 0. Nalezneme m € N takové, zZe
47 M < ¢. Déale nalezneme § € R, § > 0 takové, ze

Viel,...,m)Vx € B@,8): | fi(x) — fi(a)| < %

Pak pro kazdé x € B(a, ) plati

1f) = f@]| <Y 1) = fil+ Y (i) +1f@])
i=1 i=m+1

o (4.26)
<m-—+ Z 2-%4_l=8+%'4_m<%8.
i=m+1

S|o

Tedy f je spojitava.
Pozorovdni 1. Plati

Vie NVx,y eR:|fi(x) = fi(y)| = |x—yl.

Zvolmei € N a x,y € R. Funkce f; je 47'-periodicka, a proto mtizeme bez Gjmy
1

na obecnosti predpoklddat, ze x, y € [-347, %4_i]. Potom plati 4'x,4'y € [—%, %]
a diky Disledku (a) dostavame

/i) = fip)] = [ p(@'x) — 47 o y)| = [47(14°x] — [4'y])]
= |lxI =yl = lx = yl.
Pozorovdni 2. Necht k € Z,n € N,a = k4™ a h € [0, %4_”]. Pak plati f,(a + h) =
fnla —h) = h.
Plat{ 4"h € [0, 3], 4"a = k € Z a ¢ je 1-periodickd. Proto mame
fula +h) = 47"p(@%a + 4"h) = 47" (4" ) = 47" 4" = .
Obdobné obdrzime f,(a —h) = h.

Pozorovdni 3. Necht k € Z,m € N,a = k4™ a h = 347" Pak f(a + h) > f(a)
a fla—h)> f(a).
Pron > 2m plati k4" € Z a k4" + %4"_2”’ € Z. Diky Pozorovani 2 tedy pro
kazdé n > 2m plati

Jul@) = fu(k4™7) = fu(k4""477) = 0
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Sula+h) = fu (k47" 4 34727) = £ (47" + 34772m) . 47") = 0,

Podle Pozorovani 2 obdrzime pro kazdé n € {m,...,2m} rovnost f,(a + h) = h.
Diky Pozorovani 1 a 2 mame

m—1 2m

fla+h) = fla)y=Y (fila+h) - fi@)+ Y (fila+h) - fi(a))

i=1 i=m

>—(m—1Dh+ (m+ 1)h =2h>0.
Obdobné dostaneme, ze f(a —h) — f(a) > h > 0.

Nikde monotonnost f. Necht I je nedegenerovany interval. Naleznemem e Nak € Z
takova, ze [(k— D4 (k+1)4™™] C I.Polozmea = k4™ ah = %4_2’”. Pak médme
a—h,a,a+h €I azPozorovani 3 dostivame f(a —h) > f(a)a f(a+h) > f(a).
Funkce f proto neni monoténnina /. -

4.4.13. Priklad. Necht f: R — R je nekonstantni periodicka funkce. Ozna¢me
P ={T > 0; T je perioda f}.

(a) Ukazte, ze pokud je f spojita, potom existuje minimum mnoziny P, tzv.
Sfundamentdlni perioda.
(b) Ukazte, Ze minimum mnoziny P nemusi existovat.

Resend. (a) Oznaéme T = inf P. Nejprve ukazeme, e pro kazdé x € R plati f(x) =
f(x + T). Nalezneme posloupnost {T,,} prvkt mnoziny P spliujici lim7, = T.
Potom plati

fGx+T)=lim f(x + T,) =lim f(x) = f(x).

Prvni rovnost plyne pomoci Heineovy véty (Véta ze spojitosti funkce f,
druha rovnost plyne z faktu, ze f je T,-periodicka funkce pro kazdé n € N.

Zbyva ukazat, ze T > 0. Pro spor predpokladejme, ze T = 0. Nalezneme
posloupnost {7,,} prvktt mnoziny P splnujici lim7, = 0. Zvolme x € Ra¢ €
R, e > 0. Diky spojitosti f nalezneme § > 0, takové, ze

Vyex—=8x+8):[f(x)=fO<e

Nalezneme n¢ € N splnujici T, < 8. Pak nalezneme k € Z takové, ze kT,, €
(x =8, x +6). Tedy

| f(x) = FO] = 1f(x) = f(kTn)| <e&.
Protoze ¢ bylo libovolné, plati f(0) = f(x). Tedy f je konstantni, coz je spor.

(b) Uvazujme Dirichletovu funkci D z Prikladu . Pak je kazdé kladné racio-
nalni ¢islo periodou funkce D, a tedy D nema fundamentalni periodu. Fy
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Limes superior a limes inferior.

4.4.14. Limes superior a limes inferior pro funkce zavedeme podobné¢ jako limes
superior a limes inferior pro posloupnosti, vizte a DefiniciP.4.9. Necht ¢ € R*
a f je funkce, pro kterou existuje n € R,n > 0, splnujici P(c,n) C O(f). Limes
superior funkce f v bodé¢ ¢ definujeme predpisem

pokud existuje ' € (0,7), ta-
) limg_q, sup f(P(c,8)), kové, Zze f je omezend shora na
limsup f(x) = o o/ ) P(c.1), "
e o0, jinak.

Jestlize nastava prvni moznost, tj., pokud existuje n € (0, n) takové, ze f je ome-
zend shora na P(c,n'), pak predpis § — sup f(P(c.8)) definuje redlnou funkci

na intervalu (0, 7'), ktera je neklesajici, a proto existuje uvedena limita podle Ve-

ty £.2.27(a). Definice je tedy korektni.
Limes inferior funkce f v bodé ¢ definujeme predpisem

pokud existuje n° € (0,7) tako-

limg_o, inf f(P(c,8)), Vé, Z i 4 1
liminf £(x) = mg_o, in f( (c )) \I/Je ze/ f je omezena zdola na
X—>c (c,n),

—00, jinak.
Podobn¢ jako v definici limes superior plyne existence limity v prvnim ptipadé
z Véty . Tentokrét pouzijeme jeji ¢ast (b) na funkei § + inf f(P(c,8)), kterd
je na intervalu (0, ') nerostouci.
Obdobné¢ definujeme limes superior a limes inferior v bod¢ ¢ zleva ¢i zprava,

prstencova okoli v predchozich definicich nahradime piislusnymi jednostrannymi
prstencovymi okolimi.

V Prikladech -jsou funkce f abod c jako v .
4.4.15. Priklad. Dokazte, Ze plati

li;n_)iglff(x) < limsup f(x). (4.27)

X—>C

Resend. Predpokladejme, ze existuje " € (0, 7) takové, Ze funkce f je na mnoziné
P(c,n') omezena. Pak pro kazdé § € (0, ') plati

inff(P(c,é)) <sup f(P(c,S)).

Podle definice lim sup a lim inf dostaneme

liinj?ff(x) = 81—i>I(I)1+ inff(P(c,S)) < (sl_i)rar sup f(P(c,S)) = lim sup f(x).

X—>C

V piipad¢, Ze neexistuje 7 s uvedenymi vlastnostmi, pak liminfy . f(x) =
—oo nebo limsup__, . f(x) = co. V obou piipadech pak (%.27) zfejmé plati. -
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4.4.16. Priklad. Limita limy_,. f(x) existuje pravé tehdy, kdyz limsup,_, . f(x) =
liminfy_,. f(x). Pokud lim,_,. f(x) existuje, pak plati
)161_)mc f(x) =limsup f(x) = 1i)rcn_)ig1ff(x). (4.28)

X—>C
Reseni. Zacneme s dikazem prvniho tvrzeni.

= Oznacme A4 = limy,. f(x). Rozlisime pripady podle hodnoty A. Predpokla-
dejme nejprve, ze A € R. Zvolme ¢ € R, & > 0. K nému nalezneme 6; € R,§; > 0
takové, ze
Vx € P(c,61): f(x) e (A—¢, A+ e).
Odtud plyne sup f(B(c,8)) < A + ¢ pro kazdé § € (0,6,). Podle definice limes
superior pak dostavame
limsup f(x) = Slil(l)n sup f(B(c.8)) < A+e.
—->04

xX—>C

Podobné¢ odvodime liminf, . f(x) > A —¢. Odtud a diky Ptikladu mame
0 < limsup f(x) —ligl_)iglff(x) <A+e—(A—¢g) =2

X—>C

Vzhledem k tomu, ze ¢ bylo voleno libovolné, dostavame pozadovanou rovnost.
Pokud 4 = oo, pak diky Prikladu stadi dokazat, ze liminfy_. f(x) =

00. Zvolme € € R, ¢ > 0. K nému nalezneme §; € R, §; > 0, takové, Ze
1
Vx e P(c,61): f(x) > —.
£

Odtud plyne sup f(B(c,d)) > % pro kazdé § € (0,4;). Podle definice limes superior
pak dostavame limsup . f(x) = lims_o, sup f(B(c,8)) > 1. Vzhledem k tomu,
ze ¢ bylo voleno jako libovolné kladné realné ¢islo, dostavame pozadovanou rov-
nost.

Pokud A = —o0, pak 1ze postupovat obdobné jako v pfedchozim pripadé.

< Oznadéme
A =limsup f(y) = lim_jnff(y).

X—>C
Opét rozlisime tii pripady podle hodnoty A. Pfedpokladejme nejprve, ze plati 4 €
R. Zvolme ¢ € R, & > 0. Nalezneme §;, 68, € R, §;, 68, > 0, takova, Ze

A—e<inf f(P(c,81)) a sup f(P(c,82)) <A+e.
Polozme § = min{§;, §,}. Pak plati
A—¢e<inf f(P(c,8)) <sup f(P(c,0)) <A +e

Tedy f(P(c,8)) C B(A,¢), takze limy. f(x) = A.

Pokud plati A = oo, pak pro dané ¢ € R, & > 0, nalezneme § € R, § > 0 takové,
ze inf f(P(c,§)) > % Tedy f(P(c,8)) C B(A,¢e). Odtud plyne lim, . f(y) = oo.
V pfipad¢é A = —oo lze tvrzeni dokazat obdobné jako v predchozim pripadé.

V ditkazu druhé implikace jsme ovéfili platnost . s
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4.4.17. Priklad. Platiliminfy_. f(x) = —limsup__, .(—f(x)).
Reéseni. Pro A C R pripomenme zna¢eni —A4 = {—x; x € A}.

Pomocné turzeni. Necht A C R. Potom plati inf A = —sup(—A4).
Pokud je 4 neprazdna a zdola omezena, pak pomocné tvrzeni plati podle Vé-

ty . Pokud je 4 prazdna, pak

supA = supf = —oo a inf(—A) = inf@ = oo,
takze dokazovana rovnost plati. Pokud A4 neni zdola omezena, pak —A neni shora
omezena, a proto sup(—A) = oo. Ponévadz plati inf A = —o0, dostavame dokazo-
vanou rovnost i v tomto pripadé.
Viastni teseni. Nejprve predpokladejme, ze existuje n € (0, ), takové, ze funkce f je
zdola omezena na P(c,n’). Potom plati i diky pomocnému tvrzeni

li;n_)iglff(x) = SEI& inf f(P(x,68)) = 81_i)r51+ —sup(—f(P(x,6)))

= 1_1)1(1)1 sup(—f(P(x,S))) = —limsup(— f(x)),

504 x—c
¢imz je tvrzeni v tomto pripadé dokazano.

V piipadé, kdy neexistuje " € R, > 0, takové, ze funkce f je zdola omezena
adefinovana na P(c,n’), pak také neexistuje n’ € R, ' > 0, takové, ze funkce — f je
shora omezena a definovana na P(c,n’). Podle definice dostavame lim sup ., (= f(x)) =
oo a liminf, . f(x) = —oc. Odtud plyne dokazovana rovnost. *

4.4.18. Priklad. Necht ¢ € R* a f, g jsou funkce definované na néjakém P(c, §).
Potom plati

lim inf(f(y) + g(»)) = liminf f(y) + lim infg(y),
limsup(/(y) + g(»)) < limsup f(y) + limsup g(»),

pokud jsou pravé strany definovany.

Reseni. Dokazeme pouze druhou nerovnost. Prvni nerovnost Ize dokazat obdobné.
Oznaéme

by =limsup f(x) a by =limsupg(x).

X—=>C xX—>c
Jeli by + by = o0, pozadovana nerovnost zjevné plati. Pfedpokladejme tedy, ze
b1 + by < oo anecht b’ € R je libovolné ¢islo vétsi nez by + b,. Snadno nalezneme
¢isla b, b} € R takova, ze by < b, by < b, ab]+b) < b'. Z definice nyni nalezneme
81,82 € R, 81,68, > 0, splnujici
sup f(P(x,81)) <b] a supg(P(x,8)) < bj.
Pro § = min{4,, 65} pak z Véty 1.5.21/(a) dostavame
sup(f + g)(P(c,8)) < sup f(P(c,8)) + sup g(P(x,d))
< sup f(P(c,81)) + sup g(P(c,é2))
<by+by<b.
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Tedy
limsup(f + g)(x) < b'.

X—>C
Protoze bylo b’ libovolné, plati
limsup(f + g)(x) < by + bs.
X—>C

Tim je dtikaz dokoncen. ¥y

4.5. Pocetni priklady k limité funkce

4.5.1 (metody vypoctu limit). Necht ¢ € R*, f je funkce a nasim tkolem je spo-
¢itat limitu funkce f v bodé c. Pokud je funkce f v bod¢ c spojita, pak plati
limy. f(x) = f(c) a vypocet je proveden. Casto se viak budeme setkavat se
situaci, kdy funkce f neni spojitd v bod¢ c. Jednou z moznosti, kterou bude-
me casto vyuzivat, je nalezeni funkce g, kterd je spojita v bod¢ ¢ a kterd se sho-
duje s funkei f na jistém prstencovém okoli bodu c¢. Potom podle plati
limy—c f(x) = limy—¢ g(x) = g(c).

Mezi dal$i metody patif pouziti véty o aritmetice limit (Véta.2.1), véty o dvou
straznicich (Véta @), véty o limité slozené funkce(Véta #.2.22) a vyuziti limit,
jejichz hodnotu jiz zname. V nasledujicich alohach tyto postupy podrobné pred-
vedeme. Dalsimi dilezitymi metodami jsou vypocet limity pomoci ’Hépitalova
pravidla a pomoci Taylorova polynomu, které jsou vsak uvedeny az v kapitolach
a

4.5.2. Priklad. Spoctéte
. o x242x-3
lim ———.
x—0 x2—1
Resend. Z. vime, Ze funkce x +— x2 4+ 2x — 3, x > x2 — 1 jsou spojité na R,
a proto
lim(x? +2x —3) = -3 a lim(x2—1) = —1.
x—0 x—0

Z véty o aritmetice limit funkei (Véta (c)) dostavame

oo x242x =3 limyoo(x2+2x—-3) =3
lim = = =

- -3
x>0  x2—1 limy_o(x2 —1) -1

4.5.3. Priklad. Spoctéte
. x24+2x -3
hm — Q= 1
x—1 x% -1
Resent. Diky spojitosti piislusnych funkei plati

lim(x24+2x—3)=0 a lim(x2 —1) = 0.
x—1 x—1
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v , 0 , , Vi v vy v v
Protoze vyraz g neni definovany, nelze pouzit pfimocare Vétu (c) Oznaéme
x242x -3

J@O) =——75—7— xeR\{-LI}
g(X)=;C:[i, x e R\ {-1}.
Pak (= D +3)
S(x) = m = g(x), x eR\{-1,1}.

Specialné tedy plati, Ze pro kazdé x € P(1,1) mame f(x) = g(x). Proto podle
limy_; f(x) = limy_ g(x), pokud alespon jedna z limit existuje. Posledni
limitu ale snadno spoc¢teme pomoci véty o aritmetice limit. Obdrzime tak

x+3  lime(x+3) 4

x1—>n]1 S xl—>rnl g(x) x1—>n11 x+1 limy 1 (x + 1) 2

s
4.5.4. Priklad. Spoctéte limitu
o x100 _ox 41
Iim ———M—.
x—>1 x50 —2x 4+ 1
Reseni. Zvolmen e N,n > 2,a vyjadieme
X 2x+1l=@"—-x)—(x—D=x@" -1 —(x—1)
n—2 ) n—2 )
=x(x— 1)(2)6}) —(x=-1=x- 1)(x<2x1) - l).
=0 j=0
Tedy dostavame postupem podobnym jako v Prikladu
w0 _gp D) - 1)
lim =5 = lim
=20 TS e (x( 0) — 1)
98
. X(Zj=0xj> —l 1.99-1 98 49
= l1im = = — = —,
x—>1x(2;18=0xj>_1 1-49—-1 48 24
ry

4.5.5 (limita racionalni funkce ve vlastnim bod¢). Necht P, Q jsou nenulové poly-
nomy a ¢ € R. Pro vypocet limity

P(x)
X Q)
lze uvést nasledujici obecny postup. Podle rozlozime uvazované polynomy:
P(x) =(x—¢)"P(x), x€R,
0(x)=(x—c)"0(x), xEeR,
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kde P, Q jsou polynomy, n,m € N U {0}, P(c) # 0a O(c) # 0. Rozli§ime nasledu-
jici ptipady.
Pripad m = n. Pak podle t.1.14 a Véty #.2.1/(c) obdrzime
P(x) ) P(x) P(c)
lim = lim .
x>e Q(x)  x=c Q(x)  O(c)

Pripadm > n. Zde budeme nejprve poditat jednostranné limity v bodé ¢. Tim zajis-
time, Ze funkce x = x —c nebude na (pravém ¢i levém) prstencovém okoli ¢ ménit
znaménko. Pro limitu zprava plati

lim P(x) _ . 1 ‘ﬁ(x) .. P(c)
x=er Q(x)  xoer (x—o)™ O(x) 0(c)
{oo, pokudP(c) > 0,

2(c)

_ P(c)
00, pokudQ() < 0.

Pro limitu zleva plati

lim P _ im ! : P )
x—>c— Q(x) x> (x —c)mn Q(x)

P i ’
_)® 50 pokud m —n je sudé,
—00 - EEC; pokud m —n je liché.

oo,  pokudm —njesudéa ZEC; >0,

—o0, pokudm —n jesudéa IQJEC; <0,

I pokud m —n je liché a 28 > 0,

e Tiché 4 PO
00, pokud m —n je liché a 30 < 0.

Z uvedenych vypoctt plyne, ze limita limy_,, % existuje pravé tehdy, kdyz je
¢islo m — n sudé. Pak plati

P(x) _)oo pokudP(c) > 0,

lim 0(c)

x—c _ P(c)
0(x) ) —oo, pokud 50 <0
Pripad m < n. Pak podle #.1.14 a Véty #.2.1/(c) obdrzime
. P(x) . —m P() P(c)
1 = 1 — n—m —~ =0.-— =
20w R TG0 T G0

4.5.6 (limita racionalni funkce v 00). Necht P, Q jsou nenulové polynomy. Pro
vypocet limity

T P(x)

xLHc}o 0(x)
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existuje také obecny postup. Zapisme polynomy ve tvaru
n m
P(x) = Zajxj a Ox) = Zbixi, x €R,
Jj=0 i=0

kde n,m € N, pro kazdé j € {0,...,n} platia; € R, pro kazdéi € {0,...,m} plati
bi € R, a, #0ab, # 0. Rozlisime opét tii pripady.
Pripad n = m. Pouzijeme Vétu a Priklad a obdrZime

P) _ @t Yoa X" ay

im = lim T = -
xX—00 Q(x) x>0 p 4 Zi=0 b; xi—n bm

Pripad n > m. Pouzijeme Vétu a Priklady , a obdrzime
Pa) _ o X (an + Ning @) 0o (an +0)

1 = Iimm
xX—00 Q(x) xX—00 by + sz=_01 bixi—m bm

oo,  pokud Z—;’Z >0,

—oo, pokud § <0.

Pripadn < m. Pouzijeme Vétu a Priklady , a obdrzime
P(x) y an + Y 1ZgajxI" _an+0

m = lim = = 0.
X—00 Q(x) X—>00 ym—n (bm + Z:"=—()1 bixi—m) 00 - by

4.5.7. Poznamka. Limitu racionalni funkce v —o0 je mozné pocitat obdobné jako
VE58
4.5.8. Priklad. Spoctéte limitu
. (2x =3)2°(3x +2)3°
lim
x—>00 (2x + 1)30

Resend. Polynom v ¢itateli ozna¢me P a polynom ve jmenovateli Q. Pro tyto poly-
nomy plati pro kazdé x € R

P(x) = (20 (30)™ + P(x),
0(x) = (2) + 0(),
kde P, 0 jsou polynomy stupné menstho nez 50. Podle plati
(2x —3)20(3x +2)% 220,330

. 3 30
lenc}o (2x 4+ 1)%0 o250 ()"

4.5.9. Priklad. Nechtn € N. Spoctéte limitu

g i) 1

x—1 x—1
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Resent. Pro x € R\ {1} vyjadiime
(T ) —n Y- I

x—1 x—1 x—1"

Pro kazdé j € {1,2,--- ,n} plati

J_1 x—1 j:l Xk
lim Al = lim ( )( k=0 )
x—1 X — x—1 x—1
-1
= lim x=j
x—1
=0

Z Veéty tady mame

. (27=1 xj) —n s . 1
pricemz posledni rovnost plyne z Prikladu proa=1ab=0. Fy

4.5.10. Priklad. Spoctéte limitu

. I+ mx)" = (14 nx)"
lim
x—0 x2

’

kde n,m € N.

Reseni. Citatel zadané funkce vyjadiime pro x € R jako

m

(1 4+mx)" =1 +nx)" = (Xn: (mx)f> (Z (nx)k)

_(1+ m+z Jomn)?) = (1 (G + 3 (2)ennr)

Protoze platl ( )m =nm=mn = (l)n, mame
(1 4+ mx)" — (1 +nx)™ = x> P(x),

kde P je polynom definovany predpisem

m

P(x):(Xn:( mIx72) = (3 ()nkk2). (4.29)

j=2 k=2

Z Veéty a Prikladu tedy dostavame

lim 1+ mx)" —(1+nx)™
x—0 x2

= lim P(x) = P(0).
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V zavislosti na n a m vyjadiime hodnotu P(0) z (), pficemz bereme v tivahu
konvenci zavedenou v Oznacenf (a):

0-0=0, n=m=1,
(M2 — (M2 _

P(0) = On (22)” n(Z)Z n=1m>1,
(2)'" _0:(2)’”’ n>1lm=1,
(g)mz - (r;)"2~ n>1,m>1.

Ve viech uvedenych piipadech je piislusna hodnota P(0) rovna %nm(n —m), coz

je tedy vysledek nasi ulohy. ry
4.5.11. Priklad. Nechtm,n € N. Spoctéte limitu

. m n
hm( — )
x—>1\1 — x™ 1—xn

Resent. Funkcei v zadané limité upravime takto

m n m(l —x™) —n(l —x™)
T—xm  1—xn (1—x")(l—xm)
_ m(l —x") —n(l—x™)
-0 (TS ) (- ()5 ) (30
_om(l—=x")—n(1—x") 1
- (1—x)? DI ST

Limity obou ¢initelt vypocitame zvlast. Pro kazdé x € R plati

n—1
m(l —x") =m(l —x) ij

j=0
n—1 n—1
=m(1-x)Y (/ =D+mI-x)) 1 (4.31)
j=0 j=0
n—1j—1
= —m(1 — x)? Z Z XK+ mn(l — Xx).
j=0k=0
Obdobné¢ plati
m—11-1
n(l—x™) = —n(l—x)ZZle + mn(l — x). (4.32)
i=0 [=0

Diky @.31) a #.39) plati pro kazdé x € P(1,1)
n—1 j—1 m—11-1

i _X(?__x';(zl mLONIN o N SO S

i=0k=0 i=0 =0
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Limitu funkce v bod¢ 1 na pravé stran¢ je jiz snadné dopocitat, nebot jde o poly-
nom. Mame tedy

T m(l —x") —n(l —x™) i n—1j-1 . m—1i-1 l
ol (1-x)2 _xl—>m1(_mzzx —i—nz x)

Jj=0k=0 i=0 [=0
n—1j—1 m—1i—1
=-m) Y l+4n 1
J=0k=0 i=0[=0
n—1 m—1
=—ij+nZi=—m-%n(n—1)+n-%m(m—1)
j=0 i=0

1
= smn(m —n).
Piimym pouzitim véty o limité podilu spoc¢teme limitu druhého ¢initele v )

. 1 1 1
lim = =

=1 (Y (X ) () () e

Odtud pomoci véty o limité sou¢inu odvodime vysledek nasi alohy

lim
x—>1

( m n )Z%mn(m—n) 1

l—xm 1—xn nm =2(m—n).

4.5.12 (prava rozdilu odmocnin). Necht f a g jsou funkce. Pfedpokladejme, ze
funkce h: x = / f(x) — /g(x) je definovana na P(c.6), kde c € R*,§ € R, 5 > 0.

P1i zkoumani funkce 7 na P(c,$) mize byt uzite¢na nasledujici dprava

)+ g f(x) — g(x)
VIO /20 JT0 + Ve

h(x) = h(x) -

pfi¢emz jsme pouzili vzorec (a — b)(a + b) = a* — b?. Nové vyjadreni funkce
muze byt nékdy slozitéjsi nez vyjadieni ptivodni, prece vsak prace s nim muze byt
jednodussi, jak uvidime na piikladech.

Obdobné¢ lze pracovat s funkci x — {/ f(x) — V/g(x), kde n € N. Zde lze

pouZzit vzorec pro rozvoj vyrazu a” — b", vizte [1.5.7.

4.5.13. Priklad. Spoctéte limitu

. o Vx+F13-2Jx+1
lim .
x—3 x2—-9
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Reéseni. Pro kazdé x € P(3,1) plati
V+13-2x+1  Vx+13-2Jx+1 Vx+134+2J/x+1

x2 -9 x2 -9 Vx+13+2/x + 1
_ (x+13)—4(x+ 1) 1
B x2-9 VX +13+42/x+1
—3(x —3) 1

T (x—3)(x +3) X F134+20x+1

Funkce
1

-3
x+3 Sx+1B34+2/x+ 1
je spojita na intervalu I = (2, 00) z nasledujicich davodi. Funkce x +— x + 13,
X = x + 1 jsou spojité na I dle . Vzhledem k Piikladu #.2.21| a Vété §.3.5
jsou 1 funkce x — VX F 13, x> Jx + 1 spojité na I. Déle jsou funkce x — x + 3,
X /X +13,x — «/x + 1 kladnéna I,a tedy je g, jakozto vysledek algebraickych

gx) = x € (2,00),

operaci provedenych na tyto funkce, spojita na I dle Véty . Odtud a také diky
mame
oo Mx+13-2x +1 ) -3 1
lim = lim .
x—3 x2—-9 x=>3x+3 Jx+134+2/x+1
-3 1 1

T 6 Ji6+2v4 16

4.5.14. Priklad. Spoctéte limitu

i VIi+x—+1-x
im .
=0 YT+x—J1—x
Reseni. Pro kazdé x € P(0,1) plati

JI+x—JV1—-x JT+x—+1—-x

3/1+x—«3/1—x - 3/1+x—«3/1—x
Vitx+V/T—x
TFr+/T—x
YA +x)2+ YA +x)(1—x)+ (1 —x)2
YA +x)2+ YA+ x)(1—x)+ (1 —x)2
Ll x—(1-x) JA+x2+ JA+x)0—x)+ /(1 —x)?
T l4x—(1-x) Jrx+vl—x
YA +x)2+ YA+ x)(1—x)+ (1 —x)?2
VI+x++/1-x '
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Z Véty a Ptikladu mame

T VI4+x—+1—x 3
im = —.
=0 YT+x—1—x 2

4.5.15. Priklad. Spoctéte limitu

Lim Jx+2-3x+20

1

=7 Yx+9-2

Resend. Upmva citatele. Pouzijeme vzorec z Prikladu pron = 6,a = ~/x+2
ab = /x + 20. Definujme funkci g predpisem

6 - .
glx) = Z(\/x + 2)6_1 - (¥x +20)", x € (0, 00).

i=1
Potom plati
lim7 g(x)=6.3% (4.33)
x—

a pro kazdé x € (0, 0c0) mame

(Vr+2)° = (Y2 +20)°  (x +2)° — (x +20)2
g(x) - g(x)
x3 +5x2 —28x —392
g(x)

Vx+2-3Yx+20=

Polynom v ¢itateli pfedchoziho vyrazu ozna¢me symbolem Q. Cislo 7 je korenem

Q a pomoci algoritmu z dostaneme, ze pro kazdé x € R plati
0(x) = (x — 7)(x* + 12x + 56). (4.34)

Upmva Jmenovatele. Opét pouzijeme vzorec z Piikladu , tentokrat pro n = 4,
a=Yx+9ab=2. Definujme funkci & predpisem

4

hx) =Y (¥ +9)" 720 (0.00).

i=1
Potom plati
lim7h(x) =4.2¢ (4.35)
X—>

a pro kazdé x € (0, 00) mame

x+9 -2 x—7

x+9-2 ) = )
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Kombinaci (#.33), (#.34) a (4.35) dostaneme pomoci Véty zaver
Vx+2-3Ix+20 (x = 7)(x% 4+ 12x +56)  h(x)

lim

= lim

x—7 Yx+9-2 x—7 g(x) X7
_(7P+12-7+56)-(4-2%)  189-4.2% 7.2°
B 6-36 T 6-36 0 34
&
4.5.16.

4.5.17. Priklad. Spoctéte limitu
Y1+ 1x— 414+ 1x
lim \/ 3 \/ iy

x—0 / 1
1-— I—E.X

Resent. Uprava Gitatele. Pro zjednoduseni zapisu definujme na intervalu (—1, 1) po-

mocné funkce
a(x) = 3,/1+%x a b(x) = 4,/1—}—%)6.

Podle vzorce z Ptikladu pro n = 12 plati pro kazdé x € (—1,1)

12
a(x)'? =b(0)'? = (a(x) = b(x)) - Y a(x)* b

k=1
Pro x € (—1, 00) ozna¢me jesté

12

c(x) =Y a(x)*Fpx)F .

k=1
Pak pro kazdé x € (-1, 1) mame

12 _ 12
i b= i =t b = 2

G- (D)

c(x)
1

(
= & (2 OG- OGN
S

e

c@)
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kde P je polynom.
Uprava jmenovatele. Déle pro kazdé x € (—1,1) plati

1-(1-1x) 1 x
xz—zi-—.
1+/1—12x 1+/1—1x

1—4/1—

ST

Rdvérecny vipocet. Funkce a a b jsou spojité v 0, a proto je v 0 spojita i funkce c. Plati
a(0) = b(0) = 1, a tedy limy 9 c(x) = ¢(0) = 12. Podobn¢ jako v predchozich
ulohach dostavame

= limL (1—72+XP(X))-2-(1+ 1—%)()

x—=0 ¢(x) ’
1 7
_ LT,
12 12 36
Y
4.5.18. Priklad. Spoctéte limitu
. x+ Vx4 Jx
m +~—
X—>00 /x + ﬁ
Reseni. Pomoci Véty a Prikladu spocteme
oV VE xR
hm _——-— - hm - . -
X—>00 x + \/} X—>00 /x + ﬁ \/_;
1 1
L+4/x+ Vs
= lim =1
X—>00
1+/L
ry

4.5.19. Priklad. Spoctéte limitu

lim x3 (¢x+2—2¢x+1+ﬁ).

X—>00
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Reéseni. Pro kazdé x € (0, 00) plati
VX +2-2/x+1+/x

Y, Sy Y

x+2—(x+1 n x—(x+1
T Aot adl Jitsard

_ 1 B 1 XV T2 - Vx4 ]
VA 2+ VAT rVa Tl (Va2 VR ) (Vr + V)
VX —x+2

T (2D (Sr VD)
-2

- (Vr + 24+ Vx+1)(Vx+ Vx+ 1) (VX +Vx+2)

Proto plati

lim x3 (Vx +2—2Vx + 1 + VX)

x—>00
. -2
e (Vi+2+ 1+ )1+ i+ D) (1+1+2)
-2 1
T 222 4
*
4.5.20. Priklad. Spoctéte limitu
lim [ x2+5]+x
x>0 /X2 + 1 + [3x] [3x]

Reseni. Protoze pro kazdé x € R plati [x] < x < [x] + 1, dostavame pro kazdé
x € R,x > 1, odhady

VX254 x—1 [x2+5]+x< VX2 ¥ 54 x

4.36
Vx4 1T4+3x 0 Vx2+H14[3x] 0 Vx2+1+43x (230
Ozna¢me pro x € R, x > 1,
£0) Vx2+5+x—1 ) Vx2+54x
= a = .
Vx24+1+3x & Vx2+1+4+3x—1
Pak
JI+Z+1-%
lim f(x) = lim = - (4.37)
X—>00 xX—>00 /1 + xz +3 2
a
1+ x_2 +1 1
lim g(x) = lim = —. (4.38)
xX—>00 X—00 2
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Oznadime-li
[ x2 4+ 5] + x

VX2 F 1+ [3x]
dostavame z ) nerovnosti

f(x) = h(x) = g(x), x€(1,00).
Diky Véte tak z £.37) a plyne

1
lim h(x) = 2.

h(x) = x € (1,0),

X—>00

4.5.21. Priklad. Ukazte, Ze
. x(sinx —1)
lim ————
X—>00 x2 +1

neexistuje.

T, y ey Ginx—1) _ . _
Resent. Pro spor predpokladejme, ze limy_, o0 % = A € R*. Ozna¢me f(x) =

«/x);ﬁ’x € R. Pak

e
lim £(x) T 1 |
im f(x)= lim ——— =1.

X—>00 X—>00 }1 + xLz

Uvazujme pro n € N body

Xy = % +2mn, y, =2nn.

. . o (sinx—1) .
Pak {x,} a {yx} jsou posloupnosti v defini¢nim oboru funkce % konvergujici

k 0o, a proto z Heineovy véty (Véta ) plyne

A= lim f(x,)(sinx, —1)= lim 0=0
n—00 n—oo

A= nli‘E‘o f(yn)(siny, — 1) = nlggo fOn)(=1) = -1

x(sinx—1)

To je ale zfejmy spor, takze limy_s o0 “/vioy Deexistuje. 2






KAPITOLA 5

Derivace funkce

Derivace funkce je po pojmech limity posloupnosti a limity funkce dalsim
klicovym pojmem matematické analyzy. V této kapitole odvodime jeho zakladni
vlastnosti a pomoci néj budeme zkoumat hlubsi vlastnosti funkci.

5.1. Zakladni vlastnosti derivace

5.1.1. Definice. Nechta € R a f je funkce. Jestlize existuje limita

Y Sfla+h)— f(a)
m——=

h—0 h

.1)

pak tuto limitu nazyvame derivaci funkce f vbodéa a znac¢ime ji f’(a). Obdobné
definujeme derivaci zprava a derivaci zleva funkce f vbodé a predpisy

o f@th) - f(@) o fath = f@
m — a m —.

h—04 h h—0_ h

Derivaci zleva v bod¢ a derivaci zprava v bod¢ nazyvame jednostrannymi deriva-
cemi.

5.1.2. Oznaceni. Jestlize existuje derivace funkce f v bodé¢ a € R, pak je urce-
na jednoznacné. Tvrzeni bezprostfedné vyplyva z definice derivace a Véty
o jednoznacnosti limity funkce. Obdobna tvrzeni plati pro jednostranné derivace.
Derivaci funkce f v bodé a, derivaci funkce f v bodé a zprava a derivaci funkce

f vbodéa zleva budeme po radé znacit f'(a), f1(a)a f'(a).
5.1.3. (a) Pri pocitani derivace funkce f v bodé a € R mohou nastat tyto pripady:

neexistuje,
derivace v bodé a ... \vlastni, tj. je rovna realnému dislu,
existuje a je O
nevlastni, tj. je rovna 400 nebo —oo.

(b) Z existence f’(a) plyne, ze funkce f je definovana na jistém okoli bodu a.
Podobné z existence f] (a) plyne, ze funkce f je definovana na jistém pravém okoli
bodu a. Obdobné tvrzeni plati i pro derivaci zleva.

255
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(c) Derivace realné funkce v bodé ma lokdini charakter. To znamena, ze jestlize se
funkce f a g shoduji na néjakém okoli bodu a € R a existuje f'(a), pak existuje

1g'(a) aplati f'(a) = g'(a). Srovnejte s .

5.1.4 (geometricky vyznam derivace). Podil %(f(a + h) — f(a)) je smérnicf afinni
funkce, jejiz graf obsahuje body [a, f(a)] a [a + h, f(a + h)]. Pfiblizujeme-li bod h
k 0, pak, pokud f’(a) existuje vlastni, se prislusna afinni funkce v jistém smyslu

priblizuje k afinni funkci se smérnici f”(a), jejiz graf obsahuje bod [a, f(a)].

OBrAZEK 1.

5.1.5. Definice. Necht f je funkce, a € R a f’(a) existuje vlastni. Pak te¢nou ke
grafu funkce f vbodéa nazyvame afinni funkciz: R — R definovanou predpisem

t(x) = f(@) + f'(a)- (x —a), xeR.
5.1.6 (aproximacni vlastnost te¢ny). Necht f,f a a jsou jako v Definici b.1.5. Pak

te¢na t ma nasledujici dilezitou vlastnost

lig L) =) ) = @)~ @) (x —a)
m ——— = lim

x—a X —a x—>a X —d
= lim (M — f’(a)) = f'(a) — f'(a) = 0.
x—a X —a

Funkce ¢ tedy v blizkosti bodu a dobfte piiblizuje (aproximuje) chovani funkce f
ve vy$e uvedeném smyslu.

5.1.7 (diferencialni pocet jako nauka o linearizaci). Te¢na ke grafu funkce f v bo-
d¢ a je afinni funkce, a jde tedy o jednoduchy objekt, ktery poskytuje informaci
o chovani obecné slozitéjsiho objektu, totiz funkce f. Te¢na nese jen ¢ast infor-
mace o chovani f, ktera vsak n¢kdy muze byt dostate¢na pro zkoumani jistych
vlastnosti funkce f. Pokud pfi feseni néjakého problému nahradime funkci f jeji
te¢nou, hovotime o linearizaci. Moznosti a korektnost takovych postupt budeme
zkoumat v této i dalsich kapitolach.
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5.1.8 (alternativni vzorec pro vypocet derivace). Nechta € R a f je funkce. Potom
plati

I f(a+h)—f(a)_1. S(x) = f(a)
m———-= = |lim ——————~

h—0 h x—a X —a (52)
pokud alespon jedna z limit existuje. Odtud plyne alternativni vzorec pro vypocet
derivace

fi@) = lim T =J@
x>a X —a
Obdobné¢ plati
f-f/—(a): lim M /(@) = lim f(x)—f(a),
¥at X —da x—a_ X —a

vzdy ma-li alespon jedna ze stran rovnosti smysl.

Ovéfime rovnost @) Predpokladejme, Ze existuje limita na levé strané. Pak je

funkce
Fy = L0 = 1@

definovana na jistém prstencovém okoli bodu 0. Ozna¢me dale g(x) = x—a, x € R.
Funkce g splnuje lim,4 g(x) = 0 a g(x) # 0 pro kazdé x € R\ {a}. Podle véty
o limité slozené funkce (Véta (P)) dostavame

lim L0 = f@ _ . fla+h)— f(a)

im ¥—————~ = m—

a

lim ——— ;l_r}}l F(g(x)) = %Lo )

Nyni naopak piedpokladejme, Ze existuje limita na pravé strané (6.9). Potom je

funkce
f(x) = fla)
X—a
definovana na n¢jakém prstencovém okoli bodu a. Ozna¢me dale u(h) = a+h, h €
R. Funkce u splnuje limp,_.o u(h) = a au(h) # a pro kazdé h € R\ {0}. Podle véty
o limité slozené funkce (Véta (P)) dostavame

i fla+ = f@)
m-—-

h—0 h

G(x) =

= lim G(u(h)) = lim S = f@

h—0 x>a  x—a
5.1.9. Véta (vztah derivace a jednostrannych derivaci). Nechta € R a f je funkce.
Potom f”(a) existuje pravé tehdy, kdyz existuji f{ (a)a f’(a) aplati f](a) = f/(a).
Navic pokud f”(a) existuje, potom f’(a) = f{(a) = f’(a).

Diikaz. Tvrzeni bezprostfedné plyne z definice derivace, definice jednostrannych
derivaci a Véty |

5.1.10. Definice. Necht f je realna funkce. Potom defini¢nim oborem funkce f”
budeme rozumét mnozinu vsech x € D(f), pro ktera existuje vlastni f’(x).

5.1.11. Priklad. Nechtc e R, f(x) = ¢, x € R,aa € R. Dokazte, Ze plati f'(a) =
0.
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Reseni. Podle plati
S(x)—fl@) lim &
=2 2 = lim

f'(a) = lim ¢ —Yimo=o.

x—a X —a x—a x —a x—a

&»

5.1.12. Priklad. Nechtn € N, f(x) = x", x € R,aa € R. Dokazte, ze plati
f'(a) = na™1.

Resend. S pomoci Prikladu spocteme

n__ .n _ n
f'(a) = lim il — lim 2=2. ijn_kak_1
x—a X —a x—a x —a
k=1
n n
_ 1 —k k=1 _ —k k=1 _ -1
—)11_1)1}12)6” a —Za” a“ =na".
k=1 k=1
Predposledni rovnost plyne ze spojitosti polynomu (Ptiklad . *
5.1.13. Priklad. Necht f(x) = |x|, x € R. Dokazte, ze f'(0) neexistuje, f(0) = 1
a f/(0)=-—1.
Reéseni. Podle mame
Py 1 SO = SO o x
f+(0)—x1_1)1(1)1+ x—0 _x1—1>r(r)l+)_c - 17
£1(0) = lim SO-FO _ o =X
x—>0_ x—0 x—>0— X

Protoze se jednostranné derivace funkce f v bodé 0 nerovnaji, vyplyva z Véty ,
ze f'(0) neexistuje. Iy

5.1.14. Priklad. Necht f(x) = signx, x € R. Dokazte, ze f’(0) = oo.

Reseni. Plati

fn e SO SO) T
f+(0)_xl—l>r(1)l+ x—0 —x1_1)1(1)1+x—00,
ry - (e SO~
FO=Ip e AT
Z Véty p.1.9 tedy vyplyva, ze f'(0) = oo. s

Z Prikladu plyne, Ze existence (nevlastni) derivace funkce f v bodé¢ a
nezarucuje jeji spojitost v a. Jestlize vsak ma f vlastni derivaciv a, pak je jiz v tomto
bodé spojita.

5.1.15. Véta (derivace a spojitost). Necht funkce f ma v bodé a € R vlastni deri-
vaci. Potom je f v bod¢ a spojita.
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Diikaz. Podle véty o aritmetice limit pro funkce (Véta plati

tim 700 = lim (L9 2D o) 4 f)
= f(@)-0+ f(a) = f(a),
nebot f(a) existuje vlastni. Funkce f je tedy v a spojita. ]

5.1.16. Tvrzeni obdobné Véte plati i pro jednostranné derivace: existuje-li
vlastni f7 (a), pak funkce f je spojita zprava v bodé a a existuje-li vlastni f’(a),
pak funkce f je spojitd zleva v bod¢ a. Dikaz lze provést obdobné jako diukaz
predchozi véty.
5.1.17. Véta (aritmetika derivaci). Necht a € R a f, g jsou funkce, které maji
v bodé a derivaci.

(a) Pak plati

(f +8)(@) = f(a) + g'(a),
je-li vyraz na pravé strané definovan.
(b) Necht alespon jedna z funkci f a g je spojita v bodé a. Potom plati

(f8)'(@) = f(a)g(a) + f(a)g' (@),

je-li vyraz na pravé strané definovan.
¢) Necht funkce g je spojita v bodé a. Potom plati
(¢) Necht funkce g je spojita v bodé a. P plati

(i)’(a) _ f(a)g(@) - fla)g' (a)
g g%(a)

je-li vyraz na pravé strané definovan.

Diikaz. (a) Je-li vyraz f'(a) + g'(a) deﬁnovén, pak podle definice derivace a véty
o aritmetice limit pro funkce (Véta #. mame

(f +8= llm AVACES h) +gla+h)— f(a)—gla)
= hm F(fla+h) = f(a) + hm #(ga+h)—g(a)
= f (a) +¢'(a).
(b) Piedpokladejme, s funkee g je spojitd v bodé a a viraz f'(a)g(a) + f(a)g'(a)

je definovan. Potom limj,_,¢ g(a+h) = g(a) a diky této rovnosti dostaneme pomoci
definice derivace a véty o aritmetice limit pro funkce

(f8)'(@ = lim 3(f(a +hg(a+h) = f@)g(@)
im £(f(@+h)ga+h) - f@)ga+h + f@ga+h = fa)ga)
z( fla+h) - f@)gla+h + f@)gla+h —g@))
- hm F(fa+h) = f@)gla+h) +1im & f@(g(a+h) - g(@)
- T + f@g@)
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V ptipadé, ze je v bodé a spojita funkce f, postupujeme obdobné.

(c) Predpokladejme, ze vyraz na pravé strané dokazované rovnosti je definovan.
Potom g(a) # 0 a mizeme pocitat

(f)ka)::hnll(f(a+-h)__f@0)

I h—0h\gla+h) gla)
_ fla+h) — f(a) gla+h)—gla)
= i h)g(a)( I g@) = J@ 3 )
1 fla+h) — f(a) : gla+h)—ga)
= @ T @ (xli% h gla) - lim f (“)T>
1 !/ /
= 2@ (f(@)gla) — f(a)g'(@)).
Pti vypoctu jsme vyuzili vétu o aritmetice limit a vztah limj,_¢ g(a + h) = g(a),
neboli spojitost funkce g v bodé a. [ ]

5.1.18. Tvrzeni Véty plati obdobné i pro jednostranné derivace.

5.1.19. Pokud jsou derivace funkci f a g v bodé a vlastni, pak jsou splnény pred-
poklady platnosti vztaht v bodech (a) a (b) pfedchozi véty. Pokud navic g(a) # 0,
pak jsou splnény i predpoklady pro bod (c).

5.1.20. Pomoci matematické indukce mtZeme rozsitit platnost tvrzeni (a) a (b)
z predchozi véty nasledovné. Nechtn € N,a e Ra f1,..., Jn jsou funkce, které
maji v bodé¢ a derivaci.

(a) Pak plati

(i fi) (@ = 3 .
=1 j=1

je-li vyraz na pravé strané definovan.
(b) Necht jsou funkce f1,..., f, spojité v bod¢ a. Potom plati

([Tr)@=Y (k- [] fw@)
i=1 k=1 i=1,j#k
je-li vyraz na pravé strané definovan.
5.1.21. Priklad. Nechtn € N, aq,..., an € Ra f(x) = ap +ayx + -+ ayx",
x € R. Dokazte, ze

f'(x) = ay +2asx 4+ -+ na,x"', xeR.

Reseni. Vzorec plyne z Prikladt , a Véty (a),(b). -
5.1.22. Priklad. Definujme funkce f a g predpisy
. —signx prox # R\ {0},
f(x) =signx a gx) =14, 8 P f \ 103
3 pro x = 0.
Dokazte, ze f'(0) a g'(0) existuji, ale (f + g)'(0) neexistuje.
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Reésend. Z Piikladu vime, Ze f’(0) = oo, a podobné spocteme g'(0) = —oo.
Dile plati

£) + () = {? pro.x € %1 {0)

5 prox =0.
Opét snadno vypocitame, ze (f + g)/, (0) = —oc a (f + g)"(0) = oc. Tedy podle
Véty (f + g)'(0) neexistuje. »

5.1.23. Predchazejici priklad ukazuje, Ze z existence derivaci funkci f a g vbodéa
obecné neplyne existence derivace funkce f 4+ g v bodé a. Funkce uvedené v tomto

ptikladu oviem nespliuji podminku Véty p.1.17(a), totiz Ze vyraz f'(a) + g'(a)
ma byt definovén, tento piedpoklad Véty p.1.17(a) tedy nelze vynechat. Obdobné
priklady vztahujici se k ¢astem (b) a (c) jsou uvedeny v oddﬂu\’@.

5.1.24. Véta (derivace slozené funkce). Necht funkce g je spojita v bod¢ a € R,
ma v tomto bod¢ derivaci a funkce f ma derivaci v bod¢ g(a). Pak plati

(fog)(a) = f'(g@) &), 6.3

C o, , y ,
je-li vyraz na pravé strané definovan.

Diikaz. Ozna¢me b = g(a). Definujme pomocnou funkci ¢ predpisem

J(y) - f()
—-b

p(y) = . Yy eD()\1{b}.

Diky existenci f”(b) plati lim,_,, ¢(y) = f’(b). Diikaz nyni rozd¢lime na dva pii-
pady podle toho, zda je g’(a) rtizna od 0, nebo rovna 0.

Pripad g'(a) # 0. Podle Véty (a) nalezneme 7 > 0 takové, ze

Vx e P(a,n): w # 0.
Odtud plyne
Vx € P(a,n): g(x) # g(a). (5.4)

Potom podle predpokladu plati limy_., g(x) = g(a). Nyni pouzijeme Vétu #.2.29(P)
pro slozeni vnéjsi funkce ¢ s vnitini funkci g. Podminka (P) je splnéna diky (5.4).
Dostaneme

lim L8 ZSE@) _ 0 00 y) = lim o) = £/B). (5.5)
r—a o g(x) —gla) x—a y—b

Odtud podle véty o limité soucinu (Véta (b)) dostavame
L 000~ (fon)@ _ . fgl) ~ fg@) | g(x) ~ g@)

x—a X —d x—a g(x) _ g(a) x—a
= f'(b)-¢'(a),
pficemz jsme vyuzili @), predpoklad existence g'(a) a také predpoklad, ze vyraz
/' (b) - g'(a) je definovén.
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Pripad g'(a) = 0. Protoze vyraz na pravé strané @ je definovan, je f’(b) vlastni.
Podle Véty nalezneme C > 0 a § > 0 takova, ze pro kazdé y € P(b,§) plati
lp(»)| < C. Odtud plyne

Vy € B((b.8): |f(y)— f(b)| = Cly —bl. (5.6

Nerovnost v @) plati i pro y = b, nebot na obé strany nerovnosti jsou nulové.
Zvolme ¢ > 0. Z definice derivace nalezneme ¢ > 0 takové, ze plati

Vx € P(a,01): (W’ <& .7)

Diky spojitosti g v a existuje 02 € (0, 01) takové, ze plati
Vx € B(a,02): g(x) € B(b,9). (5.8)
Pro kazdé x € P(a, 02) pak plati g(x) € B(b,§) a podle @, @) mame
(f Og)(x)—(fog)(a)‘ _ 1fe) = fB)| _ Clg(x) —b]

X —a |x —al - |x—al
_ C_}g(X)—g(a)‘ “C.e
xX—a
Odtud plyne
(f 09/ @ = lim SOV OO@ _ o 1y gr(a)
Tim je dtikaz dokoncen. [

5.1.25. Ve Vété je predpoklad spojitosti funkce g v bodé¢ a automaticky
splnén, je-li g’(a) vlastni, jak plyne z Véty .

Predpoklad spojitosti vnitini funkce ve Vété nelze obecné vynechat, jak

ukazuje nasledujici priklad.
5.1.26. Priklad. Necht funkce f a g jsou definovany pomoci predpist

i e R\ {0},
fO» =1y, yeR, g(x)={51g1nx prox_ MO
- pro x = 0.

Dokazte, ze vyraz f'(g(0)) - g’(0) ma smysl, ale presto (f o g)'(0) neexistuje.

Resend. Podobné jako v Prikladu odvodime, ze g’(0) = oo. Dale zfejmé plati
f’(—%) = —1. Vyraz

f'(g(0)-g'(0) = f'(—3) &' (0) = (=1)- 00 = —c0
tedy ma smysl. Dale plati

pro x € R\ {0},
prox =0,

(fo) =1,
2

a tedy (f 0 g) (0) = —oo, (f o g)/, (0) = oo, takze (f o g)'(0) neexistuje. a*
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5.1.27. Véta (derivace inverzni funkce). Necht a je vnitinim bodem intervalu 1
a f je spojita a ryze monoténni funkce na 7. Oznaéme b = f(a).

(a) Necht f’(a) existuje a je nenulova. Potom plati

1
() = ——.
(7)) @
(b) Necht f’(a) =0a f je rostouci na I. Potom plati (f 1) (b) = occ.
(c) Necht f’(a) =0a f je klesajici na I. Potom plati (/1) (b) = —cc.

Diikaz. Nejprve provedeme nékolik predbéznych tvah, které pak vyuzijeme v diika-
zech jednotlivych ¢asti véty. Interval I je nedegenerovany, nebot obsahuje vnitini
boda.Z Véty@ pak vyplyva, ze mnozina J = f(I) je interval. Dle Véty
navic vime, Ze inverzni funkce f~': J — [ je spojitd a ryze monoténni. Diky to-
mu, ze a je vnitinim bodem 7, nalezneme § > 0 takové, ze B(a,8) C I. Protoze a je
vnitinim bodem 7 a f' je ryze monoténni, je také b vnitinim bodem J. Nalezneme
tedy & > 0 takové, ze B(b,e) C J. Ze spojitosti funkce f v bodé a plyne, Ze toto §
Ize zvolit tak, aby f(B(a. 8)) C B(b, ¢). Definujme pomocnou funkci ¢ predpisem

_ fx)— f(a)
N x—a

@(x) x € P(a,é).

Pak plati
lim ¢(x) = f/(a). (5.9
x—a
Ze spojitosti f 7! vbodéb plynelimy_,;, f~'(y) = f~1(b) = a. Protozeje f ! ryze
monoténni, miZzeme pouzit Vétu (P) pro slozeni vnittni funkce f~! s vngjsi
funkci ¢ a odvodit z D
I y—>b
im
y=b f71(y) = f71(b)

(a) Podle véty o limité podilu (Véta (C)) a dostavame
-1 -1
o e ST = D) ! 1
(/) @) = lim

= lim = .
— y—b ’
b e @

=y1igi(90°f’1)(y) = lim ¢(x) = /'(@). (5.10)

(b) Definujme pomocnou funkci ¢ predpisem
y—>b
) = :
YO TG - )
Podle ) mame lim,_,, ¥ (y) = 0. Funkce ¥ je na prstencovém okoli P (b, ¢)
kladna, nebot funkce /™! je rostouci na J. Z Véty pak plyne
ST
y—b y=>b ¥ (y)

y e P(b,e¢).

(71 () = lim
y—b

(c) Tvrzeni dokazat obdobné¢ jako v predchozim pripadé. [
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5.1.28. Priklad. Nechtn € Na g(y) = #/y, y € (0,00). Dokazte, ze

Vb

/b=
g () Py

b € (0, ).

Resent. Definujme funkci f predpisem f(x) = x", x € (0,00), a ozna¢me I =
J = (0,00). Potom f: 1 — J jena I spojita a rostouci. Pro funkci g: J — [
plati g = f~'. Zvolme b € J. Oznaéme a = g(b), nebolia = Ub. Pak podle
Véty (a) a Ptikladu p.1.12 mame

1 1 a Vb
)= ——=—— =L -
f'(a) na na nb

*
5.1.29. Neni tézké ovérit, ze je-lin € N\ {1}, a g(y) = 2/y, y € [0,00), pak
g4(0) = oo.

5.1.30. Priklad. Nechtn € N\ {1} je liché a g(y) = 2/y, y € R. Pak

g(b) = %E pro b € R\ {0},
oo prob=0.

Reseni. Definujme funkci f predpisem f(x) = x",x € R, a oznaéme [ = J =
(—00,00). Potom f: I — J jena I spojita a rostouci. Pro funkci g: J — I plati
g = /"' Zvolme b € J,b # 0,aa = g(b). Pak podle Véty (a) a Piikla-
da a dostaneme obdobné¢ jako v Prikladu

. 1 Vb
gb) = e = .
f'(a) nb
Jellib =0, paka =0, f'(a) =0, a tedy g'(0) = oo podle Véty p.1.27(h). *

5.1.31. Véta (nutna podminka existence extrému). Necht f je funkceaa je bodem
lokalniho extrému funkce f. Potom bud f”(a) neexistuje, nebo f’(a) = 0.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze f'(a) existuje a je rizna od 0. Uvazujme nej-
prve ptipad f’(a) > 0. Dle Véty (a) nalezneme § > 0, takové, Ze
Vx € P(a,d): M > 0.
xX—a
Odtud plyne, ze pro kazdé x € Py (a,$§) plati f(a) < f(x)apro kazdé x € P_(a,d)
plati f(a) > f(x). Tedy f nema v a lokalni extrém, coz je spor. Obdobné lze
odvodit, ze funkce f nema v a lokalni extrém ani v ptipadé, kdy f’(a) < 0. ]

5.1.32. Funkce f(x) = |x|, x € R, nabyva svého mimima na R v bod¢ 0, ale f/(0)
neexistuje podle Prikladu .
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5.1.33. Definice. Necht funkce f ma na jistém okoli bodu a € R vlastni derivaci.
Druhou derivaci funkce f v bodé ¢ budeme rozumét

@ (g) = lim f'la+h)— f(a)
1 ,

—0 h

pokud limita existuje.

Necht nyni n € N a funkce f ma v jistém okoli bodu a € R vlastni n-tou
derivaci (znac¢ime ji symbolem f™). Pak (n + 1)-ni derivaci funkce f v bodé a
budeme rozumét

f™@+h)— )
P :

£t @) = lim
h—0

pokud limita existuje. V této souvislosti prvni derivaci rozumime jiz definovany
pojem derivace.

5.1.34. Oznaceni. Druhou a tfeti derivaci funkce f v bodé a € R ¢asto znacime

po tad¢ jako f"(a) a f"(a).
5.1.35. Priklad. Nechtn € N a x € R. Spoctéte sin®™ (x) a cos™ (x).
Resend. Funkce sinus. Pocitejme
sin’(x) = cos(x),
sin”(x) = cos/(x) = —sin(x),
sin”(x) = (—sin)'(x) = — cos(x),
sin®(x) = (= cos)'(x) = sin(x).

Pokud n zapiSeme ve tvarun = 4k + j, k e NU{0}, j € {0, 1,2, 3}, snadno pomoci
matematické indukce odvodime

sin@*+7) (x) = sin¥) (x).

Funkce kosinus. Podobné jako v predchozim pripadé obdrzime
cos'(x) = —sin(x),
cos”(x) = (=sin)’(x) = —cos(x),
cos”(x) = (= cos)'(x) = sin(x),
cos™ (x) = sin’(x) = cos(x),

cos™+D(x) = cos(x), keNU{0}j {01,273}
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5.2. Véty o stiedni hodnoté

5.2.1. Véta (Rolle). Nechta,b e R,a <b,a f:[a,b] = R je spojita funkce. Je-li
f(a) = f(b)a f maderivaci v kazdém bodé¢ intervalu (a, b), pak existuje ¢ € (a, b)
takové, ze f'(c) = 0.

Diikaz. Podle Véty nabyva funkce f na intervalu [a, b] svého maxima i mi-
nima. Ozna¢me m = min f ([a,b]) a M = max f ([a,b]). Pak

m < fla) = f(b) = M. (¢.11)

Jestlizem = M, potom je funkce f konstantnina [a, b]. Z Prikladu vyplyva,
ze f'(c) = 0 dokonce v kazdém bodé ¢ € (a, b).

Nyni predpokladejme, ze m < M. Potom musi byt alespon jedna z obou ne-
rovnosti v ) ostra. Predpokladejme, ze plati f(b) < M. Nalezneme ¢ € [a, b]
splnujici f(c) = M. Potom ¢ ¢ {a,b}, a tedy ¢ € (a,b). Pak f nabyva v bodé
¢ svého maxima na intervalu [a, b] a existuje v ném derivace podle predpokladu.

Podle Véty tedy plati f'(c) = 0.

Jestlizem < f(a), paklze postupovat obdobné jako v predchazejicim pripadé.

hotov. [
5.2.2. Geometricky lze interpretovat Vétu tak, ze za predpokladii véty graf

funkce f obsahuje bod [c, f(c)], kde ¢ € (a,b), v némz je te¢na ke grafu f rovno-
bézna s osou x.

O ——— e —— — -

OBRAZEK 2.

Michel Rolle (1652 —1719)
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5.2.3. Ve Vété nelze predpoklad o existenci derivace v bodech intervalu (a, b)
vynechat. Napiiklad pro funkei f(x) = |x], x € [-1, 1], kterd je na intervalu [—1, 1]
spojitd, plati f(—1) = f(1), ale funkce nema v zddném bod¢ intervalu (-1, 1) nu-
lovou derivaci.

5.2.4. Véta (Lagrangeg). Nechta,b e R,a <b,a f: [a,b] = R je spojita funkce,
ktera ma v kazdém bodé¢ intervalu (a, b) derivaci. Pak existuje ¢ € (a, b) takové, ze

b)— f(a
=101
—a
Diikaz. Myslenka ditkazu spociva v ptevedeni problému do situace, ve které bude
mozné pouzit Rolleovu vétu (Véta ). Definujme pomocnou funkei g predpi-
sem
b)— f(a
s =0 - TOTD (0 ven

Pak g je spojita podle Véty a Prikladu . Piimocary vypocet navic dava
g(a) = g(b). Protoze v kazdém bod¢ intervalu (a, b) ma funkce
IO - f@
b—a

vlastni derivaci (Priklad ) a funkce f derivaci, existuje podle Véty (a)
derivace g vkazdém bodé¢ intervalu (a, b). Diky Vété nalezneme bod ¢ € (a, b)

splnujici g’(c) = 0. Protoze pro kazdé x € (a, b) plati

(x—a), x¢€la,b],

g = 1 - LU 21D
—da
dostavame
0=¢'0 = /0 - D@
Tedy f'(c) = —f(b;:‘{(a)‘ (]

5.2.5. (a) Za predpoklada Véty muzeme prirastek funkce f na intervalu
[a, b], ktery je roven f(b) — f(a), vyjadfit takto
fb) = fla) = f'(c)- (b —a),

tedy jako soucin piiristku proménné x a derivace v jistém bod¢ ¢, o jehoz poloze
vime jen tolik, ze patii do (a, b).

(b) Uvédomme si, ze ani Véta ani Véta netikaji nic o tom, kolik bodii ¢
s danou vlastnosti existuje. Rikaji pouze, ze takovy bod je alespon jeden.

(c) Geometricky lze interpretovat Vétu tak, Ze za uvedenych predpokladii ob-
sahuje graf funkce f bod [c, f(c)], v némz je te¢na ke grafu f rovnobézna s prim-

kou spojujici body [a, f(a)] a [b, f(b)].

2Joseph-Louis Lagrange (1736 —1813)
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OBRAZEK 3.

5.2.6. Véta. Necht f je spojita funkce na intervalu 7, ktera ma v kazdém vnitfnim
bodé I nezapornou (respektive kladnou, respektive zapornou, respektive neklad-
nou) derivaci. Pak f je neklesajici (respektive rostouci, respektive klesajici, respek-
tive nerostouci) na /.

Diikaz. Dokazeme prvni variantu véty. Predpokladejme, ze a,b € I,a < b. Pak je
funkce fli4,5] spojita na [a,b] a ma derivaci v kazdém vnitinim bodé¢ [a, b]. Dle
Véty nalezneme bod ¢ € (a, b) splnujici
fo= 1010
—a
Podle predpokladu o znaménku derivace dostavame
SO S @ s,
b—a
coz znamend f(a) < f(b). Funkce f je tedy neklesajici. Vsechny zbyvajici varianty
tvrzeni véty lze dokazat obdobné. [

5.2.7. Predpoklad spojitosti Ize ve Vété vynechat, jak uvidime ve Vét¢ 5.5.7,
jejiz dtikaz je vsak o néco obtizngjsi.

5.2.8. Véta. Necht f je spojita funkce na intervalu 7, ktera ma v kazdém vnitfnim
bodé¢ I nulovou derivaci. Pak f je konstantnina 7.

Diikaz. Podle Véty p.2.6 - 0 je funkce f neklesajici i nerostouci na 7. Funkce f je tedy

konstantni na /.
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5.2.9. Véta (limita derivace). Necht funkce f' je spojita zpravavbodé a € R a exis-
tuje limy 4, f'(x). Pak existuje f (a) a plati f](a) = limy—q, f'(x).

Diikaz. Ozna¢me L = limy_,, f'(x). Diky existenci této limity nalezneme o > 0
takové, ze pro kazdé x € Py (a,do) je f'(x) vlastni. Zvolme ¢ > 0. K nému nalez-
neme 6 € (0, 8o) takové, Ze pro kazdé z € P4 (a, ) plati

f'(z) € B(L,#). (5.12)
Zvolme x € Pi(a,8). Pak ma funkce f vlastni derivaci v kazdém bod¢ intervalu
(a,x). Dale je f spojita na intervalu [a, x], nebot spojitost v bodech intervalu (a, x]
plyne z Véty aspojitost va zprava predpokladame. Dle Véty nalezneme

cx € (a, x) splnujici

SO =@
X —a
Protoze c¢x € P4 (a,$), z @) mame
S =@ g
xX—a
Odtud plyne, ze f(a) = L. [

5.2.10. (a) Tvrzeni obdobnd Vété platiipro derivaci zleva i pro oboustrannou

derivaci.
(b) Predpoklad spojitosti ve Vété nelze vynechat. Pro funkci sign platilimy o, sign’(x) =

limy o, 0 =0, ale sign’Jr (0) = oo.

5.2.11. Véta (Cauchy). Nechta,b € R,a < b, f a g jsou funkce spojité na intervalu
[a,b], f ma v kazdém bod¢é x € (a,b) derivaci a g ma v kazdém bodé x € (a,b)
vlastni nenulovou derivaci. Potom g(a) # g(b) a existuje ¢ € (a, b) takové, ze

f'e) _ f(b) - fla)
g'c)  gb)—gla)
Diikaz. Diky Lagrangeové vété (Véita ) nalezneme bod d € (a, b) takovy, ze

i 8) —gla)
g'd) = T4

Protoze g’(d) # 0, dostavame g(a) # g(b). Polozme
o(x) = (f(x) = f(@) - (g(b) —g@) — (g(x) —g(@) - (f(B) — f(@)).  x€a.b].
Pak je funkce ¢ podle Véty spojita na [a,b] a podle Véty p.1.17(a),(b) ma

v kazdém bod¢ intervalu (a, ) derivaci, nebot funkce

x> (f(x) = f(@) - (gb) — g(a))

ma v kazdém bod¢ intervalu (a, b) derivaci a funkce

x> (g(x) —g@) - (f(b) - f(@))

(5.13)
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ma v kazdém bodé¢ intervalu (a, b) vlastni derivaci. Navic ¢(a) = ¢(b) = 0. Diky
Vet nalezneme ¢ € (a, b) splnujici ¢’(c) = 0. Protoze pro kazdé x € (a,b)
plati

¢'(x) = f'(x) - (g(b) — g(@) — &' (x) - (f(b) = f(a)),

pro x = c plati

0=19¢'(c) = f'(c)-(g(b) — g(@) = g'(c) - (f(B) — f(a)).
Odtud plyne, ze f'(c) je vlastni, a elementarni upravou dostavame . [

5.3. Elementarni funkce

Jiz v prvni kapitole jsme se zabyvali elementarnimi funkcemi. Uvedli jsme vsak
pouze nékteré jejich vlastnosti a jejich konstrukei jsme se nezabyvali. Vysledky, kte-
ré jsme odvodili v predchozich kapitolach, nim nyni umozni elementarni funkce
zkonstruovat a presné odvodit jejich zakladni vlastnosti.

5.3.1. Odmocniny.

5.3.1. Je-lin € N liché, pak funkce x = x” je spojita rostouci funkce na R, a tedy
dle Véty £.3.15 je funkce x + %/x spojita a rostouci funkce na R. Je-lin € N sudé,
pak funkce x > x” je spojita rostouci funkce na [0, 00), a tedy dle Véty je

funkce x — %/x spojita a rostouci na [0, 00).

V nasledujicich prikladech odvodime nékolik zakladnich vlastnosti odmocni-
ny.
5.3.2. Priklad. Nechtn € N a x, y € R jsou nezaporna ¢isla. Dokazte, ze /Xy =
Reseni. Oznaémea = Yx ab = #/y. Potom plati xy = a” - b" = (ab)", a tedy
WXy =ab = Yx- 1/y. *
5.3.3. Priklad. Nechtn,k € N a x € R je nezdporné ¢islo. Dokazte, Ze Vxk =
()",
Resend. Plyne snadno z Ptikladu pomoci matematické indukce. *

5.3.2. Exponencialni funkce a logaritmus.

5.3.4. Oznaceni. V nasledujici ¢asti textu, ale i pozdéji, budeme pracovat s ne-

kone¢nymi fadami tvaru Yomeoanx", kde x i ay, n € N, jsou redlna ¢&isla. Pro

x = 0,n = 0, pak ale musime uvazovat vyraz ao0°. Symbol 0° nenf obecné de-

finovan, zde vsak bude oznacovat ¢islo 1. Tato konvence umoznuje misto kompli-
vevy ] oo n / 00 n

kovan¢jsiho zapisu ag + ) ,_, a,x" psat pouze ) _,a,x".
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5.3.5. Definice. Exponencialni funkci exp definujme pro x € R predpisem
o0 xn
exp(x) =Y — (5.14)
n=0 "~

5.3.6. Véta (zakladni vlastnosti funkce exp). Funkce exp: R — R je dobre defino-
vana a splnuje:

(ED) Vx,y e R: exp(x + y) = exp(x) - exp(y),

(E2) lim

x—0

exp(x) —1 !
m————=1

Diikaz. Korektnost definice. Z feseni Piikladu B.9.23 Vypl}’lvé, ze fada na pravé strané
rovnosti je absolutné konvergentni pro kazdé x € R. Funkce exp je tedy
predpisem .14) dobrte definoviana na mnoziné R.

Ovéreni (E1). Zvolme x, y € R. Potom z binomické véty (Véta plyne, ze

o0 xn— —k k

n=0 n=0k=0

(5.15)
xn= —k k

_ y
ZZ(n_k)lkl

n=0k=0

Posledni vyraz v (5.15) je Cauchyovym soucinem fad Y 02 i1 a 300 27 T (vizte
- Ob¢ tyto rady jsou absolutne konvergentm takze podle Mertensovy véty

(VétaB.6.2) a Je fada ) 0o 0 Y ko (nn kI;, ¥t konvergentni a plati
o0 n xn_ y (e ) xn o0 yn
X_:Z n—k) k!l (ZF) ' (X_: F)
n=0k=0 n=0 n=0

tedy exp(x + y) = exp(x) - exp(y).
Ovéeni (E2). Necht x € R, 0 < |x| < 1. Potom podle ) plati:

‘exp(x) -1

X

=[R2 R =l

Protoze |x| < lan—2 > 0 pro kazdén > 2, dostavame z Vety a PikladuB.8.7,
ze
| w—z it

exp(x) — 1 0 x 1
[ = B = Y el
n=2 n=2""

Zrejmé plati lim, 9 e|x| = 0, a tedy dle véty o dvou straznicich (Véta plati
také limy o | Z2E1_1| = 0. Podle Véty f1.19 tudiz plati limy o (2222 —1) = 0.
Odtud plyne tvrzeni (EZ) ]
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5.3.7 (vlastnosti exponencialni funkce). Nyni uvedeme nékolik vlastnosti expo-
nencialni funkce, které odvodime pouze z vyroki (Em} a (EQ) To znamena, ze se
nebudeme odvolavat na predpis @} ale pouze na (Em} a (EE) Tento pristu
nam pozdéji umozni dokazat, ze exponencialni funkce je svymi vlastnostmi (E

a (Ef) jednozna¢né urcena.

(E3) Plati exp(0) = 1.

Podle (Efl)) plati exp(0) = exp(0+0) = (exp(0))2. To znamen4, 7e bud exp(0) = 1,
nebo exp(0) = 0. Predpokladejme, ze exp(0) = 0. Potom pro kazdé x € R podle
(Em) plati exp(x) = exp(x + 0) = exp(x)exp(0) = 0. Tedy z (EE) vyplyva, ze

1 =limy_g CXP;_I = limy_,¢ _71, coz je spor. Plati tedy exp(0) = 1.

(E4) Pro kazdé x € R plati exp’(x) = exp(x).
Necht x € R. Potom podle definice derivace a (EE[) plati

exp(x + h) — exp(x) exp(x + h) —exp(x + 0)

exp'(x) = lim h = i h
— lim exp(x) exp(h) — exp(x) exp(0) — Jim exp(x) - exp(h) — exp(O).
h—0 h h—0 h
Odtud podle (ER) a (EB) plyne, ze
h)—1
exp’(x) = }llin”(l) exp(x) - % = exp(x).

(E5) Pro kazdé x € R plati exp(—x) = ot

Z (Efl) a (EB) plyne 1 = exp(0) = exp(x — x) = exp(x) exp(—x), odkud jiz snadno
plyne nase tvrzeni.
(E6) Pro kazdé x € R plati exp(x) > 0.
Zvolme x e R. Z (EE} plyne exp(x) # 0. Dle (Em) plati
X X X X X 2
exp(x) = exp(3 + 3) = exp(3) - exp(3) = (exp(3))” = 0,

¢imz je tvrzeni dokazano.

(E7) Funkce exp je spojita na R.

Podle (E@) ma funkce exp vlastni derivaci v kazdém bod¢ x € R. Tvrzeni tedy
plyne z Véty .

(E8) Funkce exp je rostouci na R.

Podle (E?) a (EE) plati exp’(x) = exp(x) > 0 pro kazdé x € R. Tvrzeni tedy plyne
z Véty .
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(E9) Plati limy o0 exp(x) = 00 a limy_ o exp(x) = 0.

Z (EH) a (EE) plyne exp(1) > exp(0) = 1. Odtud, z (EE[) a Prikladu dosta-
vame
. . n
nll)rgo exp(n) = nli)n;o(exp(l)) = o0.
To znamena, ze funkce exp neni shora omezena. Zaroven je podle (EE} rostouct,

a tedy z véty o limit¢ monoténni funkece (Véta §.2.27) plyne, Ze limy—, o0 exp(x) =
oo. Odtud plyne

. 1
lim =0.

Podle Véty f.2.23(P) a (EB) plati

xEIPoo exp(x) = xli)n;o exp(—x) = xll)n;o exp(x) e

Tim jsou dokazana ob¢ pozadovana tvrzeni.

(E10) Plati ¥ (exp) = (0, 00).

Podle (Eff) a Véty [£.3.8 je mnozina ¥ (exp) interval. Podle (EB) pak plati # (exp) C
(0, 00). Diky (Eg), pak dostavame # (exp) = (0, 00).

5.3.8. Véta. Existuje pravé jedna funkce definovana na R splnujici podminky (Ef)
a (ER).

Diikaz. Existence funkce spliujici podminky (EED a (E) plyne z Definice
a Véty . Dokazeme nyni jeji jednoznacnost.

Predpokladejme, ze funkce f: R — R a g: R — R splnuji podminky (EED
a (EE), kde je exp nahrazeno f, respektive g. Ukazeme, ze pak jiz nutné plati
f=s.

Z vyplyva, ze funkce f splnuje vSechny podminky (E@—(E@), nebot
k jejich odvozeni jsme vyuzili pouze podminky (EED a (EE) Obdobn¢ je tomu
pro funkci g. Plati tedy f(0) = g(0) = 1 podle (EE} a pro kazdé x € R plati
f'(x) = f(x)ag'(x) = g(x) podle (E). Z podminky (Ef) vyplyva, ze pro kazdé
x € R plati g(x) # 0. Pomoci Véty i (¢) tudiz dostavame pro kazdé x € R

(i)’(x) _ ST3)gl) — f)E'(x) _ f()glx) — fx)glx) _
g g(x)? g(x)?

Podle Véty je funkce % konstantni na R, tedy existuje ¢ € R takové, Ze pro
kazdé x € R plati SO — ¢ Protoze L@ = 1, plati ¢ = 1. Odtud plyne, ze

g(x) 2(0)
f=g m

0.
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Osrazek 4. Graf exponencialni funkce

5.3.9. Podle Prikladu platie = 352 4. Ze vzorce @) tedy plyne
o0
1
exp(l) = Z -~ =e
el

5.3.10. Definice.

(@) Funkcelog: (0,00) — R je definovana jako inverzni funkce k funkei exp.
Nazyva se (pFirozenym) logaritmem.
(b) Jelia € (0,00) \ {1}, pak definujeme funkci log, : (0,00) — R predpisem

log x

loga X = loga.

Funkci log, nazyvame logaritmem o zakladu a. V piipadé¢ a = e piSeme
pouze log misto log, .

(c) Nechta € R,a > 0,ab € R. Potom definujeme realné &islo a®? predpisem
a® = exp(bloga).

(d) Nechta € R, a > 0. Potom funkci x = a*, x € R, nazyvame obecnou
mocninou.

5.3.11 (vlastnosti pfirozeného logaritmu).
(L1) Plati D(log) = (0, 00).
Plati D(log) = H# (exp), a proto tvrzeni plyne z (E@

(L2) Plati # (log) = R.
Tvrzeni plyne z faktu # (log) = D(exp).

(L3) Funkce log je rostouci na (0, c0).
Funkce exp je rostouct, a proto je podle Véty rostouci i funkce log.
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(L4) Funkce log je spojita na (0, 00).
Tvrzeni plyne z Véty .

(L5) Pro kazdd x, y € (0, 00) plati log(xy) = log(x) + log(y).
Zvolme x,y € (0,00) a ozna¢me a = logx a b = log y. Pak

xy = exp(a) exp(b) = exp(a + b) = exp(log(x) + log(»)),
a tedy log(xy) = log(x) + log(y).

(L6) Pro kazdé a € (0,00) a b € R plati loga® = bloga.
Pro ptislusna a, b plati podle definice obecné mocniny

Iogab = log(exp(b loga)) =bloga.

(L7) Pro kazdé x € (0, co) plati log'(x) = %
Podle véty o derivaci inverzni funkce (Véta (a)) a (E@) plati pro x € (0, 00)

vztah

log/(x) 1 | 1

X) = = = —,
°8 exp/(logx)  exp(logx) x
(L8) Plati limy o, logx = —00 a limy_ logx = oo.

Podle (LE) je funkce log rostouci, takze z véty o limit¢ monoténni funkce (Vé-
ta #.2.27(a)) plyne lim, ., logx = inf#(log) a limy_o logx = sup #(log).
Z (L) pak vyplyvé nade tvrzeni.

OsrAzek 5. Graf funkce logaritmus
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5.3.12 ((ne)soulad definic mocniny). V Definici (c) jsme provedli rozsire-
ni vyrazu a® na viechny realné exponenty b za predpokladu, ze zaklad a je vétsi
nez 0. Doposud jsme méli korektné definovan vyraz ab, a >0, pouze pro pripad,
kdy b bylo ¢islo celé. Nova definice dava podle vlastnosti (LB) v tomto piipadé to-
téz, a je tedy rozsifenim definice piivodni. Vyraz a® méme tedy definovan v téchto
pripadech:

e acR,a>0,abeRlibovolné,

e a € Rlibovolnéab € N,

eacR,a#0,abeZ,b<0.

5.3.13. (a) Misto exp(x) casto piseme e*, nebot podle definice obecné mocniny
jsou si tyto vyrazy rovny.

(b) Necht f a g jsou realné funkce definované na mnoziné M C R, pfi¢emz
f: M — (0,00). Potom symbolem f(x)¢® budeme oznacovat funkci definova-
nou na mnoziné M piedpisem x - exp(g(x)log f(x)).

5.3.3. Goniometrické funkce.
5.3.14 (goniometrické funkce v geometrii a matematické analyze).

P1i odvozovani nékterych vlastnosti elementarnich funkci v tomto oddilu vy-
uzijeme nasledujici lemma.

5.3.15. Lemma. Necht x € R. Potom existuje kladné C € R (zavisejici na x)
takové, ze pro kazdén € N ah € (—1,1) plati

|(x +h)" —x" — nhx”_1| < h%C™". (5.16)

Diikaz. Polozme C = 2(|x| + 1). Pokud n = 1, pak tvrzeni trivialné plati. Z bino-
mické véty pron > 2ah € (=1, 1) dostavame

" [n
(x +h)" —x" —nhx""' = Z ( )x"_khk.

k=2 \ k

Vyuzitim nerovnosti |x| < |x| 4+ 1,1 < |x| 4+ 1 a|h| < 1 obdrzime

n n
G+ B = X" —nhx" Y = 30 (k) NSy (k) (x| + 1A
k=2

k=2
" n
=n(x+0" Y ]
k=0 \ K
Podle Piikladu plati Y3 _o (;) = 2". Pak dostdvame
|(x + h)" — x" —nhx""Y < h%(|x| + 1)"2" = h2C".

Tim je dtikaz dokoncen. ]
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5.3.16. Definice. Funkci sinus, znac¢ime sin, a kosinus, znac¢ime cos, definujeme
predpisy

2n+1

sin(x) = };)(— )"m x €R, (5.17)
0 ) x2n
cos(x) = ;(—1) oIk x €R. (5.18)

5.3.17. Véta (zakladni vlastnosti sinu a kosinu). Funkce sinus a kosinus jsou dobte
definované a splnuji

(G1) pro kazdé x, y € R plati

sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y),
(G2) pro kazdé x, y € R plati

cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),
(G3) sin je licha funkce a cos je suda funkce,

(G4) existuje pravé jedno kladné realné ¢islo 7 takové, Ze sin je rostoucina [0, ],
sin(0) = 0 asin(3) =1,

(G5) sin’(0) = 1.
Diikaz. Podle feseni Piikladu obé fady konverguji pro kazdé x € R. Funkce

sin a cos jsou tedy dobfe definovany.
Nejprve dokazeme, ze plati

Vx € R: sin’(x) = cos(x). (5.19)
Zvolme pevné x € R. Pro & € R diky Disledku plati

sin(x + k) — sin(x) — & cos(x)

_oo_n(x_i_h)Zn-i-l_)C B
- Z( D ( 2n+ ! (2n)!) (5.20)

2n+1 hx2n

_ Z (2(_+)’;)' ( + h)2n+l _x2n+1 _ h(2n + 1))(,'2”).

Podle Lemmatu nalezneme pro x € R kladné C takové, ze pro kazdé h e
R, |h| < 1, plati

|(X + h)2n+1 _ x2n+1 —h(2n + 1)x2n| < C2n+1h2. (521)
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Odtud az dostavame, ze pro kazdé h € P(0, 1) plati

o c2n+1

| sin(x + h) — sin(x) — h cos(x)| < Z mhl
n=1 ' (5.22)

00 C2n+l

- (; m)hz.

Rada %, (2n+1), konverguje podle podilového kritéria. Odtud pak plyne

sin(x + h) — sin(x) — & cos(x)

}ELO h ‘ =90
neboli
sin’(x) = lim sin(x + h) = sin(x) = cos(x).
h—0 h
Obdobné Ize odvodit vztah
Vx € R: cos'(x) = —sin(x). (5.23)

Nyni ovéfime vlastnosti (G)—(GE).
(Gm) a (GQ) Zvolme a € R a pro x € R definujme

¥ (x) = (sin(x + a) — sin(x) cos(a) — sin(a) cos()c))2
+ (cos(x + a) — cos(x) cos(a) + sin(a) sin(x))z.

Piimocary vypocet spolu s a dava, ze pro kazdé x € R plati ¢'(x) = 0.

Protoze
¥ (0) = (sin(a) — sin(a))? + (cos(a) — cos(a))® = 0,

dost%véme Y¥(x) = 0 pro kazdé x € R, a tedy také dokazované vztahy z (Gm)
a (G)).

(GE) Ze vztahu ( plyne, ze funkce sin je licha. Podobné¢ z ) plyne, ze
funkce cos je suda.
(GH) Pro kazdé x € R diky Ptikladu plati

4n+1 x4n+3

. s X
sin(x) = Z((4n T @n+ 3)!)

y4n+1 2

ad X
Z=: 4n + 1)'( (4n +2)(4n + 3)>'
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Pokud x € (0, 2), potom jsou ¢leny predchozi fady kladné a plati sin(x) > 0. Podle
Véty a je funkce cos klesajici na intervalu (0, 2). Ze vztahu

00 An+2 Anta
cos(x) =1+ ;)(_ @nt+2)! @n+ 4)!>

x4n+2

- I_n; (4n +2)!<1 " (4n +3)(4n +4))

plyne

2?2 2?2 1
Diky této nerovnosti, vztahu cos(0) > 0 a spojitosti funkce kosinus existuje podle
Véty pravé jedno @ € (0,2) takové, ze cos(e) = 0. Tedy funkce cos je na

intervalu (0, «) kladna. Odtud a z @ plyne, ze funkce sin je rostouci na [0, «]
(Vétab.2.6). Polozme nyni 7 = 2a. Podle (GP) a (GB) plati
1 = cos(0) = cos(% — %) = cos(%) cos(—%) —sin(%) sin(—%) =0+ sinz(%),

a tedy sinz(%) = 1. Ponévadz sin(%) > 0, plati sin(%) = 1. Podle snadno

ovétime, ze sin(0) = 0. Tim jsou vlastnosti popsané v (GH) ovéreny.

(GE) Podle mame cos(0) = 1, a tedy podle ( plati sin’(0) = cos(0) =
1.

5.3.18 (vlastnosti sinu a kosinu). K odvozeni vlastnosti funkci sinus a kosinus po-
uzijeme pouze vlastnosti (GE[)—(GE).

(G6) Plati cos(0) = 1.
Z (GED a (G@) dostavame

1 =sin(%) = sin(Z + 0) = sin(%) cos(0) + cos(%) sin(0)
=1-cos(0) + cos(%) -0 = cos(0).

(G7) Pro kazdé x € R plati sin?(x) + cos?(x) = 1.
Z (GB) a (GB) mame pro kazdé x € R

1 = cos(x — x) = cos(x) cos(—x) — sin(x) sin(—x) = cos?(x) + sin?(x).

(G8) Plati cos(%) = 0.
Tvrzeni plyne z (G@) a (GE)
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(G9) Pro kazdé x € R plati sin(x + 7) = —sin(x) a cos(x 4+ 7) = —cos(x).
Podle (Gfl), (GB), (G a (GB) plati
sin(x + 7) = sin(x + %) cos(%) + cos(x

(x + 3)sin(3)
(3

= cos(x + Z) = cos(x) cos(%) — sin(x) sin(%) = —sin(x),
cos(x + ) = cos(x + Z) cos(%) — sin(x + Z) sin(%)
= —sin(x + Z) = —sin(x) cos(%) — cos(x) sin(%)= — cos(x).

(G10) Funkce sin a cos jsou 2r-periodické.

Zvolme x € R. Potom podle (GE) platisin(x427) = —sin(x+7) = sinx a cos(x+
2m) = —cos(x + ) = cos(x).

G11) Pro kazdé x € R plati sin’(x) = cos(x).
P

Spocteme nejprve dvé limity, které budeme potiebovat pii odvozeni derivace funk-

ce sin. Podle (G@) (GE) plati

. sin(h) . sin(h) — sin(0)
lim —— = lim ——=
h—>0 h h—0 h

Podle vztahu (G) plati pro kazdé 4 € R rovnost cos(h) = cosz(%) — sinz(%).

Podle (GE) pak obdrzime vztah cos(h) = 1 — 25in2(§). Tento vztah pouzijeme

v nasledujicim vypoctu

lim cos(h) — 1 T —23in2(%) _ 1 (sin(%))2 _ 1

) h? h—0 h? 2 h—>0

=sin’(0) = 1.

Pro x € R pocitejme
sin(x + k) — sin(x)
h

sin’(x) = }1}3})
= }llin}) %(Sin(x) cos(h) + cos(x) sin(h) — sin(x))

cos(h) — sin (h)
= st )
= sin(x) - 5L - 0 + cos(x) - sin’(0) = cos(x)

= lin}) (sin(x)

(G12) Pro kazdé x € R plati cos'(x) = —sin(x).
Pro kazdé x € R plati podle (GED, (G@) a (GE) vztah sin(% — x) = cos(x), a tedy

také cos(% — x) = sin(x). Pro kazdé x € R mame podle véty o derivaci slozené
funkce

cos'(x) = (sin(% — x)>/ = cos( x) - (1) = —sin(x).
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(G13) Funkce sin a cos jsou spojité na R.

Funkce sin a cos maji v kazdém bod¢ x € R vlastni derivaci, a tedy jsou podle
Véty v x spojité.

(G14) Plati sin(x) = 0 pravé tehdy, kdyz x = kn pro k € Z.

Funkce sin je 27-periodicka podle (GE) Staci tedy urcit nulové body v intervalu
[0,27). Podle (GH)) plati, Ze sin(0) = 0 a funkce sin je kladna na intervalu (0, ).
Odtud, podle Véty a podle (G@ je cos klesajici na intervalu [0, 5]. Diky
(GE} dostavdme, ze funkce cos je na intervalu [0, ) kladna. Ze vztaht sin(x + %) =
cos(x) acos(x+%) = —sin(x) dostavame, Ze funkece sin je nulova v intervalu [0, 27)
pravé v bodech O a 7.

(G15) Plati cos(x) = 0 pravé tehdy, kdyz x = 7 + km pro k € Z.

Tvrzeni plyne z (G[L4) a vztahu sin(x + Z) = cos(x).

5.3.19. Véta. Trojice (sin, cos, ) je vlastnostmi (G)—(GE) ur¢ena jednoznacné.

Dikaz. Ptedpokladejme, ze trojice (sin*, cos*, 7*) spliuje vlastnosti (Gfi)—(Gf).
Polozme

@(x) = (sin(x) — sin” (x))2 + (cos(x) — cos* (x))z, x €R.
Pro kazdé x € R plati
@'(x) = 2(sin(x) — sin™(x)) - (cos(x) — cos*(x))
+ 2(cos(x) — cos®(x)) - (= sin(x) + cos*(x)) = 0.

Tedy je dle Véty funkce ¢ konstantni na R. V bodé¢ 0 je vsak nulova, a ted
@(x) = 0 pro kazdé x € R. Proto je sin = sin* a cos = cos*. Odtud a diky (G
plati # = 7* a dtikaz je hotov. ]

5.3.20. Poznamka. Vzhledem k tomu, ze jiz bylo zavedeno ¢islo 7 a obecna moc-
nina, mame zavedeno také realné ¢islo 77, o némz jsme se zminili v .

o
-

Osrazex 6. Grafy funkci sinus a kosinus




282 5. DERIVACE FUNKCE

5.3.21. Definice. Funkce tangens, znacime ji tg, a kotangens, znacime ji cotg,
definujeme predpisy

in(
tg(x)z%(z)), x € R\ {in +kmn; k € Z},
cotg(x) = z:);((;c)) x €R\ {kn: k € Z}.

Funkce sinus, kosinus, tangens a kotangens nazyvame goniometrickymi funkce-
mi.

5.3.22 (vlastnosti funkce tangens).
(G16) Funkce tg je spojita v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.

Plyne z (G@ pomoci Véty .

(G17) Funkce tg je licha.
Plyne z (G@

(G18) Funkce tg je m-periodicka.

Je-lix € D(tg), pak také x+7 € D(tg) ax—m € D(tg) podle (GE) Pro x € D(tg)
pak mame podle (GE)

sin(x + ) _ sin(x)

tg(x + ) = = tg(x).

cos(x +m)  cos(x)

1

(G19) Pro kazdé x € D(tg) plati tg'(x) = co2(x)’

Podle véty o derivaci podilu (Véta (c)), (GE), (G@) a (G@ dostaneme pro
kazdé x € D(tg)

o’ (x) = sin’(x) cos(x) — sin(x) cos’(x) __cos(x) cos(x) + sin(x) sin(x)
§(0) = cos2(x) N cos2(x)
1

cos2(x)’

in).

(G20) Funkce tg je rostouci na (—3, 3

Funkce cos je na intervalu (—%n, %n) kladna, a tedy je derivace funkce tg na tomto

intervalu kladna. Z Véty pak plyne, ze funkce tg je rostouci na (—ln lﬂ).

2772
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(G21) Plati tg(%n) =1.

Diky (GE), (Gm, a (Gﬂ) dostavame 0 = cos(5) = 1 — 25in2(%). Odtud plyne
sin(%) = %, nebot podle (G@) je sin(%) > 0. Podobn¢ obdrzime cos(%) = \/LE
Odtud jiz plyne dokazovany vztah.

(G22) Plati lim, .z tg(x) =ocoa limx_>_%Jr tg(x) = —oo.

Tvrzeni plyne z poznamky za Vétou a vlastnosti funkci sinus a kosinus.

(G23) Plati #(tg) = R.

Funkce tg je spojita na intervalu (-7, %) a zobrazuje tento interval opét na interval
(Véta ), ktery podle predchoziho tvrzeni neni omezeny ani shora ani zdola.
Musi tedy byt tg((—%, Z ) = R, ¢imz je tvrzeni dokazano.

5.3.23 (vlastnosti funkce kotangens). Pii diikazu nasledujicich vlastnosti lze po-
stupovat stejné jako v piipadé funkce tangens, a proto odvozeni jiz uvadét nebu-
deme.

(G21) Funkce cotg je spojita v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.
(G22) Funkce cotg je licha.

(G23) Funkce cotg je periodicka s periodou .

(G24) Funkce cotg je klesajici na intervalu (0, 7).

(G25) Plati limy o, cotg(x) = oo.

(G26) Plati limy_, »_ cotg(x) = —oo.

(G27) Plati cotg(in) = 1.

(G28) Plati #(cotg) = R.
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g -2 T 3
T =3 0 > T _% 0 % T3
OsrAzek 7. Graf funkce tangens Osrazek 8. Graf funkce kotangens

5.3.4. Cyklometrické funkce.

5.3.24. Zadna z goniometrickych funkci nema funkci inverzni, protoze goniomet-
rické funkce nejsou prosté. Pokud viak uvazujeme zazeni téchto funkci na vhodné
intervaly, pak mtizeme k témto ztzenym funkcim definovat funkce inverzni.

5.3.25. Definice. Cyklometrické funkce arkussinus (arcsin), arkuskosinus (arccos),
arkustangens (arctg) a arkuskotangens (arccotg) definujeme nasledujicim zpuso-
bem

—1

arcsin sin | lxda)

arctg = tg|(_77r 2JT))_

= (si

arccos = (cos|[oﬂ]) ,
(
(cotglo.m)

arccotg =

5.3.26 (vlastnosti arkussinu).

(AS1) Plati D (arcsin) = [—1, 1] a K (arcsin) = [—%n, %n]

(AS2) Funkce arcsin je licha, rostouci a spojita na [—1, 1].

(AS3) Nasledujici rovnosti plynou z .

%7‘[, arcsin(0) = 0,

arcsin(1v2) = 1, arcsin(l) = 3.

arcsin(—1) = —
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arcsin x {

(AS4) Plati lim
x—0

X

Funkce arcsin je prosta, a proto arcsinx # 0 pro kazdé x € [—1,1] \ {0}. Uzitim

Veéty (P) a vlastnosti funkce sinus dostaneme

. sin(arcsin x)
lim —— =1
x—0  arcsinx
Odtud po algebraické tipravé plyne
. X
lim -
x—0 arcsin x

Dokazovany vztah nyni plyne z Véty (c) o limité podilu.

=1.

1
AS5) Pro kazdé y € (=1, 1) plati arcsin’(y) = —.
(AS5) ye(=1.Dp ) N
Pro dané y € (—1,1) nalezneme x € (—%n, %n) splnujici sin(x) = y. Podle V¢-
ty plati
R 1 1
sin’(x)  cos(x) \/1 — sin?(x) N yz'

arcsin’(y) =

(AS6) Plati arcsin’, (—1) = oo a arcsin’_(1) = oo.
V bodé 1 pocitejme dle Véty

arcsin’_(1) = lim arcsin’(y) = lim ——— = oo.
y—>1_ y—>1_ 1— y2

Obdobn¢ odvodime arcsin’, (—1) = oo.

(AS7) Pro kazdé x € [-1, 1] plati arcsin x + arccosx = .
Vezméme libovolné x € [—1, 1] a ozna¢me y = arcsinx. Potom plati x = siny
cos(3m —y). Protoze y € [-3m, i7],je w —y € [0, 7], a tedy arccosx = 3w —y

%n — arcsin x, odkud jiz plyne dokazovana rovnost.

5.3.27 (vlastnosti arkuskosinu).

(AC1) Plati D(arccos) = [—1, 1] a H(arccos) = [0, r].

(AC2) Funkce arccos je klesajici a spojita na [—1, 1].
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(AC3) Nasledujici rovnosti plynou ze znamych vlastnosti funkeci sin a cos.

arcsin(—1) = —%n, arccos(—1) = m,
arcsin(0) = 0, arccos(0) = %71,
arcsin(“/Ti) = %n, arccos(‘/TE) = in,
arcsin(1) = %7{, arccos(1) = 0.
(AC4) Pro kazdé y € (—1, 1) plati arccos'(y) = —%.
-y
T4+
/2
—1 1
—/2T

Osrazek 9. Grafy funkei arkussinus a arkuskosinus

5.3.28 (vlastnosti funkce akustangens).
(ATal) Plati D(arctg) = R a H# (arctg) = (—%n, %n)
(ATa2) Funkce arctg je spojitd, rostouci a licha na R.

1

(ATa3) Plati limy o arctg x = %n, limy—, oo arctgx = —57.

(ATa4) Plati arctg(0) = 0, arctg(l) = %n, arctg(—1) = —%n.

(ATa5) Platf lim 258~ _ .
x—>0 X
12 ; 1
(ATa6) Pro kazdé x € R platf arctg’ x = 72

5.3.29 (vlastnosti funkce arkuskotangens).



5.3. ELEMENTARNI FUNKCE 287

(ACol) Plati D(arccotg) = R a H (arccotg) = (0, 7).

(ACo2) Funkce arccotg je spojita a klesajici funkce na R.
(ACo3) Plati lim, . arccotg(x) = 0 a limy_, _ arccotg(x) = 7.
(ACo4) Plati arccotg(0) = %n a arccotg(l) = %JT.

(ACob) Pro kazdé x € R plati arctg x + arccotg x = %n.

1

(ACo06) Pro kazdé x € R plati arccotg’ x = i

Necht I = (0, 7) a necht f(y) = cotgy, y € (0, 7). Potom inverzni funkce /7! je
definovéna na R a spliiuje f ! (x) = arccotg(x), x € R. Pro kazdé y € (0, =) plati

£y = = —(1 + cotg® y),

—1
sin”(y)

atedy f je spojita a klesajici na /. Necht x € R a y = arccotg(x). Potom y € (0, )
ax = cotg(y). Podle véty o derivaci inverzni funkce (Véta (a)) tedy pro
kazdé x € R plati

1 -1 -1
/) 1+4cotg2(y) 1+x2

arccotg’(x) = (f 1) (x) =

coz jsme chtéli dokazat.

\n-
/2

—/2T

Osrazex 10. Grafy funkei arkustangens a arkuskotangens
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5.4. L’Hépitalovo pravidlo

5.4.1. Véta (L’HépitalovoE pravidlo). Nechta € R U {—o0c}, f, g jsou funkce, exis-
tuje

L L)

im

xay g/(x)

a plati
@) limysq, f(x) = limyq, g(x) =0, nebo
) 1imx—>a+ lg(x)| = oo.
Potom plati
L S0 L )
im

x—a4 g(x) - x—1>rzlzl+ g’(x) )

Ditkaz. Oznaéme

L= lim L& (5.24)

x—a4 g’(x) ’
Dokazme nejprve nasledujici pomocné tvrzeni.
Pomocné tvrzeni.

(1) Jestlize @ € R spliuje @ > L, pak existuje § > 0, takové, ze plati

Vx € Py(a,d): M <.
g(x)

(i) Jestlize B € R splnuje B < L, pak existuje §’ > 0, takové, Ze plati

Vx € Py(a,8): & > B.
g(x)

Diikaz pomocného tvrzeni. (i) Zvolme r € (L,a). Diky predpokladu existence limity
v nalezneme §; > 0 takové, ze funkce f a g jsou definované na Py (a, 1), f
zde ma vlastni derivaci, g zde ma vlastni nenulovou derivaci a plati

f'(x)
g'(x)
Vezméme nyni libovolna x,y € Pi(a,8;),x < y. Podle Cauchyovy véty (Vé-
ta p.2.11)) aplikované na f a g na intervalu [x, y] existuje ¢ € (x, y) spliujici
f)—f») _ )
= . 5.26
gx)—g(y)  g'c) (5.26)
Pro kazdé x,y € Py(a,6,),x <y, tedy podle ( a plati
JSx) = f(y)
o < 5.27
gx) =g (527

Vx € Pi(a,é1): <r. (5.25)

3Guillaume Frangois Antoine de L’Hépital (1661—1704)
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Je splnéna podminka (a). Potom pro pevné y € Py (a,d;) dostaneme podle
-0 0
=ar g()—g(y)  gy) —
Nyni staci polozit § = 6.

Je splnéna podminka (). Zvolme pevné j € Py (a,8;). Potom plati
. gy |, SO)
lim r(l1—=22)+ 2= =

( g(X)) g(x)
Existuje tedy 8, € (0,8;), takové, ze

r+0=r<a. (5.28)

gy . fO)
-2+ <a. 5.29

g(X)) g(x) (29
Navic diky podmince (b) mizeme pozadovat, aby platilo

Vx € Py(a,é): r(l

Vx € Py(a,s,): £ < 1. (5.30)
g(x)

Necht x € P4 (a, ). Pak muzeme psat

SO _ SO SO

glx)  gx) g(x)
- fG) g —g() | fG)
- s g .31
S0 Dy SO
g(x)—g(¥) g(x) g(x)’

S pomoci (6.29), (6.30) a (6.31) odhadneme
S (x) gy | SO)
<rfl——)+—7=<uq.
g(x) ( g(X)> g(x)
Nyni staci polozit § = 6.
(i) Podle plati limy_,p =28 = 1. Ptedpokladejme, 7e B € R spliuje

g(x)

B < L. Potom plati — > —L. Jiz dokazanou cast (i) pouzijeme pro « = —f
a nalezneme § > 0 takové, ze
Vx € Py(a,é): —/) < —p.
g(x)
Nyni staci polozit 8 = § a tvrzeni je dokazano. [
Viastni diikaz. Pokud L = —oo, respektive L = oo, tvrzeni véty plyne okamzité z (i),

respektive z (ii). Necht L € R. Zvolme ¢ > 0. Pouzijeme (i) pro @ = L + ¢ a ob-
drzime ptislusné § > 0. Dale pouzijeme (ii) pro = L — ¢ a obdrzime pfislusné
8’ > 0. Pro kazdé x € Py (a, min{s,§’}) dostaneme
f(x)
g(x)

e (B,a)=(L—¢e,L+¢e)=B(L,¢),
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coz dokazuje nasi vétu. ]

5.4.2. Véta plati i pro limity zleva a oboustranné limity.

5.4.3. Pfiklad. Spoététe lim X =i,
X—> X

Reésent. Pro kazdé x € R plati (x — sin(x))" = 1 — cos(x), (x — sin(x))” = sin(x)
sin(x) __ 1

a(x3) = 3x2, (x3)” = 6x. Protoze limy_ ,dostavame pouzitim I'Hospitalova

6x — 6
pravidla (a) rovnost y
.l —cos(x) .osin(x) 1
lim ———= = lim —= = -
x>0  3x2 x—0 6x 6
Dals$im pouzitim I'Hospitalova pravidla (a) obdrzime
. x —sin(x) . l—cos(x) 1
lim = lim =-.
x—0 x3 x—0 3x2 6

5.4.4. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé a € R, a > 0, plati vztahy

lim x%logx =0 a lim e™*x% = 0.
x—>0+ X—>00

Reseni. Pouzijeme I'Hospitalovo pravidlo (b) a dostaneme

log x x71 X
lim x%logx = lim 8% _ lim —— = lim — =0.
x—>04 x—>04 X% x—04 —ax o1 x=>04 —o

Pro vypocet druhé limity nalezneme n € N splnujici & < n. Pak n-nasobné uziti

Véty p.4.1\(b) dava

n nx"1 n!

. _ . X . .
lim e7*x" = lim — = lim =...= lim — =0.
X—>00 x—>o00 X x—o00 eX x—>00 eX

Protoze 0 < e™x® < e™*x" pro kazdé x € R,x > 1, plati limy_, oo e7*x* = 0 dle

Véty 1.2.9. Fs

5.4.5. Obecné neni pravda, ze z existence limy—q % muzZeme néco usoudit
olimyq, %. Napriklad plati

2 X

Iim —— = lim e = %%
e e,

x oox—i—SIIl(X) X 001+T

ale

. 2x
lim ——
x——00 1 4 cos(x)

neexistuje, nebot funkce x H—(:szs(x) neni definovana na Zadném okoli bodu —oo.
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5.4.6. L'Hospitalovo pravidlo neni vzdy vhodnym néstrojem pro vypocet limity.
Primocaré pouziti ’'Hospitalova pravidla pro limitu

.eTx
lim
x—=>0+ X
vede k limité 1
_1; _1
. e x5 . e
lim X~ = lim ——.
x—0+ 1 x—>0+ Xx2

Vypocet posledni limity neni vsak snaz$i nez vypocet ptivodni limity.
5.4.7. Poznamka. Uvazujme

f)=ix+Ltsin@2y) a  gx) = f(x)em™ xeR.
Pak limy o0 f(x) = 00 a

lim le' 1

x—>00 g(x) xi)nolo esin(x)

(5.32)

neexistuje. Na druhou stranu, pocitame-li pomocil’Hospitalova pravidla (Véta ),
dostavame
R € I cos?(x)
lim = lim . -
x—00 g/(x)  x—00 cos?(x)esn™) 4 f(x)esin™®) cos(x)
. cos(x)

lim — =0,
x=00 sin(*) (cos(x) + f(x))
co? nesouhlasi s (5.39). Chybné pouziti 'Hospitalova pravidla spociva v tom, ze

(5.33)

4 .. / . . .
vyraz ? neni definovany na zadném okoli oo, tj. limy . & % z definice neexistuje.

Druha rovnost ve vypoctu () je tedy chybna.

5.5. Monoténni funkce

5.5.1. Definice. Necht a € R. Rekneme, 7e funkce fje
e rostoucivbodé a, pokud existuje § > 0 takové, ze pro kazdé x € P_(a, §)
plati f(x) < f(a) a pro kazdé x € P4 (a,$) plati f(x) > f(a),
e klesajicivbodé a, pokud existuje § > 0 takové, ze pro kazdé x € P_(a, §)
plati f(x) > f(a) a pro kazdé x € P, (a,$) plati f(x) < f(a),
e neklesajici v bod¢ a, pokud existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé x €
P_(a,$) plati f(x) < f(a) a pro kazdé x € Py (a,d) plati f(x) > f(a),
e nerostouci v bod¢ a, pokud existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé x €
P_(a,$) plati f(x) > f(a) a pro kazdé x € Py (a,d) plati f(x) < f(a).
Podobné¢ definujeme, ze funkce f je rostouciva zprava apod.
5.5.2. Je-li funkce f: I — R rostouci na intervalu 7, pak je zfejmé rostouci v kaz-

dém vnitinim bod¢ intervalu I a rostouci zprava ¢i zleva v eventualnich krajnich
bodech intervalu 1.
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5.5.3. Lemma. Nechta € R a funkce f splnuje f} (a) > 0. Pak je f rostouciva
zprava.

Diikaz. Dle Véty B.2.§(a) existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé x € P4 (a, ) plati
SO - f@ _,

X—a
Pak ztejmé pro kazdé x € Py(a,d) plati f(x) > f(a), takze je f rostouci zprava
va. |

5.5.4. Ziejmé modifikace vyse uvedené véty plati pro derivaci zleva, oboustrannou
derivaci i pripady, kdy je prislusna derivace mensi nez 0.

5.5.5. Je-li funkce f rostouci v bodé a € R, pak obecné nemusi existovat § > 0
takové, ze f je monoténni na intervalu (a — §,a + §). Staci vzit

f(x) =2-signx + D(x), x €R,

kde D je Dirichletova funkce (vizte .4.10), a uvazovat bod a = 0. Potom pro kaz-
dé x < 0plati f(x) =24 D(x) < -1 <0 = f(0) a podobné pro kazdé x > 0
plati f(x) =24 D(x) =2 > f(0). Funkce f je tedy rostouci v 0. Diky chovani Di-
richletovy funkce neni f monoténni na zadném neprazdném otevieném intervalu.

5.5.6. Lemma. Necht ] je intervala f: I — R je funkce.

(@) Necht f je funkce rostouci v kazdém vnitinim bod¢ I, rostouci zleva
v pravém krajnim bodé I, pokud patii do I, a rostouci zprava v levém
krajnim bodé¢ 7, pokud patii do /. Potom je f rostoucina I.

(b) Necht f je funkce neklesajici v kazdém vnitinim bodé 7, neklesajici zleva
v pravém krajnim bod¢ 7, pokud patii do 7, a neklesajici zprava v levém
krajnim bodé I, pokud patti do I. Potom je f neklesajicina 7.

Dikaz. (a) Nechta,b € I,a < b. Chceme dokazat, ze f(a) < f(b). Definujme
mnozinu M = {c € (a,b]; f(c) > f(a)}. Pak M je shora omezena, nebot b je
horni zavorou M. Funkce f je rostouci zprava v bodé¢ a, a proto existuje §; > 0
takové, ze pro kazdé x € P4 (a, ;) plati f(x) > f(a). Pak (a,b] N P4(a.61) C M,
atedy M # 0. Polozme s = sup M. Pak zfejmé a < s < b. Funkce f je rostouci
v bodé¢ s zleva, a proto miizeme nalézt §, > 0 takové, ze pro kazdé x € P_(s,8>)
plati f(x) < f(s) . Podle definice suprema existuje t € M N P_(s,$,). Pak mame
f(a) < f(t) < f(s),atedys e M.

Dokazeme nyni, ze s = b. Pro spor predpokladejme s < b. Funkce f je
rostouci v bodé¢ s zprava, a proto mizeme nalézt §3 > 0 takové, ze pro kazdé
x € Py(s.83) plati f(x) > f(s). Pak tedy libovolné u € P (s,83) N (s,b) spliu-
je f(a) < f(s) < f(u), coz znamena u € M. To je ale spor s faktem s = sup M.
Tim je rovnost s = b dokazana.

Ponévadz s € M, mame f(b) = f(s) > f(a). Tim je nerovnost f(a) < f(b)
dokazana.

(b) Nechta,b € M,a < b. Zvolme ¢ > 0. Definujme pomocnou funkci predpisem
gx) = f(x) + ex, x el
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Funkce g splnuje predpoklady v jiz dokazaném tvrzeni (a), a je tedy rostouci na
I. Pak plati f(a) + ea = g(a) < g(b) = f(b) + ¢b. Jelikoz ¢ je libovolné, plati
f(a) < f(b). Tim je duikaz dokonéen. [

Nasledujici véta ukazuje vztah monotonie a znaménka derivace a narozdil od
Véty nepracuje s predpokladem spojitosti.

5.5.7. Véta. Necht I je interval a funkce f: I — R ma v kazdém bodé¢ I klad-
nou (respektive nezapornou, zapornou, nekladnou) derivaci, pticemz v krajnich
bodech I, pokud patti do I, uvazujeme prislusné jednostranné derivace. Pak f je
rostouci (respektive neklesajici, klesajici, nerostouci) na 1.

Diikaz. Dokazeme pouze prvni variantu véty, diikazy ostatnich jsou obdobné. Pod-
le Lemmatu a je funkce f v kazdém vnitinim bodé¢ I rostouci, v levém
krajnim bod¢ je rostouci zprava, pokud tento bod patti do I, v pravém krajnim
bod¢ je rostouci zleva, pokud tento bod patii do 7. Z Lemmatu pak plyne,
ze f jerostoucina /. |

5.6. Konvexni a konkavni funkce

V tomto oddilu se seznamime s dal$imi pojmy, které jsou vhodné pro popsani

prabéhu funkee.
5.6.1. Definice. Necht 7 jeinterval a f je funkce definovana alespornina 7. Rekne-
me, Ze f je
e konvexni na 7, jestlize
Vx,yeIVAe(0,1): f(Ax + (1 =A)y) <Af(x) + (1 =21) f(»),
e konkavni na 7, jestlize
Vx,yeIVAe(0,1): f(Ax + (1 =A)y) = Af(x) + (1 =2A) f(»),
e ryze konvexni na I, jestlize

Vx,yel,x#yV1le(0,1): fAx+ (A —-A1)y) <Af(x)+ (A —=1)f(»),

e ryze konkavni na /, jestlize
Vx,yel,x 2y VYA e (0,1): fAlx + (1 —=L)y) > Af(x)+ (1—1)f(y).

5.6.2. Primo z definice jsou vidét nasledujici tvrzeni. Funkce f je konkavnina 7,
pravé kdyz je funkce — f* konvexni na /. Funkce f je ryze konkavni na I, pravé
kdyz je funkce — f ryze konvexnina I.

5.6.3 (geometricky smysl konvexity). Funkce f konvexnina I je takova, ze vede-
me-li libovolnymi dvéma body [x1, f(x1)], [x2. f(x2)], X1, X2 € I, X1 < X2, pfimku,
lezi kazdy bod mnoziny {[x, f(x)] € R?; x € [x1,x,]} pod touto piimkou nebo na
ni.
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S(x1) 1

Af(x1) + (1 =24) f(x2)-
S(x2) 1

SAxr 4+ (1= 2A)xz2) A

|
X1 Axl + (l —A))Q X2

OsrAzek 11.

V dal$im lemmatu popiSeme konvexitu ponékud jinak nez v predchozi definici.

5.6.4. Lemma (ckvivalentni podminky pro konvexitu). Necht I C R je interval
a f: I — R. Pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:

(1) f jekonvexnina/,

f(x2) = fx1) _ fxs) = fx1)

(11) VX],Xz,X:; el, X1 < Xy < X3:

X2 — X1 X3 — X1
(i) Vx1.x2.x3 € I, X1 < Xp < x3: fls) = JO)  flxs) = Jx2)
X3 — X1 X3 — X2
(iv) V1. xp.x3 € 1. X1 < X < X3 fx2) = f(x1) < fxs) = flxa)
X2 — X1 X3 — X2

Obdobné charakterizace plati pro konkavni, ryze konvexni a ryze konkavni funkce.

Diikaz. Ptedpokladejme, Ze x1,x2,x3 € I, x1 < x2 < x3. Polozme A = fg%fcf Pak
plati A € (0,1) a x2 = Ax; + (1 — A)x3. Oznaéme ¢ = Af(x1) + (1 — A) f(x3).
Piimocarym vypoctem pak obdrzime

= fln) _ fGa) = f(x) _ S —c

(5.34)
X2 — X1 X3 — X1 X3 — X2
Pokud plati f(x2) < ¢, pak pomoci (5.34) dostavame
fa) = ) _ fla) = fl) _ f) = flea) .35
X2 — X1 X3 — X1 X3 — X2

Pokud plati jedna z nerovnosti v @ nebo nerovnost

Sf(x2) = f(x1) < Sf(x3) — f(x2)

X2 — X1 X3 — X2

pak podle (5.34) plati nerovnost f(x;) < c.
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(i) = (ii) Predpokladejme, ze x1,x2,x3 € I, X1 < X2 < x3. PIi oznaceni z pred-
choziho odstavce dostaneme f(x2) < ¢, nebot f je konvexni. Pak podle (6.3
dostavame nerovnost

Jfx2) = flx) _ flxs) — f(xl).

X2 — X1 X3 — X1

(i) = (i) Predpokladejme, Ze x1,x2,x3 € I, X1 < X2 < x3, a ¢ je definovano
stejné¢ jako v tvodnim odstavci. Potom podle predpokladu plati

f(x2) = f(x1) < S(x3) — f(x1)

X2 — X1 X3 — X1

takze ¢ > f(x2). Tim je podminka z definice konvexity ovéfena.

Ekvivalenci (i) < (iii) a (i) < (iv) lze pomoci tvah prvniho odstavce ovérit obdob-
né. ]

5.6.5 (gecometricka interpretace). Predchozi lemma poskytuje ekvivalentni popis
konvexity pomoci jisté monotonie smérnic secen grafu funkce f. Nasledujici ob-
razky ukazuji smérnice kterych se¢en porovnavame v bodech (ii), (iii) a (iv).

5.6.6. Pokud budeme v bodech (ii)—(iv) pozadovat ostré nerovnosti mezi smér-
nicemi obdrzime charakterizaci ryzi konvexity. Zfejmou modifikaci mtzeme dale
ziskat charakterizaci konkavnosti a ryzi konkavnosti.

5.6.7. Véta (konvexita a jednostranné derivace). Necht f je konvexni funkce na
nedegenerovaném intervalu / aa € I.

(@) Je-li a vnitini bod I, potom existuji vlastni jednostranné derivace f} (a),
fL(a), které splnuji f”(a) < f(a).

(b) Je-lia pravy krajni bod I, pak f’(a) existuje.

(c) Je-lialevy krajni bod I, pak f (a) existuje.

Diikaz. (a) Necht a je vnitini bod 7. Nalezneme § > 0 splnujici B(a,6) C I a defi-
nujeme funkce

o) = LSO e pa),
vy =IO b )
y a

Pro body y1,y2,x1,.x2 € P(a,§) splnujici y» < y; < a < x; < x; dostavame
z Lemmatu

S = f@) _ f)— fl@) _

X1 —a X2 —da

p(x1) = @(x2)

w@ﬁ:fbﬁifW)ffwn—fw):wwﬂ

a y1—a
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Tedy ¢ je neklesajici na Py (a,8) a ¢ je neklesajici na P_(a,§). Z Lemmatu
dale pro kazdé x € Py (a,8) ay € P_(a,) plyne
f@= 1) _ f) = f@) _

a—y X —a

v(y) = @(x). (5.36)

Tedy ¢ je zdola omezend na Py (a,6) a ¥ je shora omezena na P_(a, 6).

Z Véty plyne, ze

fl(@) = lim SO - f@ o (x)
x—ay X —a x—ay
a
(@) = lim SO =/@ _ V()
y—a— y—a y—a—

existuji vlastni.
Navic z a Véty plyne pro kazdé x € Py (a,§)
fl@) = lim ¢¥(y) < ex).

Po dalsim pouziti Véty dostavame
S = lim o) = fi(a).

Tim je dtikaz dokoncen.

(b) Necht a je pravy koncovy bod I. Vzhledem k tomu, ze I neni degenerovany,
existuje § > 0 splnujici B_(a,§) C I.Na tomto prstencovém okoli uvazujme funkci
¥ z predchozi ¢asti dtikazu. Pro nii zde plati, Ze je na P_(a, §) neklesajici, a proto
fL(a) existuje.

(c) Dtikaz lze provést obdobné¢ jako v casti (b). ]

5.6.8. (a) Jednostranné derivace konvexn{ funkce f naintervalu I se nemusiv bo-
dé¢ a € Int ] rovnat, a nemusi tedy existovat f'(a). Prikladem je funkce f(x) = |x|
aboda =0.

(b) Jednostranné derivace v tvrzeni (b) a (c) pfedchozi véty mohou byt nevlastni,
vizte napf. funkci sign uvazovanou na intervalu [—1, 0].

5.6.9. Véta (konvexita a spojitost). Necht I jeinterval,a je vnittnibod I'a f: I —
R je konvexni funkce na 7. Potom je f je spojitd v a.

Diikaz. Diky Vété B.6.7(a) existuji ' (a) a f1(a) vlastni. Podle b.1.16 je f spojita

zleva i zprava v a, tedy je spojita v a. [

5.6.10. Funkce sign, ktera je na intervalu (-1, 0] konvexni, neni spojita v bod¢ 0.
Z konvexity funkce f tedy nevyplyva spojitost ve vsech bodech intervalu 7, na
némz je funkce f definovana.

5.6.11. Véta (druha derivace a konvexita). Necht I je nedegenerovany interval,
f:I — R je spojita funkce na I, ktera ma v kazdém vnitinim bod¢ I vlastni
derivaci.
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(a) Necht funkce f” je neklesajici na svém definicnim oboru. Potom je f
konvexnina I.
(b) Necht pro kazdy vnitini bod x intervalu I plati f”(x) > 0. Potom je f

konvexnina I.

Diikaz. (a) Vezméme libovolné body x; < x, < x3 z intervalu /. Podle predpokla-
dii je funkce f spojita naintervalu [x1, x3] av bodech intervalu (x;, x3) ma derivaci.
Diky Lagrangeové vété (Véta 5.2.4. existuji body ¢ € (x1,x2) ad € (x2,x3) splnu-

et

fe2) = flx) _ 4, f(x3) = f(x2)
JERIZ T ey Joe) = Jia)
X2 — X1 X3 — X2
Z predpokladu na f” obdrzime
X2 — X1 X3 — X2
Dle Lemmatu f.6.4((i) < (iv)) je tedy f konvexni.
(b) Funkce f’ je neklesajici na svém definiénfm oboru (Véta f.5.7), a tedy f je

konvexni diky ¢asti (a). ]

= f'(d).

5.6.12. Obdobna tvrzeni plati pro ryzi konvexitu, konkavnost a ryzi konkavnost.
5.6.13. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé h € [0, 3] plati sinh > %h.

Reseni. Funkce sinus méa druhou derivaci rovnou funkci — sin, ktera je na intervalu
[0, 5] mensi nebo rovna 0. Funkce sinus je tedy na intervalu [0, 7] konkavni. Pro
hel0, 7] poloizmex =2,y =0al = %h. Podle definice konkavni funkce plati
sinh = sin()tx +(1—=2A)y)=Asinx +(1—A)siny =1 = %h.
&
5.6.14. Definice. Necht f je redlna funkce aa € R. Rekneme, 7e f mé v bodé a

inflexi nebo také Ze a je inflexnim bodem funkce f, jestlize existuje vlastni f”(a)
a existuje § > 0 takové, ze bud

Vx € P_(a,8): f(x)> fla)+ fl(a)(x —a) a

Vx € Pi(a,8): f(x) < fla) + f'(a)(x —a),
nebo

Vx € P_(a,8): f(x) < f(a) + f'(a)(x —a) a

Vx € Pi(a,8): f(x) > f(a) + f'(a)(x —a).
5.6.15 (geometricka interpretace). Graf funkce v oblasti inflexniho bodu precha-
zi z jedné strany te¢ny na druhou, bud je v levém prstencovém okoli bodu a nad
te¢nou a v pravém prstencovém okoli bodu a pod te¢nou, nebo je v levém prsten-

covém okoli bodu a pod te¢nou a v pravém prstencovém okoli bodu a nad te¢nou.
Tuto poznamku ilustruje nasledujici obrazek.
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OBgBrAZEK 12.

5.6.16. Véta (nutna podminka inflexe). Necht f je funkce,a € R a f”(a) existuje
a je rizna od nuly. Potom a neni inflexnim bodem funkce f.

Diikaz. Ptedpokladejme nejprve, ze f”(a) > 0. Z definice limity najdeme § > 0
takové, ze pro kazdé x € P(a, ) plati
’ g
f@- @
X—a
Dostavame tedy, ze
Vx € P_(a,8): f'(x) < f'(a) a
Vx € Pi(a,8): f'(x) > f'(a).
Vezméme nyni libovolné x € P_(a,§). Protoze f je spojita na B(a,§) dle Vé-
ty , pomoci Lagrangeovy véty (Véta najdeme ¢y € (x,a) splnujici
a)— f(x
f() f()zf/(cx)
a—x
Protoze diky mame f'(cy) < f'(a), obdrzime W < f(a). Upravou
dostavame f(x) > f(a) + f'(a)(x —a).

Jelix € Py (a,$), jako vyse nalezneme dy € (a, x) splnujici

SO =@ _ i e
X—a

Tedy mame f(x) > f(a)+ f'(a)(x —a). Jinymi slovy, bod [x, f(x)] lezi nad te¢nou

f vbodé a nalevém i pravém okoli a. Tedy a neni inflexnim bodem f. Obdobné

bychom postupovali v pfipadé f”(a) < 0. ]

(5.37)
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5.6.17. Rovnost f”(a) = 0jesté nezarucuje, ze a je inflexnim bodem f. Prikladem
je funkce f(x) = x*, x € R. Pak f”(0) = 0, ale bod 0 nen{ inflexnim bodem f,
protoze graf funkce f lezi nad te¢nou v bodé 0.

5.6.18. Véta (postacujici podminka pro inflexi). Necht funkce f ma spojitou prvni
derivaci na intervalu (a, b), ¢ € (a,b) a plati

Vx € (a,c): f"(x)>0 a Vx € (c,b): f"(x) <0 (5.38)
nebo

Vx € (a,c): f"(x) <0 a  Vxe(e,b): f/(x)>0. (5.39)
Pak ¢ je inflexnim bodem f.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze f splnuje . Z Véty plyne, ze 1’ je
rostouci na (a, c] a je klesajici na [c, b). Pro dané x € (a, ¢) pouzijeme Lagrangeovu
vétu k nalezeni ¢y € (x, ¢) spliujiciho
S = 1)
c—x
Tedy f(x) > f(c) + f/'(c)(x —c).
Podobné¢ pro x € (¢, b) najdeme dy € (c, x) splnujici
Jx) = fo)
—c

X

= f'(cx) < f'(0).

= f'(dx) < f'(o).

Upravou obdrzime f(x) < f(c) + f'(c)(x — ¢). Tedy ¢ splnuje prvni variantu
v Definici , tj. ¢ je inflexnim bodem f".

Obdobné¢ bychom ovéfili, Ze funkce splnujici @ splnuje v ¢ druhou moznost

v definici inflexniho bodu. ]

5.7. Prubéh funkce

Pti zkoumani vlastnosti funkci nas mtze zajimat chovani funkce v co nebo
—o0. Casto postadi vypocet limity, ale nékdy potiebujeme mit presnéjsi predstavu
o chovani funkce. Asymptota je jednim z moznych nastroji, pomoci kterého lze
toto chovani popsat.

5.7.1. Definice. Asymptotou funkce f* v bod¢ oo rozumime afinni funkci / splnu-
jict

lim (f(x)=1I(x)) =0. (5.40)
Obdobn¢ definujeme asymptotu funkce f v bodé —oo.

5.7.2 (komentar k definici).
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5.7.3. Véta (tvar asymptoty). Necht a,b € R. Funkce f ma v bodé oo asymptotu
x > ax + b pravé tehdy, kdyz plati

e G _
m —— =

aelR a lim (f(x) —ax) =b eR. (5.41)
xX—>00 X X—>00
Obdobné tvrzeni plati pro asymptotu v bodé —oo.

Dikaz. =  Diky Vétg dostavame

lim ﬁz lim M—i— lim(a—}—%):O—i-a:a,

xX—00 X X—00 X xX—00
lim (f(x) —ax) = lim (f(x) —ax —b) + lim b =b.
xX—>00 X—>00 X—>00
& S pomoci (b.41)) dostavame
lim (f(x) —ax—b)=b—-b=0.
Tedy x > ax + b je asymptotou funkce f v oo. |

5.7.4. Priklad. Funkce e* ma v —oo asymptotu x +— 0 a v bodé oo asymptotu
nema, nebot prvni limita ve Vété je nevlastni.
5.7.5. Priklad. Funkce f(x) = v/2x2 + x + 1 ma v bod¢ oo asymptotu x V2x+
ﬁ. To plyne z
. f) .o 2x2+x+1
lim — =1
X

m ————— =2
x—>o00 X X—00
a
lim (f(x)— «/Ex) = lim (V2x2 4+ x+1— \/ix)
= lim . !

x>0 /oIxZ +x + 14+ 2x 22

5.7.6. Priklad. Funkce tangens nema v bodé¢ oo asymptotu, protoze neni defino-
vana na zadném jeho okoli.

5.7.7. Priklad. Funkce sinus nema v bod¢ oo asymptotu, ackoli prvni z obou limit
ve Vété existuje a je rovna nule, neexistuje vsak limita limy o0 (f(x) — 0 - x).

5.7.8. Wysetient pribéhu funkee je neformalné zadana tloha, kde zkoumame jisté vlast-
nosti uvazované funkce. Volba téchto vlastnosti zavisi na cili naseho zkoumani. P11
vysetfovani pribéhu funkce ziskdvame zejména nasledujici informace:

(1) definiéni obor funkce,

(2) spojitost, limity v krajnich bodech defini¢niho oboru (coz mohou byt
i body 0o a —00) a limity v bodech nespojitosti,

(3) vypocet derivace a piipadné jednostrannych derivaci, intervaly monoto-
nie, extrémy (lokalni i globalni), obor hodnot,

(4) vypocet druhé derivace, intervaly konvexity a konkavnosti, inflexni body.
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Na zakladé¢ téchto informaci pak zpravidla jiz ziskame pomérné presnou pred-
stavu o chovani funkce. Pokud funkce vykazuje néjaké symetrie (napt. sudost, li-
chost nebo periodicitu) nebo ma asymptotu, pak je uzite¢né tyto informace zahr-
nout do vypoctu.

5.7.9. Priklad. Vysetrete prab¢h funkce

flx) = arcsin(li—xxz)

Reseni. Podivejme se nejdrive na funkci

2
g = 5

Pak D(f) = R a funkce g ma vlastni prvni i druhou derivaci v kazdém bod¢ x € R.
Ziejmé

lim g(x) = lim g(x) =0, (5.42)
X—>00 X—>—00
g je licha a kladna na (0, 0o). Pocitejme

, | 2(x2—1)
g(x):m(2(x2+l)—4x2)zm, x € R.

Tedy ¢’ > 0 na intervalu (-=1,1) a ¢’ < 0 na intervalech (—oo, —1) a (1, 00). Dle
Veéty g roste na [—1, 1] a klesa na intervalech (—oo,—1] a [1,00). Tedy g ma
minimum v bod¢ —1 a maximum v 1. Protoze g(—1) = —l a g(1) = 1, z Véty

plyne #(f) = [-1,1].
Jelikoz D(arcsin) = [—1, 1], je funkce f definovana na R a je zde spojita (jeli-

koz g i arcsin jsou spojité, plyne tvrzeni z Poznamky §.2.24(b)). Diky (b.42) a spo-
i

jitosti funkce arcsin v 0 dostavame pouzitim Véty
lim f(x)= lim f(x) = f(0) =0.
X—>00 X—>—00

Po dosazeni vidime f(—x) = — f(x), tj. f je licha.
Pti vypoctu derivace dostavame za pomoci Véty a vlastnosti (Cf)

-1

ooy 2x \2\ 200-x?)

”’“)—( “(x2+1)) (e
o 2(1—x?)

(I +x2) 1= x2)

xeR\ {-1,1}.
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V bodech —1 a 1 pouzijeme Vétu k odvozeni

S+ = x1_1>nlr1+ S = x1_1)r{1+ x2+1 =-1
/ _ . 12 _ . .
A= lim fiG) = lim = =1,
2
Ty = T , _ _
Ji(=1) x_lll_lhf (x) x—l>H—n1+ P 1

fl(=1 = im f(x) = lim _

x—>—1_x2 41 -
Tedy derivace v bodech —1 a I neexistuje.

Miéame f’ > Ona(—1,1)a f’ < 0 naintervalech (—oo,—1) a (1, 00). ZVéty
plyne, ze f roste na [—1, 1] a klesd na intervalech (—oo,—1] a [1, 00). Diéle, f ma
maximum v bod¢ 1 a minimum v bod¢ —1, pticemz f(—1) = —% a f(1) = 7. Diky
spojitosti funkce f dostavame za pouziti Véty H(f) =[-5.5]

Poéitdme-li druhou derivaci, dostavame

—4
700 = (x24+)i)2 pro x € (—=1,1),
X

(x2+1)2
Tedy f”(x) = 0 pravé v bodé x = 0, f” > O na (-1,0) U (1,00) a f” < O na
(=00, —1) U (0,1). Z Véty odvodime, ze f je ryze konvexni na intervalech
[-1,0] a [1,00) a je ryze konkavni na intervalech (—oo, —1] a [0, 1]. Déle ma f v 0
inflexni bod dle Véty .

Pro vypocet asymptot miizeme pouzit Vétu , coz dava

o SO )
m —— = m =

xX—>00 X xX—>—00 X

pro x € (—oo,—1) U (1, 00).

0

lim f(x)—0-x= lim f(x)—0-x=0.
X—>00 X—>—00

Tedy piimka #(x) = 0, x € R, je asymptotou funkce f v oo i—o0.
Nyni jiz zbyva pouze nac¢rtnout graf funkce f. a

5.8. Teoretické priklady k derivaci funkce

Nasledujici piiklad ilustruje dalezitost predpokladu spojitosti alespon jedné
_

z uvazovanych funkci ve Véte p.1.17(b).

5.8.1. Priklad. Necht funkce f je definovana predpisem

flx) = %Slignx pro x iR \ {0},
5 pro x = 0.

Dokazte, ze vyraz £'(0)- £(0)+ £(0)- £'(0) mé smysl, ale presto (£2)'(0) neexistuje.
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Resend. Vynasobime-li funkci f* se sebou samou, dostaneme
1 prox e R\ {0},

% prox = 0.

Podobné jako v Pifkladu f.1.14 dostaneme f7(0) = 0o. Vyraz f'(0) - £(0) + /(0) -
£'(0) mé4 smysl, protoze

F'0)- f(0) + £(0)- f'(0) = 00~ 5 + 3 - 00 = o0.

Snadno odvodime (fz);(O) =o00a (fz)/_(O) = —00, a proto (fZ)I(O) neexistuje.
&

i) =

Také ve Vété (C) je predpoklad spojitosti funkce g podstatny.
5.8.2. Priklad. Definujme funkci

Fo) = ;)cz sin (1) prox e R\ {0},

pro x = 0.
Pak f’(x) existuje vlastni pro kazdé x € R, ale funkce f’ neni spojita v 0.
Resent. Pro kazdé x € R\ {0} podle Véty plati
f'(x) = 2xsin(1) — cos(1).
V bodé 0 mame

f(x) = f(0)
X

/'(0) = lim )=0

= lim x sin(%

x—0

dle Véty . Uvazujme posloupnost {a,} = {ﬁ} Tato posloupnost konver-
guje k 0, ale

nli)rglo f(ay) = nli)ngo(— cos(2mn)) = —1.

Tedy dle Heineovy véty (Véta ) neni pravda, ze limy_o f'(x) = f/(0), tj. f’
*

neni spojita v bodé 0.

5.8.3. Poznamka. Doplnme k predchozimu prikladu jesté nasledujici neformal-
ni komentar. Funkce v predchozim ptikladu ma derivaci v bod¢ 0 rovnou nule,
protoze jsou jeji oscilace tlumeny funkci x + x2. Piesto viak blizko bodu 0 jsou
intervaly, kde funkce rychle roste, a intervaly, kde funkce rychle klesa. Derivace je
na téchto intervalech blizko hodnoté 1, respektive —1. Odtud pak prameni nespo-
jitost funkce f’ v bodé 0. Podivejte se na nasledujici obrazek.

Osrazek 13. Graf funkce z Ptikladu
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5.8.4. Priklad. Necht

Flx) = %x—l—xzsin(l), x € R\ {0},

x

0, x =0.

Ukazte, ze f je rostouci v bodé¢ 0, ma vlastni derivaci pro kazdé x € R, ale neni
rostouci na zadném okoli bodu 0.

Reseni. Diky Ptikladu p.8.9 mame

£ = % + 2xsin(1) —cos(L), x eR\ {0},
3 x =0.
Z plyne, ze f je rostouci v bodé 0.
Pron € N polozme x, = 5. Potom pro kazdé n € N plati f/(x,) = —1,
atedy f je klesajici v bodé x,. Protoze posloupnost {x,} konverguje k 0, funkce f
neni monoténni na zadném okoli 0. *

5.8.5. Priklad. Necht funkce f je definovana predpisem

x%(2+sin(L)) prox e R\ {0},

J) = §0 pro x = 0.

Pak f ma v 0 inflexi, ale neexistuje okoli 0, kde by byly splnény predpoklady Vé-
o 560

Reésend. Protoze f/(0) = 0 (vizte vypocet v Piikladu , te¢na funkce f v bodé
0 je dana jako
tx) = f(O)+ f'(Ox =0, xeR.
Jeldix <0, pak f(x) <0 =1t(x),aprox >0mame f(x) > 0 = t(x). Tedy f ma
v 0 inflexni bod.
Vypocteme prvni a druhou derivaci funkce f:

£ = { 10x* + 5x*sin(1) — x3cos(1) prox € R\ {0},
0 pro x =0,
a
£ = { x(20x2(2 +sin(1)) + 2x cos(1) — sin(%)) pro x € R\ {0},
pro x = 0.
Ozna¢me

g(x) = 20x?(2 + sin(1)) 4 2x cos(1), x € R\ {0}.
Pak dle Véty plati limy,_o g(x) = 0. Tedy vyraz g(x) — sin(%) nabyva klad-
nych i zapornych hodnot na libovolném okoli 0. Protoze
S"(x) = x(g(x) —sin(3)), x € R\ {0},

nabyva druha derivace f kladné i zaporné hodnoty na libovolném okoli bodu 0.
*
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5.8.6. Priklad. Necht funkce ' ma v bod¢ a € R vlastni derivaci a posloupnosti
{xXn}, {yn} spliuji lim,0(yn — x4) = 0 a pro kazdé n € N plati x, < a < y,,
Yn — X, > 0. Dokazte, ze potom plati

lim S (n) = f(xn)
X,

n—>oo y}’l — Xn

= f(a).

Reseni. Pro kazdén € N plati 0 < a — x, < yn — x. Odtud diky ptedpokladu
lim(y, — x,) = 0 dostaneme lim x,, = a. Podobné odvodime lim y, = a.
Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme § > 0 takové, ze pro kazdé x € P(a, ) plati

SO =@ el <
x—a
Odtud plyne, ze pro kazdé x € B(a, §) (i pro x = a) mame
|f(x) = f@) = f'@)(x —a)| < elx —al. (5.43)

Nalezneme n¢ € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati x,, y, € B(a,d). Diky
a trojuhelnikové nerovnosti pro kazdé n > ng plati
| f(n) = f(xn) = £ (@) (yn — xn)]
<1 fn) = f@) = f1@On —a)| + | f(a) = f(xn) = f(@) (@~ xn)|
= [f(n) = f(@) = f1(@)(yn —a)| + [ f(xn) = fla) — f'(@)(xn — a)|
< élyn —al| + elxn —al = e(yn — xn).
S pomoci predpokladu y, — x, > 0 dostavame pro kazdé n > ng nerovnost
S n) = f(xn)
Yn — Xn
Odtud jiz plyne dokazované tvrzeni. *

5.8.7. P¥iklad. Ukaite, 7e spojitd funkce f z Piikladu nemé v z4dném bodé

vlastni derivaci.

Reseni. Nechta R je libovolny bod. Ukazeme za pomoci Piikladu , ze f(a)
neexistuje vlastni. Pron € N polozme x, = [4"a]- 47" a y, = ([4"a] + 1) -47".
Podle definice celé ¢asti mame x, < a < y,. Necht f, jsou funkce zkonstruované

v Prikladu . Pozorovani 2 z Prikladu pro kazdé m > n dava f,(x,) =
JSm(yn) = 0. Mame tedy

SOn) = fGn) _ 5 Jnlon) = ),

Yn — Xn Yn — Xn

~f'@)| <.

m=1

Podle téhoz pozorovani pro kazdé m € {1,..., n — 1} plati | fin(yn) — fm(xn)| =
|yn — xn|. Kazdy ¢len v predchozi sumé je tedy roven 1, nebo —1, a proto

’i Sm(Yn) = fm(xn) . liché celé ¢islo, pokud je n sudé,

ot Yn — Xn sudé celé ¢islo, pokud je n liché.
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Limita
. fOn) = fxn)
lim I —" 277
n—>oo yn —_— _xn
tedy nemuiZe existovat vlastni, protoze uvazovana posloupnost nesplnuje Bolzano-
vu-Cauchyovy podminku . Ponévadz

lim (y, — xp) = nlim 47" =0,

n—00 —00
dostavame podle Prikladu , ze f'(a) neexistuje vlastni. *
5.8.8. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé x € (0, c0) plati
—1
a <logx <x-1 (5.44)
X

(srovnejte s ). Rovnosti v navic plati pravé tehdy, kdyz x = 1.

Resent. Prond nerovnost. Definujme pomocnou funkei f: (0,00) — R predpisem
—1
f(x):logx—x—, x € (0, 00).
X

Vypocteme
x—1

fl(x) = ——, x € (0, 00).
X

Podle Véty je tedy f klesajicina (0, 1] a rostouci na [1, 00). Funkce f ma tedy
v bod¢ 1 minimum. Vzhledem k tomu, Ze f(1) = 0, dostdvame prvni nerovnost
v () Navic f(x) = 0 pravé tehdy, kdyz x = 1, tj. v prvni nerovnosti v (b.44)
plati rovnost pravé tehdy, kdyz x = 1.

Druhd nerovnost. Definujme pomocnou funkei g: (0,00) — R predpisem
g(x) =x—1—logx, x € (0, 00).
Vypocteme

—1
g'x) = al x’ x € (0, 00).

Podle Véty je tedy g je tedy rostouci na [1, 00) a klesajici na (0, 1]. Ma tedy
v bodé¢ 1 minimum. Vzhledem k tomu, ze g(1) = 0, dostavdme prvni nerovnost

v ) Navic g(x) = 0 pravé tehdy, kdyz x = 1, tj. v druhé nerovnosti v
plati rovnost pravé tehdy, kdyz x = 1. Fy

Nasledujici priklad je zobecnénim Bernoulliovy nerovnosti na intervalu (-1, 0o)
(vizte Piiklad .

5.8.9. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé o € [1,00) a x € (—1, 00) plati
I+ x)%>14 ax.
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Resend. Definujme pomocnou funkei f': (=1, 00) — R predpisem
fxX)=04+x)%—1—ax.
Vypocteme
Fx) =a(+x)*"-1), x € (=1, 00).

Odtud plyne, ze plati f'(x) <0prox € (—1,0)a f'(x) > 0 pro x € (0, 00). Tedy f
je nerostouci na intervalu (=1, 0] a neklesajici na intervalu [0, oo) podle Véty

Tudiz f nabyva svého minima v bodé 0. Protoze f(0) = 0, je f nezaporna na
(=1, 00). Odtud plyne dokazovana nerovnost. *

5.8.10. Ptiklad (YoungE). Necht a,b € [0,00), p.q € (1,00) spliuji % +
Potom plati

1
q

ReSent, Definujme pomocnou funkei ¢: [0, 00) — R predpisem
a? x4
o(x) = — 4+ — —ax.
p q

Funkce ¢ je spojita na svém defini¢nim oboru a plati

¢'(x) =x11 —q, x € (0, 00).
Vysetfenim znaménka derivace obdrzime diky Vété , ze funkce ¢ je klesajici
na intervalu [0, aqlTl], rostouci na intervalu [aqlTl , oo] av bodé a7t nabyva svého
minima. Pro kazdé b € [0, 00) tedy plati (b) > <p(afllTl). Pouzijeme rovnost % +
% = 1 a pro kazdé b € [0, 00) obdrzime

q
P pa p 7T

a—+——ab=<p(b)2<p(aﬁ)=a—+a —qa@ T
V4 q V4

p p

— a_ + a_ _ aP = 0.
V4
Odtud plyne dokazovana nerovnost. Fy

5.8.11. Priklad (Holded). Nechtn € N, ay,....an,b1,....bp € Ra p,q € (1,00)
splnuji % + é = 1. Potom plati

i|ajbj| < (iwﬂp)l/p ' (i |bj|q)1/q.
j=1 Jj=1 j=1

*William Henry Young (1863—1942)
5Ludwig Otto Holder (1859 —1937)
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. 1/ 1/

Reseni. Oznaéme A = (27 ) |aj|1’) "aB = (27 ) |b-|1’) ” Pokud A = 0 nebo
B = 0, pak nerovnost zfejmé plati. Predpokladejme tedy, ze A > 0a B > 0. Pro
kazdé j € {1,...,n} diky Prikladu p.8.1Q plati

S ;(%)p * 3('%')(1‘

Odtud plyne

aj||b; 1 |a;|? 11b:]9 1 1

Z|,|| | Z(—"l LT
—\p A q B P 4

coz dokazuje Holderovu nerovnost. *

5.8.12. Piiklad (Minkowskif). Necht n € N, ay.....an.b1,....bp € Ra p €
(1, 00). Potom plati

“ 1/p “ 1/p " 1/p
(Zlaj +bj|p) < (Z|a,-|1’> + (Z ijl”)
Jj=1 Jj=1 J=1
Reseni. Pokud > i—ilaj +b;|? = 0, pak dokazovana nerovnost ziejmé plati. Pted-
pokladejme tedy, ze 27:1 laj + b;j|? # 0. V nasledujici sérii odhadii pouzijeme
trojtthelnikovou nerovnost a dvakrat Holderovu nerovnost (Piiklad p.8.11)), kde

za g vezmeme &islo #. Plati

Z|aj+b 7 = Z|a,+b| la; + b; |7~

j=1

< Z(Iajl +1b;1) - laj + b; [P

Jj=1

n n
= lajl-laj + ;177 + ) Ibjl -laj + b; |~
Jj=1 J=1
n 1 n p—1
< (Z |aj|p>p . (Z la; + bj|(p_l)'%> i (Hélderova nerovnost)
Jj=1 Jj=1

" <Z 'b"'p)% ‘ (Z laj + bjl‘P—n-rfl)”T
=t j=1
~(S )+ ()
Jj=1 =

)-(élaj +bj|p) ’

N

6Hermann Minkowski (1864 —1909)
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p—1
Vydélenim obou stran kladnym ¢lenem (Z;lzl la; + b; |p> " obdrzime dokazo-

vanou nerovnost. &

5.8.13. Priklad. Ulkazte, Ze 3 < 7 < 4.

Resend. Podle odvozeni vlastnosti (G@) plati Z € (0.2) a cos(%) = 0. Zjevné te-
dy n < 4. Abychom dokazali nerovnost w > 3, stadi ovéfit, Ze cos( ) > 0, dle
vlastnosti (G@) je totiz kosinus klesajici na intervalu (0, 2).

Oznaéme 8 = 5 aa, = éi),, n € N. Pak pro kazdé n € N mame an41 < an,

a tedy dle Véty B.3.1 - plati

[ k

-1"a, = li —-1)"a, > 0.
D (='ay = lim 3 (=1)"ay >
n=4 n=4

Tedy
B BB ﬁ6 o
cos p = Z( Vel Tt +Z< 1" an
p> Bt BS 359
Sty T T s 7
Tim je dtikaz dokoncen. ry

V nasledujicim prikladu ukazeme, Ze pomoci véty o derivaci inverzni funkce je
mozné v nékterych pripadech spocitat derivaci urcité funkee, ackoli pro tuto funkci
nemame k dispozici explicitni vyjadreni.

5.8.14. Piiklad. Necht funkce f je definovana predpisem f(x) = x>+sinx, x € R.
Ukazte, ze f jenaR prostda #(f) = R a projeji inverzni funkci g = f~! spoététe
g'(b)ag’(b), kdeb = f(1).

Reésend. Pro kazdé x e R plati
f'(x) = 3x% + cosx a f"(x) = 6x —sin x.

Pro kazdé x € [0, %) plati 3x* + cosx > 0. Pro kazdé x € [%,00) mdme diky

Piikladu odhad
W tcosr23(3)° - 1233 -1=% >0

Protoze je f’ suda funkee, je f"(x) > 0 pro kazdé x € R. Tedy funkce f je spojita
a rostouci na R. Protoze limy— f(x) = o0 a limy——o f(x) = —00, dostdvame
z Véty , ze #(R) = R. K funkci f tedy existuje inverzni funkce g = f~1: R —
R. Podle véty o derivaci inverzni funkce (Véta (a)) plati

1 1
FrT0) i)

gy =
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Pouzijeme Véty a a pro kazdé y € R obdrzime

§'0) =~ g g ) = — S
(f(g(v)) (/" (g(»))
Prob = f(1) = 1 + sin 1 mame g(b) = 1,
o 1 v 6—sinl
g(b)_3~|—cosl 2 gb)= 3+ cos 1)3’

5.8.15. Priklad. Necht funkce f je definovana na R predpisem

e V% prox e R\ {0},

St = {O pro x = 0.
Dokazte, ze pro kazdé n € N plati £ (0) = 0.
Reéseni. Dokézeme, Ze pro kazdé n € N U {0} existuje polynom P, takovy, ze
_1
f(")(x) _)e P,,(%) pro x € R\ {0},
0 prox =0

(zde vyuzivame tmluvu f©@ = f). Toto tvrzeni zfejmé plati pro n = 0. Pfedpo-
kladejme nyni, ze plati pro néjaké n € N U {0}. Pak pro x € R \ {0} mame

_L
FO) = (5 PiR) + EPa(3)) e
Ozna¢me proy € R
Pui1(y) = =y2 Py (y) +29° Pu(9).
Pak P, je polynom a plati
_L
SO0 = Pasi(3)e 2. x € R\ {0},
Pi§me nyni polynom P, jako P,(y) = Yy, ary® kdem e NU{0}aag,....am €
’ 1/2

Necht ! € N. Z Prikladu plyne limy,, o %5~ = 0. Odtud pouzitim V¢-
ty (P), kde za vnitini funkci bereme x +— xlz, dostavame

_L
lim xle™*2 = 0.
x—0

Potom plati

(n) ) 1
100 OOy 1p 1),

x—0

f(n+l)(0) — IIH})

x—0

m m
_ T
= lim Zakx_k_le 22 = Zak lim x*le7x2 = 0.
k=0 k=0

Tim je ovéfen indukéni krok, a tedy i celé tvrzeni. s
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5.8.16. Priklad. Nechta,b,c e R,a <c <b, f: (a,b) = R je konvexnina (a, c]
ana [c,b). Dokazte, Ze nasledujici vyroky jsou ekvivalentni.

(1) Funkce f je konvexni na (a, b).
(i) Plati f’(c) < fi(c).

Reseni. (i) = (i) Tvrzeni plyne z Véty b.6.7(a).
(i) = (i) Odvodme nejprve nasledujici pozorovani.

Pozorovdni. Necht u,v,a, 8 € R,0 < u,0 < v, a je splnéna nerovnost

«_F (5.45)
u v
Pak plati
@« _o+p (5.46)
u u+v

Diikaz pozorovdni. V vynasobime oba ¢leny kladnym vyrazem uv a obdrzime
av < Bu. Odtud plyne au + av < au + Bu. Oba ¢leny vydélime kladnym vyrazem

u(u + v) a obdrzime . [
Funkce f je konvexni na intervalu (a, c], a proto podle Lemmatu je funkce

NGRSO
c—t
neklesajici na intervalu (a, ¢). Plati tedy
() = sup{w; t e (a,c)}. (5.47)

Podobné mame 0 - (o)
t)— f(c

/ — : f ;

fi(e) = infl A0

Konvexitu funkce f dokazeme ovérenim podminky (i) z Lemmatu . Necht

X1,X2,x3 € (a,b), x; < x2 < x3. Pokud ¢ < x;, nebo x3 < ¢, pak je dokazovana

nerovnost v podmince (ii) splnéna diky konvexité f na (a,c] a [c,b). Pokud x; <
¢ < x3, rozlidime dva piipady.

t € (c,b)}. (5.48)

Pripad x, < c. Pak plati

Sf(x2) = f(x1) < Sf(c) = f(x1) Sf_’(c)fffr((?)f

X2 — X1 Cc — X1

Polozme a = f(c) — f(x1), B = f(x3) — f(c),u = ¢ —x1, v = x3 —c. S pomoci
Pozorovani a obdrzime

fl) = fG) _ @ = fGe) _ flea) = fx)

Sf(x3) — f(C). (5.49)
X3 —C

X2 — X1 - c— X1 X3 — X1
Pripad x, > c. Diky a (6.48) mame
f(e) = fx1) flx2) = flo)

< fle) £ filo) =

Cc —X1 Xy —C
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Odtud pomoci Pozorovani a Lemmatu obdrzime
fx2) = fx) _ fx2) = fle) _ flx3) = fx2)

X2 — X1 Xy —C X3 — X2

Opét pomoci Pozorovani pak mame

Sf(x2) = f(x1) < f(x3) — f(xl).

X2 — X1 X3 — X1
Tim je podle Lemmatu dokéazana konvexita f na (a, b). *

5.8.17. Priklad. Necht f je konvexni funkce na intervalu (a, b). Pak mnozina bo-
dt nediferencovatelnosti funkce f je nejvyse spocetna.

Resend. Z Véty vime, ze vkazdém bodé x € (a, b) existuji vlastni jednostranné
derivace a plati f”(x) < f|(x). Ukazme nyni, ze pro body x, y € (a.b), x < y, plati
fL(x) = fi(x) = f2(y). K tomuto tcelu vezmeme body u, v splnujici x <u <v <
y. Diky konvexité f (vizte Lemma pak mame

S) = fx) _ f) = fw) _ f)=fO)

u—-x —  v—-u — v—y

Tedy pro kazdé v € (x, y) plati dle Véty (b)
f) = f(x) _ f0) = FO)

fi(x) = lim
uSxXp U — X v—y
Opétovnym pouzitim Véty f.2.§(b) mame
l : v)— /
fie < tim LOZTON_ gy
voy- U=y

Tedy jsem ukazali, Ze f je neklesajici funkce na (a, b). Podle Prikladu je
tedy f! spojitd vsude na (a, b) s vyjimkou nejvyse spocetné mnoziny D. Mame-li
nyni bod x € (a,b) \ D, plati

fL(x) = filx) < yl_i)r)rcl+ L) = fL(x).

Odtud plyne, ze f’(x) = f{(x). Dle Véty tudiz existuje f”(x). *

5.8.18. Priklad. Necht D C (0, 1) je spo¢etna mnozina. Naleznéte konvexni funk-
ci f:(0,1) — R, ktera nema derivaci pravé v bodech mnoziny D.

Reseni. Pokud je mnozina D konecna, pak je feseni prikladu snadné. Staci polozit
f)=>"lx—al. xe(.D).
aeD

Predpokladejme tedy, Ze D je nekone¢na. Nalezneme prostou posloupnost {x,}
takovou, ze D = {x,; n € N}. Pron € N definujme funkci f,(x) = 27"[x — x|,
x € (0,1). Pak funkce f, md nasledujici vlastnosti:

(a) Yx € (0,1): 0 < fu(x) <277,

() Vx,y € (0, 1): [ fu(x) = fu(W)| =27"|x =y,
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(c) fu je konvexni,
(d) (fW)(xn) = =27, (fu) (xn) =277,
(e) pro kazdé x € (0,1) \ {x,} plati, Ze f,/(x) = 27" sign(x — x,).

Definice funkee f. Polozme

f) =" fulx). x€(0.1).
n=1

Diky vlastnosti (a) je f dobfe definovana funkce na (0, 1), nebot pro kazdé x €
(0,1) je >0, fu(x) konvergentni.

Konvexita f. Zvolme x,y € (0,1) a A € (0, 1). Diky (c) plati pro kazdé n e N
fn(Ax + (1 =2)y) = Afu(x) + (1 =2) fu(y).

Odtud dostavame

n=

FAx+A=0y) =Y flx+0=2y) =D (M) + 1 =1 1£0))
n=1

AD /) + A=) fuy) =Afx) + (1= 1) f(p).

n=1 n=1
Tak jsme obdrzeli pozadovanou nerovnost z definice konvexity.

Pro kaZdé x € (0, 1) platt

fLe) =Y () (), (5.50)
n=1

@) =Y () ). (5.51)
n=1

Necht x € (0,1). Diky (d) a (e) jsou nekonecné fady v ) a ) konver-

gentni. Dokazeme . Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme ny € N takové, Ze
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Y omeng+1 2" <& Potitejme

lim sup| £ (f(x +h) — £(0) = S (s )
n=1

h—04

= limsup| 3" H(falx + 1) = fu) = 3 () (0|
n=1

h=04 'p=1

= lim SUP‘i(%(fn (1) = fo0) = () ()|

h=04 =1

<limsup Y | (fu(x + 1) = fu(x)) = (f) ()]

h=04+ p=1

<limsup Y |F(fulx + 1) = fu(x)) = (f) ()]

h—04 p=1

+ lim sup Z |%(fn(x + h) — fn(x)) - (fn)/—i-(x)|

h=04 p=py+1

<o+timsup 3 ([E(hG +h) — 0] + () ())

h=04+ n=ng+1
o0
< lim sup Z 7" +27") <2e
h—>04 p=py+1

Odtud plyne

lim sup| £(/(x +h) ~ 1(0) = Y (/) )] = 0.
n=1

h—04

coz dava vztah . Dikaz ) Ize provést obdobné.

Diferencovatelnost f v bodech (0,1) \ D. Necht x € (0,1) \ D. Pak diky vlastnosti (e)
plati (fu)_(x) = (f»)',(x) pro kazdén € N. Z a (p.51) pak plyne

S =Y (@) =Y () () = fL(x).

n=1 n=1
a tedy f”(x) existuje vlastni.

Nediferencovatelnost f v bodech D. Necht x € D. Pak nalezneme j € N takové, ze
x = x;. Pak diky vlastnostem (d) a (e) plati (/) (x) = (fn)’;(x) pro kazdé n €
Non# j,a (i) # () (). Z a (B.51) pak plyne f7(x) # f{(x), a tedy

f'(x) neexistuje. *
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Hyperbolické funkce.

5.8.19. Definice. Funkce hyperbolicky sinus, hyperbolicky kosinus, hyperbolic-
ky tangens a hyperbolicky kotangens jsou po fad¢ znaceny a definovany takto:

X _ ,—x
sinhx = %, x eR,
X —X
coshx = %, x eR,
sinh x
t h = s (S R,
s cosh x o
h
cotghx = c9s x7 x € R\ {0}.
sinh x

Tyto funkce nazyvame hyperbolické.

Vlastnosti hyperbolickych funkci

(H1) Pro kazdé x, y € R plati
sinh(x + y) = sinh x cosh x + cosh x sinh y,
cosh(x + y) = cosh x cosh y + sinh x sinh y.

Plyne dosazenim do vzorcti, napiiklad prvni identita se odvodi pomoci

(e*—e™)(e? +e7) (eF+e F)e?—e?)
4 4
= %(Zexﬂ’ —2e %) = sinh(x + y).

sinh x cosh x + coshx sinhy =

(H2) Funkce sinh je licha a funkce cosh je suda.
Plyne z definice.

(H3) Funkce sinh a cosh jsou spojité na R.
Plyne z definice.

(H4) Pro kazdé x € R plati sinh’(x) = cosh(x) a cosh’(x) = sinh(x).
Pro kazdé x € R plati
sinh’(x) = (3(e* — e_x))/ = 1(e* + ¢7*) = cosh(x),
cosh’(x) = (2(e* +¢™)) = 1(e¥ — ™) = sinh(x).

(H5) Plati sinh(0) = 0 a cosh(0) = 1.

Tvrzeni plyne snadno s definice.
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(H6) Plati limy__o sinh(x) = —o0, limy_ 0 sinh(x) = 00, limy__s cosh(x) = oo
a limy_, o, cosh(x) = oo.
Plati
lim sinh(x) = lim %(ex —e ) = % (0 —00) = —0
xX—>—00 xX—>—00

diky vété o aritmetice limit (Véta ) Ostatni limity lze vypocitat obdobné.

(H7) Funkce sinh je rostouci na R, cosh je rostouci na [0, 00) a klesajici na (—oo, 0].
Funkce cosh je podle definice kladna funkce. Diky (H@) a Vété pak plati, ze
sinh rostouci na R. Dale sinh(0) = 0, a tedy sinh je zdporna na (oo, 0) a kladna na
(0, 00). Opét s pomoci (H@) a Véty dostavame, ze cosh je klesajici na (—oo, 0]
a rostouci na [0, c0).
(H8) Plati #(sinh) = R a #(cosh) = [1, 00).
Tvrzeni plyne z (H@, (HE), (H@ a Bolzanovy véty o nabyvani mezihodnot (vizte
Vétu @
(H9) Pro kazdé x € R plati cosh®(x) — sinh®(x) = 1.
Podle definice mame pro kazdé x € R

cosh?(x) —sinh®(x) = 1 ((e* + e7)? — (¥ —e™)?) = 1.

Osrazek 14. Graf hyperbolického sinu a cosinu

(H10) Plati D(tgh) = R a D(cotgh) =R\ {0}.
Plyne z definice.
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(H11) Funkce tgh a cotgh jsou liché a na svych defini¢nich oborech spojité.

Plyne z definice a Véty .

(H12) Plati tgh(0) = 0.

Vysledek obdrzime dosazenim do defini¢niho vztahu.

(H13) Plati limy oo tgh(x) = —1, limy_s0 tgh(x) = 1, limy o cotgh(x) = —1,

limy—o_ cotghx = —o0, limy 0, cotgh(x) = 0o a limy— cotgh(x) = 1.
Pociteme
. ) eX — e X ) er -1
A eh) = I e = i e =

Ostatni limity spoc¢teme obdobné.

(H14) Pro kazdé x € R plati tgh'(x) =
cotgh’(x) =

coshlz(x) a pro kazd¢ x € R \ {0} plati
=1
sinh?(x) *

Z (Hi) a (HP) mame

sinh \’ 1
=) ;

1
= h? —sinh?) = .
cosh (cos sinh”) cosh?

(tgh)" = (

cosh

Obdobné se ovéfi druhé tvrzeni.

(H15) Funkce tgh roste na R, cotgh klesa na (—o0, 0) a (0, 00).

Tvrzeni plyne z (H@ a Véty .

(H16) Plati #(tgh) = (—1,1) a #H(cotgh) = (=00, —1) U (1, 00).

Tvrzeni plyne z (H@, (H a spojitosti obou funkci.
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Osrazex 15. Grafy hyperbolického tangensu a hyperbolického kotangensu

5.8.20. Priklad. Necht f: R — R je spojita periodickd nekonstantni funkce. Pak
nema ani v o0 ani v —oo asymptotu.

Reseni. Necht a > 0 je perioda funkce f, tj. f(x) = f(x + a) pro kazdé x € R.
Nejprve si rozmysleme, ze f je omezena funkce. To plyne z faktu, ze f je v abso-
lutni hodnoté omezen4 na [0, a] néjakou konstantou M (viz Véta 1.3.19), a tedy je
omezena M i na kazdém intervalu tvaru [ka, (k + 1)a], k € Z.
Dostavame proto, ze
o S0 )
im —— =

m —— =
x—>00 X X—>—00 X

0.

Predpokladame-li nyni existenci asymptoty naptiklad v oo, existuje b € R splnujici
limy—o0(f(x) — b) = 0. Najdeme x € (0,a) sphiujici f(x) # f(a). Z Véty

nyni plyne, ze
f(x) = lim f(x +na)=b = lim f(na) = /(0).

coz je spor. Tim je ditkaz dokoncen. Fy

5.9. Pocetni priklady k derivaci a jejim aplikacim

5.9.1. Limity funkci.
5.9.1. Priklad. Dokazte, ze

*—1 log(1
lim & =1 lim gl +x) _
x—>0 X x—0 X x—>1x—1
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Reseni. (a) Protoze exp’(0) = exp(0) = 1 (vlastnosti (EB) a (E)), plati dle Defini-
ce rovnost

— X _
| = exp(0) = hn%%gxp@ ~ lim iy
xX—> X — X—> X

(b) Z definice logaritmu a vlastnosti (EE) plyne log(1) = 0. Z vlastnosti (L@ pak

dostavame
lim log(1 + x) T log(1 + x) —log(1 + 0) _

x—0 X x—0 x—0

= (l-i-;x)x=0 =L

(log(1 + x));:0

(c) Polozme

1
f(y) = 280EY)

. ¥ € (=1,00)\ {0}, gx)=x—1, x eR,
xo=1ayy=0. Pak plati

lim g(x) = yo. lim f(y)=1
y—=Yo

X—>X0
a pro kazdé x € P(xo,1) mame g(x) # yo. Tedy z Véty (P) plyne
. logx
lim

= x]i)ngo(f og)(x) = Jl)l_f)f(l) fy) =1

x—>1x—1

5.9.2. Priklad. Dokazte, Ze

. sinx
lim =1.
x—>0 X

Reseni. Z vlastnosti sinu (GF) vime, ze sin’(0) = 1. Dale plati sin(0) = 0 (vizte

(G@)) Tedy z Definice plyne
lim Y lim M = sin’(0) = 1.
x>0 X x—0 x—0

5.9.3. Priklad. Dokazte, ze
1 —cosx 1

lim —— = —.
x—0 x2 2

Reéseni. Pro kazdé x € R\ {0} plati

l—cosx 1—cosx 1—|—cosx_1—coszx 1
x2 x2 1+cosx x2 "1+ cosx
_sinzx 1 _(sinx)\2 1
X2 'l—i—cosx_( X ) "1+ cosx’
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Jelikoz kosinus je spojita funkce (vizte (G@) a cos(0) = 1 (vizte (GE)), plyne
z Ptikladu a Véty rovnost

5.9.4. Piklad. Spoctéte limy_,q 26X

ReSeni. Pro kazdé x € R\ {0} plati

sin(5x) 5 sin(5x)
x 5

Polozme
sin(y)

y

xo =0ayo = 0. Pak limy_,, g(x) = yo, lim,_,,, f(y) = 1 a pro kazdéx € P(c,n)
plati g(x) # yo. Z Véty (P) a Prikladu tedy plyne, ze

lim S0 _ i (Fog)(x) = lim f(y) = 1.
x—=0 5x X—>Xx0 y—>Yo

Z Véty [£.2.1/(b) méme

fy) =

, ¥y € R\ {0}, g(x) =5x, x e R,

. sin(5x) ) sin(5x)
lim =lim5- =
x—0 X x—0 5x

5.9.5. Priklad. Spoctéte limitu
2

) X
lim : .
x=>0 /1 + xsinx — 4/cos x
Reseni. Pro kazdé x z defini¢niho oboru funkece, jejiz limitu pocitame, plati

x?2 _ x2 V14 xsinx + /cosx
V14 xsinx — \/cosx V1 +xsinx — 4/cosx /1 + xsinx + /cosx

2

= Y -(\/l—i—xsinx—}—«/cosx)

1 —cosx + xsinx

. (\/1 + xsinx + «/cosx).

Funkce x = +/1 + xsinx + /cos x je spojitd v bodé¢ 0. Pak pomoci Prikladt
a dostavame diky Vété rovnost

1
1—cos x sin x
x2 + x

x2 1 4
lim = 1+ = -,
x—>0 /1 4+ x sin x — /cos x %—}-1 ( ) 3
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5.9.6. Priklad. Spoctéte limitu

321

lirr}r tg(2x) - tg(F — x).
x>z

Reseni. Pro kazdé x z defini¢niho oboru funkee, jejiz limitu poditame, plati

tg(2x) - tg(% —x) = sin(2x) sin(%

T-x) Fox
cos'(% —x) T—x C?SQX) (5.5
__sin@y) sin(F—x)  5(5—2)
~ cos(Z —x) Z—x  sin(Z-2x)
Polozme
sin
S =5 veRVO

glx) = Z—x, x € R.
Potom platf lim,_, z g(x) = 0, limyo f(y) = 1 a pro kazdé¢ x € P(0,1) mdme
g(x) # 0. Diky Véte (P} dostaneme

i sin(Z — x)

1 — = lirr}tfog(x)zl.
X—=>F e X x>
Podobné obdrzime
Z _2x
lim —2——_ =1.
x—>7% sin(Z —2x)
Tedy mame z

lim tg(2x) - tg(F — x) !
x—>%

5.9.7. Priklad. Spoctéte limitu

tg3 x — 3t
i =38
x—>% cos(x + %)

Reseni. Pro kazdé x z defini¢niho oboru funkce, jejiz limitu pocitame, plati

tg’x —3tgx x—% tg?x —3tgx
cosx+ %) sin(3-x-fF)  x-3 6.5
. x-% ‘tg3x—3tgx ’
sin(Z — x) x—%
Protoze
sin(x — %) _
x—% x—Z ’
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konverguje prvni ¢ast vyrazu v k ¢islu —1. Déle méame

tg3x -3tgx sinx sin®x —3cos?x
x—3 cos3 x x—Z

3
. .2
smx 4sin“x—3

cos3 x x—3
) ) ) (5.54)
_ sinx (251nx — ﬁ) . (251nx + ﬁ)
"~ cos3x x—%
_sinx ) (sinx —sin Z) - (2sinx + v/3)
" cosdx x—% ’
Protoze
sinx —sin%  cos(5(x + %)) -sin(5(x — 5))
x—3 s(x—%) ’
dostavame
sinx —sin Z
lim ——— 3 — i1 1
xl_)m% x— I COS(3) 2
Z a (b.54) pak mame
lim tg3x—3tgx 1 lim tg3x—3tgx
x—>Z cos(x + %) x—>x x—Z
J/3
= 1 5.55
=_1- 23.2._.<2.~/T§+\/§> (5.55)
() 2
2
= 24,

5.9.8. Priklad. Spoctéte limitu

xli_)r{.lo(sin( X+ 1) - sin(ﬁ)).

Reseni. Pro kazdé x > 0 plati

sin( X+ 1) - sin(ﬁ)

=2-cos(3(vx + 14+ V/x)) -sin(3(Vx + 1= VX)) (5.56)
=2-cos(%(«/x+1+ﬁ))-sin(2 ! )

(Vx+ 14 %)
Dile plati

1
lim

LT v R
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Ze spojitosti sinu a Véty f.2.23(S) plyne

1
lim si =0
lim (e e )
Funkce x 2cos(%(«/x + 1+ {/x)) je omezena na intervalu (0, 00), a tedy
xll)nolo(sm(\/x +1) - sm(«/;)) =0
dle Véty £.2.15. s
5.9.9. Priklad. Nechta € R. Spoctéte limitu

. a\”
Jim (14 7).
Resent. Definujme
a\~Xx
fx) = (1 + —) . x € (|a], 00).
X
Pak f je dobfe definovana funkce splnujici
f(x) = exp(xlog(l +£)), x € (lal,o0).
Protoze

. log(1+4
hmx_)oo a - %X)
x

= R
lim xlog(1 + ) = : a proaeR\{0},
X—00 limy5000=0=a proa = 0.

plati
lim f(x) = exp(a).
X—>00
Z Heineovy véty plyne, ze
. a\”r
nli)rglo(l + ;) = exp(a).

Srovnejte s Prikladem . rY
5.9.10. Priklad. Spoctéte limitu

lim
x—0

( 1+ x2*¥ ) 5
1+x3%/
Reseni. Jako v predchozich prikladech je tfeba spocitat
1+ x2* )
1+ x3¥/°

. 1
Jim 5 Tog
Snadno spocteme
1+ x2*
im =
x—>0 1 4+ x3%

Dle Véty (a) existuje n > 0 takové, ze
1+ x2%
- >
1+ x3*

Vx € B(0,n):
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Daéle mame pro kazdé x € B(0,n)

1 4 x2*
peET: & x=0
Plati tedy
14 x2¥
v P0,n): 1
x € PO.m: 5 T #
Z Véty o limité slozené funkce (P) tedy plyne rovnost
14x2%
lim 10%(1+§3X) logy

1.

= lim =
1+x2%
—0 — —1 —
* 1+x3* 1 Y y 1

Pro kazdé x € B(0, ) plati

Llog(wxzx):L,log(iiiii)«lﬂzx_ )
2 2 T14x2%
X I 4 x3* x har — | I 4 x3*
a také
1 (1+x2x 1) L 2r -3
x2\1 + x3% x4 a3
(exlogZ _ 1) _ (exlog3 _ 1) 1
- X . 14 x3%
eXlog2 _ eXlog3 _q 1
:(—-logZ——-log3)- .
xlog2 xlog3 1+ x3%

Snadno ovéiime predpoklady Véty (P) pro okoli P(0,7) a dostaneme tak

. 1
Iim —

(1 + x2*
x—0 x2

" _1Y=q- -1. 1= 2
T 23 1) (1-log2—1-log3)-1=log(3).

Dohromady tedy mame

1+x2%\37 a2
(1525) " = expllos?) = 5.

m
x—>0

5.9.11. Priklad. Spoctéte limitu

log(x?> —x + 1)
im .
x—00 log(x10 + x + 1)
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Reseni. Pro kazdé x > 1 z definiéntho oboru funkee, jejiz limitu pocitame, plati
logx2—x+1) _ log(x*(1- T+ 5)
log(e™ + X+ 1) ~ Tog(x10(1 + 5 + )
2logx +log(1—1 + x%)
10log x + log(1 + %5 + —f) (5.57)

log(l—%-l‘x%)
T

Iog(1+x%+x%) ’
log x

2+

10 4
Protoze je logaritmus spojita funkce na (0, c0) (vizte (L@)) a
lim (1-++ %) =1,

X—>00
méme z Véty £.2.23(S)
xli)ngo log(1 — % + x%)z 0.

Obdobn¢ odvodime, Ze
lim log(1 + x% + x—h))= 0.

X—>00

Z ( pak plyne diky Véte rovnost
log(x? —x + 1) 1

u log(x10 +x + 1) 5

*
5.9.12. Priklad. Spoctéte limitu
sin? (2%)
x—1 log cos(n2%)’
Reéseni. Oznaéme R
sin
=2 yererd).
ogcosy
Pocitejme limitu limy 5,5 f(y). Pak mame
.2 2
sin” y cosy—1 (y—2m)
_ . . . 5.58
/) (y —2m)? logcosy cosy—1 (5:58)
Polozme
h(z) = SHZ]Z, z € R\ {0}, a g(y)=y—2m, yeR.

Protoze pro kazdé y € P(2x, 1) plati g(y) # 0, plyne z Véty (P)

. sin(y —2m)
lim ———=

y—>2r  y—2mw - yl_lgln(h °g)(y) = ;E}I})h(Z) =1.
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Analogicky odvodime rovnosti

cosy —1 |
— = a

= m ——— =
y—2x logcos y y—2r (y —2m)?

Z ( a Véty tak plyne
linzn fO)=1-1-(-2)=-2.
y—21

Nakonec oznaé¢me
u(x) = w2%, x € R.

cosy—1

Pak lim, . u(x) = 27 a pro kazdé x € P(1,1) plati u(x) # 2m, a tedy z V¢-

ty [£2:29(P) plyne
sin?(2%)

x—1log cos(72%¥)

5.9.13. Priklad. Spoctéte limitu
sin x
¥ 30 (¥ —1)2°

Reseni. Pro kazdé x € R\ {0} plati

sin x . sin x x2 1
(e*—1)2 x (=12 x
Oznadime
: 2
fy =202 x € R\ {0},

x  (eX =12

Potom plati lim, ¢ f(x) = 1. Protoze

lim 1 =0 a lim L = —c0,
x—>04 % x—>0_ "~

=Ilim(fou)(x) = lim f(y) =-2.
x—>1 y—=>2r

z jednostranné verze véty o aritmetice limit funkci (vizte Vétu a , dosta-

vame _ )
] sin x li sin x
m —— =00 m —— =
x=>04 (e* —1)2 ’ x—>0_ (eX —1)2

Zadana limita tedy neexistuje dle Véty .
5.9.14. Priklad. Spoctéte limitu

T _

lim x(%

X—>00

Resend. Piimocarym pouzitim Véty (P) obdrzime

arctg )C).

T
li 2 - — I X — I X
m = um P = 1um —
s —
y—>% COSYy x—0 COS(E x) x—>0 SIn X

—0Q.

=1
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Pak mame
: P b
lim tgy-(Z —y) = lim siny - 2 =1.
e gy-(5-) g y cos y
Oznadime
fO)=tgy-(3-y). ye©.%), a g(x) = arctgx, x € R.
Plati limy 00 g(x) = 7 a pro kazdé x € R mame g(x) # 7. Pak z Véty (P)

plyne
lim x(% —arctgx) = lim fog(x) = lim f(y) = 1.
X—>00 y—>Z

X—>00

5.9.15. Priklad. Spoctéte limitu

. % —arcsinx
lim

i =
Reseni. Oznaéme
3y
V1=siny
Nasim ukolem je spo¢itat limitu limy__ f o g(x). Nejprve spocteme

7= Z=Y V1 +siny

lim f(y)= lim —————= lim
y—>5

SO =

,y€(0,2), a g(x) = arcsinx, x € [—1,1].

y=>%_/1—siny »y=>%5_ \/l—siny'\/l—i—siny
. Z=y 1 . 5=y 1
= lim -2 lim 2 V2.

y=%_ \Jcos?y 1 +siny :y—>g_ cos y ' 1+ siny -

V predposledni rovnosti jsme vyuzili vztah /cos? y = cos y, ktery plati pro kazdé
y € (0, ). Ze spojitosti funkce arcsin na svém defini¢nim oboru plyne lim,—1_ g(x) =

7. Déle pro kazdé x € (=1, 1) plati g(x) < . Odtud podle varianty Véty (P)
plyne limy;_ fog(x) = V2. *

5.9.16. Priklad. Spoctéte

lim x(% — arcsin
X—>00

X )
v x2 + 1
Refgnl/. ()Znaéme

X
X) = ———, x €R.
80 = T
Funkce g na P (oo, 1) nenabyva hodnoty 1, limy_,o g(x) = 1a
Z — arcsin y
lim 22— =2
y=>l- 1=y
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dle Piikladu f.9.15. Z véty o limité slozené funkce [£.2.26(P) tedy méame

T __ n —x
o 2 arcsin —=— _ 5
X—00 1— =% ’
Vx2+1
Déle pro kazdé x € R plati
X X
x . 1— =
AL 2 N RVAV =y g

1

) Y1+ 5 \/1+xl2+1.

Tedy

lim x(% — arcsin
X—>00

x2 + 1>
— arcsin ——=— 1
hm Y

X—>00 x
V=7 ‘\‘/1+xl2,/\/1+x%+1

—\/_lﬁl.

5.9.17. Priklad. Nechta,b € (0, 00). Spoctéte limity

eax

lim — a lim
x—o0 xb x—>o0 xb

Resend. Z Prikladu a Véty plyne, Ze pro kazdé a € (0, o0) plati

X

log” x

e

lim — = oo.
x—>o00 X%
Mame tedy
ax eax
lim — = lim -a’ = oo.
xX—>00 X xX—00 (ax)b
Protoze
xa
m =0,
X—>00 (ex)b
pomoci Véty dostavame
) log x)* log? x
0= lim &: lim 8 )
X—>00 (el"g") x—oo xb
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5.9.18. Priklad. Nechta € R. Spoctéte limitu

. 1 1
lim ((x +a)ltx —x1+X+a).
X—>00

Reseni. Je-li a = 0, zadana limita se zfejmé rovna 0. Déle budeme tedy predpokla-
dat, ze a # 0. Na intervalu (|a|, 00) definujme funkce

1 1
Xt log(x + a) a glx) = xtatl log x.

S = X X +a

Spocdtéme nejprve limitu limy_, o0 (f(x) — g(x)). Plati

S(x)—g(x)
= x(x1~|-a) ((x + @) (x + D) log(x + a) — x(x +a + 1) log x)
_ x(x:a) (x2(log(x + a) — logx) + x(a + 1)(log(x + a) — log x) + alog(x + a))
= (P log( + ) x(a+ Dlog(1 + 2) +alog(x +a)
= o togl1 49+ S logll + )+ - loglx + .

Dostavame tedy limy oo (f(x) — g(x)) = 0. Oznac¢me dale pro x € (|a|, 00)

h(x) = x? log(1+ %) + x(a + 1) log(1 + %) + alog(x + a).

Pak

log(1+ %)

-a+(a+l)log(1+f—c)+a-log(x+m).

h(x) = x(

=1

Tedy

lim h(x) = {OO proa >0,
X—00 —o0, proa <0.
V obou piipadech tak existuje 1 € (|a|, 00) takové, ze h(x) # 0 na (5, 00). Tedy i

h(x)

S =g = s

#0, xe€(n,o00).

Miuzeme tedy psat

1 1 x+1 x+a+1
(x + a)1+f — x1+x+a —e x log(x+a) _ e x+a log x

— oS _ g 559
| e

= 8™, m “(f(x) — g(x)).
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Dale
Logx. 1 logx Ji(x
eF D (f(x) - g(x)) = xexia = ¥ %
_teex o x o log(l+ %) x .
=ex+ (x+a a a+x+a(a+l)log(1+;)+x+aalog(x+a)),
Tedy

lim e*®(f(x) —g(x)) = a.
Z (.59 tedy plyne
li)m ((x —i—a)H'% —xH'ﬁ) =a.
&

5.9.2. Derivace funkce. Piivypoctu derivace dané funkce f nejprve uréime
defini¢ni obor této funkce. V téch bodech defini¢niho oboru, ve kterych je to moz-
né, pak vypocteme hodnotu derivace pomoci vzorcii pro derivace elementarnich
funkci a vét z odstavce @, zejména véty o aritmetice derivaci (Véta a vé-
ty o derivaci slozené funkce (Véta p.1.24). V bodech defini¢ntho oboru funkee f,
v nichz tento postup z néjakého diivodu selhava, se pokusime vypocitat jednostran-
né derivace podle Definice , piipadné pomoci véty o limité jednostrannych
derivaci (Véta ). Mame pfitom na paméti, ze definiéni obor derivace muze
byt vlastni podmnozinou defini¢niho oboru funkce.

5.9.19 (znaceni derivace). Pri poditani ¢asto pouzivame pro oznaceni derivace
funkce f v bodé¢ x symbol (f(x))' misto f'(x). Naptiklad piSeme (x?)" = 2x, ¢imz
rozumime f'(x) = 2x, kde f(x) = x2. Pfi spravné interpretaci tato notaén{ kon-
vence nepusobi nedorozuméni a zjednodusuje zapis.

5.9.20. Piiklad. Spoctéte derivaci funkce h(x) = x* + sinx.

Reseni. Funkce h ma definiéni obor roven R a je souétem funkef f(x) = x*ag(x) =

sin x. Podle Piikladu a (Gl’ pro kazdé x € R rovnosti f/(x) = 4x3
b.1.17

a g'(x) = cos x. Potom podle Véty p.1.17(a) mame

W' (x) = 4x3 + cosx, x € R.

5.9.21. Piiklad. Spoctéte derivaci funkce u(x) = x*sin x.

Reseni. Funkce u ma defini¢ni obor roven R a je sou¢inem funkci f a g z predcho-

ztho ptikladu. Potom podle Véty (a) mame

u'(x) = 4x3sinx + x* cos x, x €R.

5.9.22. Priklad. Spoctéte derivaci funkce v(x) = x2-1

1+x2



5.9. POCETNI PRIKLADY K DERIVACI A JEJIM APLIKACIM 331

Reésend. Funkce v ma defini¢ni obor roven R a je podﬂem funkei f(x) = -1
a g(x) = 1+ x2. Pro kazdé x € R plati f/(x) = 2x a g’(x) = 2x. Potom podle

Véty b.1.17 (C) mame
X2 =1)/(x2+ 1) - (2 =12+ 1)

v (X) = (_x2 n ])2
. 2x(x2 4+ 1) — (x2 —1)2x
- (xz + 1)2 ’
4x
= m, x € R.

5.9.23. Priklad. Spoctéte derivaci funkce h(x) = eX> 12,
Reseni. Polozme

g(x)=x*+2, xeR, a  f()=¢", yeR.
Potom D (h) = R, nebot h = f o g. Snadno spoc¢teme derivace

' =e, yeR,
g'(x) =2x + 0 = 2x, x € R.

Protoze je g spojita v kazdém bodé R, dostaneme podle véty o derivaci slozené

funkce (Véta p.1.24) pro kazdé x € R
B (x) = (fog)(x) = f(g(x)- g'(x) = e +2. 2x.

FS
5.9.24. Priklad. Spoctéte derivaci funkee i(x) = log(}’g;—_ll )-
Resend. Polozme

[ =logy. yeOo) 4 s=5"l sem
Vzhledem k tomu, ze D(log) = (0, 00), plati x € D (h) pravé tehdy, kdyz = 2+1 > 0.

Vyfesenim prislusné nerovnice dostavame D (h) = (—oo, —1) U (1, 00). Pro derivace

f a g plati

£') = % V€ (=00.0) U (0, 00).

dx
¢ (x) = @ TeR (vizte Piiklad f.9.29).
Pomoci véty o derivaci slozené funkce dostavame pro x € D(f)
x2+1 4x 4x
W (x) = 32 2 2= a1
—1 (x2+1) x4 —1
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Plati tedy O (h') = (—o0,—1) U (1,00). Defini¢ni obor funkce x +— ﬁ je sice
roven R \ {—1, 1}, nicméné definié¢ni obor derivace je mensi. *

5.9.25. Priklad. Spoctéte derivaci funkce f(x) = x!°8%, x € (0, 00).
Reseni. Podle definice obecné mocniny (Definice (c)) plati pro kazdé x €

2 . ; . .
(0, 00) vztah f(x) = elog*logx — plog™x Derjvaci spocteme pomoci véty o derivaci

slozené funkee (Véta f.1.24), tedy

f(x) = elos” x| (log® x) = elos” -2logx - %, x € (0, 00).
Pro definiéni obor derivace plati D(f) = (0, c0). a
5.9.26. Priklad. Spoctéte derivaci funkce f(x) = V1—e2,

Reseni. Pro kazdé x € R plati 1 — e >0,a proto D(f) = R. Derivaci funkce f
v kazdém bod¢ x € R\ {0} spoc¢teme dvojnasobnym uzitim véty o derivaci slozené
funkce:

1 2\/ 1 1 2
. (1= Y = o (™) (=2
3 (1) = 3 e 20

V bod¢ 0 dopocitame jednostranné derivace piimo podle definice:

FL0) = fim LOEN 1O V1= -0
h—0+ P ;

h
e — 1
hs0+ - Vi

Obdobné lze spocitat derivaci zleva za pouziti vztahu i = —+v/h? pro h < 0. Do-

staneme
1—eh* -0 e~h* —1
f-O) = lim i e —

Plati tedy D(f’) = R\ {0}, f1(0) =1, f/(0) = —1, a tedy f'(0) neexistuje, nebot
FL(0) # f7(0) (vizte Vétu @ -

5.9.27. Priklad. Spoctéte derivaci funkce f(x) = min{x, x3}.

ReSeni. Funkei f miizeme vyjadfit ve tvaru

x? prox € (—oo,—1]U [0, 1],

feo = x prox € (=1,0)U(1,00).
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Tedy zfejmé plati
F(x) = 3x2 prox € (—oo,—1) U (0, 1),
1 pro x € (—1,0) U (1, 00).

Zbyva vysettit derivaci v bodech x € {0, 1, —1}. Protoze funkce f je spojita v bodé
—1, plati podle véty o limité derivaci (Véta

fl(=1) = 1im1 3x2=3, fi(-1)= lim 1=1.
x—>—1_

x—>—14

Odtud plyne, ze f’(—1) neexistuje. Podobné lze odvodit, ze f/(0) a f'(1) neexistuji
a ze plati

fLO=1, fO=0 f(1=3 [fi1)=1

5.9.28. Priklad. Spoctéte derivaci funkce

x? sin(%) pro x € R\ {0},
prox = 0.

f(x) =

Resent. Ztejmé plati D(f) = R. Pro x € R\ {0} plati, ze funkce f je na jistém okoli
bodu x definovana predpisem x > x? sin(%). Derivace v bodé¢ je lokalni pojem

(vizte (c)), a proto pro x € R\ {0} plati

fx) = (x2 sin %>/ = (xz)/ sin % + xz(sin %)/

peain L4 2 -1 1
=2xsin — + x _—— .
s e cos R
V bodé¢ 0 spocteme derivaci podle definice
h?%sin 5= —0
. fO+h)—f0O) . n
0) = lim X0—+F——~ = lim ——" —
SO h1—>mo h hl—r>r<l> h
1
Posledni rovnost plyne z Véty , nebot funkce sinus je omezena. Plati tedy
D) =R. *

5.9.29. Piiklad. Spoctéte derivaci funkce f(x) = arccos(1 — x?).
Reéseni. Vzhledem k tomu, Ze D (arccos) = [—1, 1] a redlné &slo x splnuje nerovnosti
—1<1-x*<1

pravé tehdy, kdyz x € [—«/E, ﬁ],je D(f) = [—\/5, \/5] Podle véty pro derivaci
slozené funkce (Véta f.1.24), kterou lze pouzit pro kazdé x € (—+/2,+/2) \ {0},
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dostavame
-1 -1
f(x) = ———— _—
V1= (1—x2)? N2x2 — x4
2signx
=25"  xe(=v2,v2)\ {0
Funkce f je na svém definicnim oboru spojita, a proto se mizeme pokusit jedno-

stranné derivace v bodech mnoziny {—«/5 0, V2! po&itat jako limity jednostran-
nych derivaci podle véty o limité derivaci (Véta . Dostaneme tak

(1—x2%) = (—2x)

2sign x 2
(0) = lim f'(x) = lim = = =2,
HO= SO e T

o) = T oy peo 2signx
F10) = Jim £ = Jim “ZELE — 3,
2sign x
[(—v2) = lim "(x) = lim g = —
L= S M e
. . 2signx
"(V2)= lim f'(x)= lim —2—= =0
N x—“/if() x—>/2— /2 — x2

Defini¢nim oborem f’ je tedy mnozina (— V2, «/E) \ {0}, pficemz hodnoty jedno-
strannych derivaci ve zbyvajicich bodech defini¢éniho oboru f jsou uvedeny vy-

SC. »

5.9.30. Priklad. Dokazte, ze pro vSechna x € R \ {0} plati
arctg(x) + arctg(L) = Z sign x.
Resend. Defini¢ni obor funkce

1
f(x) = arctg x + arctg —
X

je D(f) = (=00,0) U (0,00). Na kazdém z téchto dvou intervalii plati

1 1 -1 1 1

/
= ._:—_—:O
Sx) 1+x2+1+(%)2 X2 1+x%2 1+x2

Zadana funkce je tedy na intervalu (0, 0o) konstantni podle Véty a dosazenim

bodu x = 1 dostaneme

T

f(1) = arctg(1) + arctg(l) = 7.

Funkce f je tedy rovna 7 na celém intervalu (0, 00). Analogicky dosazenim bodu
x = —1 dostaneme, ze f je rovna —% na intervalu (—o0, 0). a
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5.9.3. ’'Hospitalovo pravidlo.
5.9.31. Priklad. Spoctéte limitu

arctg(l 4+ x) — arctg(l — x)
XLI}) X ’

Reéseni. Oznaéme
f(x) = arctg(l 4 x) — arctg(l — x) a gx)=x, xekR.

Pak lim, ¢ f(x) = limy0 g(x) = 0. Miizeme se tedy pokusit spocitat zadanou
limitu pomoci 'Hospitalova pravidla p.4.1 (a) Dokazeme-li totiz existenci limity

limy_0 {;,((x)), miizeme z vy$e uvedené¢ho 'Hospitalova pravidla usoudit na exis-

tenci limity limy ¢ ggg , a navic obdrzime lim,_¢ ﬁx; = lim,_¢ %. Vypoctem
obdrzime
’ 1 /
AN Farr( %) — mamr (-0
x—0 g’(x) x—0 1
. 1 -1 1 -1
= hm< - ) = —
o\ T+ (1 +x2 1+0-x2)"1+1 1+1
=1.
Zadana limita je tedy rovna 1. S

5.9.32 (postupna aphkaccl Hospitalova pravidla). Ptivypoctu limity podilu funk-

ci ¢asto zaplsujcme reSeni ve tvaru

tim 200 _ i L), SO0, SO
x—a g(x)  x—a g/(x)  x—a g'(x) x—a g (x)

(5.60)

v v/

Postupujeme tak, ze pro funkce f a g ovéfime splnéni predpokladti I'Hospitalova
pravidla a vypocteme f’ a g’. Tak obdrzime novou limitu pro funkci f’/g’. Po-
kud bychom tuto limitu uméli vypocitat, byli bychom hotovi. Casto je1itato limita
ale pro pfimy vypocet obtizna. Pak mizeme I'Hospitalovo pravidlo zkusit pou-
zit znovu. Bez dopocteni limity funkce f”/g’ vsak platnost prvni rovnosti v
neni ovétena. Takto je tomu pro kazdou rovnost v (5.60). Pokud se nam podaii ové-
fit posledni rovnost, bude odtud plynout platnost predposledni rovnosti v
a tak dale az ovétime platnost prvni rovnosti v ) Tim bude vypocet dokon-
¢en. Chronologicky tedy pfi vypoctu postupujeme samoziejmé zleva doprava, ale
logické ovérovani jde zprava doleva.

5.9.33. Priklad. Spoctéte limitu funkce

. e¥sinx —x(1+ x)
lim .

x—>0 x3
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Resend. Postupnou aplikaci I'Hospitalova pravidla dostavame

. ersinx —x(1+x) . e*sinx +e*cosx —1—2x
lim = lim
X—0 x3 x—0 3x2

e*sinx +e*cosx +e*cosx —ersinx —2

= lim
x—0 6x
. 2e*cosx —2e*sinx 2
= hm = - =
x—>0 6 6

1
3
5.9.34. Priklad. Spoctéte limitu

i (1 1 )
x50 x2  sin?x/’

Reseni. Pro kazdé x z defini¢niho oboru funkce, jejiz limitu pocitame, plati

1 1 sin? x — x2 sin? x — x2 x2
S = = — (5.61)
X sin” x X<sin” x X sin” x

Trikrat pouzijeme I'Hospitalovo pravidlo a obdrzime

. sin?x —x2 . 2sinxcosx —2x . 2cos?x —2sin®’x—2
lim ——— = lim = lim
x—0 x4 x—0 4x3 x—0 12x2

. —8cosxsinx . —COosSX sInx 1
=]lm — = lim . = ——.
x—0 24x x>0 3 X 3

Diky (p.61)) dopodteme

lim(i— ! ) :—l,

x—=>0\Xx sin? x

5.9.35. Piiklad. Spoctéte limitu funkce

lim (arctgx>x%.

x—0 X

Reseni. Pro kazdé x z defini¢niho oboru funkee, jejiz limitu poditame, plati

<arctgx>x% _ exp(%log(am;gx))‘ (5.62)

X

Argument funkce exp prepiSeme nasledujicim zptsobem

1 arctgxy 1 carctgx log(™58%)
F1og( : )_;( : ~1)- g (5.63)
X
w ®)
Uvedeny vztah plati pro kazdé x, pro které je prava strana definovana. Vypocitame
limitu funkci oznacenych jako (A) a (B).
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Vipocet limity vyjrazu (A). Pomoci I’Hospitalova pravidla obdrzime

1
| t .1 arctgx — o1z L
hm_.(w_o:hm_M:th

x—0 x2 X x—0 x2 X x—0  3x2
_x2 .
. )
= lim 14+x - __
x—0 3x2 3

Vipocet limity vjrazu (B). Ovérime podminku (P) z véty o limité slozené funkce (Vé-
ta ). Ukazeme, ze pro kazdé x € R\ {0} plati arctg x # x. Definujme funkci
S predpisem f(x) = x —arctgx, x € R. Pro jeji derivaci plati

flx)y=1- Lo xeR

142 1+x% ‘

Ze znaménka derivace vidime, Ze f je rostouci na intervalu (—o0c, 0] i na intervalu
[0, 00). Funkce f je tedy rostouci na celém R. Z vlastnosti f(0) = 0 plyne, ze pro
kazdé x € (0,00) plati f(x) > 0 a pro kazdé x € (—o0,0) plati f(x) < 0. Proto
f(x) # 0prokazdé x € R\{0}. Mame tedy, ze (napiiklad) pron = 1 plati @ #1
pro kazdé x € P(0,1). Z Prikladu a vlastnosti (ATaf)) tedy dostavame

10 arctgx
lim aft(xx ) = 1.
x—0 Tg —1

Rdvérecny vipocet. Z (5.62) tedy plyne
a1
lim (arctgx ) St 3

x—0 X

5.9.4. Prubéh funkce.
5.9.36. Priklad. Vysetrete pribéh funkce

flx) =e .
Reseni. (1) Exponencialni funkce je definovana na celém R, a proto D(f) = R. Pro
kazdé x € R plati
flex) =70 = e = f(x),

takze f je suda. Stadi tedy vySetfovat pribéh pouze na intervalu [0, 00) a zbytek
odvodit ze symetrie funkce. Priise¢ik grafu funkce f s osou y je bod [0, 1]. Rovnice
0= f(x)= e * zfejmé nema feseni, a graf f nema zadné pruseciky s osou x.
(2) Funkce x — —x? je spojitd na R, exponenciélni funkce je spojitd na R a sloze-
ni dvou spojitych funkci je funkce spojita. Proto je f spojita na svém defini¢nim
oboru. Snadno spocitame limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:

1i_>m e =0 a lim e = 0. (5.64)

Odtud snadno vidime, ze funkce x — 0 je asymptotou v oo i asymptotou v —oo.
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(3) Pro derivaci funkce f plati
f(x) = e_xz(—xz)’ = —e "2, x € R.

Pro pouziti Véty prozkoumame znaménko prvni derivace, tj. uréime intervaly,

kde je f’ kladna a kde zaporna. Plati

>0 prox <0,
f'(x){=0 prox=0,
<0 prox>0.

ktera je diky nezapornosti exponencialni funkce ztejmé splnéna, pravé tehdy kdyz
x < 0. Nase funkce je tedy rostouci na intervalu (o0, 0) a klesajici na intervalu
(0, 00). Funkce ma tedy globalni maximum v 0 s hodnotou 1 a jiné extrémy nema.

Funkce f je spojita, a proto je obor hodnot #(f) = f(R) interval (Véta .
Pravy krajni bod tohoto intervalu musi byt 1, nebot jde o maximalni hodnotu, které
f nabyva. Tento bod patii do #(f). Funkce f je kladna. Odtud a diky
dostavame, ze druhym koncovym bodem intervalu #( f) je bod 0, ktery do tohoto
intervalu nepatii. Obor hodnot nasi funkce je tedy #(f) = (0, 1].

(4) Druhou derivaci spocteme jako derivaci prvni derivace:

) = (f'(x0) = (e 2x)'
= —e_xz(—2x)2x —e ) = (4x2 —2).

Pro pouziti Véty prozkoumame znaménko druhé derivace, tj. uréime inter-
valy, kde je f” kladna a kde zaporna. Plati

>0 proxe(—oo,_%)u(_\%po)’
f7(x){ <0 proxe (—é,_lﬁ)’
=0 proxe{—z,\_fz}.

Odtud plyne, Ze nase funkce:

e jc konvexni na intervalu (—oo, —\sz) a na intervalu (% 00),
e konkévni na intervalu (_«/LE’ «/LE)’

e body —% a %jsou inflexni podle Véty .

Zde je graf funkce f.
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OBrAZEK 16.

5.9.37. Priklad. Vysetiete pribé¢h funkce

X

fx) = arctg(xz i— ;)

Resend. (1) Funkce arctg je definovéna na R, a proto je nase funkce definovéna pro

kazdé x, pro které je definovana funkce v argumentu, tj. x — i‘;fl . V defini¢nim
oboru této funkee jsou pravé ta x, kterd spliiuji x2—1 # 0. Dostavame tedy D(f) =
R\ {-1,1}.

Pro kazdé x € R plati

—x)2 +1 241
f(=x) = arctg(i_);))—zi_l) = arctg(iz i_ 1) = f(x).

a tedy je f suda.
(2) Snadno vidime, Ze nase funkce je spojita na svém definiénim oboru. Spoc¢teme
limitu v oo. Plati
. ox241
lim — =
x—o00 x2 —1

Pomoci véty o limité slozené funkce (Véta (S)) obdrzime

1.

2
1
—i_l) = arctg(l) = il

xli)n;o arctg( 2 1

Diky sudosti f dostavame

I . (x2+1
im arctg —x2—1>

Funkce /' mé v oo i —oc limitu, a tedy snadno vidime, Ze pfimka y = 7 je asympto-
tou v 0o 1 asymptotou v —00.

T
4
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Nyni spocteme jednostranné limity v bodech 1 a —1. Podle Véty plati
ox2+41

lim =
x—1+ x2 -1

oQ.

Odtud a ze vztahu lim), o arctg y = 7 obdrzime diky vété o limité slozené funkce

(Véta [£.2.29(S)) vysledek

. x2+1 T
lim arctg(—) =3

x—>1+ x2 -1
Obdobné obdrzime

T x2+1 b/

Jim aretg( 77 ) = -3

lim arctg(x2 + 1) .
x—>—1— x2—1 2’

lim arctg(@) = —z.
x—>—1+ x2 -1 2

(3) Derivaci spo¢teme pomoci vzorce pro derivovani slozené funkce a pro derivaci

podilu jako

1) 1 (x2+1>/ 1 2x(x2 —1) — (x2 4+ 1)2x
X) = . = .
L+ ()7 o Gy (=02
4 2
ol al x e D(f).

T2+ (212 Xy
Pro pouziti Véty prozkoumdme znaménko prvni derivace. Plati

>0 prox € (—o0,—1)U(-1,0),
f'(x){=0 prox =0,
<0 prox e (0,1)U(1,00).

Dostavame, ze f je rostouci na (—oo, —1), rostouci na (—1,0), klesajici na (0, 1)
a klesajici na (1, 00). Nase funkce ma tedy lokalni maximum v 0 s hodnotou —%

a jiné extrémy nema. Z pravé uvedeného a spojitosti funkce f dostavame
o) = (8 L) = (58] S(e0) = (5.3)

Obor hodnot nasf funkce tedy je #(f) = (-%.-%] U (%. Z).
(4) Vypocteme druhou derivaci

1) ( —2x ) 2(x* 4+ 1) — (—2x)4x3>  6(x*—1)

X) = = == .
x*+1 (x*+1)? (x*+1)?

Podle znaménka druhé derivaci tedy urcime, ze nase funkce je konvexnina (—oo, —1),
L ), konkavni na (—%, %), konvexni na (

R
na (1,00). Body —% a % jsou inflexnimi body funkce f.

konvexni na (—1, a konvexni

$1)
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Zde je graf funkce f.

I

OsBrAzek 17.

5.9.38 (n¢kolik omylt). Z nerovnosti

, —4x —2x

A | (e B 1 Rl N
nelze usoudit, Ze nase funkce je rostouci na intervalu (—oo, 0). Toto neni spravné,
nebot —1 neni soucasti defini¢éniho oboru, a proto zde funkce nemuize byt rostouci.
Dalsim chybnym tvrzeni je, ze funkce je rostouci na (—oo,—1) U (1,0). Ani toto
nemtze byt dobte vzhledem k tomu, ze —2 < —1, ale f(=2) > f(—3). Spravnym
tvrzenim je tedy, ze f je rostouci na intervalu (—oo,—1) a funkce je rostouci na
intervalu (-1, 0).

5.9.39. Priklad. Vysetiete prub¢h funkce
f(x) = |x| 4 arctg |x — 1].

0

Resend. (1) Funkce arctg je definovana na R, a proto dostavame D(f) = R. Je
snadno vidét, Ze f je spojita na R. Spocteme limity v krajnich bodech defini¢niho
oboru:

lim (|x| 4 arctg|x —1]) = lim x + lim arctg(x — 1) = oo + Z = o0,

X—>00 X—>00 X=>00

lim (|x| +arctg|x —1]) = lim (—x)+ lim arctg(l —x) = 0o + % = o0.
X—>—00 X—>—00 X—>—00

Pro nalezeni asymptoty v oo spocteme limity

lim & = lim m—l— lim
xX—00 X xX—00 X X—00 X

b= xli)ngo(f(x) —ax) = xli)rr;o(x + arctg(x — 1) — x)

arctg |x — 1| =1+i=1
m b

-1 ==z
—xll)n;oarctg(x =7

Nase funkce ma tedy v oo asymptotu x + x + 7.
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Obdobné¢ spocteme
-1
i= tim 29 = pim Py g ey
X—>—00 X xX—>—00 X xX—00 X
b= lim (f(x)—ax)= lim (—x + arctg(l —x) + x)
X—>—00 xX—>—00

. )= Z
= xll}lloo arctg(l —x) = 7.

Asymptotou f v bodé¢ —oo je tedy funkce x > —x + 7.

(2) U prikladti obsahujicich absolutni hodnoty je vétsinou vhodné rozd¢lit definic-
ni obor na nékolik intervalti, kde absolutni hodnota neméni znaménko, a na téchto
intervalech vysetfit vidy zadanou funkci zvlast. Plati

—x +arctg(l —x) pro x € (—00,0],
f(x) = {x+arctg(l —x)  prox € (0,1],
x +arctg(x —1)  prox € (1,00).

Mimo body 0 a 1 spo¢teme derivaci f:

— —(x2—
(—x + arctg(l — x))/ =-1+ 1+(1ix)2 N fcx2—22xx++23) pro x € (=00, 0),
— 2_
f16) = { (x +aretg(l =) = 1+ il = 505 prox € (0. 1),

1 _ x2-2x+3
+(x—1)2 7 x2-2x+2

(x +arctg(x — 1)) =1+ pro x € (1,00).

Zbyva nam vysetfit jednostranné derivace ve zlomovych bodech 0 a 1. Nase funkce
je v téchto bodech spojita, a proto miizeme pouzit Vétu o limit¢ jednostran-

nych derivaci a dostaneme

x*—2x+3 1-2+3

’ — 1 / =l

f+(1)_xl—l>r{1+f(x)_xl—l>r{1+x2—2x+2_1—2‘*‘2_2’
x*=2x4+1 1-2+1

’ _1; ! = 1l = =

[ = lim fiG) = lim & s =150
x*—2x+1 _0-0+41

(0) = lim f() = i = =3

£1(0) xg&f(x) X2 —2x+2 0—042 2

’ T ’ T _(x2_2x+3)__(0_0+3)——
SO = lim ()= lim — =05

[S[]

V bodech 0 a 1 tedy existuji pouze jednostranné derivace a definicnim oborem
derivace tedy je D(f') = R\ {0, 1}.

Pro kazdé x € (0,1) U (1, 00) plati f'(x) > 0 a pro kazdé x € (—o0,0) plati
f'(x) < 0. Funkce f je tedy klesajici na (—oc, 0], rostouci na [0, 1] a rostouci na
[1,00). Z toho, ze f je rostoucina [0, 1] ina [I, 00), dostavame, ze f je rostouciina
intervalu [0, 00). Odtud plyne, ze f mé globalni minimum v 0 s hodnotou 7 a jiné
extrémy nema. Obor hodnot je #(f) = [%, 00).
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(3) Vypocteme druhou derivaci:

1 I 2(x—1
(_1 o 1+(x—1)2/) = (1(+(x_)1)2)2 pro x € (—00,0),
1 _ 2(x—1
f//(x) = (1 - 1+(x_1)2)/ — (1+(()C—1))2)2 pro X € (0, 1),
1 —2(x—1
(1+ 1+(x—1)2) = Graon2z  brox & (l,00).

Snadnym vySetfenim znaménka f” dostaneme, Ze f je konkavni na (—o0, 0), kon-
kavni na (0, 1) a konkavni na (1, 00). Infexni body zadana funkce nema.

Zde je graf funkce f.

OBsBrAzEK 18.

5.9.40. Priklad. Vysetrete pribéh funkce

f(x) = (x = e+,

Reseni. (1) Snadno zjistime, ze defini¢ni obor je D(f) = R\ {—1}.
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(2) Zadana funkce je spojita na svém defini¢nim oboru. Ur¢ime limity v krajnich

bodech:

lim (x — DeT = co-e! = 00,

X—>00

lim (x — 1)e™ = —00-e! = —c0,
X—>—00

lim (x—1)e™ s =-2.0=0,
x—>—1+

lim (x — DeTH = —2- 00 = —o0.
x—>—1—

Asymptotu f v oo ur¢ime pomoci limit

. fx) .oX— ) x
a= lim ——= = lim - lim e =1-e =e,
x—>00 X x—>00 X xX—00

b= lim (f(x) —ax) = lim (x(eTF¥ —e) —eTi¥)

-1

. X eT+x " —1 . x
= lim xe( - 1)- = — lim eT+>
xX—>00 + x TTx 1 xX—>00
= — |
. —Xxe .oeTHx T —1
= lim clim ——————— —e=—¢-1—¢ = 2e.

x—>00 x +1 x—o0 2 —

Pouziti véty o limité slozené funkce bylo korektni, nebot pro kazdé x € P(oco, 1)
plati (37 — 1 # 0, a proto je spInéna podminka (P). Funkce f mé asymptotu v oo
rovnou x — ex — 2e.

Obdobné spocteme asymptotu v —oo:

- . fx) .oox—1 X
d= lim — = lim lim e =1.-e=¢
xX—>—00 X X—>—00 X X—>—00

b= lim (f(x)—ax)= lim ((el%x_e)_el%x)

X—>—00
X __1
. X e+ —1 . x
= lim xe( — 1)- = — lim eT+x
X—>—00 1+ x T~ 1 X—>—00
11 -1 1
. —Xe . el —
= llm hm x——e=—e-1—€=—2€.
x—>—00 x +1 x——o0 T~ 1

Podminka (P) véty o limit¢ slozené funkce je opét splnéna, nebot 35 — 1 # 0 pro
kazdé x € P(—o0, 1). Funkce f md asymptotu v oo rovnou x > ex — 2e.

(3) Vypocteme prvni derivaci:

x .x(x~|—3)

:e”rix(l—}—(x—l)m):em m, XEo(D(f)
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Plati tedy O(f’) = R\ {—1}. Diky nezapornosti exponencialni funkce rozhodne
x(x+3)
(x+12°
touci na (=00, —3) a na (0, 00), klesajici na (—=3,—1) a na (—1,0). Funkce ma tedy

o znaménku derivace ¢len

Vysetfenim jeho znaménka zjistime: f je ros-

lok4lni maximum v —3 s hodnotou —46%, lok4lni minimum v 0 s hodnotou —1.
Tyto extrémy nejsou globalni vzhledem k limitam funkce f v oo a —oo.
Pro obor hodnot plati

J(f) = f((=00,—1)) U f((=1,00)) = (=00, —4e3 | U [~1, 00).

(4) Vypocteme druhou derivaci:
" x(x +3)y
7700 = (e e 1)2)
1 x(x+3) +el+%(2x+3)(x+1)2—(x2+3x)(2x+2)
(x+ D2 (x+1)2 (x + 1D*
eH—LX SX + 3 .
(x+ 1)*
Znaménko druhé derivace snadno ur¢ime podle znaménka vyrazu 5x+3. Funkce f
je tedy konkavni na intervalu (—oo, —1), konkavni na intervalu (-1, —%) a konvexni
na intervalu (—2, 00). V bod¢ —2 m4 f inflexni bod.

Zde je graf funkce f.

-

+

X

-

-+

el

30}

OBsrAzEK 19.

5.9.41. Priklad. Vysetfete priib¢h funkce
f(x) =log(4 + x?) + 3arccotg(2).
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Reésend. (1) Platf D(log) = (0,00), D(arccotg) = R a pro kazdé x € R plati 4+ x? >
0. Defini¢nim oborem funkee x + 2 je mnoZina R\ {0}. Plati tedy D(f) = R\ {0}.

(2) Podle véty o spojitosti slozené funkce je funkce f spojita v kazdém bodé svého
defini¢nim oboru. Pro limity funkce f v krajnich bodech jejiho defini¢niho oboru
plati:
lim f(x) = oo, lim f(x) =log(4) + 37,
X—>—00 x—>0—

lim f(x) = oo, liI(I)l f(x) =log(4).
X—>00 X—>04

Vypocteme asymptotu f v oo:

a = lim M=O,
x—00 X

b= lim (f(x)—0-x) = oo.
X—>00
Funkce f tedy nema asymptotu v co. Obdobné zjistime, ze f nema asymptotu ani
vV —00.
(3) Vypocteme prvni derivaci funkce f.

2, 3 2 _ 246
44 x2 1-|-);i2 X2 x2 44

flx) = x € D(f).

Pro znaménko derivace plati:

<0 prox € (—o0,—3),
f'(x){>0 prox € (=3,0) U (0, 00),
=0 prox=-3.

Diky Vété dostavame, ze f je klesajici na (—oo, —3] aje rostoucina [—3,0) ana
(0, ).

Z vyse uvedeného vyplyva, ze f ma lokalni minimum v bodé x = —3, pficemz
hodnota tohoto minima je rovna log(13) + 3 arccotg(—%). Toto minimum neni glo-
balni, protoze lim, o4+ f(x) < f(=3), a tedy na pravém prstencovém okoli bodu
0 existuje bod y takovy, ze f(y) < f(=3). Jiné extrémy funkce f nema.

Z vyse uvedeného vyplyva

f((=00,0)) = (f(-3), 00) a £((0,00)) = (log(4), o).
Protoze f(—3) > log(4), vyplyva odtud, ze #(f) = (log(4), 00).
(4) Vypocteme druhou derivaci:

x>+ 6x—4

S0 =2 g X e D),
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Polynomu x x2 + 6x —4 ma kofeny x; = =3 — +/13 a x, = =3 + +/13. Plati
X1 < 0 < x5. Pro znaménko f” dostavame

<0 prox € (—o0,x1) U (x2,00),
f"(x){>0 prox € (x1,0) U (0,x2), (5.65)
=0 prox e {x;,x2}.

Podle véty o vztahu druhé derivace a konvexity je tedy funkce f ryze konkavni na
(=00, x1], na [x1,0) a na (0, x2]; ryze konkavni je na [x3, 00).

Z (@ a Véty dostavame, Ze x; a x3 jsou jedinymi inflexnimi body
funkce f.

Zavérem jesté urcime jednostranné limity funkce f v bodé 0. Tato informace
se bude pri nacértu grafu funkce f hodit. Plati

. / _§ . / _2
lp fw=3 a2 lipsw=3

Zde je graf funkce f.

Osrazex 20.

5.9.42. Priklad. Vystiete pribéh funkce

f(x) =sinx + ——.
6sin x

Reseni. (1) Funkee f je definovana pro kazdé x € R spliiujici sin x # 0. Plati tedy
D(f) = Ugeglkm, (1 4+ k)m). Vzhledem k tomu, Ze sinus je licha funkce, je f téz
licha. Navic je periodicka s periodou 2. Omezime se tedy pfi vySetfovani prabéhu
f na mnozinu (—x,0) U (0, 7).

(2) Funkee f je zjevné spojita v kazdém bodé D(f). Mame

lim f(x)= li%l f(x) = - a 1ir£1 f(x) = lim f(x) =o00. (5.66)
X—>—n— xX—>0— X—> + X—>T—
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(3) Vypocteme prvni derivaci funkce f.

Ccos X COSX , . ,
f'(x) = cosx — ——— = ——(sin” x — ¢), x € D(f).
6sin” x sin” x
Oznadéme o = arcsin %g,xl = —mw4o,Xs = —a,x3 = &, x4 = T—0a. Pro znaménko

prvni derivace plati

>0 prox € (—m x1)U(=F,x2) U(x3,5) U (xq4,7),
f'(x){<0 prox e (x;,—%) U (x2,0) U (0,x3) U (%, x4),

z
2

Podle véty o vztahu derivace a monotonie (Véta je tedy funkce f

e rostouci na intervalech (—m, x1], [~ 7, x2], [x3, 5], [x4, ) @
e klesajici na [x1, =51, [x2,0), (0, x3]. [5. x4].

=0 proxe {—%, X1, X2, X3, X4}.

V bodech -7, x3, x4 ma lokalni minima, pfi¢emz

fon=fe=y2 a  feD=-L
av bodech x1, x5, 5 ma lokalni maxima, pfi¢emz

fan=fe) ==z a2 f@=1
Z pravé provedenych uvah, Véty a plyne, ze

1= (oo ).

(4) Vypocteme druhou derivaci funkce f.

cosx \/
f"(x) = (cosx— — )
6sin” x
. sin x -2 . _3
= —sinx + ——— +cosx - —(sinx)"~ - cosx
6sin” x 6
. .2 -4 .2
—6sin* x sin? x + 2 cos? x —6sin” x —sin” x + 2
6sin> x 6sin? x

Funkce y — —6y? — y + 2 ma kofeny —2, 1, je kladnd na intervalu (-3, 1) a z&-
porna na mnozin¢ (—oo,—%) U (%,oo). Znaménko f”(x) tedy zavisi na tom, do
které z uvedenych mnozin nalezi hodnota sin? x. Vyfesenim piislusné nerovnice
obdrzime
>0 proxe —37”,—%) U, Z)yu (3E, n),
" 3 3
S7(x){<0 prox e (—m,—3)U(=F.0)0U(F, ),
3 7 1w 3w 7'[}

=0 proxe{

BRI T R

Podle Véty je funkce f
e ryze konvexni na intervalech [-2F, —Z], (0, Z], [2F, ) a
e ryze konkavni na intervalech (-, —37”], -%.0).[%. 37”]
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Dle Véty jsou bod —37”, - T 37” inflexnimi body funkce f. Vzhledem
ke znaménku druhé derivace zadné jiné inflexni body funkce f nema, vizte V¢-

Zde je graf funkce f.

OBgBrAzEK 21.

5.9.43. Priklad. Vysetiete pritbé¢h funkce
x-JYx
flx) = 3—“/_
Ix -3

Reseni. (1) Jmenovatel funkce f je definovan pro kazdé x € R a je roven 0 pravé
kdyz x = 27. Plati tedy D(f) = R\ {27}.

(2) Funkce f je diky Vétam a spojita v kazdém bodé svého definiénim

oboru spojita. Vypocteme limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:

lim f(x) = lim ;3 = 00,

XxX—>00 x—>00 3/1 _ 7}

i _ X _
i 102 fim, e =
i 0=
i 0=

Zkusime urcit asymptoty funkce f. Plati

f(x) 1

lim —= = lim ——=1

xX—>00 X x—>00 3/1 _ 33
V 3%
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a
. —_— 3 3 —
lim (f(x)—x) = hm( ol x): lim 2 VXXV YE 3
xX—00 X—00 33/)_( 3 X—00 3%_3
e —-x3/1— i3f
= lim
X—>00 _i
3

\_/
[ )

x—x3/1—§3f x +x23/1—33 +x2(

%

-3
= Jim, 11— 2 - 3 2 3)\?
oY \/”‘*f”( - %)
—x3(1=- 2
) |
X—>00
& 3/x8
_xl’rgo31—i. 2 4 423/ 3 2 3\’
% X<+ x 31—7E+X (31—7;>
_ 3/x2 1
_XE&31_L' 3 3)\?
w1+ i-5=+ (%)
Sl L1+
Odtud plyne, ze f nema v oo asymptotu. Obdobné¢ obdrzime lim,_ o fix) =1

alimy o (f(x) —x) = oc0. Tedy ani v —oo funkce f" asymptotu nema.

(3) Vypocteme prvni derivaci.

/ VX100
r0=(s) = T
=%-(3€/¥—10), x € R\ {0,27}.
V bodé 0 dostaneme

=0.

70 = i LSO _ gy 5

N
Plati tedy

>0 prox € (—00,0) U (153, 00),
f'(x){ <0 prox e (0,27) U (27, 1%99),
=0 proxe {O, %}.



5.9. POCETNI PRIKLADY K DERIVACI A JEJIM APLIKACIM 351

Podle véty o vztahu derivace a monotonie je tedy funkce f rostoucina (—oo,0] a na
[%, oo), klesajici na [0,27) a na (27, %].

Vzhledem k limitam v oo a —oco nema f globalni extrémy. Z vyse uvedenych
intervald monotonie vyplyva, Ze funkce f ma lokalni maximum v bod¢ 0, pricemz
hodnota tohoto maxima je rovna 0, a ma lokalni minimum v bodé¢ %(7’0, pri¢emz
hodnota tohoto minima je % J10.

Jelikoz je f spojita na (—oo,27) i na (27, 00), dostavame kombinaci Véty ,

limit v krajnich v bodech defini¢niho oboru a znalosti lokalnich extrému f', ze plati

H(f) = (~00,0] U [19%2 /10, 00).

(4) Druhou derivaci funkce f spocteme v bodech D(f) \ {0}. Pro tyto body plati

3&x4—103§)/

7o = ( .
)

VYx =3 5=
:T;7§§j§§“(@%ga—%ﬂ?§—3—335233544033)

= ————% (=23/x +10).

3¢/ (x3 —3)8

Tedy jest

<0 prox € (—o00,0) U (0,27) U (125, 00),
f"(x){ >0 prox € (27,125), (5.67)
=0 prox =125.

Podle Véty p.6.11l je tedy funkce f ryze konkdvni na (—oc, 0], na [0, 27), na [125, oo)

a ryze konvexni na (27, 125]. Jelikoz je f'(0) = 0, je podle Prikladu S ryze
konkavni na (—o0,27). Dile z Véty plyne, ze bod 125 je inflexnim bodem
funkce f. Vzhledem k funkce f jiné inflexni body nema.

Zde je graf funkce f.
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5.9.44. Priklad. Vysetfete prib¢h funkce

1

f(x) = x-e &, pro x € (0,1) U (1, 00),
pro x € {0, 1}.

Resent. (1) Ziejmé plati D(f) = [0, 00).

(2) Vzhledem k tomu, ze limy—o, f(x) = 0 alimy—; f(x) = 0 je f spojita v bo-
dech 0 a 1. Zrejmé je téz spojita v bodech mnoziny (0, 1) U (1, 00), a tedy je spojita
na O(f). Limita v bodé oo je

1

lim f(x)= lim x- lim e &
X—>00 X—>00 X—>00

Y =00-1=00.

Zjistime nyni, zdali mé funkce f v oo asymptotu. Vzhledem k tomu, ze

) X . -
lim & = lim e l&®x =1
x—>00 X X—00

—2
e—log x_1

. o . T
xli)rgo (f(x)—x) = xli)ngox - log_z . ( log x)
—Iog_zx _
= lim %- lim =1-(—00) = —o0.
x>0 —Jog ™ x ¥ log”x

Funkce f nema v oo asymptotu. Pfi vypoctu jsme uzili Priklad .

(3) Vypocteme prvni derivaci.
1 1 1
fl(x) =e &% 4 xe log”x -2(10g)c)_3 - —
x

1
=e lgx (] + Zlog_3 x), x € (0,1)U (1, 00).
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Piimo z definice spocitame

. f(x) . -
/ — 1 — 1 log=x — 1.
f_,_(O) = lm = lim e =

Konec¢né diky Véte dostavame
1
£'(1) = lim f/(x) = lime ' x + lim —
x—1 x—1 x—1 elog X

=04+0-0=0.

P1i vypoctu jsme pouzili Vétu a fake limy o0 :—yz = 0, vizte Piiklad .
Plati tedy
>0 proxe(O,e_%)U(l,oo),
f(x){<0 pro x € (e~ %, 1),
=0 proxe{l,e_%}.

. . . Ve p— 3
Podle véty o vztahu derivace a monotonie je tedy funkce f rostouci na [0, e ‘/E]

a na [1, 00), klesajici na [e~ %, 1]. V bodech 0 a 1 ma tedy funkce f globalni mi-

. v v j— 3 7’ /7 Ve . v
nimum o hodnoté 0, v bodé e Y2 ma lokalni maximum. Vzhledem k tomu, ze

limy o0 f(x) = 00, funkce f nema globalni maximum.
Z téchto uvah a Véty plyne, ze #(f) = [0, 00).
(4) Pro x € (0,1) U (1, 00) spocteme
1 S
f(x)=e o5 (Zlog_3 X - %) (1 + 210g_3 X) +e lgx . (=6) log_4x . %
1

=e x . 2]og % x- (log” x —3log® x + 2).

Vzhledem k tomu, ze
=32 42=(-D0*-2y+2)
=(-D-(y—(1+vV3))-(y—(1-+3),
mame
<0 proxe (O,el_ﬁ) U (e,e1+‘/§),
f"(x){>0 proxe (el_‘/g, u(l,e)u (el+‘/§,oo), (5.68)
=0 proxe {el_‘/g,e,eH"/g}.
Podle véty o vztahu druhé derivace a konvexity je tedy funkce f ryze konkavni na
[O,el_ﬁ] a na [e,el+‘/§], ryze konvexni na [1, e], na [el_ﬁ, 1] ana [el+‘/§,oo).
Diky Prikladu je funkce f ryze konvexni na [el_ﬁ,e]. V bod¢ 1 tedy f
nema inflexni bod. Z Véty plyne, ze el_ﬁ, e, el'“/gjsou inflexni body funk-
(6.68

ce f. Kone¢né mizeme z ) usoudit, ze jiné nez vyse uvedené inflexni body
funkce f nema.

Zde je graf funkce f.



354 5. DERIVACE FUNKCE

0.25

020

0.15

0.10

0.05-

OBgrAzEK 23.

&

5.9.45. Priklad. Vysetfete prub¢h funkce f: x +— y zadané parametricky rovni-
cemi
X =1—sint, y = 1—cost, t e R.

Resen. (1) Definiénim oborem funkce f je mnozina téch x € R, pro které existuje
pravé jedno ¢ € R splnujici x = ¢ —sint. Hodnota f(x) je pak rovna 1 — cost.
Polozme
() =t —sint, t € R.
Plati
lim ¢(t) = oo a lim ¢(t) = —o0.
1—>00 t——00
Déle pro kazdé ¢ € R plati
¢'(t) = 1 —cost.
Mame tedy ¢’ > 0 na intervalech (2kx,2n(k + 1)), k € Z, pticemz v bodech krn,
k € Z, ma derivaci rovnou 0. Funkce ¢ je proto rostouci na R a diky Vété [£.3.6 je
¢(R) = R. Mame tedy O(f) = R. Dale mame zarucenu existence inverzni funkce
¢~ ': R — R. Pi oznacdeni
¥(t) =1 —cost, t € R,
mame f =y o L.
Ukazeme, ze f je 2m-periodicka. Necht x € R je libovolné a ¢ € R spliuje
@(t) = x. Pak téz
ot +2m) = (t +27) —sin(t + 27) = (t + 27) —sint = x + 27.
Tedy

Fx) =@ () =¢() =yt +21) = Y(p~" (x + 27)) = f(x + 27).
Staci tedy vysetfit prabéh funkce na intervalu [0, 27].

(2) Funkee ¢! je spojita diky Vété [£.3.15. Funkee f je slozenfm spojitych funkcf,

a proto je spojita.



5.9. POCETNI PRIKLADY K DERIVACI A JEJIM APLIKACIM 355

(3) Funkce ¢ je spojita, rostouci a splnuje ¢(0) = 0, ¢(7) = 7, p(27) = 2. Odtud
plyne

@((0, 7)) = (0, ), ¢((m.27)) = (7, 27). (5.69)
Podle Véty spocteme

1) =W @) =¥ () - (o7 @)

= si -1 —_— 0,2m).
sin(p ™' (x)) eos@ 1) x € (0,2m)
Plati
sin >g pro; € (0,7;),
—coss < prot € (m,2m),
=0 prot=m.
Odtud a z plyne
>0 prox e (0,n),
f'(x) {<0 prox e (r,2n),
=0 prox=nm.
Funkce f je spojita a diky Vété plati
.y )
lim ) = lim SRET®) o sing
x—>04 x=04 1 —cos(p~!(x)) =04+ 1 —cost
sin t 12 1
=lm — —— - =1-2-00=00

t—>04 ¢ 1 —cost t

Podle Véty dostavame f (0) = oco. Obdobn¢ odvodime f’(27) = —o0.
Funkce f je tedy rostouci na intervalu [0, ] a klesajici na intervalu [, 27]. Dale
ma v bodé 7 globalni maximum o hodnoté 2. Vzhledem k tomu, ze f je kladna na
intervalu (0, 27), ma f v bodech 0 a 27 globalni minima splnujici f(0) = f(2n) =
0.
Diky spojitosti f* dostavame z Véty , ze plati H(f) = [0,2].

(4) Polozme

sint

w(t) =

, t € (0,2m).
1 —cost ( )

Pak plati

o'(t) =

, t €(0,2m).
1 —cost ( )
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Diky Véte obdrzime

in(p~! / ,
f(x) = (%) = (w(¢~ " (x)))
(.1 (1 . —1 . 1
=o'lp7 @) (7 W) = 1 —cos(¢p~1(x)) 1—cos(p~(x))
= ! x € (0,27).

(1- cos(go_l(x)))z,
Tedy f” je zaporna na (0,2r), a proto je f ryze konkavni na [0,2n] (vizte Vé-
b.6.11)

tu

Zde je graf funkce f.

OBrAZEK 24.

&

5.9.46. Poznamka. Graf funkce z predchoziho piikladu se nazyva cykloida. Cykloi-
da vznika slozenim rota¢niho pohybu s transla¢nim. V uvedeném ptipadé je graf

trajektorii bodu, ktery je na kruznici o poloméru 1 kutalejici se po ose x, vizte ob-
razek.

2.0 =
e /./'
1.0
0.5
0 2 4 6 8 10 12

OBsRrAzEK 25.

5.9.5. Pouziti derivace pfi vySetfovani konvergence rad.

5.9.47. Priklad. Nechta, B € R. Vysetfete konvergenci fady
o0
Z 1
e N% log[3 n
Reseni. Pro kazdé n € N, n > 2, oznaéme
1

a, = ————.
? n“logﬁn
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P1i vysetfovani konvergence rozlisime pripady podle znaménka parametru a.
Pripad a < 0. Podle Prikladu a Véty plati lima, = oo. Neni tedy
splnéna nutna podminka konvergence fady, a proto Z;iz a, diverguje.

Pripad a = 0. Uvazovana fada ma tedy tvar

i 1

n=2 logﬂ n .

Pokud B < 0, pak je lima, rovna oo (pro f < 0) nebo 1 (pro f = 0), takze neni
splnéna nutna podminka konvergence a rada diverguje. Pokud g > 0, pak je po-
sloupnost {a, } klesajici. Konvergence uvazované rady je pak podle kondenzaéniho
kritéria (Véta B.2.17) ckvivalentni konvergenci fady

oo

> 1
Zzn(lzn = ZZ”—
n=1

= nP logﬂ 2
Posledné uvedena fada opét nesplnuje nutnou podminky konvergence, takze nase
fada opét diverguje.
Pripad o > 0. Polozime
1

x« logﬂ X

fx) =

, x € (1,00).

Pro kazdé x € (1, c0) plati
1

flx) = ———7—- (—ax®! log[3 X — ,3)6"‘(logﬂ_1 x)xt)
x2log? x
x1 logﬁ X
=———2 " . (—a—Bdogx)™h).
x2¢ logzﬂ X ( pllogx)™")

Jelikoz
lim (—a — ﬁ(logx)_l) =—a <0,

X—>00
je funkce f na jistém okoli co klesajici. K vysetfeni konvergence dané rady lze tedy
pouzit kondenzaéni kritérium (Véta B.2.17). Mame
(o)

> 1
Z 2"a2n = Z
n=1

)b log 2

Jedlia > 1, plati

- 2+ e (2“—1)"nﬂ(log2)‘6

n—>co  2Magn n—o00 (2a=1)"*t1 (; 1 1)B (log 2)8
B
- lim( " ) pl-e —gl—e |
n—oo\n + 1

a tedy fada )~ 2"a»» konverguje podle d’Alembertova kritéria (Véta B.2.11)). Je-li
a = 1, fada ) 2"a,» konverguje pravé tehdy, kdyz g > 1 (vizte Vétu B.2.18). Je-li
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a € (0,1), potom lim, o 2"a» = oo diky Ptikladu a Véte , a proto
fada )~ 2"asn diverguje. Diverguje tedy i fada ) ay,.

Rdvér. Z vyse uvedenych tvah tedy vyplyva, ze fada > o2, an konverguje pravé teh-
dy,kdyza >1ap eR,nchoa=1ap > 1. a

5.9.48. Priklad. Vysetfete konvergenci fady

i arccotg(2n)
n=1 3V n+4 .

Resend. Pro kazdé n € N ozna¢me
__ arccotg(2n)
R 7E
Podle I'Hospitalova pravidla (Véta f.4.1(a)) plati

-2

. arccotg(2x L T . 2x2 1

lim ¢=hm 1+4x? i i = —.

X—00 % X—00 _Lz x—o00 | + 4x2 2
X

Z Heineovy véty (Véta tedy dostavame rovnost
arccotg(2n) 1

lim : .
n—>oo — 2
n
Dile plati
1
. 3n+a . n
lim Xt — |im 3 4:1.
n—>oo _ n—>0o0
B n+
Odtud a z véty o aritmetice limit (Véta ) plyne, ze
arccotg(2n)
lim _ntd_ C
n—oo 1_1_ 2'
n 3n

Zadana fada ma zfejmé viechny cleny kladné a plati % € (0, 00). Z limitniho srovna-
vaciho kritéria (Véta tedy vyplyva, ze zadana rada konverguje pravé tehdy,
kdyz konverguje fada

21
_i‘
n=11 3
Tato rada ale konverguje podle Véty , nebot % > 1. Tedy zadana rada také
konverguje. *

5.9.49. Priklad. Vysetfete konvergenci rady

00 2
Z 1Og(nn(n t ?))

n=2



5.9. POCETNI PRIKLADY K DERIVACI A JEJIM APLIKACIM 359

Reseni. Pron > 2 oznac¢me

a, = log(%).

Podle véty o limité slozené funkce (Véta (P)) mame

x2
1Og(x(xiT)) T log(1 + %)

x2—x

Jim = = i =g =
x2—x x2—x
Podle Heincovy véty (Véta £.2.16) tedy plati
. An
00 g = !
n%—n

Pro kazdé n > 2 plati a, > 0. Mizeme tedy pouzit limitni srovnavaci kritérium
(VétaB.2.5(a)), podle kterého tada 32, a,, konverguje pravé tehdy, kdyz konver-
guje fada

o0
n+4
> . (5.70)
n?2—n
n=2
Protoze
n+4 2
. . 4
lim 2= lim netan =1
n—o0o l n—oo n2 —n

n
afada) ;2,1 diveriu?e podle Piikladu B.1.15, diverguje podle limitniho srovné-

vaciho kritéria fada . Tedy i zadana tada je divergentni. Fy

5.9.50. Priklad. Vysetrete konvergenci rady

Z cos(mn) - arccos(log(e — rll))

n=1

Reésend. Pro kazdén € N plati cos(rn) = (=1)". Zadanou fadu tedy mzZeme pre-
psat ve tvaru

Z(—l)" arccos(log(e — rll))

n=1
Plati limy— o (e — )l—c) = e, pricemz pro kazdé x € R plati e — % # e. Z véty o limit¢é
slozené funkee (Véta §.2.23(P)) tedy dostavame, ze

lim log(e — )l—c) =1.

Podle (ACE) a (ACE) plati lim,_,,_ arccos(y) = 0 a navic pro kazdé n € N plati
log(e — 1) # 1. Z Véty tedy vyplyva, ze

lim arccos(log(e — 1)) = 0.
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Posloupnost {e { l} _, je zfejm¢ rostouci. Funkce log je na (0, 00) rostouci podle
(LB) a funkce arccos je na [1, 1] klesajici podle (ACH). Posloupnost

{arccos(log(é’ - %))}:o:l

je tudiz klesajici. Zadana fada tedy konverguje podle Leibnizova kritéria (VétaB.3.1)).
FS

5.9.51. Priklad. Vysetrete konvergenci fady
Z arccotg(n) - (—1 — %)n
n=1

Reseni. Radu prepiSeme ve tvaru

Z(—l)” -arccotg(n) - (1 + %)n

n=1

Posloupnost {arccotg(n)} - je klesajla a plati lim, o arccotg(n) = 0. Z Leibni-
zova kritéria (Véta @) tedy plyne, ze fada

[09)

Z(—l)" arccotg(n)

n=1
konverguje. Podle Ptikladu .4.5 je posloupnost {(1+1 )”} |, omezena a rostouci.
Z Abelova kritéria (Véta B.3.5(A)) plyne, Ze i zadand fada konverguje. ¥

5.9.52. Priklad. Vysetfete konvergenci rady
to( v/
Z n cos(5n) g nt2 f)

Reseni. Podle P¥kladu (b) mé fada ), cos(5n) omezené &asteéné soucty.
Pron € N polozme

ap =~n+2 \/_ bnztg(an) a Cn =

Potom pro kazdé n € N plati

2
a :—.
T Vn+2+

Odtud plyne, zZe {a,}52; je klesajici posloupnost kladnych realnych ¢isel splnujici
lima, = 0. Dale pro kazdé n € N plati

2 <l< T
1+ 3 2’
takze pro kazdé n € N mame a, € (0,%). Protoze funkce tangens je rostouci

na intervalu (0, Z) (vizte (GR0)), je posloupnost {b,}32 , Klesajici. Podle (GL6) je

O<a, <a =




5.9. POCETNI PRIKLADY K DERIVACI A JEJIM APLIKACIM 361

funkce tangens spojita v bodé¢ 0, takze podle Heineovy véty (Véta ) plati
limb, = limtg(a,) = 0. Dle Dirichletova kritéria (Véta (D)) je tedy rada

Z cos(5n) - tg(vn +2-— ﬁ)

n=1

konvergentni. Pro kazdé n € N platic, = 1 — n+3, takze je posloupnost {en)os
rostouci a omezenda. Podle Abelova kritéria (Véta (A)) je tedy zadana rada

konvergentni. ry

5.9.53. Priklad. Vysetrete konvergenci rady

Z(_ y Y2 + Llog(n) I/n% + Tlog(n)
n¥+n+

Resent. Pro x € (0, 00) polozme

g(x) = Vx2 4+ 1log(x),  h(x) = Vx3+x+x,  f(x)= %.
Diéle ozna¢me a, = f(n) pron € N. Ukazeme, ze existuje xo > 0 takové, ze
funkce f je klesajici na intervalu (xo, 00). Podle véty o derivaci podilu je znaménko
derivace funkce f v bodé x € (0,00) stejné jako znaménko vyrazu g'(x)h(x) —
g(x)h’(x). Pro kazdé x € (0, oo) plati

’ 2x 3 1
x)= ————"-log(x) + Vx2+1-—,
g'x) e g(x) e
3x2+1 1
h(x) = + .
() 433 +x)3  2Jx
Pro funkce g a & plati
lim S0y gim 20
x—>o0 3/ 2 log(x) ’ x—00 ¥/
Podobn¢ jako pro g a h odhadneme asymptotické chovani g’ a h':
g'(x) . h(x)
L N =1.
X—00 E log(x) X—>00 s
Odtud dostavame
g'(x)h(x) 2 . g (x) 3
m ————=_, lim S——"F"=".
=00 Ux5log(x) 3 =00 Ux5log(x) 4
Plati tedy
lim gh(x)—g(x)h'(x) 2 3 1
im 2 2o <o
X—>00 «/ Iog(x) 3 4 12
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Existuje tedy xo > 0 takové, ze pro kazdé x € (xo,00) plati f'(x) < 0. Funkce f je
tedy kleasjici na intervalu (xo, 00). Dale mame

: _ gx)
Aim fx) = lim, h(x)

1
N (C) = Vx2log(x)
x—o00 3 ' ' 1
\/ﬁlog(x) h(x) 7=
pricemz jsme pouzili Priklad .
Zvolme ng € N, ng > xo. Pak posloupnost {a,};2, konverguje k 0 a je klesa-

jici. Dle Véty tedy zadana rada konverguje. *

=1-1-0,

5.9.54. Priklad (Gaussn). Necht )" a, je tada s kladnymi ¢leny, a € R, & € (0, 00),

{bn} je omezena posloupnost a pro kazdé n € N plati

bn
nlte’

An

a
=14-+

An+1 n
Dokazte, Ze ) a, konverguje, pravé kdyz a > 1.

Reseni. Rozlisime dva piipady podle hodnoty a.
Pripada € R\ {1}. Pouzijeme Priklad . Diky predpokladu mame

. . b
lim n( an —1): lim (a—i——n):a,
n—o00 an+1 n—o00 né
a tedy fada ) a, konverguje pro a > 1 a diverguje proa < 1.

Pripad a = 1. Podle Prikladu plati

b,
lim nlogn( dn —1—l> = lim o8 " =0.

n—o00 ap+1 n n—o00 né

Tedy existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ng plati

a 1
1 —1—-—=-)<1.
nlogn (an+1 n> <
Z Ptikladu nyni plyne divergence dané rady. Fy

5.9.55. Priklad (de Morgan—BertrandE). Necht )" a, je fada s kladnymi ¢leny.
(@) Nechtng € Nag € (1, 00) splnuji

a
VYn > ngp: nlogn(
an+1 n

Dokazte, ze ) a, konverguje.

7Johann Carl Friedrich Gauss (1777—1855)
8Joseph Louis Frangois Bertrand (1822 —1900)
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(b) Nechtng € N splnuje

1
Vnznoznlogn( n —1——)<1.
An+1 n

Dokazte, ze ) a, diverguje.

Resend. (a) Zvolme p € (1,9) a pron > 1 polozme b, = W Pak pro kazdé
n > 1 plati
by  (n+1)log’(n+1)
bpy1 nlogpn
- (n + Dlog?(n +1) —nlog? n
nlog? n '

Pro kazdé n > 1 pouzijeme Vétu pro funkei f(x) = xlog” x, x € (0,00),
a interval [n,n + 1] a nalezneme bod ¢, € (n,n + 1) splnujici
1
S+ = f)+ [+ 5 " (en)-
Obdrzime tedy
(n+ 1) log?(n + 1) —nlog?n

plogp_1 cn + p(p — 1)log"’_2 Cn
2¢, '

=log?” n + plog” ' n +

Pron > 1 oznaéme

g, = plogp_1 e+ p(p—1) 1ng—2 Cn
" 2¢, )

Podle Prikladu a Véty pak plati lim, o B, = 0. Existuje tedy ny > 1

takové, ze

Vo >ny: By < (q—p)logp_ln.

Polozme n, = max{ng,n}. Pak pro kazdé n > n, plati

b log? n + plog? 'n + 1 log? ' 1
14 g L gp 'B”<1_|__+qg—p
bnt1 nlog” n n nlog” n
1
— -
n  nlogn
Pro n > n, pak dostavame
by <1+1+ q < An ‘
bni1 n  nlogn = ap41

Diky Prikladu dostavame konvergenci fady ) a,, nebot fada ) b, konver-
guje podle Piikladu .9.47.
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(b) Pron > 1 polozme b, = Podobné jako vyse nalezneme pro kazdé n > 1

1
nlogn "
bod ¢, € (n,n + 1) splnujici

b 1 1)—nl 1
o (A Dlogln+ 1) —nlogn _ (1+logn+—).
bnt1 nlogn nlogn 2¢y,

Dostaneme tedy pro n > ng, odhad
by 1 1 1 dp

— = - > )

bpi1 n  nlogn  2cynlogn  apyq
Pro kazdé n > ng pak plati

nt1 _ bpia
an ~ b,

Vzhledem k tomu, 7e fada ) @ diverguje (vizte Ptiklad p.9.47), dostavame diky

Prikladu divergenci fady ) a,. -



KAPITOLA 6
Taylortiv polynom

V této kapitole budeme studovat otazku aproximace obecné funkce polyno-
mem. K dané funkci f a danému bodu a € R budeme hledat vhodny polynom
jehoz hodnoty v blizkosti a VJISten’l dobfte definovaném smyslu aproximuji hod-
noty funkce f. Budeme se pritom snazit, aby odchylka funkce od polynomu byla

dostate¢né mala. Ukazeme si také nékolik zptisobii jak odchylku shora odhadnout.

6.1. Zakladni vlastnosti

6.1.1. Necht f je funkce, a € R a f’(a) existuje vlastni. Potom existuje te¢na ke
grafu funkce f v bodé a ve smyslu Definice . Ozna¢me funkci, ktera definuje
tuto te¢nu, symbolem ¢, tedy polozme

t(x) = f(a) + f(@)(x —a), x€R.

O této funkci mtzeme fici, ze v jistém smyslu aproximuje chovani f v blizkosti bo-
du a, nebot plati

lim L&) — ()]
jm LT PO

=0. 6.1)
x—a |x —a|
To plyne z vypoctu

lim Jx) —1(x) e f(x) = fla) - f'(a)(x —a)
im im
x—a X —a x—a X —a

— lim (M _ f/(a)) =0

x—a X —a

az Véty . Neformalné feceno, pro hodnoty x dostate¢né blizké k bodu a je
vyraz | f(x) — t(x)| podstatné mensi nez |x — al.

Pokud misto afinni funkce, coz je polynom stupné nejvyse 1, pouzijeme vhod-
ny polynom P obecné vyssiho stupné, miizeme doufat v lepsi aproximaci, napf.

o 10— P)|
im /) = PO

xX—a |x—a|

=0 (6.2)

pro jisté n € N, n > 1. Takovy polynom P by skuteén¢ aproximoval f s vétsi
presnosti, nebot vyraz |x —al|” je pro x dostate¢né blizké bodu a podstatné mensi

365
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nez |x — al, presnéji feceno, plati
- |x—al”
lim =

x—a |x—a| -

Pti hledani vhodného polynomu bude uzite¢né si povsimnout, ze funkce ¢
splnuje f(a) =t(a)a f'(a) = t'(a). Budeme hledat polynom P tak, aby pro kazdé
je{o1,..., n} platilo f(j)(a) = PU(a). Uk4zeme, ze polynom, ktery je zaveden
nasledujici definici, splnuje tento pozadavek i (

6.1.2. Definice. Necht f je funkce,a € R, n € N a existuje vlastni ™ (a). Pak
polynom Tnf’a, definovany pro kazdé x € R predpisem

/ 1 " 1 n n
T/4(x) = fa) + f'(a)(x —a) + 5/ @ —a)’ 4+ + ;f( )(@)(x —a)".
nazyvame Taylorov;’rm polynomem funkce f vbodé a Ffadun.

6.1.3. Necht f je funkce,a € R,n € N a existuje vlastni f ™ (a). Potom pro kazdé
Jje{o,..., n—1} existuje vlastni £ (x) na n&jakém okoli bodu a. Speciélné odtud
vyplyva, ze Tayloriv polynom Tnf’” je dobfe definovan.

6.1.4. Umluva. V dal$im textu budeme symbol tvaru (x —a)° chapat jako 1, a to
i tehdy, jestlize x = a. Symbolem A (tedy ,nultou derivaci funkce f) budeme
rozumét samotnou funkei f.

6.1.5. Necht f je funkce, a € R, n € N a existuje vlastni ™ (a). Z definice Ta-
ylorova polynomu je zfejmé, ze plati st(Tnf’a) < n. Tato nerovnost ovSem muze
byt ostra. To nastava pravé tehdy, kdyz plati @ (a) = 0. Polozime-li napitiklad
f =sin,a = 0an = 2, dostaneme

: 1
Tzsm’o(x) = sin(0) + sin’(0) - x + 3 sin”(0)-x? =x, xeR,
takze st(TZSi"’O) =1.
6.1.6. Necht f je funkce, a € R, n € N a existuje vlastni £ (a). Ozna¢me T =
T,,f’a. Pak pro kazdé x € R plati

1

(n—1)!
1

(n—2)!

T'(x) = f'(a) + f"(@)(x —a) + -+ F®(a)(x —a)" !,

T"(x) = f"(@) + f"(a)(x —a) + -+ f™@)(x —a)"2,

T = /@) + [P @) - a),
T (x) = ().

1Brook Taylor (1685 —1731)
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Dosadime-li x = a, dostaneme vztahy
T@) = f@), T'@=f'@. T'@)=[f"@, ... T"@ = f"@).

Pokud tedy n > 2, potom pro kazdé x € R plati (T,4Y (x) = Tnf_ “(x).

6.1.7. Priklad. Spoctéte Tayloriv polynom tretiho fadu v bodé 0 pro funkce sinus

a kosinus.

Resent. Protoze plati sin(0) = 0, sin’(0) = cos(0) = 1, sin”(0) = —sin(0) = 0,

sin”’(0) = — cos(0) = —1, dostavame

T;i“’o(x) =x—1x°.

1.2

Podobné 1ze odvodit vztah
T0(x) =1 - 5X°.
Y

6.1.8. Na nasledujicim obrazku jsou zachyceny grafy funkce sinus a Taylorovych

o nsin,0 sin,0
polynomt 73" a T5™".

[}
]
|
I
|
I
1

Osrazex 1. Taylorovy polynomy funkce sinus

Nyni nas bude zajimat nakolik se lisi Tayloriv polynom od aproximované
funkce, neboli jak velky je rozdil f(x) — T,/ (x), ktery budeme nazyvat zbytkem.

Zde je prvni vysledek tohoto typu.
6.1.9. Véta (Peaniiv tvar zbytku). Necht f je funkce,n € N, a € R a existuje

vlastni £ (a). Potom
S =T W)
hm —_— = 0
x—a (x — a)”
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Diikaz. Pouzijeme matematickou indukci podle n.

Pripad n = 1. Tvrzeni plati podle .

Indukénd krok. Necht n > 1. Pfedpokladame, ze pro kazdou funkeci g takovou, ze
existuje vlastni g V(a), plati

_T8a
lim SO -T,5)

x—a (x — a)”—l
M¢jme funkci f', ktera ma vlastni £ (a). Pak ma funkce f’vbodéa vlastni (n—1)-
ni derivaci, nebot (f')®*~V(a) = f™(a) € R. Podle indukéniho predpokladu tedy
plati

4 fla
lim S - T () —0. (6.3)

x—a (x —a)r1

Funkce f je spojita v bodé a, nebot existuje vlastni f’(a). Funkce 7,/ je polynom,
a tedy je také spojita v bodé a. Z toho plyne, ze mizeme vyuzit L’Hospitalova
pravidla (vizte Vétu (a)). Dostaneme

) =T () - T
lim =———— = lim .
¥>a (x—a) x=a ((x —a)r)
Podle p.1.6 plati (7,/*)" = T./"#. Tudiz 2 (6.3) vyplyva, ze
O -T ) L ) =T )
lim = lim

x—a (x — a)” x—a n(x — a)"—l =0

Tim je tvrzeni dokazano. [ |

6.1.10. Lemma. Nechtn € N, Q je polynom, st Q <nalim,_, % = 0. Pak O
je nulovy polynom.

Diikaz. Predpokladejme, Ze polynom Q neninulovy. Polynom Q ma ziejmé v bodé
a koten. Pak podlef@ existuje k € {1,...,n} a polynom R takovy, ze Q(x) =
(x —a)*R(x) a R(a) # 0. Potom plati

0(x) : R(x)

ML e L e s

Posledni limita ale bud neexistuje (je-li k& < n a n —k je liché), nebo je nevlastni
(e-lik <nan—k jesudé), nebo je vlastni a nenulova (je-li k = n). Ve viech téchto
piipadech dostavame spor. Tim je tvrzeni lemmatu dokazano. ]

6.1.11. Véta. Nechtn € N,a € R, f je funkce majici vlastni £ ™ (a)a P je polynom
stupné nejvyse n splnujici
o f@ =P
im ¥—————= =

x—>a (x —a)t

0.

Potom P = T,;}*%.



6.1. ZAKLADNI VLASTNOSTI 369

Dikaz. Podle Véty vime, ze
o SO =T ()

x—a (x — a)”

Podle véty o aritmetice limit (Véta ) tedy plati

0.

fa fa
(X)) —Px) . Tt (x)— f(x) o f(x)— P(x) _
T e AR Gmar TR o 0T0S0
Déle plati st(Tnf’a - P) < n, a tedy podle Lemmatu je Tnf’a — P nulovy
- __rmfa
polynom. To znamena, ze P = T ". [ ]

Véta popisuje asymptotické chovani zbytku Taylorova polynomu. V na-
sledujici vété pro néj odvodime presnéjsi formuli, ovsem za silnéjsich predpokladu

na funkci f.

6.1.12. Véta (obecny tvar zbytku). Necht f je funkce,n € N,a,x e R,a < x,a f
ma v kazdém bodé¢ intervalu [a, x] vlastni derivaci fadu (n + 1). Necht ¢ je spojita
funkce na [a, x] majici v kazdém bodé¢ intervalu (a, x) vlastni nenulovou derivaci.
Pak existuje £ € (a, x) takové, ze

rfag _ L e(x) —e(a)
fx) =T, (x)—n!—(p,@)

Diikaz. Definujme funkci F: [a, x] — R predpisem
F(t)=fx)=(fO+ (O —1)+-+ %f(")(t)(x —-1)").

Funkce F je spojita na [a, x] a ma vlastni derivaci v kazdém bodé¢ intervalu (a, x),
nebot véechny funkce vystupujici v definici F maji vlastni derivaci v kazdém bodé¢
intervalu [a, x]. Podle Cauchyovy véty (Véta p.2.11)) tedy existuje £ € (a, x) takové,
ze
F(x) = F(a) _ F'(§)
p(x) —pla)  ¢'(6)

fODE (-8

(6.4)

Necht t € (a, x). Potom
o) = ~(f/0) + /0 )+ f/O0 =0+ (0D @) 1))

= SO0
ni
Pro t = £ dostaneme
1
Fl(§) = —— "D E) (x - 9)".
Ziejmé plati F(x) =0a F(a) = f(x) — 7./ (x). Odtud a z (6.4 dostavame
10 =T = LTI oD gy gy

Tvrzeni je tak dokazano. [ |
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6.1.13. Véta plati i v ptipadé x < a. Dikaz je stejny.
6.1.14. Piedpoklady Véty 1ze mirné zeslabit. Sta¢i predpokladat, ze ™ je

spojitd na [a,x] a f @+ existuje (vlastni & nevlastni) na (a, x). I za tohoto pied-
pokladu lze pouzit postup z uvedeného dikazu.

Vétu nyni vyuzijeme k odvozeni dvou konkrétnich tvari zbytku Taylo-
rova polynomu. Dosahneme toho v obou ptipadech vhodnou volbou funkce ¢.

6.1.15. Véta (Lagrangetv tvar zbytku). Necht f je funkce,n e N,a,x e R,a < x,
a f mav kazdém bod¢ intervalu [a, x] vlastni derivaci fadu (n + 1). Potom existuje
€ € (a, x) takové, ze

F) — Tf(x) = (n%l),f‘"“)(s)(x —ayt, 6.5)

Diikaz. Polozme ¢(t) = (x—t)"*1, 1 € [a, x]. Pak je funkce ¢ je spojitd na [a, x] a na
otevieném intervalu (a, x) ma vlastni nenulovou derivaci. Podle Véty tedy
existuje £ € (a, x) takové, ze

1 0—(x—a)"t!
n! (=(n 4+ 1)(x —§)")

1
— (n — 1)'f(n+l)(%~)(x —(l)n+l.

f) =T/ (x) = FEE) (x - &)

6.1.16. Véta. Necht f je funkce, I je interval, n € N a f ma v kazdém bodé
intervalu 7 vlastni derivaci fadu (n 4+ 1). Necht M € R a pro kazdé x € I plati
’f(""'l)(x)’ < M. Potom pro kazdé x € I plati

/@) =T < gy e —al™™
Diikaz. Tvrzeni bezprostfedné plyne z Véty . [ |

6.1.17. Véta (Cauchytv tvar zbytku). Necht f je funkce,n € N,a,x e R, a < x,
a f mav kazdém bod¢ intervalu [a, x] vlastni derivaci fadu (n + 1). Potom existuje
€ € (a, x) takové, ze

SO =T = = f D) - 65 a). (6.6)

Diikaz. Polozme ¢(t) = t,t € [a,x]. Pak je funkce ¢ je spojita na [a, x] a na ote-
vieném intervalu (a, x) ma vlastni nenulovou derivaci. Podle Véty b.1.19 existuje
€ € (a, x) takové, ze

I x— 1
FO =T = 22 f @) =) = — D E)(x — )" (x —a).
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6.2. Symbol malé o

6.2.1. Z Véty vyplyva, ze za uvedenych predpokladii mizeme funkci f na
jistém okoli bodu a zapsat ve tvaru f = T + w, kde chybovd funkce  splnuje

w(x)

lim

x—a (x — a)n

=0.

6.2.2. Taylorovy polynomy lze mimo jiné pouzit k pocitani limit funkci a posloup-
nosti a k vysSetfovani konvergence ¢iselnych tfad s nezdpornymi ¢leny. Ve vsech
téchto pripadech vétsinou pocitaime limitu néjaké komplikované funkce. Pro vy-
pocet limity posloupnosti pak obvykle vyuzijeme Heineovu vétu a pro vysetfeni
konvergence fady srovnavaci kritérium.

Zakladni myslenka vypoctu limity funkce je nasledujici. Funkce, které se ob-
jevuji ve vyrazu, jehoz limitu pocitame, vyjadiime jako soucet polynomu a chybo-
vé funkce. Pak mohou byt dalsi vypocty velmi jednoduché, protoze pii pocitani
s chybovymi funkcemi nemusime brat v Givahu jejich pfesny tvar, ale pouze odha-
dy velikosti chyby. Hlavni problém vypoctu pak spociva v tom jak nalézt k danym
funkcim odpovidajici polynomy vhodného stupné¢ a chybové funkce. Takové po-
stupy ukazeme v nasledujicim vykladu.

6.2.3. Definice. Necht f a g jsou funkce, a € R*. Rekneme, 7e funkce f jevbodé
a malé o od funkce g (pfSeme f(x) = 0(g(x)), x — a), jestlize plati

lim&=

0.
x—>a g(x)

6.2.4. Vyraz ,f(x) = o(g(x)), x — a“ chidpeme jako jeden symbol. Znaménko
rovnosti zde neznaci standardni rovnost mezi realnymi ¢isly nebo funkcemi a nelze
s nim pracovat samostatnc.

6.2.5. (a) Tvrzeni Véty je mozné zapsat ve tvaru
f(x) =T/ x) = o((x—a)"), x > a,

proto bude v roli funkce g casto vystupovat funkce x = (x —a)”, nebo jen x — x"
v ptipadé¢ a = 0.

(b) Symbol f(x) = o(1), x — a podle definice znamena, ze limy_, f(x) = 0.
(c) Pokud nebude hrozit nedorozuméni, budeme symbol x — a vynechavat.
6.2.6. Véta (aritmetika malého o). Necht a € R*.
(@) Jestlize fi(x) = o(g(x)), x—>aa fr(x)= o(g(x)), X — a, potom
[i(x) + foa(x) = 0(g(x)), x - a.
(b) Jestlize fi(x) = o(g1(x)), x > a a f2(x) = o(g2(x)), x > a, potom
f1(x) f2(x) = 0(g1(x)g2(x)). x > a.
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(0) Jestlize fi(x) = o(g1(x)), x = a a f> je nenulovd na jistém prstencovém
okoli bodu a, potom

f1(x) f2(x) = 0o(g1(x) f2(x)), x = a.

(d) Jestlize f(x) = 0(g1(x)), x = a alimy_, g;—g; je vlastni, potom

f(x) =o0(g2(x)), x = a.
(e) Jestlize f(x) = o(g(x)), X — a a h je omezena na jistém prstencovém
okoli bodu a, potom
h(x)f(x) = o(g(x)), x — a.
() Jestlizea € R,m,n e NU{0},m <n,a f(x) =o((x —a)”), X — a, potom

fx) =o((x —a)"), x — a.
Diikaz. Viechna tvrzeni bezprostiedné plynou z véty o aritmetice limit (Véta

a Véry [£.2.15. "

6.2.7. Véta. Nechta,b € R*, f, g, ¢ jsou funkee splitujici f(y) = o(g(y)), y — b,
limy_,4 ¢(x) = b a existuje § > 0 takové, ze pro kazdé x € P(a,§) plati (x) # b.
Potom

fe(x) = o(g(@(x)). x - a.

Diikaz. Tvrzenibezprostfedné plyne z véty o limité slozené funkce (Véta (P))
|

6.2.8. Piiklad. Urcete Taylorav polynom radu 3 funkce tangens v bodé 0.

Reseni. Mohli bychom spocitat derivace funkce tangens az do trettho fadu v bo-
dé 0 a pak sestavit prislusny Taylortv polynom podle definice, jako jsme to ucinili
v Ptikladu . Ukazeme vsak jesté jiny postup.

Protoze ma funkce tangens na intervalu (-7, 7) derivace véech fadt, staci na-
1ézt polynom P takovy, ze st(P) < 3 atgx — P(x) = o(x?), x — 0. Pak totiz podle
Véty b.1.11] jiz musi platit P = T;g’o. Oznaéme P(x) = Ag + A1x + Ax? + Asx3.
Potom

sy (Ao + Ayx + Ayx? + A3x3) =o0(x%), x >0,
Ccos X
neboli )
smx (Ao + A1x + Axx? + A3x%) = w(x),
CcOSs X

kde funkce w je definovana na prstencovém okoli bodu 0 a plati

lim ) =0.

x—>0 x3

Potom pro kazdé x z tohoto prstencového okoli plati

sinx = (Ao + A1x + A>x* + A3x> + w(x)) cos x. (6.7)
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Funkce sinus a kosinus mzeme vyjadrit podle Prikladu ve formé
sinx = x — éx3 + n(x),
cosx =1— %xz + ¢(x),

kde funkce n a ¢ splnuji

limwzlimwz

0.
x—>0 X x—0 x3

Uvedena vyjadreni funkci sinus a kosinus nyni dosadime do @, pravou stranu
roznasobime a po tGpravé dostaneme

x— x4 n(x) = (Ao + A1x + A2x® + A3x° + 0(x)) - (1 — 3 + {(x)) 6
= Ao+ A1x + (A2 — L 40)x® + (43 — 1 41)x3 + ¢ (x), '
pricemz
T(x) = w(x) — %Azx4 — %A3x5 — %a)()c)x2
+ (Ao + A1x 4+ Apx? + Azx3 + a)(x))é‘(x).
Z tvaru funkce t snadno odvodime, Ze

lim ﬂ =0.
x—0 x3

Upravou @) obdrzime
Ao+ (A1 — Dx + (A2 — 2 Ag)x? + (A3 — 341 + 3)x? = n(x) — t(x).
Ozna¢me symbolem Q polynom na levé strané predchoziho vztahu. Potom st 0 <

3 aztvaru pravé strany plyne, ze Q(x) = 0(x3?),x — 0. Podle Lemmatu musi
byt polynom Q nulovy, a tedy musi mit nulové koeficienty, tj.

Aog=0, A1—1=0, Ay—140=0 Az;—14;+1=0.
Odtud dostaneme A9 =0, 4; =1, 4, =0, A3 = %, neboli
T;g’o(x) =x+ %x3, x € R.
*

6.2.9. Pii potitan iloh podobného typu, jaky jsme vidéli v Pikladu 2.8, se ¢as-
to uziva nasledujici konvence. Misto abychom pracovali s jednotlivymi chybovymi
funkcemi - v nasem piikladu to byly funkce w, 1, ¢, 7 - budeme je znacit vzdy stej-
nym symbolem, ktery bude obsahovat pouze informaci o presnosti naseho odhadu.
Misto abychom psali napiiklad f(x) = g(x) + w(x), kde w(x) = 0o(x?), x — 0, bu-
deme psat rovnou f(x) = g(x) + o(x?), x — 0. Tento zptlisob zapisu &inf vypocet
prehlednéjsi, nicméné je tieba dat pozor na jista jeho uskali. Nebudeme se zde sna-
zit dat tomuto zapisu presny matematicky vyznam. Budeme jej chapat pouze jako
zkracenou verzi zapisu s chybovymi funkcemi, ktery jiz presny matematicky vy-
znam ma. Korektnost naseho vypoctu bude dana tim, ze jej mtzeme zapsat vidy
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naprosto presné s pouzitim chybovych funkci. Vypocet z Prikladu pak lze
zapsat nasledovné:
x—1x 4 o(x?) = (Ao + A1x + Axx? + A3x7 + 0(x?)) - (1 — 1x* + 0(x?))
= Ao+ A1x + (A2 — L 40)x* + (A3 — 1 41)x°
+o(x®) — %A2x4 — I%A3x5 - %xzo(x3)
+ (Ao + A1x + A2x? + A3x> + 0(x?)) - 0(x?), x — 0.
Viimnéme si, zZe
—145x* = 0(x?), x > 0 (z definice),
—%Agxs =o0(x3), x>0 (z definice),
—%xzo(x3) =o(x%), x >0 (Véta (e)),
(Ao + Arx + Axx? + A3x® 4+ 0(x%)) - 0(x%) = 0(x?), x > 0 (Vétab.2.6(e)).
Odtud plyne podle Véty b.2.6(a)
Ao+ (A1 — Dx + (A2 — 2 A0)x* + (A3 — 241 + 1)x* = 0(x?), x—0.
Zavér vypoctu jiz nyni probé¢hne stejné jako v predchozi varianté.

Pti zvladnuti této metody lze k vysledku casto dospét rychleji nez postupnym
derivovanim dané funkce, nebot s odhady chyb lze pracovat velmi efektivné.

6.3. Taylorovy a Maclaurinovy rady elementarnich funkci

Ve Vété jsme vid¢li, ze s rostoucim fadem Taylorova polynomu dostava-
me presnéjsi aproximaci dané funkce f. Bylo by tedy mozné ocekavat, ze bychom
danou funkci mobhli jistym zptisobem vyjadrit pomoci limity Taylorovych polyno-
mil, tedy ve tvaru nekone¢né fady. Tato tivaha motivuje nasledujici definici.

6.3.1. Definice. Necht f je funkce, a € R a funkce f ma v bod¢ a derivace viech

radt. Potom fadu
o0

> L@ -ar, xer

n=0 """
nazyvame Taylorovou fadou funkce f o stfedu a. Ve specidlnim piipadé a = 0
mluvime o Maclaurinové fadé.

6.3.2. V souvislosti s Taylorovou fadou funkce f nas zajima zejména platnost rov-

nosti
o

fo =Y @ -ay, 6.9)

n=0

2Colin Maclaurin (1698—1746)
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pro néjaké x € R, tj. zda je nekonecna fada pro dané x konvergentni a eventualné
zda jejeji soucet roven f(x). Samotna konvergence Taylorovy fady pro kazdé x € R
vsak platnost vztahu @) jesté nezarucuje. Prikladem je funkce

e~UX* x40,
flx) = 0 =0,
jejiz v8echny derivace v bodé 0 jsou rovny 0 (vizte Priklad p.8.15), takze soudet jeji
Taylorovy tady je nulova funkce, ackoliv pro kazdé x # 0 plati f(x) # 0.
V mnoha piipadech lze ale funkci vyjadtit jako soucet jeji Taylorovy tady ale-
spon na jistém intervalu.

6.3.3. Nyni postupné spoc¢teme Taylorovy polynomy a fady nékterych elementar-
nich funkci. Budeme se zaroven zabyvat otazkou, pro ktera x € R jsou tyto ra-
dy konvergentni a zda je jejich sou¢tem ptivodné zadana funkce. Misto symbolu
ka’a budeme psat pro prehlednost pouze Tk, nebot z kontextu bude vzdy zfej-
mé, s jakou funkci f* pracujeme. Bod a bude roven vzdy 0. Dale budeme znacit
Ry = f —Ty. Platnost rovnosti (@) v daném bodé x € R je pak ekvivalentni vyro-
ku limg o0 Ri(x) = 0. Pfipominame, ze i zde budeme vyuzivat tmluvu fO =7,

6.3.4 (exponenciala). Pro kazdé x € R al > 0 plati exp®(x) = exp(x). Je tedy
exp®(0) = 1 pro kazdé I > 0. Taylortiv polynom Ty ma pak tvar
Uk

1
Tk(X)=1+x+5x2+'~-+Fx

Taylorova fada se stfedem v bodé& 0 mé potom tvar Y n2 o 2:x" a pro kazdé x €
R plati

1
exp(x) = Z mx”
n=0 """

podle definice exponencialni funkce )

6.3.5 (sinus). Pro derivace funkce sinus plati podle Prikladu

./ _ I/ _ . . (3) _ . (4) s
sin X = COSs X, sin X = —sInx, sin X = —COSsX, Sin X = Ssmx

k+4)  — 5in® x. Tedy

a dale se funkce periodicky opakuji, tj. sin
sin0=0, sin0=1, sin”0=0, sin®0=-1, sin®0=0,...
Taylorovy polynomy v bodé 0 maji tudiz tvar To(x) = 0, T1(x) = Tar(x) = x,

T3(x) = Ta(x) = x — %x3. Obecné pak mame pro kazdé k € N U {0}

_ _ 1 3 1 5 k—1 1 2k—1
Tok—1(x) = Tox(x) = x — TR R (=1 ="
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Pro funkci sinus je Taylorv polynom fadu 2k v bod¢ 0 polynomem stupné 2k — 1.

Podle (.17 -) pak pro kazdé x € R plati rovnost

=n" n
s1nx—z(2n+1)' 2t

6.3.6 (kosinus). Podobné¢ jako v predchozim piipadé dostaneme pro kazdé k €
N U {0}

_ 1 1 k 2k
Tor(x) = Topq1(x) = 1—5)6 +mx +--+ (-1 (2k)'

Z (6.18) pak plyne pro kazdé x € R vztah

6.3.7 (x > log(l + x)). Funkce f(x) = log(l + x) ma na svém defini¢nim oboru
(=1, 00) derivace viech fadt. Snadno lze matematickou indukci dokazat, Ze pro
kazdé ! € N ax € (-1, 00) plati

(-1

) _ (1)1
10w =0

Odtud dostavame

fO© =0 fO=0, frO=-1 ... fO0=-D"1k-1L
a tudiz pro kazdé k € N U {0} a x € R plati

T =Y

=

Zvolme x € (0,1]. Pouzijeme Lagrangetiv tvar zbytku (Véta 6.1.15). Podle této
véty pro kazdé n € N existuje ¢islo &, € (0, x) takové, ze

n!

log (1 ) = Tu() = e (1) g™
Odhadneme
|log(l +x)— Tk(x)| < %(1 j_cgn>"+1 =< . j_ T
Odtud plyne
log(1 + x) = i =D (6.10)
=1 "

Uvazujme nyni x € (—1,0). Pro tyto hodnoty proménné x vyuzijeme Cauchy-
Gv tvar zbytku (Véta 6.1.17). Pro kazdé n € N nalezneme podle této véty &islo
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&, € (x,0) takové, ze
1%0+ﬂ—ﬁ@%:iﬂ”W&M@—&f

(— )" x-(x—&)"

n!
(1 +§: )n+1 ’
Zrejmé plati nerovnosti

a tedy miizeme odhadnout

En —x)" | |_(‘§n_x)" | x|

log(l1 +x) —Tr(x)| < —=—2—|x| =
flog(t ) =T = g s = (15, T,
=(1— 1+X>" |x] <(_ yr L |x]
|x|"+1
T
Protoze dale plati lim, o "ICKT;; = 0, dostavame

o (_1)n—1 .
log(1 +x) = Z —y
n=1
Pro kazdé x € (-1, 1] tedy plati
o \n—1
log(1 +x) = Z =D x"

n=1

(6.11)

6.3.8. Ze vztahu (6.11) dostaneme dosazenim x = 1 zajimavou rovnost

=t
,; ” = log?2.

Prox € R\ (-1, 1] fada v (.11)) diverguje, a pro takové x vztah neplati.

6.3.9. Priklad. Napiste Maclaurinovu fadu pro funkei x — log(,/ 1+x) na inter-
valu (—1,1).

Reésent. Z plyne, Ze pro kazdé x € (-1, 1) plati

log(F) = l(log(l + x) —log(1 — x))
R e
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&

6.3.10 (x — (1 + x)*). Posledni funkci, pro kterou Taylorav polynom v bodé¢ 0
odvodime z definice, bude funkce f(x) = (1 + x)¥, x € (—1,00), kde @ € R. Na
svém defini¢nim oboru ma funkce f derivace vech rada. Pro kazdé k € N U {0}
ax € (—1,00) plati
S =al+ )7 () = ale — D1 +x)*72,
SO@ =a@=1- @~k + D1 +0)*7

a tedy

10 =a, f"O0)=al@—=1), .... fO0)=al@—=1)(@—k+1).
Taylortiv polynom k-tého tadu pro funkci f v bodé 0 ma proto tvar

o alae—1 alg—1)---(d—k+1

Tk(x)=1+ﬁx+(T)x2+---+ ( ) k(! )xk,

Definujme proa € Ra j € N U {0} zobecnéné kombinaéni &islo (%) predpisem

J
o _ o) al@—1)--(a—j+1)
o) \j) J! ‘

Proa € NU{0}a j < « tento predpis dava obvyklé kombina¢ni ¢islo. Nyni mtizeme
T (x) prepsat ve tvaru

x € R.

k
T =Y (“) X" 6.12)

n=1\"

Ukazeme, ze pro kazdé x € (-1, 1) plati

I+x%=Y (O’) X" (6.13)

n=0 \ 1

Pro x = 0 je tvrzeni zfejmé. Zvolme tedy x € (=1,1), x # 0, pevné. Podle Cau-
chyova tvaru zbytku (Véta ) nalezneme pro kazdé n € N ¢&islo &, lezici mezi

0 a x takové, ze
1 e
(I+x)* = Ti(x) = qe@ =D l@—m+ £ (x — £
Funkce z + z%7! je na intervalu (0, c0) monoténni, a tedy
(14 &)* " < max{l, (1 +x)*"'}.
Mizeme odhadnout

(14 x)% = Tie(x))|

n (6.14)
- |x],

x_gn
14+ &,

< %hx(a — 1) (¢ —n)|-max{l, (1 + x)*"1}.
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Vzhledem k tomu, ze plati

X _gn < |x|,
14+ &,
miuizeme dale odhadnout
1
(1420 = Tie()] <~ (@ =m)|C - x["*, (6.15)
kde C = max{1, (1 + x)*~'}. Ozna¢me a, = L|a -+ (@ —n)|C - [x|"*!. Potom
-1
lim 22 = Jim &‘-m = |x| < 1.
n—o0 ay n—o00 n—+1

Rada 2%, a, je tedy konvergentni podle d’Alembertova kritéria (Véta ,
a Eroto podle Véty nutné platilima, = 0. Odtud a z vyplyva platnost

Nyni uvedeme nékolik piikladd na vypocet a pouziti Taylorova polynomu.
Na nasledujicim piikladu ilustrujeme zptsob, jak vypocitat Taylorav polynom bez
derivovani.

6.3.11. Pfiklad. Pro funkci f(x) = 135 naleznéte Taylorovy polynomy viech fadi
v bod¢ 0.

Reseni. Podle Ptikladu pro kazdé x € (=1,1) ak € N plati

1 00 k 00
D DGR EED DN DN
X n=0 n=0 n=k+1
k k+1
= 3 4 (R
o 1+ x

Dale .
1
(_1)k+1i
14+ x

a tedy ka’o(x) = Zﬁzo(—l)"x” podle Véty . Tento vysledek, ktery jsme od-
vodili bez pocitani derivaci, je ve shodé¢ se vztahem ) pro piipada = —1. &

= o(xk), x — 0,

6.3.12. Piiklad. Necht f(x) = sin(sin x). Spoététe 7J°.

Reseni. Podle Véty plati
siny =y —$y> + 135 +0(°), y —> 0.
Podle Véty , kde g(y) = y° a ¢(x) = sinx, dostavame

sin(sin x) = sinx — é sin® x + Wlo sin’ x 4 o(sin’ x), x — 0. (6.16)

Protoze lim,_,¢ Sizx = 1, je tedy podle Véty (d)

sin(sinx) = sin x — % sin® x + 11% sin’ x 4+ o(x°), x — 0. (6.17)
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Spotitejme rozvoje pro funkce sin® a sin’. S vyuzitim vztahu —1x3+0(x®) = 0(x?),
x — 0 dostaneme

sin’x = (x — 2x3 + 0(x3))3

= x> +3x%(—1x7 + o(x?)) + 3x(—1x7 + 0()(3))2
+(—ix*+ o(x?)’

=x> + (—3x° + 3x%0(x?)) + 3)c(0()c2))2 + (o(xz))3

:x3——x +o0(x°), x—0.

Pti odvozeni poslednich dvou rovnosti jsme vyuzili Vétu (a)--(c),(f). Podobné
plati

5
sin® x = (x ~|—0(x) =x> + Z x> o(x) = x> +0(x°), x = 0.
j=1

Vsimnéme si, ze pfi umocnovani Taylorova rozvoje je vhodné stanovit jeho rad
pokud mozno co nejnizsi, abychom si vypocet zbyte¢né nekomplikovali, ale tak

aby vysledny odhad chyby byl pozadovaného fadu. Pro rozvoj sin® s chybou o(x?)

stacilo pracovat s Taylorovym polynomem funkce sinus tfetiho fadu a pro rozvoj

sin® s chybou o(x%) jsme vystacili dokonce s Taylorovym polynomem funkece sinus
prvniho radu.

Po dosazeni do -) @) dostaneme

sin(sinx) = x — %xz’ + ﬁx +o0(x°), x = 0,
takze Tsf’o(x) =x—1x3+ Lx5. Fy
6.3.13. Priklad. Spoctéte limitu
lim 2 sin(sin x) — sin(2x) «3/1—|——x2

x—0 x5

Reseni. Podle predchoziho piikladu plati
sin(sinx) = x — 1x° 4+ {5x° +0(x%), x >0,
a dle podle Véty 6.2.7, Véty 6.2.6(d), (6.17) a (6.12) plati
sin(2x) = (2x) — $(2x)° + 135(2x)° + 0((2x)°)
=2x — %xz’ + %xs + 0(x5), x — 0,

Vi+x2=1+ %xz — %(xz)2 +o(x*), x—0.

Nyni vyjadiime
sin(2x) V1 +x2 = (2x — 2% + A% + 0(x%))-(1 + 1x% — Ix* + o(x%))

= 2x—%x3— X >+o(x°), x—0.
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Nakonec spocteme zadanou limitu:

y 2sin(sin x) — sin(2x) ¥/1 + x2
im

x—>0 x>
T (2x — %x3 + éxs + o(xs)) — (2x — %x3 - %xs + o(xs))
- x—0 xS
3.5 5 5
. =2x”+o(x?) . (3 o(x°) 3
= lim 2 (_ ) =2,
xl—I;I}) x5 xl—I}}) 5 + x> 5

&

6.3.14. Priklad. Naleznéte k € N takové, aby pro Taylortiv polynom Ty k-tého
tadu funkce exp v bodé 0 platil odhad |exp(x) — Tk (x)| < 0,001 pro kazdé x €
[0, 1].

Reseni. Necht x € [0,1] a k € N. Podle Lagrangeova tvaru zbytku (Véta [.1.15)
existuje & € (0, 1) takové, ze

. b, X ¢ 3 6.18

— = . <

| exp() =T = ¢ - G = Gy S e 6.18)
Pro k = 6 plati ﬁ = ﬁ < 0,001. Zadané presnosti tedy podle odhadu
dosahneme na celém intervalu [0, 1] pro k = 6. *

6.3.15. Poznamka. Teorie aproximaci, ve které funkce aproximujeme i jinymi ob-

jekty nez polynomy.

6.4. Teoretické priklady k Taylorovu polynomu

6.4.1. Priklad. Necht f: [a,b] — R ma derivace vSech fadi v kazdém bodé¢ inter-
valu [a,b] a M € R splnuje

Vne NU{O'Y € [a,b]: | f™@(x)] < M.
Pak pro kazdé x, x¢ € [a, b] plati

F@ =Y P - o)
k=0

ReSeni. Zvolme x, xg € [a,b]. Z Véty (Lagrangetiv tvar zbytku) plyne, ze pro
kazdé n € N existuje &, lezici mezi x¢ a x splnujici
f@ =Y O =) 4,
k=0
kde
1

= G x0T
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Odtud ihned vyplyva odhad

(b _ a)n-i—l

<M .
Irnl = M=

Proto lim,, 0 74 = 0 a plati

(k)
f(x) = hm Z f (xo) Z S (XO) o)k‘

&»

Nasledujici priklad obsahuje pomocné technické tvrzent, které vyuzijeme v dal-
$im vykladu.

6.4.2. Priklad. Necht k € N U {0} a ¢ je omezena funkce na R takova, ze ¢’ je
omezena na R. Dokazte, Ze funkce

o0
g(x) =) 27" p(n’x),
je definovana na R, ma pro kazdé x € R vlastni derivaci a plati
o0
g/(x) — Z z—nnk+2(p/(n2x).

Reseni. Nalezneme C € R takové, Fe
Vx eR: |p(x)| < C Alp'(x)] < C. (6.19)

Protoze fada Y s ; 27"n* C konverguje, plyne ze srovnavactho kritéria (Véta B.2.2),
zetada ) o 27 "nk<p(n x) konverguje absolutné. Podle Véty B.4.3 tedy tato tada
konverguje, takze funkce g je dobfe definovana na R.

Zvolme x € R ae > 0. Rada Y02, 27"nk+2 konverguje. Nalezneme ng € N
takové, ze

> 2k < (6.20)

n=ng
Z Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté¢ (Véta 5.2.4) aplikované na funkci y +>
@(n?y) vyplyvd, ze pro kazdé a, b € R existuje £ € R takové, ze
p(n*a) — p(n’b) = n’¢’(n*£)(a — b).
Odtud plyne, ze
lp(n%a) — p(n*b)| < Cn?|a —b|. (6.21)
Nalezneme 8 > 0 takové, ze pro kazdé h € P(0,68) an < ng plati

)%((p(nz(x + h)) — p(n*x)) — n*g'(n*x)| < nik (6.22)
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Pak pro & € P(0,8) mame

g(x+h) g(x) 22 nnk+2 /(n X)’

)Z 2 (e (x4 1) — p(n2x)) — ¢/ (1))

n()l

=DIER 02 x + ) — o) = n%'(n2)|

> 27k ([ 2 + ) — 92| + 029/ (12x)).

n=ng

Odhadneme-li prvni sumu pomoci (6.22) a druhou pomoci (6.19), (6.20) a (6.21),

dostaneme

h no—1
M Zz—" 2/ () < Z kL Z 2"k 2Cn?
n=ng
no— 1
< Zz "e +2C Z 27k
n=ng
< (1+2C)8.

6.4.3. Priklad. Dokazte, ze funkce
o0
f(x) = Z 27" cos(n’x)
n=1

je definovana na R, ma derivace véech radu, avsak jeji Taylorova fada se stfedem
v bod¢ 0 diverguje v kazdém bodé x € R\ {0}.

Reseni. Funkce kosinus i vSechny jeji derivace jsou omezené funkce. Podle Prikla-

dup.4.2 -Je funkce f dobre definovana a pro kazdé k € N a x € R plati
FOx) = Z 2712k cos® (n2x). (6.23)

Pro kazdé k € N ay € R mame cos®*®(y) = cos y, a tedy

f(4k) (0) Z 2—}1 Sk
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Pro x € R\ {0} dokdzeme zavérecné tvrzeni. Pro kazdé k € N plati (4k)! <
(4k)*k. Odtud pro kazdé k,m € N plati

1 1 .,
@’ o] = oy 2 7
n=1 (6.24)
1
> mz_mm8k|)€|4k > (4k)4k 2—mm8k|x|4k.

Vezméme libovolné k € N spliiujici k?|x|? > 2 a polozme m = 2k. Potom z
dostaneme

2 2 2k
e fO | 2 Lk get = (YL

(4k)! = (4k)* 2
Taylorova fada funkce f v bodé¢ x se stfedem v bod¢ 0 tedy nesplnuje nutnou
podminku konvergence fady, a tudiz podle Véty diverguje. *

6.4.4 (symbol malé o pro posloupnosti). Necht {a,}, {b,} jsou posloupnosti. Rek-
neme, ze {a,} je malé o od {b,} (v nekone¢nu) piseme a, = o(b,),n — oo, pokud
lim;— 00 Z_Z =0.

6.5. Pocetni priklady k Taylorovu polynomu

6.5.1. Piiklad. S piesnosti 107* vypoéitejte cos(0,1).

Reésent. Polozime f(x) = cos(x), x € R. Potom ztejmé pro kazdé k € N U {0}
ax € R plati | f®(x)| < 1. Podle Véty proa =0,x =0,1aM =1 plati

_rfo
|£(0,1) = T77(0,D)] < D

(0’1)n+1.
Pro n = 3 tedy plati
1£(0,1) = T°(0,1)] < 107*.
Pribliznou hodnotu cos(0,1) s pozadovanou piesnosti obdrzime jako
7/°0,1) = 1 - 1. (0,1)> = 0,995.
*

Jak jsme jiz uvedli vyse, Taylortiv polynom lze v urcitych pripadech pouzit
k vypoctu limit funkci ¢i posloupnosti nebo k vysetfovani konvergence ¢iselnych
fad. Tyto postupy nyni ilustrujeme na n¢kolika prikladech.

6.5.2. Priklad. Spoctéte limitu

cosx — 1 + %xz
im —— 2~
x—0 x4
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Reseni. Podle plati

cosx — 1 + %xz

- 1-— %xz + %x“ +o(xH) -1+ %xz

i CosY LA Xt
xlir%) x4 xlﬁo X4
. 1 o(x*) 1
-+ )= L
\2a T 24
Y
6.5.3. Priklad. Spoctéte limitu
T e’ 1
im — .
x—>0sSmx —x
Resend. Diky a dostaneme
lim e — 1 — lim 1+x3+o(x®)—1 .. x*+o(x?)
x=>0sinx —x x>0 x — %x3 +o(x3)—x x>0 —éx3 + o(x3)
3
-k 1+0(;3) _ 140 -6
TS0 _1 e  _Lig
6 + x3 6
Y

6.5.4. Priklad. Spoctéte limitu posloupnosti
lim n4(cos(1) - e_2'+2).

n—>oo ;
Reseni. Z Heineovy véty (Véta vyplyva, ze
1 cosx — e~ %
lim n4<cos(l) — e_272) =lim ——
n—00 n x—0 x4
pokud limita vpravo existuje. Staci tedy spocitat tuto limitu. Z a dosta-

neme

8]

L e T lim 1—5x2+ Lxt +o(x*) — (14 (—3x2) + L (—=2xH)% + o(xH)
x—0 x4 - x—0 x4
1
24 8 12
&

6.5.5. Priklad. Spoctéte limitu

lim (iz — cotg2 x).

x—>0\Xx

Resend. Vyraz, jehoz limitu pocitame, pfepiseme na jeho defini¢ni oboru do tvaru
1 2 sin? x — x2 cos? x _ x2 sin? x — x2 cos? x

X2 o x = x2sin? x ~ sin®x ' x4 )
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Z Ptikladu p.9.2 = 1. Pro druhy
zlomek vyuzijeme Taylorovych rozvoji prlslusnych funkci, tedy - - 6.3.6. Do-

staneme

. 2 2
sin? x — x2 cos? x . (x — %xe’ + 0(x3)) - x2(1 - %xz + o(xz))
lim = lim :
x—0 x4 x—0 4
X2 — %x“ +o(x*) —x?(1-x2+0(x?)) 2
= lim = -
x—0 x4 3

Z véty o aritmetice limit tedy vyplyva, ze

i (1 ) )_12_2
xlg}))ﬂ cogx— 3= 3

6.5.6. Priklad. Spoctéte limitu
V1—=2x 4+ x3 - «/1—3x+x2—3x2

lim
*—0 sinx — x
Reseni. Podle plati
sinx —x = —éxS +o(x®), x—0.

Déle mame z
A+ =1+1y—1y2+ Ly +00™. y—0.
+05 =1+1y—4y2+ Zy3 +00™. y—0.
V nasledujicim vypoctu bude symbol o(x?) uvazovan pro x — 0. Podle Vét
ap - plati
1
(1+ (x3 - 2x))2 =1+ %(x3 —2x) — %(x3 —2x)% + %(x3 —2x)3 + 0(()(3 — 2x)3)
=1+ 1(x7 —2x) — 1(4x?) + £ (=8x%) + o(x?).
a
1
(14+(x2=3x)° =1+ 3> =3x) - 3(x* = 3x)> + Z(x* = 3x)* + o((x* — 3x)?)
=1+ %(x2 —3x) — $(9x2 —6x%) + %(—27)63) + o(x3).
Dostavame tedy
Vi—2x+x3- 31 —3x +x2— 1x?
4 1,9 _ 1\,2,(1l_8 _ 6 3
= (2343 x+(-g-3+5-e°+ (316§ +27-F)x

=x34 0(x3).
Proto
«/1—2x+x3—3/1—3x+x2—%x2_ X +o(x®)
lim - = lim ; = —6.
x—=0 sInx — X x—>0 —gx3 + o(x3)
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6.5.7. Priklad. Necht
f(x) = 2(1 +x)%, xe(=1,0)U(0,00).
Naleznéte polynom P tretiho stupné, ktery splnuje
f(x)—Px)=o0(x?, x—0.

Reseni. V nasledujicim vypoctu budeme uvazovat symbol o pro x — 0. Plati

log(1+x) 1 log(1+x)—x

fx)y=e = =e X , xe D).
Oznacme g(x) = w, x € D(f). Podle plati
log(l +x) —x = —1x? + 1x% — Ix* 4 o(x),
a tedy
g(x) = —ix + 1x? — 1% + o(x?).
Protoze

gx) = x(—% + %x — %xz + o(xz)),
plati limy_,0 g(x) = 0 a existuje § > 0 takové, Ze g nenabyva na prstencovém okoli
P(0,6) hodnoty 0. Jelikoz dle plati
e =1+y+3y2+1y*+007),
dostavame diky Vété
e =1+ (—dx + Ix? = 1 +o(x?) + S(—dx + Ix2 - IxP 4 0()c3))2
+ é(—%x + %xz — %x3 + o(x3))3 + o(x?)
P b ) 320 ¢ ) o)

=1
=1- %x + %xz — %x3 + o(x?).
Pozadovany polynom P je tedy tvaru

P(x)=1—%x+%x2—l7—6x3, x e R.

6.5.8. Priklad. Spoctéte limitu

lim 1+ x)% - —x)_% + ex

x—0 €X3

Resend. Symbol 0 opét uvazujeme pro x — 0. Diky Prikladu mame

(1 —i—x)% —(1 —x)_% + ex
= e@(l +x)x —L—x)r 4 x)

e((l I+ B2 L3 4 o) — (1+ 2x + Bx? + L3 +o(x?)) + x)
= e(—%x3 + 0(x3)).
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Tedy
(A4 x)F—(I—x)F+ex . —I340(x® 7
lim =lim >———— = ——,
x—0 ex3 x—0 x3 8
»
6.5.9. Priklad. Pro a € R vysetfete konvergenci fady
> 1 1 1 o
= n—1 n n log™(n)
Reseni. Podle , a Prikladu plati
1
log( li_—z) —sin(x) — %x3
=X 43X+ 1x° —x + 3x° — 3x° — 17+ o(x”) (6.25)
23
_.5(1_ 1 5y_ 22 .5 5
=X (5 5!)—Fo(x) 120x +o0(x’), x—0.
Pro n > 2 ozna¢me
1+n1 A 1 n
= (log( ) () - 273) log?(n)
a
a—5
by = 2.
log™n
Potom diky plati
T (s 1 osy) = B
Jim 5 = lim n (lzon +o(n )) == (6.26)

Jelikoz jsou ¢leny tady )" b, kladné, z ( plyne, Ze fada ) a, ma od jisté¢ho
indexu 9 € N kladné ¢leny. Dale z limitniho srovnavaciho kritéria (Véta @(a))
plyne, Ze rada Y, an je konvergentni pravé tehdy, kdyz je konvergentni fada
> e, bu. Podle Piikladu fada )", , b, konverguje pravé tehdy, kdyz o €
(—00,4]. Zadana fada )", , a, tedy konverguje pravé tehdy, kdyz o € (—o0,4]. &

6.5.10. Piiklad. Pro p € (0, 00) vySetiete konvergenci fady Y oo a, kde
_L3@n-D

" 2.4--.(2n)
Reseni. Podle p.3.10 mame

(l—i—x)":1+(p)x+(p)x2+o(x2), x — 0.
1 2
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Odtud odvodime

P
ap 2n 4+ 2\»P ( 1 b4
(2n+1> +2n+1

ay iy
P 1 p 1 1
=1+ + ~|—0( , n — oo.
(1)2n+1 (2)(211—}-1)2 (2n+1)2>

Odtud s pomoci vhodné tpravy dostavame

4 1 1
=145t by,
a, 2 n n

kde
V4 4 N 4 1
by = n? 22 4o, - 0.
P L P (2)(2n+1)2+0() n— 0

Pifmocdarym vypocetem obdrzime lim b, = —p + %(%). Posloupnost {b,} je tedy
konvergentni, a proto je omezend. Podle Gaussova kritéria (Ptiklad ) zadani

fada konverguje pravé tehdy, kdyz p > 2. -
6.5.11. Pfiklad. Necht « € (0, 00). VySetiete konvergenci fady Y, , a,, kde
_ (="
a, = log(l + s )

Reseni. Podle plati
log(1 +x) = x — %xz +o0(x?), x — 0.

Pron € N polozme b, = (_nf,)n. Pak mtizeme pron > 1 psata, = b, + ¢y, kde

Cn = —%((_ni)n)z + 0(((_”1)" )2>
1 1
:_m+0(n7)’ n — oo.

Rada ne, by konverguje pro kazdé o € (0,00) podle Leibnizova kritéria (Vé-
8.3.1)

ta . Dale plati
lim —n _ 1
n—oo L~ 2°
nZa

Tedy dle Véty Y ne, ¢a konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fada )2, n% ,
coz nastdva pravé tehdy, kdyz a > 1 (vizte Vétu .

ViV oV

Platitedy Y 02, an = > gy (bn+cp), piicez Y~ , by vidy konvergujea »2; ¢,
konverguje pravé tehdy, kdyz o > % Rada Yo, an tedy konverguje pravé tehdy,
kdyz a > 3. e

6.5.12. Piiklad. Vyscticte konvergenci fady Y0, (en — 1 — 1).

n
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S5 v . M 1 1 / /
Reseni. Pron € N polozme a, = en —1— ... Diky mame

ex—l—x=%x2+0(x2), x — 0,
a tedy
an = 375 +0(35). n— oo
Odtud plyne
11 1
. . 35 tol= 1
lim 2% = lim Mf("z) = = € (0, 00).
n—>o00 —— n—>oo —_— 2
n2 n2

Podle limitniho srovnavaciho kritéria tedy zadand fada konverguje, nebot Y _p2 |
konverguje.

6.5.13. Priklad. VySeticte konvergenci fady > no; (tg(2) — sin(1))n2.
Reseni. Podle Ptikladu a plati

tg(x) — sin(x) = %xz’ +o0(x?), x — 0.

1
72
&

Polozme

Pak dostavame

a tedy
1 1
. an BT 2n +0(;) _ 1
Yim 3 = Jim 25 0,

n
Podle limitniho srovnavaciho kritéria tedy zadana rada diverguje, nebot diverguje
ifada ) 02, 1 FS

n=1n"

6.5.14. Piiklad. Zjistéte pro ktera C € R ma funkce

x2
f(x) =cosx —e 2 +Cx* xeR,

lok4lni maximum v bodé 0.

Reseni. Symbol o uvazujeme pro x — 0. Diky a mame

_1_1.2, 1.4_ 1.6 6
cosx =1 —5x°+ 57x aX +o(x°) a

x2
e 7 =1—2x7 4+ Ix* — Lx® 4 o(x®).
Tedy
12€ — 1 14
f(x) = Tx4 + ax6 + 0(x®).

Y __12C-1 sy 7 s s Ny
Oznalme ¢ = P Rozlisime nasledujici pripady

Pripad C > é Zde plati ¢ > 0 a mame
fx)= x4(c + %xz + o(xz)).
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Protoze Iimx_,o(c + %)ﬂ + o(xz)) = ¢, existuje § > 0 takové, ze pro kazdé x e
P(0,8) plati f(x) > §x*. Tedy f(x) > 0 pro x € P(0,6). Jelikoz f(0) = 0, ma

v tomto pripadé¢ funkce f v bodé¢ 0 lokalni miimum.

Pripad C < 3. Podobné jako v predchozim piipadé odvodime, Ze f mé v 0 lokélni
maximum.

Pripad C = ﬁ Zde dostavame
f(x) = 8x% +0(x® = x°(3 +o(1)).
Obdobnou tvahou jako vyse obdrzime, ze f ma v 0 lokalni minimum.
Funkce f ma tedy v 0 lokalni maximum, pravé kdyz plati C < ﬁ *
6.5.15. Priklad. Zjistéte, zda je 0 inflexnim bodem funkce
f(x) =sinx +sinhx, xeR.

Resend. Diky a dostavame vztahy

sinx = x — %x3 + %xs +o(x°), x =0,
5 5
sinhx = 1(e* —e™) = %(Z Lx" +o(x%) — (Z n%(—x)") — o(xs))
n=0 n=0
=x+%x3+éx5+o(x5), x — 0.

Dostavame tak

f(x)=2x+%x5+0(x5), x — 0.
Z tohoto vztahu dostavame f’(0) = 2. Dale odtud plyne existence § > 0 takového,
ze f(x) > 2x prox € (0,8) a f(x) < 2x pro x € (=6,0). Odtud plyne podle

definice, zZe 0 je inflexnim bodem funkce f. *
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