1 Stabilita reSeni soustav diferencialnich rovnic

Budeme uvazZovat rovnici

w'(t) = f(z(t)), (1.1

kde f je zobrazeni definované na neprdzdné oteviené mnoziné G C R"™ s hodnotami v R".
Soustavy tvaru se nazyvaji autonomni.

V dalsim budeme piedpoklddat, ze f € C'(G,R"™), tj. slozky fi,..., f. zobrazeni f jsou
tiidy C' na G.

Definice. Rekneme, 7e a € G je stacionarni bod rovnice (1.1, jestlize f(a) = o.

Definice. Rekneme, 7e staciondrni bod a € G rovnice (1.1) je

o stabilni, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje 0 > 0 takové, Ze pro kazdé maximalni feSeni «
rovnice (1.1)) spliujici ||x(0) — al|| < J plati:

(a) defini¢ni obor feseni x obsahuje interval (0, +00);
(b) ||x(t) —al| <eprot € (0,400);
e nestabilni, jestliZe neni stabilnt,

o asymptoticky stabilni, jestliZe je stabilni a navic existuje A > 0 takové, ze pro kazdé
maximadlni feSeni & rovnice (1.1) spliiujici ||x(0) — a|| < A plati lim;_, ;« z(t) = a.

Véta 1.1. Necht’ A € M(n X n).

e Staciondrni bod o rovnice ¥’ = Ax je asymptoticky stabilni, prdavé kdy? R\ < 0 pro kazdé
vilastni ¢islo \ matice A.

e Staciondrni bod o rovnice *' = Ax je stabilni, pravé kdy? R\ < 0 pro kaZdé viastni &islo
A matice A a pokud R\ = 0, pak ndsobnost X je rovnan — h(A\l — A).

Véta 1.2 (Ljapunov). Necht' f € CY(G,R") a a je staciondrni bod rovnice (I.1)). Oznacme

([ 9fi
A= (3xj (a>> i=l.nj=1.n .

o JestliZe kazdé viastni Cislo matice A md zdpornou redlnou Cdst, pak a je asymptoticky
stabilni bod rovnice ((1.1).

Pak plati:

o Jestlize alespori jedno vlastni ¢islo matice A md kladnou redlnou cdst, pak je a nestabilni

bod rovnice (I.1)).



2 Uvod do varia¢niho poétu

2.1 Derivovani funkci na vektorovych prostorech

Definice. Necht' X je vektorovy prostor /' : X — R, a € X, h € X. Derivaci funkce F' v
bodé ¢ ve sméru i rozumime

5F(a,h) = lim F(a+th) — F(a)

t—0 t ’

pokud limita existuje vlastni.

Definice. Necht' X je redlny vektorovy prostor, M C X, a € M a F' je redlna funkce definovana
alespoii na M. Rekneme, Ze a je bod minima (resp. bod maxima) funkce F' na mnoziné M,
jestlize pro kazdé x € M plati F'(z) > F(a) (resp. F(z) < F(a)).
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Véta 2.1. Necht’ X je vektorovy prostor, F' : X — R aa € X. Jestlize md F v bodé a extrém
(tj. minimum nebo maximum), pak pro kaZdé h € X plati, Ze 0F(a, h) neexistuje nebo je rovna
nule.

2.2 Derivovani integralu

Definice. Necht’ M/ C R". Rekneme, e funkce f je stejnomérné spojita na M, jestlize plati
Ve>030>0Vw,ye M, ||z —yl|<d: |f(z)— fly)| <e.

Véta 2.2. Necht’ K C R" je kompaktni a f : K — R je spojitd na K. Potom [ je stejnomérné
spojitd na K.

Véta 2.3. Necht’ f: (a,b) x (¢,d) — R je spojitd a 01f (= parcidlni derivace podle prvni
proménné) je také spojitd na (a,b) x (c,d). Necht’ ¢: (a,b) — (c,d) je funkce, kterd md v
kaZdém bodé vlasmi derivaci. Necht’ xq € (c,d). PoloZme

o(y)
K(y) = / fa)de  proy € (ab).

o

Potom md funkce K v kaZdém bodé intervalu (a,b) vlasti derivaci a plati

o(y)
K'(y) = / onf (v x)dz + f(y. o) (W), € (ab).

o



2.3 Zakladni dloha varia¢niho poctu

Formulace zakladni dlohy varia¢niho poctu (P1).
Déno: T e R, T >0; A, Z € R; F € C*((0,T) x R x R)

Hledame takové y € C1((0,T)), y(0) = A, y(T) = Z, Ze hodnota

je minimdlni (resp. maximalni).

Véta 2.4 (nutnd podminka pro extrém). Necht’ y je bodem extrému pro (P1). Pak y je FeSenim
rovnice

d
(ER1)  Fy(t.y.y) = %Fyf(t,%y’)-

Lemma 2.5. Necht’ funkce o € C((0,T)) je nezdpornd a fOT o(s)ds = 0. Pak ¢ = 0 na (0,T).

Lemma 2.6 (zdkladni lemma variaéniho poétu). Necht’ a,b € C((0,T)) a

/ " (a()h(t) + bR (E)dE = 0

pro kaZdou funkci h € C* ({0, T)) spliiujici h(0) = h(T) = 0. Pak funkce b md na (0, T) derivaci
a plati zde V' = a.

Lemma 2.7. Necht’ T a F jsoujakov (P1), y,u € C*({0,T)). Necht’ zobrazeni G : C*({0,T)) —
R je definovdno takto:

Glu) = /0 Fty() + ult), ' (8) + o' (£))dt.

Potom
6G(0,h) = /0 (Fy(t,y(0), 9/ (1) - h(t) + Fy (t,y(t), 4/ (t)) - I (1))t
pro libovolné h € C* ({0, T)).
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2.4 Pevny koncovy cas a volna koncova hodnota

Formulace ulohy (P2).
Dano: T € R, T >0; A€ R; F € C*((0,T) x R x R)

Hledame takové y € C1((0,T)), y(0) = A, ze hodnota

Viy) = / Fs,y(s), 4/ (s))ds

je minimdlni (resp. maximalni).
Véta 2.8. Necht’ y je bodem extrému pro (P2). Pak y spliiuje
Fy(t,y,y) = %Fyf(ty,y’), (ERD)
Fy(T,y(T),y'(T)) = 0. (ER2)
2.5 Isoperimetricka diloha

Formulace lohy (P3).
Dino: T e R, T >0; A, Z e R; BeER,; F €C*({0,T) x R xR)

Hleddme takové y € C'((0,T)) splitujici y(0) = A, y(T) = Z,

T
/ G(t,y,y') = B,
0

7e hodnota

je minimdlni (resp. maximdalni).

Véta 2.9. Necht’ y je bodem extrému pro (P3). Pak y spliiuje bud’

/ d /
Gy(t7 Y,y ) = EGy’(t Y,y )7 (I)

nebo existuje A\ € R, Ze y spliiuje
Fy(Tv y(T)7y/(T)) - AGy(Ta y(T)7 y/(T)) =

d p /
E(Fy’(tvy’y) —AGy(t,y,y ))

(1)



3 Postacujici podminky pro extrém

3.1 Globalni extrémy

Definice. Necht' X je vektorovy prostor a V : X — R je funkcionil. Rekneme, Ze V je
konkavni (resp. konvexni) na X, jestlize

Ve,y € XVt e (0,1): Vte + (1 —t)y) > tV(z) + (1 — )V (y)

(resp.
Ve,y € XVt € (0,1): V(te 4+ (1 —t)y) <tV(z)+ (1 —6)V(y)).

Véta 3.1. Necht' V : X — R je konkdvni. Jestlize §V (x,h) = 0 pro kaZdé h € X, pak V md v

T maximum.

Véta 3.2. Nechr' F € C((0,T) x R x R).
(K) Necht’ pro kaZdé t € (0,T) je funkce [y,y'] — F(t,y,y") konkdvni.
Pak je funkciondl V : C*({0,T))) — R definovany predpisem

T
V:y|—>/ F(t,y,y)dt
0

konkdvni.

Véta 3.3. Necht’ F' v (P1) splituje (K). Pak je (ERI) postacujici podminkou pro maximum.

3.2 Postacujici podminky pro lokalni extrém

Definice. Normovanym linearnim prostorem rozumime dvojici (X, ||.||), kde X je vektorovy
prostor (nad R) a ||.|| je norma na X, tj. zobrazeni ||.|| : X — (0, +00) spliiujici

eVzeX:|z|]|=0<x=0,
o Ve XVAeR: ||A\z|| = |\ -||z]],
o Vo,y € X: [z +yl| < x| +[lyl]-

Definice. Necht’ (X, ||.||) je normovany linearni prostor, f : X — R a zy € X. Rekneme, Ze f
ma v bodé xq

o lokalni maximum, jestliZe existuje r > 0 takové, ze

Ve e X, ||z —xol| <r: f(z) < f(zo);

e ostré lokalni maximum, jestliZe existuje > 0 takové, Ze

Vee X,0< ||z —xl| <r: f(z) < f(zo).



Analogicky definujeme lokalni minimum a ostré lokalni minimum.

Véta 3.4. Necht’ y Fesi (ERI) v iiloze (P1). JestliZe je matice

(Fyy(t,y(t),y’(t)) Fyy'(t,y(t),y’(t))>
Fyy (6y(6),4'(8)) Fyy (8, 9(1), ' (1))

negativné definitni pro kaZdé t € (0,T), pak y je bodem ostrého lokdlniho maxima.

4 Teorie optimalniho rizeni

Definice. Rekneme, e funkce f je po ¢4stech spojita na intervalu (0, T, jestliZe existuje d&leni
0=ty <ty <---<t,=Trtakové, Ze |, ,.)je spojitdna (t;,t;11) prokazdéi € {0,...,n—
1} a v krajnich bodech existuji vlastni limity.

Rekneme, Ze funkce f je po ¢astech diferencovatelna na intervalu (0, T'), jestlize existuje
déleni 0 =ty < t; < --- < t, = T takové, Ze f|,+.,) ma na (t;,¢;41) vlastni derivaci a v
krajnich bodech existuji pfislu$né jednostranné vlastni derivace pro kazdé i € {0,...,n — 1}.

Formulace tlohy (P4)
Dano:

e TcR,T>0,A€cR;

e €C((0,T) x R xR),hF, F jsou spojité;
e f€C((0,T) x RxR), [, 0sf jsou spojité;
e U je omezeny uzavieny interval.

Hleddme y po ¢éstech diferencovatelnou na intervalu (0, 7") a u po ¢astech spojitou na (0, T")
takové, Ze

e y(0) = 4,
o y'(t) = f(t,y(t),u(t)) pro kazdé t € (0, T) vyjma konecné mnoZiny,

e u(t) € U prokazdé t € (0,T),

T
o/ F(t,y(t),u(t))dt je maximalni.
0



Véta 4.1 (Pontrjaginiv princip maxima). Necht' u je bod maxima v iiloze (P4). Pak existuje
funkce t — \(t), Ze pro H(t,y,u,\) = F(t,y,u) + Af(t,y, u) (tzv. hamiltonidn) plati:

(PM1) pro kazdé t € (0,T) vyjma konecné mnoZiny a pro kazdé u € U plati

H(t,y(t),u(t), A(t)) = H(t, y(t),q, A(t)),
(PM2) o = %—i[ (stavovd rovnice),

H
(PM3) N = —88— (pohybovd rovnice),
Y
(PM4) \(T) = 0 (podminka transverzality).

4.2 Postacujici podminky

Véta 4.2. Princip maxima je postacujici podminkou pro extrém v iiloze (P4), jestliZe
o Fa f jsou diferencovatelné,
e I a f jsou konkdvni v (y,u),
o bud’ f je linedrni vy avunebo \(t) > 0 prokazdét € (0,T).

4.3 Problémy s vice stavovymi proménnymi

Formulace ulohy (P4’)
Dano:

e TcR,T>0;y°c R

e FeCl({0,T) x R" x R™);

o fFcCH{0,T) x R" x R™,R");
o Uy,....U, CR.

Hleddme y = [y1, . .., yn), kde slozky jsou po Castech diferencovatelné funkce na intervalu
(0,T), a funkci w = [uq, ..., u,] s po Eastech spojitymi slozkami na (0, T") takové, Ze
o y(0) =",

o y'(t) = f(t,y(t), u(t)) prokazdé ¢t € (0,T) vyjma kone¢né mnoziny,

o u;(t) e U;prokazdé t € (0,7),j=1,...,m,

T
. / F(t, y(t), w(t))dt je maximdlni.
0



Véta 4.3 (Pontrjagindv princip maxima pro (P4’)). Necht’ vektorovd funkce u = (uy, . .., Uy,) je
bodem maxima v iiloze (P4’). Pak existuje vektorovd funkce X: (0, T) — R", Ze pro hamiltonidn

H(t,y,u,\) = F(t,y,u) + X f(t,y,u)
plati:
(PM1) pro kazdé t € (0,T) vyjma kone¢né mnoziny a pro kazdé w € Uy X --- X U,, plati
H(t,y(t),u(t), A1) > H(t,y(b), @A),

oOH
oN;’

(PM2) 4. = i =1,...,n (stavova rovnice),

OH
(PM3) X = — 5 1 =1,...,n (pohybova rovnice),
Yi

(PM4) \(T) =0, i=1,...,n (podminka transverzality).
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