2. Variacni pocet
2.1 Derivovani funkci na vektorovych prostorech

Definice. Necht X je redlny vektorovy prostor, M C X, a € M a F je redlnd funkce
definovand alespont na M. Rekneme, Ze a je bod minima (resp. bod maxima) funkce F
na mnoziné M, jestlize pro kazdé x € M plati F(x) > F(a) (resp. F(z) < F(a)).

Véta 1. Necht X je vektorovy prostor, F' : X — R a a € X. Jestlize ma F' v bodé a
extrém (tj. minimum nebo maximum), pak pro kazdé h € X plati, ze 0F(a, h) neexistuje
nebo je rovna nule.

Definice. Necht M/ C R"™. Rekneme, Ze funkce f je stejnomé&rné spojitd na M, jestlize plati
Ve>030>0Ve,ye M,||lz—vy|| <d: |f(x)— fly)] <e.

Véta 2. Necht K C R" je kompaktnia f : K — R je spojita na K. Potom f je stejnomérné
spojita na K.

Véta 3. Necht f : (a,b) x (¢,d) — R je spojitd a 0;f (= parcidlni derivace podle prvni
proménné) je také spojitd na (a,b) x (c¢,d). Necht ¢ : (a,b) — (c,d) je funkce, kterd mé v
kazdém bodé vlastni derivaci. Necht zy € (¢, d).

Polozme

o(y)
K(y) = / fy.a)de  proy € (a,b).

zo

Potom m4 funkce K v kaZdém bodé intervalu (a,b) vlastni derivaci a plati

o(y)
K'(y) = / nf(y.x)dz + f(y. o) (W), v € (a,b).

zo

Formulace zdkladni dlohy varia¢niho poctu (P1).
Déno: T e R, T >0; A,ZeR; F €C?({(0,T) xR xR)

Hleddme takové y € C*({0,T)), y(0) = A, y(T) = Z, 7e hodnota

T
Vi) = [ Flou(s)y/(s)ds
0
je minimalni (resp. maximalni).

Véta 4 (nutnda podminka pro extrém). Necht y je bodem extrému pro (P1). Pak y je
FeSenim rovnice

d
(ER1)  F,(t,y,y) = EFyf(ty,y’)-

Lemma A. Necht funkce ¢ € C((0,7)) je nezaporna a fOT ¢(s)ds = 0. Pak ¢ = 0 na
(0,7).



Lemma B (zakladni lemma varia¢niho poctu). Necht a,b € C((0,7)) a

/ C(a()h(t) + bR (B)dt = 0

pro kazdou funkci h € C'((0,T)) spliwjici h(0) = h(T) = 0. Pak funkce b mé na (0,7)
derivaci a plati zde b’ = a.

Lemma C. Necht T a F jsou jako v (P1), y,u € C'({0,T)). Necht dale zobrazeni G :
C'({(0,T)) — R je definovano takto:

G(u) :/0 F(t,y(t) +u(t),y (t) +u'(t))dt.

Potom

pro libovolné h € C' ({0, T)).



