
Teorie optimálnı́ho řı́zenı́

Definice
Řekneme, že funkce f je po částech spojitá na intervalu
〈0, T 〉, jestliže existuje dělenı́ 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T
takové, že f |(ti ,ti+1) je spojitá na (ti , ti+1) pro každé
i ∈ {0, . . . , n−1} a v krajnı́ch bodech existujı́ vlastnı́ limity.
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takové, že f |(ti ,ti+1) je spojitá na (ti , ti+1) pro každé
i ∈ {0, . . . , n−1} a v krajnı́ch bodech existujı́ vlastnı́ limity.

Řekneme, že funkce f je po částech diferencovatelná
na intervalu 〈0, T 〉, jestliže existuje dělenı́
0 = t0 < t1 < · · · < tn = T takové, že f |(ti ,ti+1) má na (ti , ti+1)
vlastnı́ derivaci a v krajnı́ch bodech existujı́ přı́slušné
jednostranné vlastnı́ derivace pro každé
i ∈ {0, . . . , n − 1}.
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Formulace úlohy (P3)

Dáno:
◮ T ∈ R, T > 0; A ∈ R;
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Formulace úlohy (P3)
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◮ y(0) = A,

Matematika V



Formulace úlohy (P3)
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Formulace úlohy (P3)

Hledáme y po částech diferencovatelnou na intervalu
〈0, T 〉 a u po částech spojitou na 〈0, T 〉 takové, že

◮ y(0) = A,

◮ y ′(t) = f (t , y(t), u(t)) pro každé t ∈ 〈0, T 〉 vyjma
konečné množiny,

◮ u(t) ∈ U pro každé t ∈ 〈0, T 〉,

◮

∫ T

0
F (t , y(t), u(t))dt je maximálnı́.
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Pontrjaginův princip maxima

Věta 1.
Necht’ u je bod maxima v úloze (P3). Pak existuje funkce
t 7→ λ(t), že pro H(t , y , u, λ) = F (t , y , u) + λf (t , y , u) (tzv.
hamiltonián) platı́:
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Pontrjaginův princip maxima

Věta 1.
Necht’ u je bod maxima v úloze (P3). Pak existuje funkce
t 7→ λ(t), že pro H(t , y , u, λ) = F (t , y , u) + λf (t , y , u) (tzv.
hamiltonián) platı́:

(PM1) pro každé t ∈ 〈0, T 〉 vyjma konečné množiny a pro
každé ũ ∈ U platı́

H(t , y(t), u(t), λ(t)) ≥ H(t , y(t), ũ, λ(t)),

(PM2) y ′ =
∂H
∂λ

(stavová rovnice),

(PM3) λ′ = −
∂H
∂y

(pohybová rovnice),

(PM4) λ(T ) = 0 (podmı́nka transverzality).
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4.2 Postačujı́cı́ podmı́nky

Věta 2.
Princip maxima je postačujı́cı́ podmı́nkou pro extrém v
úloze (P3), jestliže

◮ F a f jsou diferencovatelné,
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4.2 Postačujı́cı́ podmı́nky

Věta 2.
Princip maxima je postačujı́cı́ podmı́nkou pro extrém v
úloze (P3), jestliže

◮ F a f jsou diferencovatelné,
◮ F a f jsou konkávnı́ v (y , u),
◮ bud’ f je lineárnı́ v y a v u nebo λ(t) ≥ 0 pro každé

t ∈ 〈0, T 〉.
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4.3 Problémy s vı́ce stavovými proměnnými

Formula
e úlohy (P3')
Dáno:

◮ T ∈ R, T > 0; y0 ∈ Rn;
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4.3 Problémy s vı́ce stavovými proměnnými

Formula
e úlohy (P3')
Dáno:

◮ T ∈ R, T > 0; y0 ∈ Rn;
◮ F ∈ C1(〈0, T 〉 × Rn × Rm);
◮ f ∈ C1(〈0, T 〉 × Rn × Rm, Rn);
◮ U1, . . . ,Um ⊂ R.
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4.3 Problémy s vı́ce stavovými proměnnými

Hledáme y = [y1, . . . , yn], kde složky jsou po částech
diferencovatelné funkce na intervalu 〈0, T 〉,
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4.3 Problémy s vı́ce stavovými proměnnými

Věta 3 (Pontrjaginův princip maxima pro úlohu (P3’)).
Necht’ vektorová funkce u = (u1, . . . , um) je bodem
maxima v úloze (P3’).
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Věta 3 (Pontrjaginův princip maxima pro úlohu (P3’)).
Necht’ vektorová funkce u = (u1, . . . , um) je bodem
maxima v úloze (P3’). Pak existuje vektorová funkce
λ : 〈0, T 〉 → Rn, že pro hamiltonián

H(t , y , u,λ) = F (t , y , u) + λ
T f (t , y , u)

platı́:
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4.3 Problémy s vı́ce stavovými proměnnými

(PM1) pro každé t ∈ 〈0, T 〉 vyjma konečné množiny a pro
každé ũ ∈ U1 × · · · × Um platı́

H(t , y(t), u(t),λ(t)) ≥ H(t , y(t), ũ,λ(t)),
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