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13. Diferencni rovnice



Leonardo Fibonacci (asi 1180—-1250)




Definice
Necht k € N. Linearni diferenc¢ni rovnici k-tého radu s

konstantnimi koeficienty budeme rozumét rovnici

y(n+k)+piy(n+k—1)+---+ pxy(n) = ay, neN,
(13.1)

kde neznédmou je posloupnost {y(n)}s ,, pficemz
p1,--.,Pk € R, px # 0 jsou dana, stejné jako posloupnost

{an}n2y-



Definice
Necht k € N. Linearni diferencni rovnici k-tého radu s
konstantnimi koeficienty budeme rozumét rovnici

y(n+k)+piy(n+k—1)+--+ pey(n) = an, neN,
(13.1)
kde neznédmou je posloupnost {y(n)}s ,, pficemz
p1,--.,Pk € R, px # 0 jsou dana, stejné jako posloupnost
{an}nzy-
Resenim rovnice (13.1) rozumime kazdou posloupnost
{y(n)}°2, splnujici (1) pro kazdé n € N. Pokud chceme,
aby feSeni rovnice (13.1) splnovalo podminky

y(1) =y1,...,y(K) = ¥k, (13.2)

kde yi, ..., yk jsou dana (tzv. pocatecni podminky), pak
hovofime o poc¢atecni uloze.



Pokud a, = 0 pro kazdé n € N, pak (13.1)) ma tvar

y(n+k)+piy(n+k—1)+---+ pxy(n) =0, neN.
(13.3)
Tato rovnice se nazyva homogenni.



Véta 13.1
Pocatecni uloha (13.1), (13.2) ma pravé jedno reseni.



Véta 13.1
Pocatecni uloha (13.1), (13.2) ma pravé jedno reseni.

Véta 13.2
MnoZina reseni rovnice (13.3) tvori vektorovy podprostor
dimenze k prostoru vSech realnych posloupnosti.



Véta 13.1
Pocatecni uloha (13.1), (13.2) ma pravé jedno reseni.

Véta 13.2
MnoZina reseni rovnice (13.3) tvori vektorovy podprostor
dimenze k prostoru vSech realnych posloupnosti.

Definice
Charakteristickym polynomem rovnice (13.1) budeme
rozumét polynom

)\»—>)\k—|—p1)\k_1 + o Pr1 A+ Pk



Véta 13.3

Necht' \1, ..., \s jsou vdechny navzajem rizné realné
koreny charakteristického polynomu rovnice (13.1) s
nasobnostmiry, ..., rs. Necht &, ... & jsou vsechny
navzajem ruzné komplexni kofeny charakteristického
polynomu rovnice (13.1) s kladnou imaginarni casti a
nasobnostmi qi, ..., q, pricemZzproj=1,... | plati

& = pj(cosv; + isiny;). Pak nasledujici posloupnosti tvori
bazi prostoru feseni (3).



A7), (N}, g,

{As}, {nAs}, e {r="TAgh,
{ucosvin}, {nufcosvin}, ... {n%='ufcoswvin},
{ufsinvyn}, {nufsinvin}, ... {n%~'ulsinvin},
{urcosyin}, {nufcosyn}, ... {n¥~'uPcosyn},

{ul'sinyn},  {nulsinyn}, ... {n%"ulsinyn}



Véta 13.4

Necht posloupnosti {y'(n)},, {y2(n)}, ...,
{y¥(n)}>2, tvoii fundamentaini systém reseni (13.3).
Necht posloupnost {z(n)}°, je fesenim (13.1). Potom
posloupnost {y(n)}cc, fesi (13.1), pravé kdyz existuji
konstanty ¢, ..., cx € R takové, Ze

y(n) = z(n) +ciy'(n) + -+ cy*(n)

pro kazdé n € N.



Veéta 13.5
Necht posloupnost {a,}5 , v rovnici (13.1) splruje

a, = o (P(n) cos(vn) + Q(n) sin(vn)),

kde o > 0, P, Q jsou polynomy. Pak existuje reseni (13.1)
ve tvaru

y(n) = a"n™(R(n) cos(vn) + S(n) sin(vn)),

kde R, S jsou vhodné polynomy stupné ne vétsiho nez
max{stupen P, stupen Q} a m € NU {0} udava jakou
nasobnost ma cislo a(cos v + i sinv) jakoZto koren
charakteristického polynomu rovnice (13.1).



14. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



Fyzika

Volny pad bez odporu vzduchu:

ma= mg
vVi=g



Fyzika

Volny pad bez odporu vzduchu:

ma= mg
vVi=g

Volny pad s odporem vzduchu:

mv' = mg — bv
mv' = mg — bv?



Demografie

Malthustv populaéni model p’ = ap



Demografie

Malthustv populaéni model p’ = ap

il



Biologie
Logisticky populacni model p’ = ap — bp?



Biologie

Logisticky populacni model p’ = ap — bp?

20

10 1

10



BiO|Ogie




Biologie

Trepka velka (paramecium caudatum)



Biologie

Trepka velka (paramecium caudatum)
prvoci — nalevnici — chudoblanni



Biologie

Trepka velka (paramecium caudatum)
prvoci — nalevnici — chudoblanni
o =ap—bp?, a=2309, b=a/375
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Ekonomie

Qq ... poptavka
Qs ...nabidka



Ekonomie

Qq ... poptavka
Qs ...nabidka
P ...cena



Ekonomie

Qy ... poptavka

Qs ...nabidka

P ...cena

Q4 = a— BP + mP' + nP"



Ekonomie

Qy ... poptavka

Qs ...nabidka

P ...cena

Q4 =a— P+ mP + nP”
Qs=—y+ 6P+ uP +vP"



Ekonomie

Qy ... poptavka

Qs ...nabidka

P ...cena

Qy=a— P+ mP + nP’
Qs=—v+ 0P+ uP + vP”
Qs = Qs



Definice
Diferencialni rovnici rozumime rovnici tvaru

Fiym, ym=9 . y".y,y,x) =0, (14.1)

kde F je realna funkce n+ 2 proménnych.



Definice

m Resenim diferencialni rovnice (14.1) rozumime
funkci y definovanou na néjakém neprazdném
otevieném intervalu /, ktera ma v kazdém bodé
intervalu / vlastni n-tou derivaci a jejiz hodnoty spolu
s hodnotami derivaci splnuji rovnici (14.1) v kazdém
bodé intervalu /, tj. pro kazdé x € I plati

FO ),y 000,y (%), ¥ (%), (%), x) = 0.



Definice

m Resenim diferencialni rovnice (14.1) rozumime
funkci y definovanou na néjakém neprazdném
otevieném intervalu /, ktera ma v kazdém bodé
intervalu / vlastni n-tou derivaci a jejiz hodnoty spolu
s hodnotami derivaci splnuji rovnici (14.1) v kazdém
bodé intervalu /, tj. pro kazdé x € I plati

FO ),y 000,y (%), ¥ (%), (%), x) = 0.

m Reseni y diferencialni rovnice (14.1) je maximalni,
pokud neexistuje takové feseni z, pro které D, & D,
a které se na D, shoduje s y.



Definice
Rovnice se separovanymi proménnymi je rovnice tvaru

y'=9(y) - h(x). (14.2)



Metoda feSeni pro spojité ga h

1. Ur¢ime maximalni oteviené intervaly obsazené v
defini¢nim oboru funkce h.



Metoda feSeni pro spojité ga h

1. Ur¢ime maximalni oteviené intervaly obsazené v
defini¢nim oboru funkce h.

2. Najdeme vSechny nulové body funkce g. Je-li totiz
g(c) = 0, pak na kazdém intervalu z 1. kroku je funkce
y(x) = c feSenim rovnice (14.2). Témto feSenim fikame
singularni nebo také stacionarni.



Metoda feSeni pro spojité ga h

1. Ur¢ime maximalni oteviené intervaly obsazené v
defini¢nim oboru funkce h.

2. Najdeme vSechny nulové body funkce g. Je-li totiz
g(c) = 0, pak na kazdém intervalu z 1. kroku je funkce
y(x) = c feSenim rovnice (14.2). Témto feSenim fikame
singularni nebo také stacionarni.

3. UrCime maximalni otevrené intervaly, na kterych je
funkce g nenulova.



4. Vezmeme interval / z 1. kroku a interval J z 3. kroku.



4. Vezmeme interval / z 1. kroku a interval J z 3. kroku.
Tedy h je na I spojita a g je spojitd a nenulova na J.



4. Vezmeme interval / z 1. kroku a interval J z 3. kroku.
Tedy h je na I spojita a g je spojitd a nenulova na J.
Budeme hledat feSeni, ktera jsou definovana nékde v
intervalu / a maji hodnoty v intervalu J.



4. Vezmeme interval / z 1. kroku a interval J z 3. kroku.
Tedy h je na I spojita a g je spojitd a nenulova na J.
Budeme hledat feSeni, ktera jsou definovana nékde v
intervalu / a maji hodnoty v intervalu J. Je-li y(x) takové
feSeni, pak pro néj plati




4. Vezmeme interval / z 1. kroku a interval J z 3. kroku.
Tedy h je na I spojita a g je spojitd a nenulova na J.
Budeme hledat feSeni, ktera jsou definovana nékde v
intervalu / a maji hodnoty v intervalu J. Je-li y(x) takové
feSeni, pak pro néj plati

Necht H je primitivni funkce k h na intervalu /a G je
primitivni funkce k funkci 1/g na J.



4. Vezmeme interval / z 1. kroku a interval J z 3. kroku.
Tedy h je na I spojita a g je spojitd a nenulova na J.
Budeme hledat feSeni, ktera jsou definovana nékde v
intervalu / a maji hodnoty v intervalu J. Je-li y(x) takové
feSeni, pak pro néj plati

Necht H je primitivni funkce k h na intervalu /a G je
primitivni funkce k funkci 1/g na J. Existuje konstanta
¢ € R takova, Ze plati

Gly(x)) = H(x) + ¢

na definiCnim oboru feSeni y, ktery nalezneme v
nasledujicim kroku.



5. Nyni zafixujeme ¢ a nalezneme maximalni neprazdné
oteviené intervaly obsazené v mnoziné

(x €I, H(x) + ¢ € GUJ)}.



5. Nyni zafixujeme ¢ a nalezneme maximalni neprazdné
oteviené intervaly obsazené v mnoziné

{xel, Hx)+ce G(J)}.
Na kazdém z téchto intervall musi mit feSeni tvar
y(x) =G '(H(x) + ¢),

kde G~ znaci funkci inverzni k funkci G. Ta existuje,
nebot G je na intervalu J bud rostouci nebo klesajici.



6. Z feSeni nalezenych v 5. kroku a singularnich feSeni z
2. kroku slepime vSechna maximalni feSeni.



6. Z feSeni nalezenych v 5. kroku a singularnich feSeni z
2. kroku slepime vSechna maximalni feSeni. Necht' y; a
> jsou feSeni rovnice (14.2), prvni na intervalu (a, b) a
druhé na intervalu (b, ¢), pficemz b € Dp,.



6. Z feSeni nalezenych v 5. kroku a singularnich feSeni z
2. kroku slepime vSechna maximalni feSeni. Necht' y; a
> jsou feSeni rovnice (14.2), prvni na intervalu (a, b) a
druhé na intervalu (b, ¢), pficemz b € Dp,.
Predpokladejme, ze

lim yi(x) = lim yo(x) = € Dy

X—b— X—b+



6. Z feSeni nalezenych v 5. kroku a singularnich feSeni z
2. kroku slepime vSechna maximalni feSeni. Necht' y; a
> jsou feSeni rovnice (14.2), prvni na intervalu (a, b) a
druhé na intervalu (b, ¢), pficemz b € Dp,.
Predpokladejme, ze

lim yi(x) = lim yo(x) = € Dy

X—b— X—b+

Pak funkce

je feSenim rovnice (14.2) na intervalu (a, ¢).



Malthusiansky populacni model



Malthusiansky populacni model



Malthusiansky populacni model

bl B
W



Logisticky popula¢ni model

o = ap — bp?, a,b e (0,+00),



Logisticky popula¢ni model

ake®

/ . 2 - -
p = ap b,D s a, b € (07 _'_00)7 p(t) bkeat + 1



Logisticky popula¢ni model

ake®

/ . 2 - -
p = ap b,D s a, b € (07 _'_00)7 p(t) bkeat + 1




Porovnani malthusianského a logistického
modelu




Autonomni rovnice jsou rovnice tvaru

y'=gay). (14.3)



Autonomni rovnice jsou rovnice tvaru

y'=gay). (14.3)

Véta 14.1
Kazdé reseni rovnice (14.3) je monotonni.



m Integral f:é konverguje, konverguiji tedy i oba
integraly fa“a a Cb 5+ V tom pfipadé je feseni
s hodnotami v intervalu (&, b) definované na
omezeném intervalu (A, B).



m Integral f:é konverguje, konverguiji tedy i oba
integraly fa“a a Cb 15. V tom pfipadé je feseni
s hodnotami v intervalu (&, b) definované na
omezeném intervalu (A, B).

m Integral fa“a konverguije, integral fcbé diverguije.
V tom pfipadeé je feSeni s hodnotami v (a, b)
definované na intervalu (A, +0), A € R.



m Integral f:é konverguje, konverguiji tedy i oba
integraly fa“a a Cb 5+ V tom pfipadé je feseni
s hodnotami v intervalu (&, b) definované na
omezeném intervalu (A, B).

m Integrél f konverguije, integral f 1 diverguije.
V tom prlpade je reSeni s hodnotaml v (a,b)
definované na intervalu (A, +0), A € R.

m Integral f 1 diverguije, integral f konverguije.
V tom prlpade je reSeni s hodnotaml v (a,b)
definované na intervalu (—oo, B), B € R.



m Integral f:é konverguje, konverguiji tedy i oba
integraly fa“a a Cb 5+ V tom pfipadé je feseni
s hodnotami v intervalu (&, b) definované na
omezeném intervalu (A, B).

m Integral f konverguije, integral f 1 diverguije.
V tom prlpade je reSeni s hodnotaml v (a,b)
definované na intervalu (A, +0), A € R.

m Integral f 1 diverguije, integral f konverguije.
V tom prlpade je reSeni s hodnotaml v (a,b)
definované na intervalu (—oo, B), B € R.

m Oba integraly f f ~ diverguji. V tom piipadé je
fedeni s hodnotam| Y mtervalu (a, b) definované na
celéem R.



Lemma 14.2
Necht a,b € R, a < b, funkce g je spojita a kladna na

(a, b) @a ma v bodé b zleva kladnou limitu. Pak [* ;
konverguje.



Lemma 14.2
Necht a,b € R, a < b, funkce g je spojita a kladna na

(a, b) @a ma v bodé b zleva kladnou limitu. Pak [* ;
konverguje.

Lemma 14.3
Necht’ funkce g je spojita na (a, b), kladna na (a, b),
g(b) = 0 a g’ (b) existuje viastni. Pak [’ § diverguje.



15. Linearni diferencialni rovnice 1. radu



Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru

y'+p(x)y = q(x), (15.1)

kde p, g jsou spaijité funkce na daném intervalu (a, b),
a, b € R*, a < b (linearni diferencialni rovnice prvniho
radu).



Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru

y'+p(x)y = q(x), (15.1)

kde p, g jsou spaijité funkce na daném intervalu (a, b),

a, b € R*, a < b (linearni diferencialni rovnice prvniho
radu). Homogenni diferencialni rovnici budeme
rozumeét rovnici tvaru

Yy +p(x)y = 0. (15.2)



Véta 15.1
Maximalni feseni rovnice (15.1) splriujici podminku
y(X0) = Yo, kde xo € (a,b), yo € R, ma tvar

y(x) = ( / Q(t)e”“)dt) e "M+ ye PN xe(ab),

kde P je primitivni funkce k p na (a, b) spirujici P(x) = 0.



16. Linearni diferencialni rovnice n-tého radu
s konstantnimi koeficienty



Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru
YD+ a,y "+t ay +ay =1f(t),  (16.1)

kde ne€ N, ay, ..., an_1 jsou redlna Cisla a f je funkce
spojita na daném intervalu (a, b)



Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru
YO+ an y" I+t ay +ay = (1),  (16.1)
kde ne€ N, ay, ..., an_1 jsou redlna Cisla a f je funkce

spojitd na daném intervalu (a, b) (linearni diferencialni
rovnice n-tého radu s konstantnimi koeficienty).



Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru

YO+ an y" I+t ay +ay = (1),  (16.1)
kde ne€ N, ay, ..., an_1 jsou redlna Cisla a f je funkce
spojitd na daném intervalu (a, b) (linearni diferencialni
rovnice n-tého radu s konstantnimi koeficienty).
Homogenni rovnici k rovnici (16.1) rozumime rovnici

YO +an 1y ray' +ay = 0. (16.2)



Véta 16.1

Necht' ty € (a,b) a 2y, ..., 2Z,—1 € R. Pak existuje prave
jedno maximalni reseni y rovnice (16.1), které splnuje
podminky

y(tO) = 2, y,(tO) =21, ..., y(n_1)(t0) =2Zn_1.

Toto Ffeseni je navic definovano na celém intervalu (a, b).



Véta 16.2

(i) Maximalni fFeseni rovnice (16.2) jsou definovana na
celém R a tvofi vektorovy podprostor prostoru C"(R)
dimenze n.



Véta 16.2

(i) Maximalni fFeseni rovnice (16.2) jsou definovana na
celém R a tvofi vektorovy podprostor prostoru C"(R)
dimenze n.

(i) Necht y, je maximalni feSeni rovnice (16.1). Pak
funkce y je maximalnim resenim (16.1), pravé kdyZ ji
Ize zapsat ve tvaru y = y, + yn, kde y, je vhodné
reseni rovnice (16.2).

Definice
Bazi prostoru feSenivrovnice (16.2) nazyvame
fundamentalni systém.



Definice
Charakteristickym polynomem rovnice (16.2) rozumime
polynom

X(A) = >\n‘|_anf1)\n;I + -+ a A+ a.



Véta 16.3 (tvar fundamentéalniho systému)
Necht' x je charakteristicky polynom rovnice (16.2).

Necht )1, ..., \s jsou vdechny navzajem rizné realné
kofeny polynomu x s nasobnostmiry, ..., rs. Necht
a1+ B, ..., oy + Bi jsou véechny navzajem rizné koreny

polynomu x s kladnou imaginarni ¢asti a nasobnostmi
ai,...,q, kdeOé1,...,()é/, Bi,...,0 € R.



Pak nasledujici funkce tvori fundamentalni systém reSeni
rovnice (16.2):

e)\1f’ te)qt’ tr1—1 e)\1t’
e)\st’ teAS’,

e*tcos fit, te“tcos Bit,

e*1tsin b1t te*tsin bt

trsf1.e)\st

)
t% et cos B t,
t%—1e*tsin pit,

ev!cos Bit, tevtcos fit,

t9—1e™t cos fit,
e¥tsinpit, tev!sin Bit,

t9—Tevtsin Bit.



Lemma 16.4
Necht yy, ..., y, tvoii fundamentalni systém rovnice

(16.2). Potom matice

y(® ) )
w0 v Ly

je reqularni pro kazdé t € R.



Véta 16.5
Necht’

f(t) = e (P(t)cos vt + Q(t)sinvt),

kde 1,v € R a P, Q jsou polynomy. Pak existuje reseni
rovnice (16.1) ve tvaru

yo(t) = t™e"" - (R(t) cos vt + S(t)sinvt),

kde R, S jsou vhodné polynomy stupné ne vétsiho nez
max{stupen P, stuperi Q} a m € NU {0} udava, jakou
nasobnost ma Cislo u + iv jakoZto kofen
charakteristického polynomu.



17. Soustavy diferencialnich rovnic



17.1 Zakladni pojmy

Uvazujme soustavu diferencialnich rovnic ve tvaru

X‘? = f1(t7X17X2a"'7Xn)7
xp = b(t, X1, Xo, . . ., Xn),
(17.1)
X, = fo(t, X1, Xo, . . ., Xn),
kde f;, i =1,...,n, jsou dané funkce definované na jisté

neprazdné oteviené podmnoziné G C R x R".



Vektorovy tvar:

kde mame x(t) =
adale f=[fy,...,

x'(t) = £(t, x(1)),

.....



Definice

m Resenim soustavy (17.1) rozumime vektorovou
funkci x =[xy, ..., x,] definovanou na otevieném
neprazdném intervalu J ¢ R s hodnotami v R”
takovou, ze pro kazdé t € J existuji vlastni derivace
x/(t),i=1,...,n,aplati (17.1).



Definice

m Resenim soustavy (17.1) rozumime vektorovou
funkci x =[xy, ..., x,] definovanou na otevieném
neprazdném intervalu J ¢ R s hodnotami v R”
takovou, ze pro kazdé t € J existuji vlastni derivace
x/(t),i=1,...,n,aplati (17.1).

m Pocatecni ulohou pro (17.1) rozumime Ulohu, kdy
hledame feSeni x soustavy (17.1) spliujici navic
predem zadanou podminku x(f,) = x°, kde
[to, X°] € G (tzv. pocatecni podminka).



m Maximalni feSeni soustavy (17.1) je takové feSeni x
definované na intervalu J, které jiz nelze prodlouzit,
tj. je-li y feSeni definované naintervalu /, J C  a
y(t) = x(t)prokazdé t € J,pak J = I.



Model dravec-korist




Model dravec-korist
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Model dravec-korist
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Model dravec-korist
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Véta 17.1 (Peano)

Necht G C R x R" je oteviena neprazdna mnoZzina,
f: G — R" je spojitd na G. Pak pro kazdé [ty, x°] € G
existuje maximalni feSeni rovnice (17.1) splrujici
x(tp) = x°.



Véta 17.2 (Picard)

Necht G C R x R" je oteviena neprazdna mnoZzina,

f: G — R" splriuje podminku:

(P) Pro kazdeé i € {1,...,n} plati, Ze f; je spojita na G a
jeji parcialni derivace podle druhé, treti, ..., (n+1)-ni
promeénné jsou spojité na G.

Jestlize [ty, x°] € G, potom existuje pravé jedno
maximalni feseni rovnice (17.1) splriujici x(ty) = x°.



17.3 Vlastnosti maximalnich reseni

Lemma 17.3

Necht a,b € R, a < b, a funkce g je definovana na (a, b).
Jestlize g splriuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku:
VeeR,e>035€R,6>0Vs, te P (bd): |g(t)—g(s)| < e,

pak existuje vlastni lim;_,,_ g(t).



Véta 17.4 (opousténi kompaktu)

Necht G C R x R" je oteviena, K C G je kompakini,
zobrazeni f je spojité na G, x je maximalni Feseni rovnice
(17.1) definované na intervalu (o, ), ty € (o, 8) a

[th, X(h)] € K. Pak existuji 7y € (a, ) a m € (b, 3) takova,
ze [T,',X(T,')] ¢ K, i = 1,2



Lemma 17.5

Necht G C R x R" je oteviena, f: G — R" je spojité
zobrazeni, (o, 8) C R, th € (o, B), [, X°] € G. Necht
vektorova funkce x: («, 8) — R" je reSenim rovnice (17.1)
s pocatecni podminkou x(t,) = x°. Pak pro kaZdé

t € («a, ) plati

x(t) = x°+ tf(s, x(s)) ds.

b



Lemma 17.6 (Gronwall)

Necht funkce u je spojita a nezdporna na intervalu (ty, t;),
fh € R, t; € R*. Necht existuji ¢islaa>0,a>0,3>0
takova, Ze

u(t) < a+/t(ozu(s)+ﬁ) ds,  te by )

b

Pak

u(t) < (a+ g) e (=) te (b, ty).



Lemma 17.7
Necht funkce x: (a,b) — R" je spojitd a G C R™! je
otevifena mnoZina. Necht plati

{[t, x(t)] e RxR", te(ab)} C G
Potom existuje £ > 0 takove, Ze

{[t,Z] e RxR"; te(a,b),||x(t)—z|| <&} C G



Lemma 17.8
Necht x: (a,b) — R" je spojité. Potom plati

’/abx(t) dtH < n/abe(t)Hdt.




Lemma 17.9

Necht G c R" je neprazdna a oteviena a g € C'(G,R™).
Necht dale C C G je konvexni a predpokladejme, Ze
existuje M € R, M > 0, takové, Ze

WG{L”wm}we{L”wMVxecwg%uﬂ<A4
J

Potom pro kazdé dva body u, v € C plati

lg(u) —g(v)| < Lfju— v,
kde L = ny/mM.



Véta 17.10 (spojitd zavislost na pocatecnich
podminkach)

Necht G C R x R" je oteviena a f splriuje podminku (P)
na G.
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Necht G C R x R" je oteviena a f splruje podminku (P)
na G. Necht x je maximalni reSeni soustavy (17.1)
definované na (o, ) a 'ty € («, B).



Veéta 17.10 (spojita zavislost na pocatecnich
podminkach)

Necht G C R x R" je oteviena a f splriuje podminku (P)
na G. Necht x je maximalni reSeni soustavy (17.1)
definované na («, 5) a ty € («, 8). Pak pro kaZdé

T € (o, bp), 2 € (o, ) @ kaZdé ¢ > 0 existuje § > 0
takové, Ze pro kazdé maximalni reseni y, které splriuje
podminku ||y (t) — x()|| < 9, plati:
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m y je definovano v kazdém bode intervalu (11, 12),



Véta 17.10 (spojitd zavislost na pocatecnich
podminkach)
Necht G C R x R" je oteviena a f splriuje podminku (P)
na G. Necht x je maximalni reSeni soustavy (17.1)
definované na («, 5) a ty € («, 8). Pak pro kaZdé
T € (o, bp), 2 € (o, ) @ kaZdé ¢ > 0 existuje § > 0
takové, Ze pro kazdé maximalni reseni y, které splriuje
podminku ||y (t) — x()|| < 9, plati:

m y je definovano v kazdém bode intervalu (11, 12),

mVvte (r,m): ||x(t)—y()| <e.
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17.3 Soustavy linearnich dif. rovnic

UvaZzujme soustavu diferencialnich rovnic ve tvaru

X1 = an(t)xs + -+ am(t)xn + bi(t),

Xé = 821(t)X1 + e+ azn(t)Xn + bg(t),
) (17.2)

X;' - an‘](t)X‘] + A + ann(t)Xn + bn(t),

kdeneN, ag;: (o,8) = R, bi: (o, ) = R, i,j € {1,...,n},
jsou spoijité funkce.



Vektorovy tvar:

kde

X = A(f)X + b(t)v



Véta 17.11 (o existenci a jednoznacnosti reSeni)
Necht o, 3 € R*, a < 5 ty € (o, ) a x° € R". Necht

A: (o, 8) = M(n x n), b: (o, ) — R" jsou spojita
zobrazeni. Potom existuje prave jedno maximalni feseni
x soustavy (17.2) splriujici x(t,) = x°. Toto feseni je
definovano na celém intervalu («, ().



Definice
Homogenni soustavou k (17.2) rozumime soustavu

x' = A(t)x. (17.3)



Véta 17.12

Necht ne N, o, € R, a < 5, aA: (o, ) = M(n x n) je
spojité zobrazeni. Potom mnoZina vsech maximalnich
reseni soustavy (17.3) tvori vektorovy podprostor prostoru
C'((«, B),R"). Dimenze tohoto podprostoru je rovna n.



Véta 17.13

Necht o, f € R*, a < 3. Necht' A: (a, ) — M(n x n),

b: (o, 8) — R" jsou spojita zobrazeni. Necht'y je reSeni
(17.2) na intervalu («, 3). Potom kaZdé rfeseni x soustavy
(17.2) na intervalu («, ) ma tvar y + z, kde z je jisté
reseni (17.3).



Definice

Necht vektorové funkce y', ..., y" tvofi bazi prostoru
fedeni rovnice (17.3) na («, 8). Takovou mnozinu feSeni
nazyvame fundamentalni systém rovnice (17.3).
Oznacme

i) ...y

Matici ® nazyvame fundamentalni matici soustavy
(17.3).



Lemma 17.14
Necht ¢ je fundamentalni matice rovnice (17.3). Pak ®(t)
je regularni pro kazdé t € («a, 5).



Lemma 17.14
Necht ¢ je fundamentalni matice rovnice (17.3). Pak ®(t)
je regularni pro kazdé t € («a, 5).

Véta 17.15 (variace konstant)

Necht o, 3 € R*, a < 3, I € (o, B) a y°® € R". Pak
maximalni reseni' y rovnice (17.2) s pocatecni podminkou
y(t) = y° ma tvar

y(t) = S(H)0 (1) + (1) / o~1(s)b(s) ds, te (o, f),

kde ¢ je fundamentalni matice soustavy (17.3).



17.4 Reeni lin. soustav s konst. koeficienty

Véta 17.16

Necht A € M(n x n) a vektorova funkce y: R — R" je
fesenim soustavy y' = Ay. Pak y je tridy C* a pro kazdé
k € N plati y®)(x) = Aky(x) pro x € R.



Definice
Matici, jejiz prvky jsou polynomy v proménné ),
nazyvame \-matici.
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Definice
Matici, jejiz prvky jsou polynomy v proménne A,
nazyvame \-matici. Radkovymi upravami \-matice
rozumime:

m zameénu dvou fadka,

m vynasobeni fadku nenulovou konstantou,

m pfiteni P(\)-nasobku jednoho fadku k jinému fadku,

kde P()\) je polynom v proménné \.



Definice
Matici, jejiz prvky jsou polynomy v proménne A,
nazyvame \-matici. Radkovymi upravami \-matice
rozumime:

m zameénu dvou fadka,

m vynasobeni fadku nenulovou konstantou,

m pfiteni P(\)-nasobku jednoho fadku k jinému fadku,

kde P()\) je polynom v proménné \.

Lemma 17.17

Necht N = (Py,...,P,)" je \-matice. Potom ji Ize
konecnou posloupnosti fadkovych Uprav prevést na
X-matici A = (Py,..., P,)7, kde nejvyse jeden z polynomii
P;,..., P, je nenulovy.



Véta 17.18

Necht' A € M(n x n). Pak Ize A\-matici A\l — A pfevést
konecnou posloupnosti fadkovych tprav na horni
trojuhelnikovou A-matici. Vysledna \-matice ma na
diagonale nenulové polynomy, soucet jejichz stupriu je n.



Oznaceni

m Necht P(\) = a,\" 4+ a, A\ +--+ @)+ aje
polynom a y: R — R je funkce majici vlastni derivaci
n-tého fadu na R. Potom symbol P(Z)y znagi funkci

ay" + a1yt -t ay +ay.



Oznaceni

m Necht P = (Pj) je A-matice typu n x n. Soustavou
diferenciélnich rovnic odpovidajici P budeme rozumét
soustavu

d d
P11(&)Y1 +-+ P1n(a))/n 0,
o} d
21(d—)}/1 + -+ Pgn(a)yn = 0,
d d
Pl ey o+ Panl(g)yn =0



Véta 17.19

Necht \-matice P vznikla koneénou posloupnosti
radkovych uprav z \-matice P. Potom vektorova funkce
y: R — R" tfidy C> je FeSenim soustavy odpovidajici
matici P, pravé kdyZ je fedenim soustavy odpovidajici P.
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Priklad 1
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yi = 4y1 + 5y
Y2 = —2y1 — 22
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Priklad 1

yi = 4y1 + 5y
Y2 = —2y1 — 22

A-4 -5 1 I+
AH_A—( 2 /\+2> ”(o X242

1,
Y1+§J’2+Y2=0
Vs —2ys+ 2y, =0
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Vo = ase'sint + aze'cost

— _g& —i—loz elsint + —1a —ga el cost
V1= 51 T 502 5M T 52



Priklad 2
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U/
vV = -2u+3v+cost



Priklad 2

—u—+2v+sint
—2U+3v +cost

A1 -2 sint
2 A—3 cost

U/
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Priklad 2

U =-u+2v+sint
v/ = —-2u+3v +cost

2 A—-3 cost)

A+1 -2 sint
2 A—3 cost
<A+1 -2 sint



Priklad 2

U=—-u+2v+sint
vV = -2u+3v+cost

A1 -2 sint
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Priklad 2

U=—-u+2v+sint
vV = -2u+3v+cost

A1 -2 sint
2 A—3 cost

2 A—3 cost
A+1 -2 sint
(2 A—3 cost )

0 —IX+X—1 sint—JAcost— Jcost

2u+ Vv —3v =cost



Priklad 2

U=—-u+2v+sint
vV = -2u+3v+cost

A1 -2 sint
2 A—3 cost

2 A—3 cost
A+1 -2 sint
(2 A—3 cost )

0 —IX+X—1 sint—JAcost— Jcost

2u+ Vv —3v =cost

— %v”+ Vv — %v: sint — %(cost)’— Ecost



Priklad 2

U=—-u+2v+sint
vV = -2u+3v+cost

A1 -2 sint
2 A—3 cost

2 A—3 cost
A+1 -2 sint
2 A—3 cost
0 —IX+X—1 sint—JAcost— Jcost

2u+ Vv —3v =cost

v —2v +v=cost—3sint
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charakteristicky polynom: A2 — 2\ +1 = (A — 1)?
fundamentalni systém: €', te'

partikuléarni feSeni existuje ve tvaru v,(t) = acost+ bsint
Vy(t) = bcost — asint, v,(t) = —acost — bsint

—2bcost+2asint =cost—3sint

b=-1/2,a=-3/2
obecné feseni:

3 1 .
v(t) = —5008t—gsint+ (ct+ d)e".

u(t) = %cos t— %v’(t) + gv(t)



charakteristicky polynom: A2 — 2\ +1 = (A — 1)?
fundamentalni systém: €', te'

partikuléarni feSeni existuje ve tvaru v,(t) = acost+ bsint
Vy(t) = bcost — asint, v,(t) = —acost — bsint

—2bcost+2asint =cost—3sint

b=-1/2,a=-3/2
obecné feseni:

3 1 .
v(t) = —5008t—gsint+ (ct+ d)e".

u(t) = %cos t— %v’(t) + gv(t)

3 3 . 1
u(t):—écost—ésmH (ct—§c+d) e'.



Zavéretna poznamka o stabilité reSeni
A > 0,)\2 > 0,)\1 75 Ao




)\1 <O,)\2<0,)\1 7£>\2




N




A GC\R,%)W >0



A GC\R,%)W <0
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