Pisemna zkouska z Matematiky IV pro FSV (A)
LS 2002-2003

Priklad A1 : Urcete typ nasledujicich diferencialnich rovnic a navrhnéte zpisob
feSeni:
(a) ¥’ + 16y’ — 10y + 2* = €%; (4 body)
(b) ¥'(y +2) 17Tz =y; (4 body)
2 2
(c) y'e” Y — 3y + 2ze” Y — 329/ = 0. (4 body)

Priklad A2 : Najdéte vSechna maximalni feseni rovnice

22y + 9xy’ + 17y = 2.

Urcete vSechna feseni definovand na R. (12 bodi)
Priklad A3 : Urcete maximalni Feseni spliujici y(0) = }f‘;:jz
! y2 —1
y =

Priklad A4 : Najdéte vSechna maximalni feseni soustavy
1

y =11

3

Napiste tvar néjaké fundamentalni matice. (12 bodi)

Priklad A5 : Uvazujme autonomni rovnici

! (y6_1)\3/?7.

YT T3

Urcete a nacrtnéte mnozinu viech bodd v R?, (a) kterymi prochézi n&jaké max-
imalni feSeni definované na omezeném intervalu; (b) kterymi prochazi néjaké kle-
sajici maximalni feseni.

(12 bod)

Test A — vysledky

Priklad Al : (a) Jde o linearni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty.
Do standardniho tvaru ji pfevedeme ode¢tenim z? od obou stran rovnice. Nejprve
najdeme fundamentalni systém fesSeni homogenni rovnice (pomoci charakteristick-
ého polynomu) a pak partikuldrni feseni nehomogenni rovnice. Prava strana je
e® — x2, je tedy souc¢tem dvou ,pravych stran ve specialnim tvaru.

(b) Pro y + & # 0 lze upravit na rovnici ¢y’ = yytr—lzx, coz je homogenni rovnice.
Hledame feseni ve tvaru y = xz, ¢imz rovnici pfevedeme na rovnici se separovanymi
proménnymi.

(c) Jde o exaktni rovnici. Levou stranu vyjadiime jako derivaci.



Pfiklad A2 :  Reseni na (—00,0) a (0,00) jsou y(z) = z-2? + % coslog|z| +

L sinlog|z| (a,b € R); na R je definovéno jediné fefeni, a to y(z) = 522

37
Priklad A3 : VsSechna maximdlni feSeni: y(z) =1, x € R; y(x) = —1, = € R;; déle

v v ’ , 2 arctg x . N
FeSeni dand vzorcem y(z) = X ——— na intervalech: z € R (k € (—o0,e™™) U

(€™, 00)); nebo x € (—oo, — tg(1 logk)) (k € (e7™,€™)); nebo z € (—tg(4 logk), co)

1+e7r/262arctgm

(k € (e7™,€™)). ReSeni splilujici pocateéni podminku je y(z) = 125w
x € (—1,00).
Priklad A4 : y(z) = [e*"(—a+ 1b— 3¢ — bz + cx — cz?),e*(a — b+ 3c +

br — cx + cx?),e**(a + bx + cz?)], z € R (a,b,c € R). Fundamentdlni matice:

_621 % _ x)€2x (_xQ 4z — %)6239
2T (:B _ %)6235 (:CQ —x+ %)62:6 .
eQm

.1‘62x $2 €2£U

Piiklad A5 : (a) {[z,y] € R* < =2} (b) {[z,y] e R* € (—2,-1)}



Pisemna zkouska z Matematiky IV pro FSV (B)
LS 2002-2003

Priklad B1 : Urcete typ nasledujicich diferencialnich rovnic a navrhnéte zptsob

feSeni:
4
T
(a) y'(2* +y°) - Y 2%y; (4 body)
(b) 2y —ay +y = /x; (4 body)
(c) = — cos(zy)(y + xy")x — x + sin(zy) = 0. (4 body)

Priklad B2 : Najdéte vSechna maximalni feseni rovnice

y(4) —10y"” + 25y = 1 + sin .

Najdéte vSechna maximalni feSeni, kterd jsou omezena na R. (12 bodi)
Priklad B3 : Uréete maximalni feSeni spliujici v/ — ytgz = y?sin2x. Urdete
maximalni feSeni spliujici y(0) = —1.

y' —ytgx = y?sin 2.

Priklad B4 : Najdéte vSechna maximalni feseni soustavy

0 —-11 22
y =1 4 7T 8|y
-2 -9 15
Pro které body yo € R? je feseni splitujici y(0) = yo omezené? (12 bodi)

Priklad B5 : Uvazujme autonomni rovnici

, log(y+6)¢y
y = ——F=.
y—2

Urdete a nacrtnéte mnoZinu vech bodti v R?, (a) kterymi prochézi néjaké rostouci
feSeni; (b) kterymi prochazi néjaké rostouci maximélni feseni.
(12 bodu)

Test B — vysledky

2
x

Priklad B1 : (a) Lze upravit na rovnici y’ = -, coZ je rovnice se separovanymi
proménnymi.

(b) Je to Eulerova rovnice druhého fadu. Nejprve najdeme fundamentélni sys-
tém FeSeni homogenni rovnice (hledame feseni ve tvaru z¢). Potom najdeme par-
tikularni FeSeni (napf. modifikaci metody speciélni pravé strany).

(c) Je to rovnice, pro kterou existuje integra¢ni faktor nezavisejici na y. Najdeme
jej (to vede na FeSeni linedrni rovnice prvniho fadu). Pak jim rovnici vynasobime.
Novéa rovnice bude exaktni, a tak levou stranu pak vyjadrime jako derivaci.



Pfiklad B2 : Vsechna maximalni fefeni: y(z) = 5z + 35 sinz + ae™® + bre®V5 +
ce=oV5 4 dxe_x\/g, z € R (a,b,c,d € R). Omezené na R je jediné feseni, a to
y(z) = 5= + 35 sinz, z € R.

Priklad B3 : Maximalni feSeni jsou dana vzorcem y(z) = m na inter-

valech: pro ¢ > 2, c=0nebo ¢ < —2na (-5 +km, 5 +km) (k € Z); pro c € (-2,0)
na (—% + 2km, — arccos(—5) + 2k7) nebo (— arccos(—i) + 2km, arccos(—§) + 2k7r)
nebo (arccos(—5)+2km, 5 +2km) nebo (5 +2km, 54 (2k+1)7) (k: € Z);proc € (0,2)
na (—4 + 2km, § 4 2km) nebo (5 + 2km arccos(——) + 2km) nebo (arccos( 5) +
2km, —arccos(——) (2k + 2)m) nebo (— arccos( 5) + 2k +2)7, 5 + (2k + 1)7r).

Reseni splitujici po¢ate¢ni podminku je y(x) = Wlosx—iﬂ’ x € ( 5y 5)
Priklad B4 : Maximalni feSeni: y(z) = [—2a+(2b— {fc+2ca)etl” 2a—ﬁce 1z a4+
e'?(b+cx)], z € R (a,b,c € R). Hledané body jsou body tvaru a-[-3,2,1], a € R.

P¥iklad B5 : (a) {[z,y] e R : y € (=5,0) U (2,00)} (b) {[x,y] € R? : y > 2}.



Pisemna zkouska z Matematiky IV pro FSV (C)
LS 2002-2003

Priklad C1 : Urcete typ nasledujicich diferencidlnich rovnic a navrhnéte zpiisob

feSeni:
(a) zy" +y' + % = tgz; (4 body)
(b) ¥'y° +zy" = logu; (4 body)

1+9 1—9
(x+y)?  cos?*(z —y)

(c) = 6. (4 body)

Priklad C2 : Najdéte vSechna maximéalni feseni rovnice

;oY 1T
YT T
Najdéte vSechna maximalni feSeni, kterd maji v +oo limitu 0. (12 bodu)

Ptriklad C3 : Urcete maximélni feSeni splnujici .
y =z3/1—y.

Priklad C4 : Najdéte vSechna maximalni feseni soustavy

9 —-10 —4
y=1|4 -5 1 ]y
10 —-10 -5

Pro které body yo € R3 m4 feseni splitujici y(0) = yo v +oo limitu 07 (12 bodit)

Priklad C5 : Uvazujme autonomni rovnici

y' = sin/y.

Urcete a nacértnéte mnozinu vsech bodit v R?, (a) kterymi prochazeji alesponi t¥i
ruznd maximalni Feseni; (b) které jsou inflexnimi body néjakého feseni.

(12 bodit)

Test C — vysledky

Priklad C1 : (a) Po vynasobeni z jde o Eulerovu rovnici. Nejprve najdeme
fundamentalni systém feseni homogenni rovnice (hledame feSeni ve tvaru z¢). Pak
najdeme partikuldrni feSeni metodou variace konstant aplikované na rovnici y” +

’
vy y_ _ tex
x+7w2_m'

(b) Po vydéleni y°® jde o Bernoulliho rovnici. Tu bychom opét vynasobili y° a
takto vzniklou rovnici (tj. pivodni rovnici) vynasobili integra¢nim faktorem e’
Pak bychom levou stranu vyjadrili jako derivaci a k pravé nalezli primitivni funkci.

(c) Jde o exaktni rovnici. Levou stranu vyjadfime jako derivaci.



Priklad C2 : Maximdlni feseni: y(z) = 34 + 1% + cel/2* | 1 € (—o0,0) nebo
x € (0,00) (c € R). Refeni spliiujici uvedenou podminku: y(z) = 34—{-%—3461/2302,
z € (0,00).

Priklad C3 : Maximélni feSeni: y(x) =1, z € R;

1, N T
V@) = 14 JTE@ TR, o€ (—/ T
1, x> /—2¢;
1, x < —v/—2c,
y(z) = 1—\/—2—17(332—1—20)3, x € (—/—2¢,v/—2¢), (c € (—0,0)).
1, x> /=2
Piiklad C4 : Maximalni feseni: y(z) = [acosbx + bsinbx + ce™*, 5(a cos bz +

asinbx —bcos bz +bsinbx) +ce”*, acos br +bsinbzx], z € R (a,b, ¢ € R). Hledané
body jsou c¢-[1,1,0], c € R.

Pfiklad C5 : (a) {[z,y] € R* =0}; (b) {[z,y] e R* = (5 + kn)*, k € NU{0}}.



Pisemnda zkouska z Matematiky IV pro FSV (D)
LS 2002-2003

Ptiklad D1 : Urcete typ nasledujicich diferencidlnich rovnic a navrhnéte zptiisob

feseni:
(a) y'ycosy —ysinx —y' cosz — 3 siny = 0; (4 body)
(b) 3 tgx + cotgr = y — sinx; (4 body)
(c) ¥ —y" +cotgz =y. (4 body)

Priklad D2 : Najdéte vSechna maximélni feSeni rovnice
22y — 1bxy — 1Ty =z

Urcete vsechna feseni definovana na R. (12 bodu)

Priklad D3 : Najdéte vSechna maximéalni feseni.
—y'e¥(x? +17) 4+ e” —22e¥ =0

Najdéte maximalni feSeni spliujici y(0) = 0.

Priklad D4 : Najdéte vSechna feSeni soustavy

4 -2 —4
y=14 -2 -3y
2 =2 =2

Pro které body yo € R? méa feSeni spliiujici y(0) = yo v +oo limitu 07
(12 bodi)

Priklad D5 : Uvazujme autonomni rovnici

y' = (y—2)Vy2V/16 — yA(y + 1).

Urcete a nacrtnéte mnozinu viech bodtt v R?, (a) kterymi prochazi pravé jedno
maximalni feSeni; (b) kterymi prochazi néjaké klesajici maximalni fesSeni. (12

bodi)

Test D — vysledky

Priklad D1 : (a) Je to rovnice, pro kterou existuje integra¢ni faktor nezévisejici na
x. Najdeme jej (to vede na feSeni linearni rovnice prvniho fddu). Pak jim rovnici
vynasobime. Nova rovnice bude exaktni, a tak levou stranu pak vyjadiime jako
derivaci.

(b) Proz € (k%,(k+1)%) (k € Z) upravime na 3 —y cotg x = — cotg® z — cos z,
coz je linearni rovnice prvniho fadu. Vyfesime ji metodou integrac¢niho faktoru.
Nakonec prozkoumame moznost nalepovani v bodech km, k € Z.

(c) Upravime na y"”" —y” —y = —cotgz. To je linedrni rovnice tfetitho Fadu s
konstantnimi koeficienty. Nejprve najdeme fundamentalni systém reseni homogenni



rovnice (s vyuZzitim charakteristického polynomu). Partikularni feSeni nehomogenni
rovnice najdeme metodou variace konstant.

Pfiklad D2 : Regeni na (—00,0) a na (0,00) maji tvar y(z) = —a5z + £ + bz'”
B % s , . —31—21‘ + b1.1317, x < 0,
(a,b € R). Reseni definovana na R jsou y(z) = | 17 (b1,bg €
—35% + bz, x>0,
R).
Priklad D3 : Maximalni feSeni: y(z) = log ;2:_107, x € Rproc<0; z € (loge, 00)
pro ¢ > 0. Reseni splitujici po¢ateéni podminku: y(x) = log ZZE‘;, x € R.
Priklad D4 : Maximalni feSeni jsou: y(x) = [ae % cosz + be Tsinz + ce??,

sae~"(cosz + sinz) + 3be " (sinz — cosz) + ce?*,ae" " cosz + be "sinz], z € R

(a,b,c € R). Hledané body jsou takové body [t1,t2,t3] € R?, pro které t; = ts.
P¥iklad D5 : (a) {[z,y] € R? € (=2,-1) U {2}}; (b) {[z,y] € R? € (—1,2)}



Pisemna zkouska z Matematiky IV pro FSV (E)
LS 2002-2003

Priklad E1 : Urcete typ nasledujicich diferencidlnich rovnic a navrhnéte zpisob
feSeni:
(a) 2z + ye® + y'ze™ — ' = 0; (4 body)
(®) v +y —y®cosx = 0; (4 body)
(c) y + 2%e¥ = ya?. (4 body)

Priklad E2 : Najdéte vSechna maximalni feSeni rovnice

"

y +y”+y'=x3-

Ktera maximdlni feSeni maji limitu v —oo? A ¢emu se ta limita rovna? (12 bodi)

Priklad E3 : Najdéte maximalni feSeni spliujici y(0) = 0.

,r2+1
y?+1

Y + 2rarctgy —1 =0

Priklad E4 : Najdéte vSechna maximalni feSeni soustavy

-1 -9 6
y=|-6 2 —6]|y.
6 -9 -1

Pro které body yo € R? méa feSeni splitujici y(0) = yo v —oo limitu 0?7 (12 bodii)

Priklad E5 : Uvazujme autonomni rovnici

Uréete a nacértnéte mnozinu vSech bodd v R?, (a) kterymi prochézi néjaké max-
imélni feSeni definované na R; (b) kterymi prochézi néjaké rostouci maximéalni
feSeni. (12 bodi)

Test E — vysledky

Priklad E1 : (a) Jde o exaktni rovnici. Levou stranu vyjadfime jako derivaci.

(b) Piepiseme ve tvaru 3’ + y = y® cosx. Jde o Bernoulliho rovnici. Konstatni
nulova funkce je fesenim. Déale hledame feSeni nenabyvajici nuly. Vydélime rovnici
y® a pak vynasobime integra¢nim faktorem.

(c) Po tipravé na 3y’ = 22(y — €¥) jde o rovnici se separovanymi proménnymi.

Priklad E2 : Maximaln{ fefeni: y(z) = 2% — 2% + 6z + a + be /2 cos %ﬁ +

ce~*/2 gin %3, z € R (a,b,c € R). Limitu v —oo maji feseni y(z) = %:1:4 — a3+

6x + a, x € R (a € R). Ta limita je rovna +oo.



Priklad E3 : Maximélni feSeni jsou ddna vzorcem y(x) = tg ;“2161 na intervalech:
(=00, 2(1 — V1 + 2mc — 72)) nebo na 2(1 + V1 + 2mc — 2), 00);
(=00, 2(—1—+v/1 — 2mc — 72)) nebo na (2 (—1+v/1 — 2mc — w2), 00);
pro c € (1;; ) "2_1) na R. Reseni splitujici poc¢ateéni podminku je y(x) = tg T
rz €R.

Pfiklad E4 :  Maximdlni feeni: y(z) = [ae'® — be™™ + 3ce™ ™, —ae'®™ +
ce” ™ ael® + be= "], x € R (a,b,c € R). Hledané body jsou a - [1 -1,1], a € R.

,0)

P¥iklad E5 : (a) {[z,y] € R? € (—o0,0) U {2}}; (b) {[z,y] € R?> € (0,1)}

proc> T




Pisemna zkouska z Matematiky IV pro FSV (VZOR)
LS 2002-2003

Priklad V1 : Urcete typ nasledujicich diferencialnich rovnic a navrhnéte zpiisob

feSeni:
Yy .
(a) 3" — 3 = sin; (4 body)
sin sin
(b) &/ (xtgw—i—Zytgx—i—sin(y—x)— y>+ytgx+sin($—y)+ i = 0;
cos T Cos T
(4 body)
(c) y'logx + yxr = z cosy. (4 body)
Priklad V2 : Najdéte vSechna maximalni feseni rovnice
y/// _y// +y/ _ y — e—.’B
Urcete, ktera z maximalnich feSeni jsou omezena na (0, 00). (12 bodu)

Priklad V3 : Urcete maximalni feSeni, pro které plati y(—m) = 1. Existuje néjaké
nenulové feseni definované na R? Zdtavodnéte.

1
Yy +ycosx = §y2 sin 2z
Priklad V4 : Najdéte vSechna maximalni feseni soustavy

/

y:

w o =

1
1
3

W o =
<

Pro které body yo € R3 m4 feseni splitujici y(0) = yog v +oo limitu 07 (12 bodi)

Priklad V5 : Uvazujme autonomni rovnici

—1
y = e¥ arctgy - y—-
y+1

Uréete a naértnéte mnozinu vSech bodd v R?, (a) kterymi prochéazi pravé jedno
maximalni feSeni; (b) kterymi prochazi alesponi jedno feseni definované na R. (12
bodi)

Test V — vysledky

P¥iklad V1 : (a) Po vynasobeni 2® jde o Eulerovu rovnici. Najdeme fundamen-
talni systém (napi. hleddme feSeni ve tvaru %) a pak najdeme partikularni Feseni
metodou variace konstant.

(b) Pro tuto rovnici existuje integracéni faktor zavisejici pouze na x. Ten najdeme
(jeho hledani vede na feseni linedrni rovnice prvniho fadu) a rovnici jim vynasobime.
Pak levou stranu vyjadiime jako derivaci.



(¢) Po tpravé pievedeme pro = € (0,1) a pro € (1,00) na rovnici se sepa-
rovanymi proménnymi. Tu vyfesime standardni metodou a na zavér prozkouméame
moznost nalepovani v bodé 1.

Priklad V2 : Vgechna maximélni feSen jsou y(z) = —e™® +acosz+bsinz+ce?,
x € R (a,b,c € R). Omezend na (0,00) jsou ta z predchozich FeSeni, pro ktera je

c=0,tj. y(z) = —1e ™ +acosz + bsinz, z € R (a,b € R).

Priklad V3 : Maximalni feSeni jsou jednak y = 0 na R a pak funkce tvaru y(z) =
W definované na otevienych intervalech, na nichz je 1+sinx+ccosz # 0.
Reseni spliiujici poc¢ateéni podminku je y(z) = m, x € (—%7‘(’, —%ﬂ'). Nenulové
feseni definované na celém R existuje — naptiklad je to libovolné z uvedenych feseni
pro ¢ > 0.

P¥iklad V4 : Reseni jsou y(z) = [a + be™ + ce™2*, —%a + 3be™ — 6ce™", 2a +
3be™ + 3ce™*], z € R (a,b,c € R). Hledané body jsou body c- [1,—6,3], ¢ € R.

Pfiklad V5 : (a) {[z,y] e R® #0 & y # —1} (b) {[z,y] € R? € (0,1)}.



