9 Integral — pokracovani

9.1 Riemannuv integral — pokracovani

Véta 9.1 (integrace per partes). Necht’ funkce f, g, [ a ¢’ jsou spojité na intervalu {a,b).Pak

plati . )
/af’gz[fg}’;—/a fg

Véta 9.2 (substituce). Necht’ funkce f je spojitd na intervalu {(a, b). Necht’ ddle funkce p md na
intervalu («, ) spojitou derivaci a zobrazuje jej do intervalu {(a,b). Pak

B »(B)
/ f(o(@)¢'(x) de = / F(t)dt.

w(a)

9.2 Zobecnény Riemannuv integral

Lemma 9.3 (spojitost Riemannova integralu). Necht’ a,b € R, a < b, a funkce f md na intervalu
(a, b) Riemanniiv integrdl. Pak plati

o= [s=pm s

Lemma 9.4. Necht' a,b € R*, a < b, a funkce f md Riemanniiv integrdl na kaZdém podintervalu
(z,y) C (a,b). Necht ddle c € (a,b), existuji limity lim, o [ f alimy_,— [? f ajejich soucet
je definovdn. Pak pro kazdé d € (a,b) existuji lim,_,,, fxd falimy . [} faplati

lim/f+11m f—hm f—l—hm/f
r—a+ r—a+

Definice. Necht’ a,b € R*, a < b, a necht’ funkce f je definovana na intervalu (a,b). Ma-li
funkce f Riemanntv integral na kazdém podintervalu (z,y) C (a,b) a existuje-li ¢ € (a,b)
takové, Ze limity lim, 4 [ f alim,,, [” f existuji a jejich soucet md smysl, pak definujeme
zobecnény Riemanniiv integral funkce f na intervalu (a, b) jako

/f—hm/f—i-hm/f
r—a+
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Lemma 9.5. Necht' a,b € R, a < b, a funkce f je omezend na intervalu {a,b). JestliZe existuje
Riemanniiv integrdl funkce f na kaZdém podintervalu {(c,d) C (a,b), pak existuje i Riemanniiv
integrdl funkce f na intervalu (a,b).

Lemma 9.6. Necht’ a,b € R*, a < b, f je nezdpornd na (a,b) a f md Riemanniiv integrdl na
kazdém podintervalu (x,y) C (a,b). Potom f md zobecnény Riemanniiv integrdl na (a,b).



Véta 9.7. Necht’ a,b € R*ac € (a,b).

(i) Jestlize funkce f md zobecnény Riemannuy integrdl na (a, b), pak md f zobecnény Rieman-
niv integrdl i na (a,c) a (¢, b) a plati

/abfz/:ﬂ/cbf.

(ii) Necht’ funkce f md zobecnény Riemanniiv integrdl na (a,c) a (c,b), f je omezend na né-
Jjakém okoli bodu c a soucet fac f+ fcb f md smysl. Pak f md zobecnény Riemanniiv integrdl

na (a,b) a plati . i
fo=foe ]

Véta 9.8 (linearita zobecnéného Riemannova integralu). Necht’ a,b € R*, a < b, f a g jsou
funkce majici zobecnény Riemanniiv integrdl na intervalu (a, b) a necht’ a € R. Potom

(i) funkce af md zobecnény Riemanniiv integrdl na (a,b) a plati
b b
[ar=a[ s

(i1) je-li soucet fab f+ fab g definovany, pak md funkce f + g zobecnény Riemannitv integrdl na

(a,b) a plati ) : i
/a(f+g>=/af+/a9-

Véta 9.9. Necht’ a,b € R*, a < b, a necht’ f a g jsou funkce majici zobecnény Riemanniiv
integrdl na intervalu (a, b). Potom plati:

(i) Je-li f(x) < g(z) pro kazdé x € (a,b), pak fabf < fab g.

md-li pravd strana smysl,

< o

Definice. Pokud zobecnény Riemanntiv integral funkce f na intervalu (a,b) existuje a pfitom
je konecny, pak fikdme, Ze f; f konverguje. Pokud je roven +oo nebo —oo, pak fikdme, Ze
diverguje. Mame tedy nésledujici moZnosti:

(ii) Funkce |f| md zobecnény Riemanniiv integrdl na intervalu (a,b) a plati

b L. redlnému Cislu, tj. konverguje,
existuje a je roven oo ;
f +00 nebo — oo, tj. diverguje,
a

neexistuje.

Véta 9.10 (srovndvaci kritérium). Necht’ a,b € R*, a < b, funkce f a g spliiuji 0 < f(z) < g(x)
pro v§echna x € (a,b) a f je na (a,b) spojitd. Pokud konverguje fab g, pak konverguje i f: f.



Véta 9.11 (limitni srovnavaci kritérium). Necht’ f a g jsou spojité nezdporné funkce na intervalu
(a,b), b € R*, a existuje limita lim,,_;_ Ti) =~y € R~

~
—

o Je-liy € (0,+00), pak fab f konverguje, prave kdyz konverguje fab g.
o Je-li v =0, pak z konvergence fab g plyne konvergence fab f.
o Je-li v = 400, pak 7 divergence fabgplyne divergence fab I

Véta 9.12. Necht’ a,b € R*, a < b, f je spojitd na (a,b), a F je primitivni funkce k [ na
(a,b). Pak zobecnény Riemanniv integrdl funkce f na (a,b) existuje, pravé kdyZ? existuji limity
lim, .y F(z)alim,_,,_ F(x) ajejich rozdil md smysl. V tom pFipadé plati

/ f=[F’ = lim F(z)— lim F(x).

r—b— r—a+

9.3 Lebesgueuyv integral

Definice. Necht' A je n&jaky systém podmnoZin R™. Rekneme, e A je o-algebra, jestliZe plati:
(i) 0 e A,
(ii) je-li A € A, pak také R" \ A € A,

(iii) jsou-li Ay, As, ... € A, pak také U;’;l Aje A

Definice. Necht' A je o-algebra podmnozin R". Zobrazeni pi: A — (0,+00) U {+o0} se
nazyvéa mira, jestlize p(()) = 0, a jestliZe je o-aditivni, tj. pokud A, As, ... € A jsou po dvou
disjunktni, pak p(UJ52, 4;) = >°72, p(A;). Mnozindm z A se fikd yi-méFitelné mnoZiny.

Véta 9.13. Existuje prdavé jedna o-algebra A na R" a prdvé jedna mira \ na A majici ndsledujici
vilastnosti:

(1) A obsahuje vsechny oteviené podmnoZiny R",
(ii) jestlize AABe N, ACECB,a\B\A)=0,pak E € A,
(iii) A(K) < 400 pro kaZdou kompakmi K C R™,
(iv) je-li I = (a1, b1) X (az,ba) X -+ X (an, by) C R", pak MI) = []}_, (b — aj),
(V) Aje translacné invariantni, tj. \(x + A) = A(A) pro kazdou A € A ax € R™

Definice. Mira \ z pfedchozi véty se nazyvd Lebesgueova mira a mnozindm v A se fikd
lebesgueovsky méritelné mnoziny.



Definice. Pro A C R" definujeme charakteristickou funkci mnoziny A takto:

(2) 1 zeA,
xTr) =
x4 0 zeR" A

Necht Aq,..., A, C R"ac¢y,...,c, € R. Funkci tvaru Zle ¢jxA; nazyvame jednoduchou

funkci. Jsou-li navic Ay, ..., Ay € A, pak funkci Zle ¢jx a, nazyvame jednoduchou méfritel-
nou funkei.
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Definice. Zobrazeni f: R” — R* nazyvdme numerickou funkci. Rekneme, 7e numerickd
funkce f je méFitelna, jestlize existuje posloupnost jednoduchych méfitelnych funkef { f;}52,
takovd, Ze pro vSechna x € R” plati lim;_,, f;(z) = f(z).

Definice. Je-li {f;}52, posloupnost numerickych funkci, fekneme Ze numerickd funkce f je
bodovou limitou posloupnosti {f;}, jestlize pro kazdé x € R™ plati lim;_,, f;(z) = f(x).
Znacime lim;_,, f; = f nebo f; — f.

Véta 9.14 (vlastnosti méfitelnych funkci). MéFitelné funkce maji ndsledujici viastnosti:

(1) Jsou-li f, g meritelné a o € R, pakiaf, f+g, fg, %jsou meéritelné, pokud jsou definované
na celém R".

(ii) Jsou-li f,g méritelné, pak i max{f, g} a min{f, g} jsou méfitelné.

(iii) Je-li f redlnd méritelnd a g redlnd spojitd, pak g o f je méFitelnd.

(v) Je-li { f;}52, posloupnost mé¥itelnych funkci s bodovou limitou f, pak f je také méFitelnd.
(v) Spojité funkce jsou méritelné.

Definice. Pro jednoduchou méfitelnou funkci Zle cjxa;. kde ¢y, ..., ¢ jsou nezdpornd redlnd
Cisla, definujeme jeji Lebesgueuyv integral jako

k k
/ZCJXAJ-CD\ =Y cA(4)),
j=1 j=1

pfi¢emz pouzivame konvenci 0 - (+00) = 0.

Definice. Pro nezdpornou méfitelnou funkci definujeme

/ fd\ =sup { / gdX; g < f, g je jednoduchd nezdporna méfitelné} .



Konec¢né pro méfitelnou funkci f definujeme

/fd/\:/f+d/\—/f_d/\,
pokud je rozdil definovan.

Rikdme, Ze funkce f je lebesgueovsky integrovatelna, pokud ma koneény Lebesgueiv in-
tegral.

Definice. Je-li M C R"™ méfitelnd mnoZina a f méfitelna funkce, pak definujeme

/Mfd/\:/XMfd/\.

Véta 9.15 (vlastnosti Lebesgueova integralu). Necht’ M je mé¥itelnd mnoZina a f, g jsou mé¥itelné
funkce.

(i) Necht' o € R. Pak [, afd\ =« [, fd\a [,,(f+g)d\ = [,, fA\+ [}, gd\ pokud jsou
vyrazy napravo definovany.

(ii) Plati-li f < g skoro vSude na M, pak | y AN < / 1 94N, pokud oba integrdly existuji.

(i) JestliZe [,, fdX existuje, pak existuje i [\, |f|d\ a plati| [,, fd\ < [, |fldA.

(iv) Je-li f = 0 skoro vsude na M, pak fM fdx = 0.

(v) Je-li f = g skoro viude na M, pak [  fAN = / 1 94N, pokud alesporii jeden z integralii
existuje.

Véta 9.16 (souvislost s Riemannovym integralem).

(1) JestliZe existuje Riemanniiv integrdl f: f, pak existuje i Lebesgueiv integrdl f(a ) fdX
a oba integrdly se rovnaji.

(ii) Je-li f omezend na {(a,b), pak jeji Riemanniv integrdl existuje, pravé kdy? je skoro vsude
spojitd.
(iii) Je-li f spojitd nezdpornd funkce na (a,b), pak f(a ) fd\ = f; f, kde vpravo je zobecnény

Riemannuy integrdl.

Véta 9.17 (Fubini). Necht’ m,n € N a f: R™™" — R je integrovatelnd funkce. Pro kaZdé
x € R™ definujme funkci f,: R" — R predpisem f,(y) = f(x,y). Pak pro skoro v§echna
x € R je funkce f, integrovatelnd a plati

/lwn fdr = / ( . fx(y)d)\(y)) d().
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Véta 9.18 (o substituci). Necht' G C R™ je oteviend mnoZina, funkce o1, ...,¢, € CH(G)
a zobrazeni ¢: G — R™ definované predpisem p(x) = [p1(x),...,pn(z)] necht’ je prosté.
Ddle predpoklddejme, Ze determinant (tzv. jakobidn)

g—ii(x) %(x)
Jo(x) = :
e () 5o ()

je nenulovy pro kaZdé x € G. Pak p(G) je oteviend a pro kaZdou méritelnou M C ¢(Q)
a kaZdou méritelnou f: p(G) — R* plati

six= [ @)

M

pokud je alesporl jeden z téchto integrdlii definovdn.

10 Linearni algebra

10.1 Vektorové prostory
Symbol K zna¢i mnoZinu R nebo C.

Definice. Vektorovym prostorem nad K rozumime trojici (V, +, -), kde V' je neprazdnd mnozina,
+ jeoperacezV x V do V a- jeoperace z K x V do V, pficemzZ tyto operace maji nasledujici
vlastnosti:

e YVu,v € V:u+ v = v+ u (komutativita sCitanfi),
o Vu,v,weV: (u+v)+w=u+ (v+ w) (asociativita s¢itani),
e mnozina V obsahuje prvek, ktery znacime o (a fikdme mu nulovy prvek), spliujici

YVveV:o+v=nw,

YVvoeVidweV:v+w=o,

Va,be KVv e V:a-(b-v) = (ab) - v,

Va,be KVveV: (a+b)-v=a-v+b-v,
e Vae KVu,veV:a - (u+v)=a-u+a-v,
eVveV:l-v=w.

Definice. Necht' (V, +,-) je vektorovy prostor a U C V, U # (). Rekneme, Ze U je vektorovy
podprostor prostoru V/, jestlize



e Vu,velU:u+veU,

e Vaec KVuecU:aueU.
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Definice. Necht’ (V, +, ) je vektorovy prostor, m € N, uy,...,u, € Valdy, ..., A, € K.
Vyraz
AU + -+ Ay,

nazyvame linearni kombinaci vektort u,, ..., u,,. Pokud alespon jedno z Cisel Ay, ..., A, je
nenulové, pak hovofime o netrivialni linearni kombinaci, v opacném piipadé jde o trivialni
linearni kombinaci. Linearni kombinaci prazdné mnoziny vektorii rozumime nulovy vektor.

Definice. Necht' (V,+,-) je vektorovy prostor, uy, ..., u,, € V. Rekneme, 7e vektory u,,
..., W, jsou linearné zavislé, pokud existuje jejich netrividlni linearni kombinace, jeZ je rovna
nulovému vektoru. Pokud vektory wq,...,u,, nejsou linedrné zavislé, pak fikdme, Ze jsou
linearné nezavislé. Rekneme, 7e mnoZina M C V je linearné nezavisla, jestlize libovolna
m-tice po dvou riznych vektord z M je linearné nezavisla.

Definice. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor a B C V. Rekneme, Ze B je baze prostoru
V, jestlize mnoZina B je linearné nezavisla a kazdy vektor z V' je linearni kombinaci (konecné
mnoha) vektord z B.

Véta 10.1.

(1) KaZdou linedrné nezdvislou podmnoZinu vektorového prostoru lze doplnit na bdzi tohoto
prostoru.

(i) Kazdy vektorovy prostor md bdzi. Pocet prvkii bdze je urcen jednoznacné.

Definice. Pocet prvki baze budeme nazyvat dimenze prostoru V. Dimenzi V' zna¢ime dim V.
Necht’ V' je vektorovy prostor nad K. Je-li dim V' < +o0, fekneme, ze V' je kone¢nédimen-
zionalni. Je-1i dim V' = 400, mluvime o nekone¢nédimenzionalnim vektorovém prostoru.

Véta 10.2. Necht’ V je vektorovy prostor dimenze n € N nad K.

(i) Jsou-li vy, ..., v, linedrné nezdvislé vektory v prostoru V, pak mnoZina {v., ... ,v,} je
bdzi prostoru V.

(i) Jestlize pro vektory vy, ..., v, € V platiling{vy,...,v,} =V, je mnoZina {vy, ..., v,}
bdzi prostoru V.
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10.2 Linearni zobrazeni a reSeni soustav linearnich rovnic

Definice. Necht' U a V jsou vektorové prostory nad K. Zobrazeni L: U — V se nazyva
linearni, jestliZze plati:

o Yuj,us € U: L(uy + us) = L(uy) + L(us),
o Va e KVu € U: L(au) = aL(u).

Definice. Necht' U a V jsou vektorové prostory nad K, L: U — V necht’ je linedrni zobrazeni.
Jadrem linearniho zobrazeni L nazveme mnoZinu

Ker(L) = {u € U; L(u) = o}.
Symbolem Im(L) zna¢ime obor hodnot zobrazeni L, tedy
ImL={veV;JueclU: L(u)=uv}.

Véta 10.3. Necht' U a 'V jsou vektorové prostory nad K, L: U — V necht’ je linedrni zobrazeni.
Potom plati:

(i) MnoZina Ker(L) je vektorovym podprostorem U.
(il) MnoZina Im(L) je vektorovym podprostorem V.

(iii) Pro dimenze plati: diim U = dim Ker(L) + dim Im(L).

10.3 Kbvadratické formy

Definice. Necht' A € M (n x n). Plati-li A = AT, pak fikdme, Ze matice A je symetricka.

Necht' A € M(n x n) je symetrickd matice. Pak funkci ¢: R™ — R definované predpisem
o(u) = uT Au fikdme kvadraticka forma.Rikdme, e tato forma je reprezentovina matici A
nebo Ze matice A je reprezentujici matici formy .

Definice. Necht’ ¢: R" — R je kvadratickd forma. Rekneme, e ¢ je
e pozitivné definitni (PD), jestlize

Vu e R",u # o: p(u) >0,

¢ negativné definitni (ND), jestlize

Vu e R",u # o: p(u) <0,

e pozitivné semidefinitni (PSD), jestlize

Yu € R": p(u) >0,



e negativné semidefinitni (NSD), jestlize

Vu € R": p(u) <0,

o indefinitni (ID), neplati-li nic z pfedchoziho, tj.

Ju,v € R": p(u) > 0A p(v) <0.
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Definice. Rekneme, Ze matice A = (a;;):

{1,...,n},i #j. !

Véta 10.4. Necht’ A = (a;;)i=1..n je diagondlni. Pak plati:
j=l.n

Ln je diagonalni, je-li a;; = 0 pro kazdé ¢,5 €

e A je pozitivné definitni, pravé kdyz a; > 0,1 =1,...,n;

o A je negativné definitni, pravé kdyZ a;; < 0,1 =1,...,n;

o A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyZ a; > 0,1 =1,... n;

o A je negativné semidefinitni, pravé kdyz a;; < 0,1 =1,...,n;

o A je indefinitni, pravé kdyZ existuji i,j € {1,...,n} takovd, Ze a;; > 0 a a;; < 0.

Definice. Symetrickou elementarni ipravou matice A € M (nxn) budeme rozumét tpravu,kdy
provedeme jistou elementarni fadkovou dpravu matice A a vzniklou matici upravime odpovida-
jici sloupcovou tpravou.

Symetrickou transformaci matice A budeme rozumét kone¢nou posloupnost symetrickych
elementarnich dprav.

Lemma 10.5. Necht' T je transformace matic o m ¥ddcich. Potom existuje reguldrni matice
B € M(m x m) takovd, Ze kdykoliv A’ € M(m x n) vznikne z A € M(m x n) pomoci T, tak
plati A’ = BA.

Obrdcené, je-li B € M(m X m) reguldrni matice, pak existuje transformace T matic o m

Fddcich takovd, Ze pro kaZdou matici A € M (m x n) plati A % BA.

Véta 10.6. UvaZujme symetrickou transformaci T’ matic typu n xn. Pak existuje reguldrni matice
B € M(n x n) takovd, Ze kdykoliv matice A" € M (n x n) vznikne z A € M(n x n) pomoci T,
tak plati A’ = BAB”.

Lemma 10.7.
() Je-li A € M(n x n) symetrickd a C € M(n x n), pak CACT je opét symetrickd matice.

(i1) Symetrickd transformace zachovdvd symetrii matice.



Lemma 10.8. Necht’ A € M(n x n) je symetrickd matice a Q € M(n X n) je reguldrni
matice. Je-li A pozitivné definitni (resp. negativné definitni, pozitivné semidefinitni, negativné
semidefinitni, indefinitni), pak je matice QAQT pozitivné definitni (resp. negativné definitni, . .. ).
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Véta 10.9. Necht’ A € M(n x n) je symetrickd matice a necht' B € M(n x n) vznikne z A
pomoci symetrické transformace. Matice A je pozitivné definitni (resp. negativné definitni, pozi-
tivné semidefinitni, negativné semidefinitni, indefinitni), pravé kdy? B je pozitivné definitni (resp.
negativné definitni, . . . ).

Véta 10.10. Necht' A € M(n x n) je symetrickd matice. Pak ji Ize symetrickou transformaci
prevést na diagondlni matici.

€ M(n x n) je symetrickd. Matice A

i=1l.n
j=l.n

Véta 10.11 (Sylvestrovo kritérium). Necht’ A = (a;;)
je

e pozitivné definitni, pravé kdyz pro kazdé k € {1, ... ,n} plati

a; ... Qaig
> 0;

Q1 ... Qg

e negativné definitni, prdavé kdy? pro kazdé k € {1,... n} plati

ayp ... Qg
(D" L >0
arr ... Qg
e pozitivné semidefinitni, prdvé kdyZ pro kaZdou k-tici pfirozenych Cisel 1 < 13 < -+ <
ir <n, ke{l,...,n}, plati
Qi -0 Qipgy
> 0;
aikil Ce aim
e negativné semidefinitni, pravé kdyZ pro kaZdou k-tici prirozenych c¢isel 1 < ip < -+ <
ir <n, ke{l,...,n}, plati
Ay Aiy 4y,
(—1)k D >0



10.4 Vlastni Cisla a vektory

Definice. Necht’ A € M(n x n). Rekneme, e A € C je vlastni éislo matice A, jestliZe existuje
nenulovy vektor x € C" takovy, Ze Ax = Ax. Vektor x pak nazyvame vlastnim vektorem
matice A pfisluSnym k vlastnimu ¢islu A.

Véta 10.12. Necht' A € M(n x n).
(i) Prvek A € C je vlastnim Cislem matice A, prdavé kdy? det(Al — A) = 0.
(ii) Matice A md nejvyse n riiznych vlastnich cisel.
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Definice. Necht' A € M (nxn). Funkce A — det(Al—A) se nazyva charakteristicky polynom
matice A. Vzhledem k tvrzeni (i) pfedchozi véty definujeme nasobnost vlastniho ¢isla matice
jako nédsobnost tohoto Cisla jakoZto kofene charakteristického polynomu.

Véta 10.13. Necht’ A € M(n x n) je symetrickd. Pak jsou jeji viastni Cisla redlnd.
Definice. Rekneme, 7e matice Q € M (n x n) je ortogonalni, jestliZe plati Q”Q = QQ” =1.

Véta 10.14 (spektralni rozklad matice). Necht’ A € M(n X n) je symetrickd. Pak existuje
ortogondlni matice Q € M (n x n) takovd, Ze

Mo 0
QAQ=|: . ],
0 ... A

kde A1, ..., \, jsou vlastni ¢isla matice A.

Véta 10.15. Necht' A € M (n x n) je symetrickd. Pak plati:
o A je pozitivné definitni, prdvé kdyzZ jsou vSechna jeji vlastni ¢isla kladnd,
o A je negativné definitni, prdvé kdy? jsou vSechna jeji viastni ¢isla zdpornd,
e A je pozitivné semidefinitni, pravé kdy?z jsou vSechna jeji viastni ¢isla nezdpornd,
o A je negativné semidefinitni, pravé kdyz jsou vsSechna jeji vlastni ¢isla nekladnd,
o A je indefinitni, prdavé kdyZ md kladné vlastni Cislo i zdporné viastni &islo.

Definice. Necht’ A = (a;;) € M(n x n). Stopou matice A rozumime ¢islo

tr(A) = i (0778
i=1



Véta 10.16 (vlastnosti stopy). Necht’ A,B,C € M(n x n), a € R. Pak plati:
(i) tr(A + B) = tr(A) + tr(B),
(i) tr(ad) = atr(A),
(iii) tr(AB) = tr(BA),
(iv) tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA).
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11 Tayloruv polynom

11.1 Tayloruv polynom realné funkce

Definice. Necht’ f je funkce, a € R a funkce f md v bod€ a vlastni n-tou derivaci. Pak polynom

TI(x) = f(a) + F(@)x — a) + 5 /(@) & —a -+ [ (a)(x — a)"

nazyvame Taylorovym polynomem funkce f v bodé a radu n.

Lemma 11.1. Necht’ n € N, Q je polynom, st Q < n a lim,_,, (f_(z))n = 0. Pak Q) je nulovy

polynom.

Véta 11.2 (Peaniv tvar zbytku). Necht’ n € N, a € R a funkce f md v bodé a viastni n-tou
derivaci. Potom ;
_ Tfa

=0.
T—a (Qf — (1)”

Véta 11.3 (o jednoznacnosti). Necht’ n € N, a € R, funkce f md v bodé a viastni n-tou derivaci
a P je polynom stupné nejvyse n splriujict

I
o (x —a)?

Potom P = T/

Definice. Necht’ f a g jsou funkce, a € R*. Rekneme, Ze funkce f je v bodé a malé o od g
(piSeme f(z) = o(g(z)), x — a), jestlize plati

limM = 0.

v=a g(x)
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Véta 11.4 (aritmetika malého o). Necht’ a € R*.

(i) Jestlize f1(z) = o(g(z)),  — a a fo(z) = o(g(x)), + — a, potom fi(z) + fo(z) =
o(g(x)), T —

(ii) Jestlize fi(z) = o(g1(2)), x = aa fo(x) = 0(g2(x)), = — a, potom fi(z)fo(z) =
0(g1(2)g2(2)), z — a.

(iii) Jestlize fi(x) = ( 1(z )) — a a fo je nenulovd na jistém prstencovém okoli bodu a,
potom fi(z) fa(x) = 0o(g1(2) fo()), = — a.

8

(iv) Jestlize f(z) = o(g1(x)), © — a a existuje viastni lim,_,, %, potom f(z) = o(ga(z)),
T — a.

(v) Jestlize f(z) = o(g(x)), x — a a h je omezend na jistém prstencovém okoli bodu a, potom

h(z)f(z) =o(9(x)), z — a.

(vi) Jestlizem,n € NU{0}, m < n, a f(z) = o((x—a)"), z — a, potom f(z) = o((z—a)™),
T — a.

Véta 11.5. Necht’ a,b € R*, f(y) = o(g(y)), y — b, lim,_,, o(x) = ba existuje § € R, § > 0,
takové, Ze
Vz € P(a,0): p(x) #b.

Potom f(p(z)) = o(g9(p(2)), z — a.

Véta 11.6 (Lagrangelv tvar zbytku). Necht’ n € N, a ddle necht’ I je otevieny interval, f €
C™(I) a a € 1. Potom pro kaZdé v € I existuje &islo € € {(a,x) spliiujici

1

mf(nﬂ)(é)(x - a)nH-

flw) =T (x) +

Definice. Necht' f je funkce, a € R a funkce f ma v bod€ a derivace vSech radi. Potom fadu
o0 1 .
PP AGICERD
n=0

nazyvame Taylorovou radou funkce f o stfedu a. Ve specidlnim piipadé a = 0 mluvime o
MacLaurinové radé.

11.2 Taylorovy polynomy a rady elementarnich funkci

Véta 11.7. Pro kazdé k € N plati:
o TPP(z) =1+a+La?+-- 4+ Lab,

sin,0 in,0 _ _
o 51 (x) =15 () = v — g + 2° + - + (=) gy



o T57°(2) = Tyt () = 1 — 222 + Lat + - + (—1)F Lo,
k - 2 3 ’

« Ty = (§) + (Dot ()t kea € R, (5) =1, (§) = e,

Konec 11. prfednasky, 14.12.2017

Véta 11.8. Pro kaZdé x € R jsou funkce exp, sin a cos souctem své Taylorovy rady o stiedu 0.
Plati tedy:

1
Vre R: expx = Z—'x”,
n!

n=0
oo

: (=D"" o
VxER:sm:E:E -
—~ (2n —1)!

00 1)
Ve e R: cosxzz( ) e

n=0

Véta 11.9. Plati

Vo e (—1,1): log(l—i—x)i
Ve e (—1,1): (1 +x)° i()

11.3 Tayloruv polynom 2. iadu funkce vice proménnych

Definice. Necht ¢ C R" je oteviend mnoZina, a € G a f € C?(G). Definujme funkci
T)*: R" — R predpisem

1) = fa) + 3 (@)~ o %Z g (@)a ) — ),

Tuto funkci nazyvame Taylorovym polynomem druhého radu funkce f v bodé a.

Véta 11.10. Necht a € R, A > 0a f € C? (B(a, A)) Potom existuje funkce w: B(a,A) —
R takovd, Ze

Vo € B(a,A): f(z) = T{(x) + w(@) - ||z — a|
a plati

ilg(llw(w) = 0.



12 Extrémy funkci vice proménnych

Véta 12.1 (postalujici podminky druhého f4du). BudiZ f € C*(G), a € G a necht a je sta-
ciondrnim bodem funkce f. Potom plati:

o Je-li V? f(a) negativné definitni, nabyvd f v bodé a ostrého lokdlniho maxima.
o Je-li V2 f(a) pozitivné definitni, nabyvd f v bodé a ostrého lokdlniho minima.

o Je-li V? f(a) indefinitni, nenabyvd f v bodé a ani lokdlntho maxima, ani lokdlniho min-
ima.

Véta 12.2. Budif G C R™ oteviend konvexni mnoZina a f € C*(G). Potom je funkce f na
mnoZiné G konkdvni, pravé kdyZ pro viechna x© € G je matice V? f (x) negativné semidefinitni.

Véta 12.3. Necht’ G je oteviend konvexni podmnoZina R™, f € C*(G) a a € G. Necht’ plati
o YV € G: V2f(x) je negativné semidefinitni,
e Vf(a)=o.

Potom funkce f nabyvd v bodé a svého maxima na mnoziné G.
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Seznam definic
K...... klicovy pojem
K supremum
K limita posloupnosti
K limita funkce
K spojitost funkce v bodé
K derivace funkce v bodé
K kompaktni mnoZina
K parcidlni derivace
K regularni matice

K konvergentni fada

K [zobecnény Riemannuv integrall

e konvergentni Riemannuv integral

e |divergentni Riemannuv integral|

e (vektorovy prostor|

e (vektorovy podprostor|

K [inearni kombinacel

o [trivialni linearni kombinacel

e [netrivialni linearni kombinace|

e (linearne zavislé vektory|

K [linearne nezavislé vektory|

o [linearné nezavisla mnozinal
e |baze prostoru

e (dimenze vektorového prostorul

e [linearni zobrazenil



e jjadro linearniho zobrazeni|

e [symetricka matice]|

K kvadraticka formal

e [typ kvadratické formy|

e [symetricka elementarni upraval

e [symetricka transformace|

e (diagonalni matice
K [viastn{ &slol
K [vlastni vektor

o (charakteristicky polynom|

e nasobnost vlastniho Cislal

e (ortogonalni matice|

e |stopa matice

K [Tayloruv polynom|

e [symbol malé of

e Taylorova radal

e Tayloruv polynom druhého radu pro funkce vice proménnych|




Seznam veét

B ...... bez dukazu

T ...... véta s t8Z8im dukazem

e integrace per partes (Véta[9.1)

B substituce pro Riemanniiv integral (Véta

e spojitost Riemannova integralu (Lemma(9.3)

vlastnosti zobecnéného Riemannova integralu (Véta[9.7)
linearita zobecnéného Riemannova integralu (Véta[9.8))
monotonie zobecnéného Riemannova integrilu (Véta
srovnavaci kritérium (Véta0.10)

limitn{ srovnavaci kritérium (Véta0.11)

T ® @ W W W

Newtonova-Leibnizova formule pro zobecnény Riemanniv integral (Véta|9.12)

™

existence baze (Véta[I0.))

e baze konecnérozmérného prostoru (Véta|10.2)
e vlastnosti Ker a Im (Véta[10.3))

e typ diagondlni matice (Véta[10.4)

T transformace a nasobeni (Lemma [I0.5])

e symetrickd transformace a nasobeni (Véta
e vlastnosti symetrické matice (Lemma|10.7)

e typ matice a nasobeni (Lemma [[0.8§)

e zachovavani typu matice (Lemma|10.9)

e diagonalizace matice (Véta[I0.10)

B Sylvestrovo kritérium (Véta[I0.11)

T vlastnosti vlastnich ¢isel (Véta|10.12)

e vlastni ¢isla symetrické matice (Véta[I0.13))



T

spektralni rozklad matice (Véta[I0.14)

typ matice a vlastni ¢isla (Véta[I0.15)
vlastnosti stopy (Véta[10.16)

Peantv tvar zbytku (Véta(11.2))

T jednoznacnost Taylorova polynomu (Véta(l1.3)

W W w2 ® 4

aritmetika malého o (Véta[I1.4)

skladéani funkci a malé o (Véta[I1.5))

Lagrangetv tvar zbytku (Véta

Taylorovy polynomy elementarnich funkci (Véta

Taylorovy fady sinu, cosinu a exponencialy (Véta[IT.8))

Taylorovy Fady log(1 + z) a (1 + z) (V&ta[l1.9)

aproximace funkce vice proménnych Taylorovym polynomem (Véta|11.10)
postacujici podminky druhého fadu (Véta[I2.1))

charakterizace konkavnosti (Véta[12.2)

existence extrému (Véta[12.3))
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