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9. Integral — pokracovani



9.1 Riemannuyv integral — pokracovani

Véta 9.1 (integrace per partes)
Necht funkce f, g, f' a g’ jsou spojité na intervalu

(a, b).Pak plati
b b
/ f'g= [fg]‘a’—/ fg'
a a



Véta 9.2 (substituce)

Necht' funkce f je spojita na intervalu (a, b). Necht dale
funkce ¢ ma na intervalu {«, 3) spojitou derivaci
a zobrazuje jej do intervalu {(a, b). Pak

B ©(8)
/ F(0(x)) ¢ (x) dx = / f(t) at.

o(a)



9.2 Zobecnény Riemannuv integral

Lemma 9.3 (spojitost Riemannova integralu)

Necht a,b € R, a < b, a funkce f ma na intervalu (a, b)
Riemannuv integral. Pak plati

b
/f_llm/f_llm/f
a X—b— X—a+



Lemma 9.4
Necht a, b € R*, a < b, a funkce f ma Riemannuv integral
na kazdém podintervalu (x,y) C (a, b). Necht dale
c € (a, b), existuji limity lim,_.... [ falim,_,_ [ f ajejich
soucet je definovan. Pak pro kaZdé d € (a, b) existuji
. d . y -
limy_a [, falim_,_ [ faplati
d y c y
im [ f+ tim [ f=tim [ f+ tim / f
C

x—at+ [, y—=b—Jq4 x—at [, y—b—



Definice

Necht a, b € R*, a < b, a necht funkce f je definovana na
intervalu (a, b). Ma-li funkce f Riemanndv integrél na
kazdém podintervalu (x, y) C (a, b) a existuje-li ¢ € (a, b)
takové, Ze limity limy_,o. [ falim,_,_ [7 f existuji a jejich
soucet ma smysl, pak definujeme zobecnény
Riemannuv integral funkce f na intervalu (a, b) jako

b c y
/ f= lim f-+ lim / f.
a Xx—at Jy y—=b—J



Lemma 9.5

Necht a,b € R, a < b, a funkce f je omezena na intervalu
(a, b). Jestlize existuje Riemannuv integral funkce f na
kaZzdém podintervalu (c,d) C (a, b), pak existuje

i Riemanndav integral funkce f na intervalu {(a, b).



Lemma 9.6

Necht' a,b € R*, a < b, f je nezdporna na (a,b) a f ma
Riemannuv integral na kazdém podintervalu

(x,y) C (a,b). Potom f ma zobecnény Riemanniv
integral na (a, b).



Véta 9.7
Necht a,b € R*ac € (a,b).
(i) Jestlize funkce f ma zobecnény Riemannuv integral
na (a, b), pak ma f zobecnény Riemannuv integral
ina(a,c)alc,b) aplati

b c b
/f:/f+/f.
a a c

(i) Necht funkce f ma zobecnény Riemanndv integral
na(a,c) a(c,b), f je omezena na nejakém okoli
bodu c a soudet [ f+ [Cf ma smysl. Pak f ma
zobecnény Riemanndv integral na (a, b) a plati

b c b
/f:/f+/f.
a a C



Véta 9.8 (linearita zobecnéného Riemannova
integralu)
Necht a,b € R*, a< b, f a g jsou funkce majici

zobecnény Riemannuv integral na intervalu (a, b) a necht’
a € R. Potom

(i) funkce of ma zobecnény Riemannuv integral na

(a, b) a plati
b b
/ af:a/ f,
a a

ma-Ii prava strana smysl,

(i) je-li soucet fab f+ [ : g definovany, pak ma funkce
f + g zobecnény Riemanndv integrél na (a, b) a plati

/ab(f+g)—/abf+/abg.



Véta 9.9
Necht a,b € R*, a < b, a necht’ f a g jsou funkce majici
zobecnény Riemanndyv integral na intervalu (a, b). Potom
plati:
(i) Je-li f(x) < g(x) pro kazdé x € (a, b), pak
f ab f < f ab g
(i) Funkce |f| ma zobecnény Riemannuv integral na
intervalu (a, b) a plati | [2f| < [P|f|.



Definice
Pokud zobecnény Riemann(v integral funkce f na

intervalu (a, b) existuje a pfitom je konecny, pak fikame,
Ze fab f konverguje. Pokud je roven +oco nebo —oco, pak
fikame, ze diverguje. Mame tedy nasledujici moznosti:

realnému cislu, tj. konverguje,

b existuje a je roven
f jeal +o00 nebo — oo, tj. diverguije,

a . '
neexistuje.



Véta 9.10 (srovnavaci kritérium)

Necht a, b € R*, a < b, funkce f a g splnuji

0 < f(x) < g(x) pro vsechna x € (a,b) af je na(a,b)
spojita. Pokud konverguje fab g. pak konverguje i |, : f.

Véta 9.11 (limitni srovnavaci kritérium)
Necht f a g jsou spojité nezaporné funkce na intervalu
f(x)

(a,b), b € R*, a existuje limita lim,_,,_ ) =7 € R*.

m Je-liy € (0,+0), pak fabf konverguje, pravé kdyZz
konverguje |, ab g.

m Je-liy = 0, pak z konvergence | ab g plyne
konvergence | ab f.

m Je-liv = +oo, pak z divergence fab g plyne
divergence [’ f.



Véta 9.12

Necht a,b € R*, a < b, f je spojita na (a,b), a F je
primitivni funkce k f na (a, b). Pak zobecnény Riemannuv
integral funkce f na (a, b) existuje, prave kdyz existuji
limity limy_, o F(x) alimy_,p_ F(x) a jejich rozdil ma
smysl. V tom pfipadé plati

/b f=[FIZ= lim F(x) — lim F(x).

X—a+



9.3 Lebesguelv integral

Definice 3
Necht A je néjaky systém podmnozin R". Rekneme, Zze A
je o-algebra, jestlize plati:
(i) 0 e A,
(i) je-li Ae A, pak také R"\ A € A,
(iii) jsou-li A1, Ay, ... € A, paktake JZ, A € A.
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Necht A je néjaky systém podmnozin R". Rekneme, Zze A

je o-algebra, jestlize plati:
(i) 0 e A,
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Definice
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9.3 Lebesguelv integral

Definice 3
Necht A je néjaky systém podmnozin R". Rekneme, Zze A
je o-algebra, jestlize plati:

(i) 0 e A,

(i) je-li Ae A, pak také R"\ A € A,

(iii) jsou-li A1, Ay, ... € A, paktake JZ, A € A.

Definice
Necht A je o-algebra podmnozin R”. Zobrazeni

p: A — (0,+00) U {+o0} se nazyva mira, jestlize

u(0) = 0, a jestlize je o-aditivni, tj. pokud Ay, As,... € A
jsou po dvou disjunkini, pak u(U;=Zy Aj) = 272, (A
Mnozinam z A se fika y-meéritelné mnoziny.



Véta 9.13
Existuje prave jedna o-algebra A\ na R" a praveé jedna
mira A na N\ majici nasledujici vliastnosti:
(i) A obsahuje vsechny oteviené podmnoZiny R",
(i) jestlize ABe N,AC EcC B,a\B\A)=0, pak
E e,
(i) AM(K) < +o0 pro kazdou kompaktni K C R",
(iv) je-lil = (a1, by) x (@, bo) x --- x (ap, by) C R", pak
A =TI (b — &),
(V) X je translacné invariantni, tj. A\(x + A) = A(A) pro
kaZdouAe ANax e R".



Véta 9.13
Existuje prave jedna o-algebra A\ na R" a praveé jedna

mira A na N\ majici nasledujici vliastnosti:

(i) A obsahuje vsechny oteviené podmnoZiny R",

(i) jestlize ABe N,AC EcC B,a\B\A)=0, pak
E e,

(i) AM(K) < +o0 pro kazdou kompaktni K C R",

(iv) je-lil = (a1, by) x (@, bo) x --- x (ap, by) C R", pak
A =TI (b — &),

(V) X je translacné invariantni, tj. A\(x + A) = A(A) pro
kaZdouAe ANax e R".

Definice
Mira )\ z pfedchozi véty se nazyva Lebesgueova mira

a mnozinam v A se fika lebesgueovsky méritelné
mnoziny.



Definice
Pro A C R” definujeme charakteristickou funkci
mnoziny A takto:

(x) = 1 xeA,
W70 xeR\ A
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Z}; Cixa nazyvame jednoduchou funkei.



Definice
Pro A C R” definujeme charakteristickou funkci

mnoziny A takto:

(x) = 1 xeA,
W70 xeR\ A

Necht A,...,Ac CR"acy,...,ck € R. Funkci tvaru
Z}; Cixa, nazyvame jednoduchou funkei. Jsou-li navic
Ai, ..., Ac € A, pak funkci Z/’.‘:1 Cjxa Nazyvame

jednoduchou méritelnou funkci.



Definice
Zobrazeni f: R" — R* nazyvame numerickou funkci.



Definice

Zobrazeni f: R” — R* nazyvame numerickou funkci.
Rekneme, Ze numericka funkce f je méfitelna, jestlize
existuje posloupnost jednoduchych méfitelnych funkci
{fi}32, takova, ze pro vSechna x € R" plati

im0 fi(X) = f(x).



Definice

Zobrazeni f: R” — R* nazyvame numerickou funkci.
Rekneme, Ze numericka funkce f je méfitelna, jestlize
existuje posloupnost jednoduchych méfitelnych funkci
{fi}32, takova, ze pro vSechna x € R" plati

im0 fi(X) = f(x).

Definice

Je-li {f;}2, posloupnost numerickych funkci, fekneme ze
numerickd funkce f je bodovou limitou posloupnosti {f},
jestlize pro kazdé x € R” plati lim;_., fi(x) = f(x).
Znacime lim;_,, f; = f nebo f; — f.



Veta 9.14 (vlastnosti méfitelnych funkci)
Meéritelné funkce maji nasledujici viastnosti:
(i) Jsou-li f, g méfitelné a o € R, pak i of, f + g, fg, é
jsou meéritelné, pokud jsou definované na celém R".
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Veta 9.14 (vlastnosti méfitelnych funkci)
Meéritelné funkce maji nasledujici viastnosti:
(i) Jsou-li f, g méfitelné a o € R, pak i of, f + g, fg, é
jsou meéritelné, pokud jsou definované na celém R".
(i) Jsou-li f,g méritelné, pak i max{f, g} a min{f, g}
jsou meéritelné.
(iii) Je-li f realna meritelna a g realna spojita, pak g o f je
métritelna.
(iv) Je-li {f;}3, posloupnost méritelnych funkci
s bodovou limitou f, pak f je také meritelna.
(v) Spojité funkce jsou meéritelné.



Definice

Pro jednoduchou méfitelnou funkci E}; Cixa;, kde
c1, ..., Ck jsou nezdporna realnd Cisla, definujeme jeji
Lebesgueuv integral jako

k k
/Z CfXAjd/\ = Z C/)‘(A/)7
j=1 j=1

pficemz pouzivame konvenci 0 - (+00) = 0.



Definice
Pro nezapornou méfitelnou funkci definujeme

/fdA:

= sup {/gd)\; g < f, g je jednoducha nezaporna méFiteIné}



Definice
Pro nezapornou méfitelnou funkci definujeme

/fdA:

= sup {/gdk; g < f, g je jednoducha nezaporna méFiteIné}

Konecné pro méfitelnou funkci f definujeme

/fdA:/ﬁdA—/fdA,

pokud je rozdil definovan.



Definice
Pro nezapornou méfitelnou funkci definujeme

/fdA:

= sup {/gdk; g < f, g je jednoducha nezaporna méFiteIné}

Konecné pro méfitelnou funkci f definujeme

/fdA:/ﬁdA—/fdA,

pokud je rozdil definovan.
Rikame, ze funkce f je lebesgueovsky integrovatelna,
pokud ma konecCny Lebesgueuv integral.



Definice
Je-li M C R™ méfitelna mnozina a f méfitelné funkce, pak

definujeme
/fd)\:/XMfdA
M



Véta 9.15 (vlastnosti Lebesgueova integralu)
Necht M je méritelna mnoZina a f, g jsou méritelné
funkce.
(i) Necht a € R. Pak [,,afd\ =« [, fd\
a [,(f+g)dx = [, fdx+ [,,gd), pokud jsou vyrazy
napravo definovany.
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Véta 9.16 (souvislost s Riemannovym
integralem)

(i) Jestlize existuje Riemanndv integral [° f, pak
existuje i Lebesguedv integral f(a, b) fd\ a oba
integraly se rovnaji.
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Véta 9.16 (souvislost s Riemannovym
integralem)

(i) Jestlize existuje Riemanndv integral [° f, pak
existuje i Lebesguedv integral f(& b) fd\ a oba
integraly se rovnaji.

(i) Je-li f omezena na (a, b), pak jeji Riemanndv integral
existuje, pravé kdyZz je skoro vsude spojita.

(i) Je-li f spojita nezaporna funkce na (a, b), pak
Jiap fAN = f f, kde vpravo je zobecnéeny
Riemannuv integral.



Véta 9.17 (Fubini)

Necht m,n e N a f: R™" — R je integrovatelna funkce.
Pro kazdé x € R™ definujme funkci f,: R" — R pfedpisem
f(y) = f(x,y). Pak pro skoro véechna x € R™ je funkce f,
integrovatelna a plati

[ o= [ (o) o



Véta 9.18 (o substituci)

Necht G c R" je oteviena mnoZina, funkce

©1,...,0n € C'(G) a zobrazeni ¢: G — R" definované
predpisem p(x) = [¢1(X), ..., pn(X)] necht je prosté. Dale
predpokladejme, Ze determinant (tzv. jakobian)

2ix) ... (%)

J@(X) =

() - )
je nenulovy pro kazdé x € G. Pak ¢(G) je oteviena a pro
kaz"dou méritelnou M C p(G) a kaZdou méfitelnou

f: o(G) — R* plati

/ fo) = / . Jo(X)|dA(x),

pokud je alespori jeden z techto integralt definovan.
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Vektorovym prostorem nad K rozumime trojici (V, +, -),
kde V je neprazdnd mnozina, + je operace z V x V do V
a - je operace z K x V do V, pficemz tyto operace maji
nasledujici vlastnosti:
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10.1 Vektoroveé prostory

Symbol K znaci mnozinu R nebo C.

Definice
Vektorovym prostorem nad K rozumime trojici (V, +, -),
kde V je neprazdnd mnozina, + je operace z V x V do V
a - je operace z K x V do V, pficemz tyto operace maji
nasledujici vlastnosti:
mVu,veV:u+v=v+ u(komutativita sCitani),
mvuv,weV:(Uu+v)+w=u+(v+w)
(asociativita scitani),
m mnozina V obsahuje prvek, ktery znacime o (a
fikdme mu nulovy prvek), splniujici

vwweV:o0+v=uy,



mVveVidweV:v+w=o0,



mvveViweV:v+w=o,
mvabeKvveV:a-(b-v)=(ab)-v,



mvveViweV:v+w=o,
mvabeKvveV:a-(b-v)=(ab)-v,
mvabeKvveV:(a+b)-v=a-v+b-v,



mVveVidweV:v+w=o0,
mvabeKvveV:a-(b-v)=(ab)-v,
mvabeKvveV:(a+b)-v=a-v+b-v,
mVacKvu,veV:a- (u+v)=a-u+a-v,



mVveVidweV:v+w=o0,
mvabeKvveV:a-(b-v)=(ab)-v,
mvabeKvveV:(a+b)-v=a-v+b-v,
mVacKvu,veV:a- (u+v)=a-u+a-v,
mVveV:1l-v=uv.



Definice
Necht (V,+,") je vektorovy prostora U c V, U # 0.
Rekneme, Ze U je vektorovy podprostor prostoru V,
jestlize

mVuvelU:u+vel,
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Necht (V,+,") je vektorovy prostora U c V, U # 0.
Rekneme, Ze U je vektorovy podprostor prostoru V,
jestlize

mvuvelU:u+vel,

mvVacKVueU:auel.
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Necht (V,+,") je vektorovy prostor, m € N,
up,....upeVal,..., \ne K Vyraz

AUt + -+ + AU,

nazyvame linearni kombinaci vektort uy, . .., u,. Pokud
alespon jedno z Cisel A1, ..., Ay je nenulové, pak
hovofime o netrivialni linearni kombinaci, v opacném
pripadé jde o trivialni linearni kombinaci.



Definice
Necht (V,+,") je vektorovy prostor, m € N,
up,....upeVal,..., \ne K Vyraz

AUt + -+ + AU,

nazyvame linearni kombinaci vektort uy, . .., u,. Pokud
alespon jedno z Cisel A1, ..., Ay je nenulové, pak
hovofime o netrivialni linearni kombinaci, v opacném
pripadé jde o trivialni linearni kombinaci. Linearni
kombinaci prazdné mnoziny vektor(i rozumime nulovy
vektor.



Definice

Necht (V,+,") je vektorovy prostor, uy, ..., U, € V.
Rekneme, Ze vektory us, ..., Uy, jsou linearné zavislé,
pokud existuje jejich netrivialni linearni kombinace, jez je
rovna nulovému vektoru.



Definice

Necht (V,+,") je vektorovy prostor, uy, ..., U, € V.
Rekneme, Ze vektory us, ..., Uy, jsou linearné zavislé,
pokud existuje jejich netrivialni linearni kombinace, jez je
rovna nulovému vektoru. Pokud vektory uy, ..., u, nejsou
linearné zavislé, pak fikame, ze jsou linearné nezavislé.



Definice

Necht (V,+,") je vektorovy prostor, uy, ..., U, € V.
Rekneme, Ze vektory us, ..., Uy, jsou linearné zavislé,
pokud existuje jejich netrivialni linearni kombinace, jez je
rovna nulovému vektoru. Pokud vektory uy, ..., u, nejsou
linearné zavislé, pak fikame, ze jsou linearné nezavislé.
Rekneme, e mnozina M c V je linearné nezavisla,
jestlize libovolna m-tice po dvou riznych vektord z M je
linearné nezavisla.



Definice

Necht (V,+,-) je vektorovy prostor a B ¢ V. Rekneme,
Ze B je baze prostoru V, jestlize mnozina B je linearné
nezavisla a kazdy vektor z V je linearni kombinaci
(kone¢né mnoha) vektorl z B.



Veta 10.1

(i) KaZdou linearné nezavislou podmnoZinu vektorového
prostoru Ize doplnit na bazi tohoto prostoru.



Veta 10.1

(i) KaZdou linearné nezavislou podmnoZinu vektorového
prostoru Ize doplnit na bazi tohoto prostoru.

(i) Kazdy vektorovy prostor ma bazi. Pocet prvku baze
je urcen jednoznacné.



Definice
Pocet prvku baze budeme nazyvat dimenze prostoru V.
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Dimenzi V znaCime dim V. Necht' V je vektorovy prostor
nad K.



Definice
Pocet prvku baze budeme nazyvat dimenze prostoru V.

Dimenzi V znaCime dim V. Necht' V je vektorovy prostor
nad K. Je-lidim V < +o0, fekneme, ze V je
kone¢nédimenzionalni. Je-li dim V = +o0, mluvime o
nekonec¢nédimenzionalnim vektorovém prostoru.



Definice

Pocet prvku baze budeme nazyvat dimenze prostoru V.
Dimenzi V znaCime dim V. Necht' V je vektorovy prostor
nad K. Je-lidim V < +o0, fekneme, ze V je
kone¢nédimenzionalni. Je-li dim V = +o0, mluvime o
nekonec¢nédimenzionalnim vektorovém prostoru.

Véta 10.2
Necht' V je vektorovy prostor dimenze n € N nad K.

(i) Jsou-livy,..., v, linearné nezavislé vektory v
prostoru V, pak mnoZina {v,...,v,} je bazi
prostoru V.



Definice

Pocet prvku baze budeme nazyvat dimenze prostoru V.
Dimenzi V znaCime dim V. Necht' V je vektorovy prostor
nad K. Je-lidim V < +o0, fekneme, ze V je
kone¢nédimenzionalni. Je-li dim V = +o0, mluvime o
nekonec¢nédimenzionalnim vektorovém prostoru.

Véta 10.2
Necht' V je vektorovy prostor dimenze n € N nad K.

(i) Jsou-livy,..., v, linearné nezavislé vektory v
prostoru V, pak mnoZina {v,...,v,} je bazi
prostoru V.

(i) Jestlize pro vektory v+, ..., v, € V plati
ling{vy,..., vy} =V, je mnoZina{vy,...,v,} bazi

prostoru V.



10.2 Linearni zobrazeni a reseni soustav
linearnich rovnic



10.2 Linearni zobrazeni a reseni soustav
linearnich rovnic

Definice
Necht U a V jsou vektorové prostory nad K. Zobrazeni
L: U — V se nazyva linearni, jestlize plati:

m VU, U € U: L(uy + up) = L(uy) + L(uz),



10.2 Linearni zobrazeni a reseni soustav
linearnich rovnic

Definice
Necht U a V jsou vektorové prostory nad K. Zobrazeni
L: U — V se nazyva linearni, jestlize plati:

m VU, U € U: L(uy + up) = L(uy) + L(uz),

m Vac KVu e U: L(au) = aL(u).



Definice
Necht U a V jsou vektorové prostory nad K, L: U — V
necht je linearni zobrazeni. Jadrem linearniho zobrazeni

L nazveme mnozinu

Ker(L) = {u € U; L(u) = o}.



Definice
Necht U a V jsou vektorové prostory nad K, L: U — V
necht je linearni zobrazeni. Jadrem linearniho zobrazeni

L nazveme mnozinu
Ker(L) = {u € U; L(u) = o}.
Symbolem Im(L) znac¢ime obor hodnot zobrazeni L, tedy

ImML={veV,3ueU: Lu)=v}.



Véta 10.3
Necht U a V jsou vektorové prostory nadK, L: U — V
necht je linearni zobrazeni. Potom plati:

(i) MnoZina Ker(L) je vektorovym podprostorem U.



Véta 10.3
Necht U a V jsou vektorové prostory nadK, L: U — V
necht je linearni zobrazeni. Potom plati:

(i) MnoZina Ker(L) je vektorovym podprostorem U.
(i) Mnozina Im(L) je vektorovym podprostorem V.



Véta 10.3

Necht U a V jsou vektorové prostory nadK, L: U — V
necht je linearni zobrazeni. Potom plati:

(i) MnoZina Ker(L) je vektorovym podprostorem U.
(i) Mnozina Im(L) je vektorovym podprostorem V.
(i) Pro dimenze plati: dim U = dim Ker(L) + dim Im(L).



10.3 Kvadratické formy

Definice
Necht A € M(n x n). Plati-li A = AT, pak fikame, ze
matice A je symetricka.
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Definice

Necht A € M(n x n). Plati-li A = AT, pak fikame, ze
matice A je symetricka.

Necht A € M(n x n) je symetrickd matice. Pak funkci
¢: R" — R definované pfedpisem op(u) = u” Au fikdme
kvadraticka forma.



10.3 Kvadratické formy

Definice

Necht A € M(n x n). Plati-li A = AT, pak fikame, ze
matice A je symetricka.

Necht A € M(n x n) je symetrickd matice. Pak funkci
¢: R" — R definované pfedpisem op(u) = u” Au fikdme
kvadraticka forma.Rikame, Ze tato forma je
reprezentovana matici A nebo Ze matice A je
reprezentujici matici formy ¢.



Definice )
Necht ¢: R” — R je kvadratické forma. Rekneme, Ze ¢ je

m pozitivné definitni (PD), jestlize

Vue R u+#o: ¢(u) >0,



Definice )
Necht ¢: R” — R je kvadratické forma. Rekneme, Ze ¢ je

m pozitivné definitni (PD), jestlize

Vue R u+#o: ¢(u) >0,

m negativné definitni (ND), jestlize

Vue R u+#o: ¢(u)<0,



Definice )
Necht ¢: R” — R je kvadratické forma. Rekneme, Ze ¢ je

m pozitivné definitni (PD), jestlize

Vue R u+#o: ¢(u) >0,

m negativné definitni (ND), jestlize

Vue R u+#o: ¢(u)<0,

m pozitivné semidefinitni (PSD), jestlize

Vu e R": o(u) >0,



m negativné semidefinitni (NSD), jestlize

Vu e R": o(u) <0,



m negativné semidefinitni (NSD), jestlize

Vu e R": o(u) <0,

m indefinitni (ID), neplati-li nic z pfedchoziho, {j.

du,veR": p(u) >0Ap(v) <O.












Definice o
Rekneme, ze matice A = (&;)i—1..» je diagonalni, je-li
aj=0prokazdé i je {1,.../n}i #].



Véta 10.4
Necht A = (ay) i=1.n je diagonalni. Pak plati:
j=1..n

m A je pozitivné definitni, pravé kdyZ a; > 0,
i=1,....n;



Véta 10.4
Necht A = (aj) i=1.n Jje diagonaini. Pak plati:
J=1..n
m A je pozitivné definitni, pravé kdyZ a; > 0,
i=1,....n;
m A je negativné definitni, pravé kdyz a; < 0,
i=1,....n;



Véta 10.4
Necht A = (ay) i=1.n je diagonalni. Pak plati:
j=1..n

m A je pozitivné definitni, pravé kdyZ a; > 0,

i=1,....n;
m A je negativné definitni, pravé kdyz a; < 0,
i=1,....n;

m A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyZz a; > 0,
i=1,....n;



Véta 10.4
Necht A = (ay) =10 Jje diagonailni. Pak plati:
m A je pozitivné definitni, pravé kdyZ a; > 0,
i=1,....n;
m A je negativné definitni, pravé kdyz a; < 0,
i=1,....n;
m A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyZz a; > 0,
i=1,....n;
m A je negativné semidefinitni, pravé kdyz a; < 0,
i=1,....n;



Véta 10.4
Necht A = (aj) i=1.n Jje diagonaini. Pak plati:
J=1..n
m A je pozitivné definitni, pravé kdyZ a; > 0,
i=1,....n;
m A je negativné definitni, pravé kdyz a; < 0,
i=1,....n;
m A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyZz a; > 0,
i=1,....n;
m A je negativné semidefinitni, pravé kdyz a; < 0,
i=1,....n;
m A je indefinitni, pravé kdyz existujii,j € {1,...,n}
takova, ze a; > 0 aa; < 0.



Definice

Symetrickou elementarni upravou matice A € M(n x n)
budeme rozumeét Upravu,kdy provedeme jistou
elementarni fadkovou Upravu matice A a vzniklou matici
upravime odpovidajici sloupcovou Upravou.



Definice

Symetrickou elementarni upravou matice A € M(n x n)
budeme rozumeét Upravu,kdy provedeme jistou
elementarni fadkovou Upravu matice A a vzniklou matici
upravime odpovidajici sloupcovou Upravou.

Symetrickou transformaci matice A budeme rozumét
kone¢nou posloupnost symetrickych elementarnich Gprav.



Lemma 10.5

Necht' T je transformace matic o m fadcich. Potom
existuje regularni matice B € M(m x m) takova, Ze
kdykoliv A" € M(m x n) vznikne z A € M(m x n)
pomoci T, tak plati A’ = BA.



Lemma 10.5

Necht' T je transformace matic o m fadcich. Potom
existuje regularni matice B € M(m x m) takova, Ze
kdykoliv A" € M(m x n) vznikne z A € M(m x n)

pomoci T, tak plati A’ = BA.

Obracené, je-liB € M(m x m) regularni matice, pak
existuje transformace T matic o m radcich takova, Ze pro

kaZdou matici A € M(m x n) plati A 5 BA.



Véta 10.6

UvaZujme symetrickou transformaci T matic typu n x n.
Pak existuje regularni matice B € M(n x n) takova, Ze
kdykoliv matice A’ € M(n x n) vznikne z A € M(n x n)
pomoci T, tak plati A’ = BAB.



Lemma 10.7

(i) Je-li A € M(n x n) symetricka a C € M(n x n), pak
CACT je opét symetricka matice.
(i) Symetricka transformace zachovava symetrii matice.



Lemma 10.8

Necht A € M(n x n) je symetricka matice a Q € M(n x n)
je regularni matice. Je-li A pozitivné definitni (resp.
negativné definitni, pozitivné semidefinitni, negativné
semidefinitni, indefinitni), pak je matice QAQT pozitivné
definitni (resp. negativné definitni, ... ).



Véta 10.9

Necht A € M(n x n) je symelricka matice a necht

B € M(n x n) vznikne z A pomoci symetrické
transformace. Matice A je pozitivné definitni (resp.
negativné definitni, pozitivné semidefinitni, negativné
semidefinitni, indefinitni), pravé kdyZ B je pozitivné
definitni (resp. negativné definitni, ... ).



Véta 10.10
Necht A € M(n x n) je symetricka matice. Pak ji Ize
symetrickou transformaci prevést na diagonalni matici.



Véta 10.11 (Sylvestrovo kritérium)
Necht' A = (a,-j),;zl,,,, € M(n x n) je symetricka. Matice A
m pozitivné definitni, pravé kdyZz pro kazdé
ke {1,...,n} plati

a1 ... ik
a1 ... Ak



Véta 10.11 (Sylvestrovo kritérium)
Necht' A = (a,,-),;:}‘,,, € M(n x n) je symetricka. Matice A
, j=1..n
je
m pozitivné definitni, pravé kdyZz pro kazdé
ke {1,...,n} plati

a1 ... ik
a1 ... Ak

m negativné definitni, prave kdyZz pro kazdé
ke {1,...,n} plati

ay ... aik
CUNE P >0
a1 ... gk



m pozitivné semidefinitni, pravé kdyZ pro kazdou K-tici
pfirozenych Cisel 1 < iy <--- <ix <n, ke {1,...,n},
plati

aiiy - Qi

: 20

iy .- Qi



m pozitivné semidefinitni, pravé kdyZ pro kazdou K-tici
pfirozenych Cisel 1 < iy <--- <ix <n, ke {1,...,n},
plati

aiiy - Qi

: 20

iy .- Qi

m negativné semidefinitni, pravé kdyz pro kazdou k-tici
pfirozenych Cisel 1 < iy <--- <ix <n ke {1,...,n},
plati

aiyiy - iy

(_1 )k . . Z O

ajj, ... 4ajij
ki klk



10.4 Vlastni Cisla a vektory

Definice )
Necht A € M(n x n). Rekneme, Ze X € C je vlastni Cislo

matice A, jestlize existuje nenulovy vektor x € C” takovy,
Zze Ax = \x. Vektor x pak nazyvame vlastnim vektorem
matice A prisluSnym k vlastnimu Cislu .



10.4 Vlastni Cisla a vektory

Definice

Necht A € M(n x n). Rekneme, Ze X € C je vlastni islo
matice A, jestlize existuje nenulovy vektor x € C” takovy,
Zze Ax = \x. Vektor x pak nazyvame vlastnim vektorem
matice A prisluSnym k vlastnimu Cislu .

Véta 10.12
Necht A € M(n x n).

(i) Prvek \ € C je viastnim cCislem matice A, pravé kdyz
det(A\I — A) = 0.



10.4 Vlastni Cisla a vektory

Definice

Necht A € M(n x n). Rekneme, Ze X € C je vlastni islo
matice A, jestlize existuje nenulovy vektor x € C” takovy,
Zze Ax = \x. Vektor x pak nazyvame vlastnim vektorem
matice A prisluSnym k vlastnimu Cislu .

Véta 10.12
Necht A € M(n x n).

(i) Prvek \ € C je viastnim cCislem matice A, pravé kdyz
det(A\I — A) = 0.
(i) Matice A ma nejvyse n rdznych vlastnich Cisel.



Definice

Necht A € M(n x n). Funkce A — det(Al — A) se nazyva
charakteristicky polynom matice A. Vzhledem k tvrzeni
(i) predchozi véty definujeme nasobnost vlastniho cisla
matice jako nasobnost tohoto Cisla jakozto kofene
charakteristického polynomu.
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Necht A € M(n x n). Funkce A — det(Al — A) se nazyva
charakteristicky polynom matice A. Vzhledem k tvrzeni
(i) predchozi véty definujeme nasobnost vlastniho cisla
matice jako nasobnost tohoto Cisla jakozto kofene
charakteristického polynomu.

Véta 10.13
Necht A € M(n x n) je symetricka. Pak jsou jeji viastni
Cisla realna.



Definice

Necht A € M(n x n). Funkce A — det(Al — A) se nazyva
charakteristicky polynom matice A. Vzhledem k tvrzeni
(i) predchozi véty definujeme nasobnost vlastniho cisla
matice jako nasobnost tohoto Cisla jakozto kofene
charakteristického polynomu.

Véta 10.13

Necht A € M(n x n) je symetricka. Pak jsou jeji viastni
Cisla realna.

Definice

Rekneme, ze matice Q € M(n x n) je ortogonalni,
jestlize plati Q"Q = QQ7 =L



Veta 10.14 (spektralni rozklad matice)

Necht' A € M(n x n) je symetricka. Pak existuje
ortogonalni matice Q € M(n x n) takova, Ze

M oL 0
QTAQ=|: . |,
0 ... A

kde \y,..., A\, jsou vlastni Cisla matice A.



Véta 10.15
Necht A € M(n x n) je symetricka. Pak plati:

m A je pozitivné definitni, pravé kdyZ jsou vsechna jeji
viastni ¢isla kladna,



Véta 10.15
Necht A € M(n x n) je symetricka. Pak plati:

m A je pozitivné definitni, pravé kdyZ jsou vsechna jeji
viastni ¢isla kladna,

m A je negativné definitni, pravé kdyZ jsou vsechna jeji
viastni ¢isla zaporna,



Véta 10.15
Necht A € M(n x n) je symetricka. Pak plati:

m A je pozitivné definitni, pravé kdyZ jsou vsechna jeji
viastni ¢isla kladna,

m A je negativné definitni, prave kdyZ jsou vSechna jeji
viastni ¢isla zaporna,

m A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyZz jsou vsechna
jeji vlastni Cisla nezaporna,



Véta 10.15
Necht A € M(n x n) je symetricka. Pak plati:

m A je pozitivné definitni, prave kdyZ jsou vsechna jeji
viastni ¢isla kladna,

m A je negativné definitni, pravé kdyZ jsou vsechna jeji
viastni ¢isla zaporna,

m A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyZz jsou vsechna
jeji vlastni Cisla nezaporna,

m A je negativné semidefinitni, pravé kdyZz jsou
vSechna jeji vlastni ¢isla nekladna,



Véta 10.15
Necht A € M(n x n) je symetricka. Pak plati:

m A je pozitivné definitni, prave kdyZ jsou vsechna jeji
viastni ¢isla kladna,

m A je negativné definitni, pravé kdyZ jsou vsechna jeji
viastni ¢isla zaporna,

m A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyZz jsou vsechna
jeji vlastni Cisla nezaporna,

m A je negativné semidefinitni, pravé kdyZz jsou
vSechna jeji vlastni ¢isla nekladna,

m A je indefinitni, pravé kdyZ ma kladné viastni ¢islo i
zaporné vlastni cislo.



Definice
Necht A = (a;) € M(n x n). Stopou matice A rozumime

Cislo .
tr(A) = Z aji.
=1



Definice
Necht A = (a;) € M(n x n). Stopou matice A rozumime

Cislo .
tr(A) = Z aji.
=1

Véta 10.16 (vlastnosti stopy)
Necht A,B,C € M(n x n), a € R. Pak plati:
(i) tr(A +DB) =tr(A) + tr(B),



Definice
Necht A = (a;) € M(n x n). Stopou matice A rozumime

Cislo .
tr(A) = Z aji.
=1

Véta 10.16 (vlastnosti stopy)
Necht A,B,C € M(n x n), a € R. Pak plati:
(i) tr(A +DB) =tr(A) + tr(B),

(i) tr(aA) = atr(A),



Definice
Necht A = (a;) € M(n x n). Stopou matice A rozumime

Cislo .
tr(A) = Z aji.
=1

Véta 10.16 (vlastnosti stopy)

Necht A,B,C € M(n x n), a € R. Pak plati:
(i) tr(A +DB) =tr(A) + tr(B),

(i) tr(aA) = atr(A),

(iii) tr(AB) = tr(BA),



Definice
Necht A = (a;) € M(n x n). Stopou matice A rozumime

Cislo
n
i=1

Véta 10.16 (vlastnosti stopy)
Necht A,B,C € M(n x n), a € R. Pak plati:

(i) tr(A+B) =tr(A) + tr(B),

(i) tr(aA) = atr(A),

(iii) tr(AB) = tr(BA),

(iv) tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA).



11. Taylorav polynom



11.1 Taylorav polynom fci jedné redl. prom.

Definice
Necht f je funkce, a € R a funkce f ma v bodé a vlastni
n-tou derivaci. Pak polynom

T!a(x) = f(a) + f(a)(x — a) + %f”(a)(x — a)’+

+t %f(”)(a)(x —a)"

nazyvame Taylorovym polynomem funkce f v bodé a
radu n.



Lemma 11.1
Necht n € N, Q je polynom, stQ < n a lim,_,5 2%

G=ay a)n =0
Pak Q je nulovy polynom.



Véta 11.2 (Peanuv tvar zbytku)

Necht' n € N, a € R a funkce f ma v bodé a vlastni n-tou
derivaci. Potom

) — TH(x)

Xx—a (X — a)” =0.



Véta 11.2 (Peanuv tvar zbytku)

Necht' n € N, a € R a funkce f ma v bodé a vlastni n-tou
derivaci. Potom

im f(x) — TH3(x)

Xx—a (X — a)” =0.

Véta 11.3 (o jednoznacnosti)

Necht' n € N, a € R, funkce f ma v bodé a vilastni n-tou
derivaci a P je polynom stupné nejvyse n splriujici

)l([nm (x — a)”

Potom P = T}
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Definice 5
Necht f a g jsou funkce, a € R*. Rekneme, Ze funkce f je

v bodé amalé o od g (piseme f(x) = o(g(x)), x — a),

jestlize plati
im @ =0.
x=a g(x)



Véta 11.4 (aritmetika malého o)

Necht a € R*.
(i) Jestlize fy(x) = o(g(x)), x — aaf(x) = o(g(x)), x — a, potom
fi(x) + fa(x :og(x)) X — a.



Véta 11.4 (aritmetika malého o)

Necht a € R*.
(i) Jestlize fy(x) = o(g(x)), x — aaf(x) = o(g(x)), x — a, potom
fi(x) + fa(x :og(x))x—>a
(i) Jestlize f1 o(g (%) ) X = aafy(x) =0(g(x)), x — a,

potom fi(x o(g1(x)g(x)), x — a.



Véta 11.4 (aritmetika malého o)

Necht a € R*.
(i) Jestlize fy(x) = o(g(x)), x — aaf(x) = o(g(x)), x — a, potom
fi(x) + fa(x :og(x))x—>a
(i) Jestlize f1 o(g (%) ) X = aafy(x) =0(g(x)), x — a,
potom fy(x o(g1(x)g(x)), x — a.
(iii) Jestlize f(x) = o(g1(x)), X — a a f, je nenulova na jistém

prstencovem oko// bodu a, potom f;(x)f(x) = 0(g1(x) (X)),
X — a.



Véta 11.4 (aritmetika malého o)

Necht a € R*.
(i) Jestlize fy(x) = o(g(x)), x — aaf(x) = o(g(x)), x — a, potom
fi(x) + fa(x og(x)) X — a.
(i) Jestlize f1 o(g (x)) X = aafy(x) =0(g(x)), x — a,
potom fy(x o(g1(x)g(x)), x — a.

(iii) Jestlize f1( ) = o(g1( )), X = a af, je nenulova na jistém
prstencovém okoli bodu a, potom f;(x)f>(x) = o(g1(x)f(x)),
X — a.

(iv) Jestlize f = 0(91(x)), x — a a existuje viastnilim,_, , %,

potom f(x) = 0(g=(x)), x — a.



Véta 11.4 (aritmetika malého o)

Necht a € R*.
(i) Jestlize fy(x) = o(g(x)), x — aaf(x) = o(g(x)), x — a, potom
fi(x) + fa(x og(x)) X — a.
(i) Jestlize f1 o(g (x ) X = aafy(x) =0(g(x)), x — a,
potom fy(x o(g1(x)g(x)), x — a.

(i) Jestlize f; (x) = o(g1 (x)), x — a a f; je nenulovd na jistém
prstencovém okoli bodu a, potom f;(x)f>(x) = o(g1(x)f(x)),
X — a.

(iv) Jestlize f(x) = 0(91(x)), x — a a existuje viastnilimy_, %,

potom f(x) = 0(g=(x)), x — a.
(v) Jestlize f(x) = o(g(x)), x — a a h je omezena na jistém
prstencovem oko// bodu a, potom h(x)f(x) = o(g(x)), x — a.



Véta 11.4 (aritmetika malého o)

Necht a € R*.
(i) Jestlize fy(x) = o(g(x)), x — aaf(x) = o(g(x)), x — a, potom
fi(x) + fa(x og(x)) X — a.
(i) Jestlize f1 o(g (x ) X = aafy(x) =0(g(x)), x — a,
potom fy(x o(g1(x)g(x)), x — a.

(i) Jestlize f; (x) = o(g1 (x)), x — a a f; je nenulovd na jistém
prstencovém okoli bodu a, potom f;(x)f>(x) = o(g1(x)f(x)),
X — a.

(iv) Jestlize f(x) = 0(91(x)), x — a a existuje viastnilimy_, %,

potom f(x) = 0(g=(x)), x — a.
(v) Jestlize f(x) = o(g(x)), x — a a h je omezena na jistém
prstencovém okoli bodu a, potom h(x)f(x) = o(g(x)), x — a.
(vi) Jestlizem,ne NU{0}, m< n,af(x)=o((x—a)"), x — a,
potom f(x) = o((x — a)™), x — a.



Véta11.5

Necht a,b € R*, f(y) = 0(9(y)), ¥y — b, lim,a0(x) = b
a existuje 6 € R, 6 > 0, takové, Ze

Vx € P(a,d): ¢(x) # b.

Potom f(p(x)) = 0(g(¢(X)), x — a.



Véta 11.6 (Lagrangelv tvar zbytku)

Necht' n € N, a dale necht | je otevieny interval,

fe C(l)aac I. Potom pro kazdé x € | existuje ¢islo
¢ € (a, x) splriujici

L) (x — 2.

100 = TH00+ 5



Definice
Necht f je funkce, a € R a funkce f ma v bodé a derivace

vSech radud. Potom fadu

o0

> %f(”)(a)(x —a)"

n=0

nazyvame Taylorovou radou funkce f o stfedu a. Ve
specialnim pfipadé a = 0 mluvime o MacLaurinoveé radé.



11.2 Taylorovy polynomy a rady el. fci

Véta 11.7
Pro kaZdé k < N plati:

mTOPOX) =1+ X+ X2+ XK



11.2 Taylorovy polynomy a rady el. fci

Véta 11.7
Pro kaZdé k < N plati:

mTOPOX) =1+ X+ X2+ XK
" o
m Tp0 (%) = T 0(x) =

x—%x3+%X5+---+(—1)k*1ﬁx2k*1,



11.2 Taylorovy polynomy a rady el. fci

Véta 11.7
Pro kaZdé k < N plati:

mTOP0x) =1+ x+ DX+ XK,

| TE ) = T - |
X—%X3—|—%X5—{—--- (_1)k—1mX2k—1,

000 = Tk () = 1



11.2 Taylorovy polynomy a rady el. fci

Véta 11.7
Pro kaZdé k < N plati:
mTOPOX) =1+ X+ X2+ XK
m T30 = T00(0x) = 1
X — %X3 + %XS e (1)K WXZKA,
B T = T (x) = o
1= 2 x4 (1) g X
T = x = D e (1) XK



11.2 Taylorovy polynomy a rady el. fci

Véta 11.7
Pro kaZdé k < N plati:
mTOP0x) =1+ x+ DX+ XK,
m T30 = T00(0x) = 1
X — %X3 ‘|‘ %XS + ttt (_1 )ki‘l (2k_1)!X2k717
B T50(0) = Toes () = 1
1= 2 x4 (1) g X
m T = x = P X (1)
B T) = (5) + (x4 ()X kdea € R,

0

(§) =1, (3) = detlocien)



Véta 11.8
Pro kazdé x € R jsou funkce exp, sin a cos souctem své
Taylorovy fady o stfedu 0. Plati tedy:

o0

’
Vx € R: expx = me”,
n=0 "

vx € R: sinx = iojﬂxz”‘1
' 4~ (2n—-1) ’

n=1

Vx €R: cosx =




Véta 11.9
Plati

Vx e (—1,1): log(1 +x) =

Vx e (—1,1): (1 +x)* =




11.3 Taylorav polynom 2. fadu fce vice prom.

Definice
Necht G c R" je oteviena mnozina, ac Ga f € C?(G).

Definujme funkci T2f’a: R” — R predpisem

n n
f.a _ g
7! (x)_f(a)+§ o Z ax,ax, a)(xi—a;)(x—a).

Tuto funkci nazyvame Taylorovym polynomem
druhého radu funkce f v bodé a.



Véta 11.10

Nechtac R",A>0af e C?(B(a,A)). Potom existuje
funkce w: B(a,A) — R takova, Ze

Vx € B(a,A): f(x) = TJ2(x) + w(x) - || x — a|?

a plati

)I(anaw(x) =0.



12. Extrémy funkci vice proménnych



Véta 12.1 (postacujici podminky druhého fadu)
Budiz f € C?(G), a € G a necht a je stacionarnim bodem
funkce f. Potom plati:
m Je-li V2f(a) negativné definitni, nabyva f v bodé a
ostrého lokalniho maxima.
m Je-li V2f(a) pozitivné definitni, nabyva f v bodé a
ostrého lokalniho minima.
m Je-li V2f(a) indefinitni, nenabyva f v bodé a ani
lokalniho maxima, ani lokalniho minima.



Véta 12.2

Budiz G c R" oteviena konvexni mnoZina a f € C3(G).
Potom je funkce f na mnoziné G konkavni, pravé kdyz pro
vSechna x € G je matice V2f(x) negativné semidefinitni.



Véta 12.3
Necht G je oteviena konvexni podmnozZina R", f € C?(G)
aa < G. Necht plati

m Vx € G: V2f(x) je negativné semidefinitni,
m Vi(a)=o.

Potom funkce f nabyva v bodé a svého maxima na
mnoziné G.



