5 Funkce vice proménnych

5.1 R” jako metricky a linearni prostor

Definice. MnoZinou R", n € N, rozumime mnoZinu vSech uspofddanych n-tic redlnych Cisel.

Definice. Euklidovskou metrikou (vzdalenosti) na R" rozumime funkci p: R" x R" —
(0, +00) definovanou piedpisem

Cislo p(x, y) nazyvame vzdalenosti bodu z od bodu y.
Véta 5.1 (vlastnosti euklidovské metriky). Euklidovskd metrika p md ndsledujici vlastnosti:
(i) Vz,y € R": p(z,y) =0z =y,
(i) Vz,y € R": p(x,y) = p(y, ©),
(iii) Vz,y,z € R": p(z,2) < p(z,y) + p(y, z) (trojithelnikovd nerovnost),
(iv) Vo,y € R"VA € R: p(Az, \y) = |Mp(z, ),
(V) Vz,y,z € R": p(x + z,y + 2) = p(z,y).
Definice. Necht' z € R”, r > 0. Mnozinu B(x, r) definovanou pfedpisem
B(z,r) ={y € R" p(z,y) <r}
nazyvame otevienou kouli o poloméru r a stfedu = nebo také okolim bodu x.

Definice. Necht M C R”, z € R™. Rekneme, 7e r € R" je vnitfnim bodem mnoziny M,
jestlize existuje > 0 takové, Ze B(x,r) C M.

Definice. Mnozina M C R" se nazyva oteviena v R", jestliZe kazdy jeji bod je jejim vnitfnim
bodem. Dopliiky otevienych mnoZin (tj. mnoziny tvaru R" \ G, kde G je oteviend mnoZina)
nazyvame uzavienymi mnoZinami v R".

Véta 5.2 (vlastnosti otevienych mnoZin).

(i) Prdzdnd mnoZina a cely prostor R" jsou oteviené v R".

(ii) Necht’ mnoZiny G, C R", a € A, jsou oteviené v R". Pak | J . 4 G je oteviend mnoZina
v R"

(iii) Necht’ mnoZiny G;, 1 = 1,...,m, jsou oteviené. Pak ﬂ?; G je oteviend mnoZina v R".



Véta 5.3 (vlastnosti uzavienych mnozin).
(1) Prdzdnd mnoZina a cely prostor R" jsou uzaviené v R".

(ii) Necht mnoziny F,, C R", o € A, A # (), jsou uzaviené v R". Pak (4 Fa je uzaviend
mnoZina v R™.

(iii) Necht' mnoZiny F;, i =1,...,m, jsou uzaviené. Pak | J;" | F; je uzaviend mnoZina v R".

Definice. Necht M C R" a z € R™. Rekneme, 7e je hrani¢nim bodem mnoziny M, pokud
pro kazdé r > 0 plati B(z,r) " M # (0 a B(z,r) N (R™\ M) # (. Hranici mnoziny M
rozumime mnoZinu vSech hrani¢nich bodd M. Znacime ji H(M).

Definice. Necht M C R”. Vnitfkem mnoZziny M rozumime mnoZinu vSech vnitinich boda
mnoziny M. Uzavérem mnoZziny M rozumime mnoZzinu M U H(M). Vnitfek mnoZiny M
budeme znacit int M a pro uzdvér mnoziny M vyhradime symbol M.

Definice. Rekneme, e mnoZina M je omezena v R”, jestlize existuje r > 0 tak, ze M C
B(o,r).
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5.2 Spojitost funkci z R"

Definice. Necht M C R", x € M a f: M — R. Rekneme, Ze f je spojitd v bodé = vzhledem
k M, jestlize plati

VeeR,e>030 e R,d >0Vy € B(z,0)NM: f(y) € B(f(x),e).

Definice. Necht 2/ € R” pro kazdé j € N a z € R". Rikdme, Ze posloupnost {2’ 132
konverguje k z, pokud lim;_,, p(z,2?) = 0. Znalime z/ — . Prvek z nazyvame limitou
posloupnosti {27} ;.

Véta 5.4. Necht’ 7 € R" pro kazdé j € N a v € R". Posloupnost {z’ };";1 konverguje k x
pravé tehdy, kdyZ posloupnost {xf 521 konverguje k x; pro kaZdé i € {1,...,n}.

Véta 5.5 (Heine). Necht’ M C R", x € M a f : M — R. Pak je ekvivalentni:
(1) f je spojitd v x vzhledem k M,

(ii) lim; o0 f(27) = f(x) pro kaZdou posloupnost {x7}32, splitujici 27 € M pro j € N a
lim;_, ) = 1.

Definice. Necht M/ € R" a f : M — R. Rekneme, Ze f je spojita na M, jestlize je spojitd
v kazdém bodé x € M vzhledem k M.
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Definice. Mnozinu M C R" nazyvame kompaktni, pokud z kazdé posloupnosti prvkd mnoziny
M 1ze vybrat konvergentni posloupnost s limitou v M.

Lemma 5.6. Necht' F C R" je uzaviend mnoZina a {x?} je posloupnost prvkii mnoZiny F majici
limitux € R™. Pakx € F.
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Véta 5.7 (charakterizace kompaktnich mnozin v R"™). MnoZina M C R" je kompaktni, prdvé
kdy? je uzaviend a omezend.

Definice. Necht M/ C R", z € M a f je funkce definovand alesponi na M (tj. M C Dy).
Rekneme, Ze f nabyva v bodé » maxima (minima) na ), jestlize plati

VyeM: f(y) < f(x)

(Vy € M: f(y) = f(2)).

Rekneme, Ze f ma v bod¢ = lokalni maximum (lokalni minimum) vzhledem k )/, jestlize
existuje 0 > 0 takové, Ze

Yy € B(x,0) N M: f(y)
(Vy € B(z,6) N M: f(y)

()
().

Definice. Rekneme, Ze f ma v bodé = ostré lokalni maximum (ostré lokalni minimum) vzh-
ledem k M, jestliZe existuje 6 > 0 takové, Ze

Yy € (B(x,0) \{z}) N M: f(y) < f(x)
(Vy € (B(z,0) \{z}) N M: f(y) > f(x)).

Véta 5.8. Necht’ M C R" je neprdzdnd kompaktni mnoZina a f: M — R je spojitd na M. Pak
f nabyvd na M svého maxima i minima.

<f
> f

Dusledek 5.9. Necht’ M C R" je neprdzdnd kompakini mnoZina a f: M — R je spojitd na M.
Pak f je omezend na M.

5.3 Parcialni derivace

Definice. Necht' f je funkce n proménnych, j € {1,...,n} aa € R". Pak Cislo

J)
OF () = i Lo E 1) = f@)
oz, t—0 t
<: lim f(al,. A1, a4 +t,aj+1, . ,an) — f(al, . ,an))
t—0 t

nazyvame parcialni derivaci (prvniho radu) funkce f podle j-té proménné v bodé o (pokud
limita existuje).



Definice. Necht' G C R" je neprazdna a oteviena. Necht funkce f ma v kazdém bod¢ mnoZiny
G spojité€ viechny parcidlni derivace (tj. funkce v — 5 ( ), J =1,...,n,jsouspojité v kazdém
Tj

bodé G). Pak fikdme, Ze funkce f je tfidy C' na G. Znac1me fec 1( ).

Definice. Necht' G C R" je oteviend mnoZina, a € G a f € C*(G). Pak graf funkce

T x s fla)+ g—i(am Ca)+

of

8%(@)(% —ay,), © € R",

f
a—@(a)(xz—az)Jr“'Jr

se nazyva te¢nou nadrovinou ke grafu funkce f v bodé€ [a, f(a)].
Véta 5.10. Necht’ G C R" je oteviend mnoZina a f € C*(G). Pak f je spojitd na G.

Definice. Necht G C R" je oteviend mnoZina, a € G a f € C'(G). Gradientem funkce f v
bodé a rozumime vektor

of  of

V@) = | (@), 5 (@), (0

Véta 5.11. Necht’ G C R™ je oteviend, a € G, j € {1,...,n}. Necht' funkce f: G — R md
v bodé a lokdlni extrém (vzhledem ke G). Pak bud’ %(a) neexistuje nebo je rovna nule.
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Véta 5.12 (derivace slozené funkce). Necht’ r,s € N a necht’ G C R*, H C R’ jsou oteviené
mnoziny. Necht' ¢i,...,o, € CH(G) a f € C'(H). Je-li sloZend funkce F: G — R urcend

predpisem
F(x) = f(e1(x), pa(), - - or())
definovina na G, pak F € C'(G). Pro a € G oznaéme b = [p1(a),. .., (a)]. Pak pro

je{l,..., s} plati
oF " Of . Oy;
5@ = 2 G0

Véta 5.13. Necht' i,7 € N, 1 < n, j < n a funkce f md na okoli bodu a € R" obé derivace

0? 0% f 0?
8%6];]’ Fe,0m @ ylo jsou v bodé a spojité. Pak plati 5 8]; (a) = ﬁx]gmi (a).

Definice. Necht' G C R" je oteviend mnoZina. Rekneme, e funkce f je tFidy C> na G, ma-li
f v8echny parcidlni derivace vSech fadu spojité na mnoziné G. Znacéime f € C>*(G).

Konec 6. prednasky, 10.3.2017



5.4 Véta o implicitnich funkcich

Véta 5.14. Necht' G C R""! je oteviend mnoZina, F: G — R, 1 €e R", 5 € R, [1,9] € G a
necht’ plati:

() F e CYQ),
(i) F(z,9) =0,
... OF _
(iii) 8—y(a:, g) # 0.

Pak existuje okoli U C R"™ bodu x a okoli V' C R bodu vy tak, Ze pro kaidé x € U existuje prdavé
jedno y € V svlastnosti F(x,y) = 0 a piseme-liy = p(z), pak ¢ € C1(U) a

L (0
0z, T T (@)

kdej € {1,...,n}, z € U.

Véta 5.15. Necht' G C R""™ je oteviend mnoZina, F;: G — R, j = 1,...,m, & € R",
g € R™, [Z,9] € G anecht’ plati:

(i) F; € CHG)proje{l,...,m},
(ii) F3(2,9) =0proj €{1,...,m},

(111) ‘ 6(y1,y2 ----- ym) ) # O.

(2,9

Pak existuje okoli U C R"™ bodu & a okoli V' C R™ bodu y tak, Ze pro kaidé x € U existuje prdavé
jedno y € V s vlastnosti F;(x,y) = 0 pro kaZdé j € {1,...,m} a piseme-li y; = ¢;(z), j €
{1,...,m}, pak p; € C(U).
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5.5 Lagrangeova véta o multiplikatorech

Véta 5.16. Necht’ G C R? je oteviend mnoZina, f,g € C1(G), M = {[z,y] € G; g(z,y) = 0}
a[z,y] € M je bodem lokdlniho extrému funkce f vzhledem k mnoZiné M.
Potom je splnéna alespori jedna z ndsledujicich podminek:

)
Vg(z,79) = o,

(Il) existuje redlné cislo A € R splitujici

ViZ,g)+ X Vg(Z,7) =o.
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Véta 5.17. Necht’ G C R" je oteviend mnoZina, f,gi,...,gm € CH(G), m < n,
M ={z€G; gi(2) =0,92(2) = 0,..., gm(2) = 0}

abod Z € M je bodem lokdlniho extrému funkce f vzhledem k M.
Potom je splnéna alespori jedna z ndsledujicich podminek:

(I) vektory
v91(2)> Vg?('g)v s 7v.gm<2)

Jjsou linedrné zdavisleé,
(Il) existuji redlnd cisla M1, Mo, ..., Ay, spliujict

V(EZ)+ A -Vgi(2) + A2 - Vg (Z) + -+ A - Vgm(Z) = 0.

5.6 Funkce konkavni a kvazikonkavni
Definice. Necht’ A/ C R”. Rekneme, Ze M je konvexni mnoZina, jestliZe plati:
Ve, ye MVt e (0,1): to+ (1 —t)y € M.

Véta 5.18 (o stiedni hodnot&). Necht’ G C R™ je konvexni oteviend mnoZina, f € C'(G), a €
G,b € G. Pak existuje ty € (0, 1) tak, Ze

o) = 1) = 3 g (toa+ (1= 1))@~ ).

Definice. Necht’ M/ C R” je konvexni mnoZina a funkce f je definovana na M. Rekneme, Ze f
je

e konkavni funkce na M, jestlize

Va,b € MVt e (0,1): f(ta+ (1—t)b) > tf(a) + (1 — ) f(b),

e ryze konkavni funkce na M, jestlize

Va,b € M,a #bVt € (0,1): f(ta+ (1 —1t)b) > tf(a)+ (1 —1)f(b),

e kvazikonkavni na M, jestlize

Va,b e M, f(b) > f(a)Vt € (0,1) : f(ta+ (1 —1t)b) > f(a),



e ryze kvazikonkavni na ), jestliZze

Va,b€ M,a #b, f(b) > f(a)Vt € (0,1): f(ta+ (1 —1t)b) > f(a).

Véta 5.19. Necht’ M C R™ je konvexni mnoZina a f je funkce definovand na M. Pak plati:
(i) Je-li f konkdvni na M, pak je i kvazikonkdvni na M.
(ii) Je-li f ryze konkdvni na M, pak je i ryze kvazikonkdvni na M.
Véta 5.20. Necht’ funkce f je konkdvni na oteviené konvexni mnoZiné G. Pak f je spojitd na G.

Véta 5.21. Necht’ funkce f je konkdvni na konvexni mnoZiné M. Pak pro kaZdé o € R je mnoZina
Qo ={z € M; f(x) > a} konvexni.
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Véta 5.22. Necht’ G C R" je konvexni oteviend mnoZinaa f € C1(G). Pak je funkce f konkdvni
na G prdvé tehdy, kdyZ plati

Vr, y € G: f(y) < f(z) + Z 5o (@) — ).

Véta 5.23. Necht’ G C R" je konvexni oteviend mnoZina a | € C'(G) je konkdvni na G. Je-li
a € G staciondrnim bodem funkce f, pak je a bodem maxima funkce f.

Véta 5.24. Necht' G C R" je konvexni oteviend mnoZina a [ € C'(G). Pak je funkce f ryze
konkdvni na G pravé tehdy, kdy?

of (2)(ys — x4).

Ve,ye Gox#y: f(y) <f(x)+Zax.
i=1 ¢

Véta 5.25. Necht’ M C R" je konvexni mnoZina a f je funkce definovand na M. Funkce f je
kvazikonkdvni na M pravé tehdy, kdyZ pro kazdé o € R je mnoZina

Qo ={z € M; f(z) > a}
konvexni.

Véta 5.26. Necht' f je ryze kvazikonkdvni funkce na konvexni mnoziné M C R™. Pokud f
nabyvd na M svého maxima, pak ho nabyvd prdvé v jednom bodé.

Dusledek 5.27. Necht’ M C R™ je konvexni, omezend, uzaviend a neprdzdnd mnoZina a f je
spojitd a ryze kvazikonkdvni funkce na M. Pak f nabyvd maxima na M prdavé v jednom bodeé.



6 Maticovy pocet

6.1 Zakladni operace s maticemi
Definice. Tabulku

a1 a12 N AT
921 929 ... Qop
A31 o ve e y (1)
m1  Gm2 Qmn
kde a;; € R,v = 1,...,m, 7 = 1,...,n, nazgvdme matici typu m x n. Je-li m = n, pak

mluvime o ¢tvercové matici Fadu n. MnoZinu vSech matic typu m x n znacime M (m x n).
O n-tici Cisel

(Clﬂ, @2,y - - - ,Gm),
kde i € {1,..., m}, mluvime jako o i-tém Fadku matice (1) a o m-tici ¢isel
alj
a2,
amj
kde j € {1,...,n}, jako o j-tém sloupci matice (1). Matici (1) znacime také symbolem

Definice. Rekneme, 7e matice A = (aij)i=1.m» B = (byy)u=1.p se rovnaji, jestlize plati m = p,
=1 =1..s

j=l.n v=1
n=saa; =b;prokazdéi e {1,...,m},j€{1,...,n}

%
J

Definice. Necht A,B - M(m X n), A = (aij>i:1..m, B = (bZJ)
j=l.n

matic A a B rozumime matici

L.m, A € R. Pak souctem
1.n

a1 + b11 a12 + b12 Ce A1p + bln
a1 + o1 aga +ba ... ag, + by
A —+ IB = asy + b31 ..........................

Qm1 + bml Am2 + bm2 ceo Qmn + bmn

Soucinem realného ¢isla )\ a matice A rozumime matici

/\(111 )\CL12 . )\aln
/\CL21 )\@22 e /\(lgn
A = )\a31 ................
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s=1..n

Definice. Necht’ A = (a;5)i=1..m je matice typu m x n a B = (bs;)
Soucinem matic A a B rozumime matici A - B = (¢;5):

s=L.n je matice typu n x k.
j=1..

—1.m typum X k, kde

j=1..k

cij:Zaisbsj, Z:]_,
s=1
Zpravidla budeme psat misto A - B pouze AB.

Véta 6.1 (vlastnosti maticového ndsobeni). Plati:

(i) VA|B,C € M(n xn): (AB)C = A(BC),

(i) VA,B,Ce M(nxn): A(B+C)=AB+ AC,

(iii) VA, B,C € M(n x n): (A+B)C = AC + BC,

(iv) M e M(n xn)VA € M(n x n): IA = Al = A (existence a jednoznacnost jednotkové
matice 1).

Definice. Transponovanou matici k matici

A = (aij)i=1.m
j=1l.n
rozumime matici
AT = (lew) u=1l..n
v=1l..m
kde a,, = a,, prokazdé v € {1,...,n},ve {1,...,m}

Véta 6.2 (vlastnosti transponovanych matic). Plati:

() VA € M(m xn): (AT)T = A,
(ii) VA, B € M(m x n): (A+B)T = AT + B,
(iii) VA € M(m x k) VB € M(k x n): (AB)T = BTAT.
6.2 Regularni matice

Definice. Necht A € M (n x n). Rekneme, 7e A je regularni, pokud existuje B € M(n x n)
takova, Ze

AB =BA =1

Definice. Necht’ A je regularni matice. Matici B spliujici AB = BA = I pak nazyvame inverzni
matici k matici A. Zna¢ime ji A~1.
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Véta 6.3 (regularita a maticové operace). Necht’” A,B € M (n x n) jsou reguldrni matice. Pak
plati:

(i) A~ je reguldrni matice a (A=1)7! = A,
(1) AT je reguldrni matice a (AT)™' = (A=HT,

(iii) AB je reguldrni matice a (AB)™! = B~1A~1

Definice. Necht' k,n € N. Mé&me fadkové vektory v = (vi,... v}, ..., vF = (vF, ... vF).
Linearni kombinaci vektort v!, . .., v¥ rozumime fadkovy vektor tvaru

Mvi4 v

k rozumime linearni

kde \; € R, i = 1,..., k. Trivialni linearni kombinaci vektort v!, ... v
kombinaci

Definice. Rekneme, Ze vektory v', . .., v¥ jsou linedrné nezavislé, jestlize plati
VA, ... M ER: M Vi 4 vi=0= M= = =)\ =0,
neboli mezi viemi linedrnimi kombinacemi fddkovych vektord v!, ..., v* je rovna nulovému

fadkovému vektoru, ktery znacime o, jenom trividlni linedrni kombinace.

Definice. Necht' A € M(m x n). Hodnosti matice A rozumime maximalni pocet linedrné
nezdvislych fadka (tj. fddkovych vektorti). Hodnost matice A zna¢ime h(A).

Definice. Rekneme, 7e matice A € M (m x n) je schodovita, jestlize pro kazdé i € {2,...,m}
plati, Ze i-ty fddek matice A je nulovy nebo zac¢ind vétsim poctem nul nez (i — 1)-ni fadek.

Definice. Elementarnimi radkovymi apravami matice A budeme rozumét:
(i) zaménu dvou radku,
(i1) vyndsobeni fadku nenulovym cislem,
(ii1) pficteni ndsobku jednoho fadku k jinému radku.

Definice. Transformaci budeme rozumét konecnou posloupnost fadkovych elementarnich tprav.
Jestlize matice B € M (m x n) vznikla z matice A € M (m x n) aplikaci transformace 7" na

.. Ny r
matici A, pak tento fakt zna¢ime takto: A ~~ B.

Véta 6.4 (vlastnosti fddkovych elementarnich dprav). (i) Necht’ A € M (m xn). Pak existuje
transformace T’ pFevddéjici matici A na schodovitou matici.



(ii) Necht’ A,B € M(m xn). JestliZe existuje transformace T} takovd, Ze A 4 B, pak existuje

transformace Ty takovd, Ze B A
(iii) Necht’ A,B € M (m x n) a T je transformace takovd, Ze A s B. Pak h(A) = h(B).
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Véta 6.5 (soucin a fadkové dpravy). Necht’ A € M(n x k),B € M(k xm), C€ M(n xm)a
plati AB = C. Necht' T je transformace a A LA aC 5 C. Pak plati A'B = C'.
Véta 6.6. Necht’ A € M(n x n). Pak A je reguldrni, pravé kdy? h(A) = n.
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6.3 Determinanty

Definice. Necht’ A € M (n x n). Matici A;; budeme rozumét matici typu (n — 1) x (n — 1),
kterd vznikne z A vynechdnim i-tého fadku a j-té€ho sloupce.

Definice. Necht’ A = (a;;)i=1..». Determinant matice A definujeme takto:
1

J=L1..

det A = 4 ML pokud n =1,
S (1) a; det Ay,  pron > 1.

=1

Pro det A budeme také pouzivat symbol

ai;r a2 ... Qip
a1 A92 .o Aoy
asy

Ap1 Ap2 ... Qpp

Véta 6.7. Necht’ A € M(n x n).

(i) Necht’ matice A’ vznikne 7z A tak, Ze v A vyménime dva Fddky mezi sebou (tj. provedeme
prvni Fddkovou elementdrni vpravu), pak plati det A’ = — det A.

(ii) Necht’ matice A’ vznikne z A tak, Ze v A jeden Fddek vyndsobime redlnym Cislem )\, pak
plati
det A" =\ det A.

(iii) Necht’ matice A’ vznikne z A tak, Ze v A \-ndsobek jednoho rddku pricteme k jinému rdadku
(tj. provedeme tieti radkovou elementdrni iipravu), pak plati

det A’ = det A.
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Véta 6.8. Necht’ A € M(n xn), j€{l,...,n}. Pak
det A = Z(—l)”jaij det AU
i=1

Definice. Necht’ A € M (n x n). Rekneme, Ze A je horni trojihelnikova matice, jestlize plati
a;; =0proi > j,i,j € {1,...n}. Rekneme, Ze A je dolni trojihelnikova matice, jestliZe plati
a; =0proi < j, 7,7 €{1,...n}.

Véta 6.9. Necht’ A € M(n x n) je horni (resp. dolni) trojithelnikovd matice. Pak plati
detA =aj;;-ag - - Q-

Véta 6.10. Pro A € M(n x n) plati det A = det AT,

Véta 6.11. Necht’ A € M(n x n). Pak A je reguldrni, prdavé kdyz det A # 0.

Véta 6.12. Pro A, B € M(n x n) plati det AB = det A det B.

6.4 ReSeni soustav linearnich rovnic

Véta 6.13. Necht’ A € M(nxn),be M(nx1),z € M(nx1)aAx =b. Provedeme-li stejné
elementdrni vipravy na A i na b obdrZime matice A’ a b’ pro které plati N'xz = b'.

Véta 6.14. Necht’ A € M(n x n). Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) matice A je reguldrni,
(ii) soustava (S) md pro kaZdé b prdvé jedno reseni,
(iii) soustava (S) md pro kazZdé b alespori jedno FeSeni.
Véta 6.15. Soustava (S) md reSeni pravé tehdy, kdyZ matice

ai;y ... Qin bl a1 ... Qip

anl .. Gpn bp Gnl . Qpp
maji stejnou hodnost.
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Véta 6.16 (Cramerovo pravidlo). Necht’” A € M(n x n) je reguldrni matice, b € M(n x 1),
x € M(nx1)aAx =b. Pak

aip ... Q141 b1 a1 41 -.. Q1n
an1 ... Qpgj—1 bn Qpj4+1 --- Anp
€Ty = s
a3 ... Aai1j-1 Qi3 Qii+1 ... Qin
Gp1 ... Apj—1 Qpj Qpj+1 ... Qnn

proj=1...,n.

6.5 Matice a linearni zobrazeni

Definice. Rekneme, Ze zobrazeni f: R™ — R je linearni, pokud plati:
(i) Yu,v e R": f(u+v)= f(u)+ f(v),
(i) VA € RVu € R": f(\u) = Af(u).

Véta 6.17 (reprezentace linearnich zobrazeni). Zobrazeni f: R" — R™ je linedrni prdvé tehdy,
kdyz existuje matice A € M (m x n) takovd, Ze

Vu e R": f(u) = Au = ......

Véta 6.18. Necht’ zobrazeni f : R" — R" je linedrni. Pak jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:
(1) f je bijekce (1j. jde o prosté zobrazeni R™ na R"),
(ii) f je prosté zobrazeni,
(iii) f je zobrazeni R™ na R™.

Véta 6.19. Necht’ f: R" — R™ je linedrni zobrazeni reprezentované matici A € M(m X n)
a g: R™ — RF je linedrni zobrazeni reprezentované matici B € M (k x m). Potom sloZené
zobrazeni g o f: R™ — RF je linedrni a je reprezentovdno matici BA.

Konec 16. prednasky, 19.4.2017



7 Ciselné rady
Definice. Necht’ {a,} je posloupnost. Pro m € N poloZzme
Sm=a1+ag+ -+ Q.

Cislo s,, nazveme m-tym ¢asteénym souétem fady >°>° | an. Prvek a, budeme nazyvat n-tym
¢lenem fady Y > | a,. Sou¢tem nekone¢né fady >~ | a, nazveme limitu posloupnosti {s,,},
pokud tato limita existuje. Soucet fady budeme znacit symbolem »_>° | a,,. Rekneme, Ze fada
konverguje, je-1i jeji soucet redlné ¢islo. V opacném piipadé fekneme, Ze fada diverguje.

[e%S)
n=1

Véta 7.1 (nutnd podminka konvergence fady). JestliZe Fada »
0.

a,, konverguje, potom lim a,, =

Véta 7.2 (srovndvaci kritérium). Necht' > " a,ay | b, jsou dvé Fady spliujici 0 < a,, < b,
pro kazdé n € N.

(i) Je-li Y > | by, konvergentni, je rovnéZ Y| a,, konvergentni.

(i) Je-li Y 7 | a, divergenmi, je rovnéZ Y~ | b, divergentni.
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Véta 7.3 (limitni srovndvaci kritérium). Necht’ Y~ a, a Y ., b, jsou Fady s nezdpornymi
Cleny spliiujici lim,,_, « a, /b, = ¢ € (0, +00). Pak > " a, konverguje, pravé kdy? konverguje

2 et b

Véta 7.4 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Budiz )", a,, Fada s nezdpornymi ¢leny. Potom
plati:

() Je-lilim /a, < 1, je > .°° . a, konvergentni.

n=1
(i) Je-li lim /a, > 1, je > .7 | a, divergentni.
Véta 7.5 (d’Alembertovo podilové kritérium). BudiZ > | a, Fada s kladnymi ¢leny. Potom
plati:
(1) Je-lilima,i1/a, <1, je Y | a, konvergentni.

[e'S)
n=1

(ii) Je-lilima,1/a, > 1, je > 7, a, divergentni.
Véta 7.6. Necht’ o € R. Rada > °° | 1/n® konverguje pravé tehdy, kdyz > 1.
Véta 7.7 (Leibnizovo kritérium). Méjme Ffadu )", (—1)"a,. Necht’ plati

® a, > ant1 > 0prokaZdén € N,

e lima, = 0.



Potom > (—1)"a,, konverguje.
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Definice. Rekneme, Ze fada Y °° | a,, je absolutné konvergentni, pokud fada >"°° | |a,| kon-
verguje.

Véta 7.8. Je-li fada " | a,, absolutné konvergentni, je rovnéZ konvergentni.

Definice. Budiz {k,} posloupnost pfirozenych &isel takova, Ze kazdé prirozené Cislo je v ni

obsazeno pravé jednou. Radu ) ° | a;, nazveme prerovnanim fady > >~ a,,.

Véta 7.9 (prerovnani fady). Necht’ Fada > > | a, je absolutné konvergenini. Potom kaZdé jeji

n=1
pFerovndni y >, ay,. je absolutné konvergentni a plati

00 e}
E Ay = E ag,, -
n=1 n=1



8 Integral

8.1 Primitivni funkce

Definice. Necht' funkce f je definovana na otevieném intervalu I. Rekneme, 7e funkce F je
primitivni funkce k f na I, jestlize pro kazdé x € [ existuje F'(x) a plati F'(z) = f(z).

Véta 8.1. Necht’ F' a G jsou primitivni funkce k funkci f na otevieném intervalu I. Pak existuje
c € Rtak, Ze F(v) = G(v) + cpro kaZdé x € 1.

Véta 8.2. Necht' f je spojitd funkce na otevieném neprdzdném intervalu 1. Pak f md na I
primitivai funkci.

Véta 8.3. Necht’ f md na otevieném intervalu I primitivni funkci F, funkce g md na I primitivni
funkci G a a, B € R. Potom funkce oF' + G je primitivni funkci k of + Sg na I.
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Véta 8.4 (o substituci). (i) Necht’ F' je primitivni funkce k f na (a,b). Necht' o je funkce defi-
novand na («, 3) s hodnotami v intervalu (a,b), kterd md v kazdém bodé t € (o, ) vilastni
derivaci. Pak

/ﬂwmdwﬁéF@@MMm@-

(ii) Necht’ funkce  md v kazdém bodé intervalu (., [3) nenulovou viastni derivaci a o((a, 5)) =
(a,b). Necht’ funkce f je definovdna na intervalu (a,b) a plati

/ﬂﬂWd@ﬁémﬂmmﬁ)
Pak

/f(x) dx = G(p () na (a,b).

Véta 8.5 (integrace per partes). Necht' [ je otevieny interval a funkce f a g jsou spojité na I.
Necht’ F je primitivni funkce k f na I a G je primitivni funkce ke g na I. Pak plati

/ g(z)F(z)dr = G(z)F(x) — / G(z)f(x)dz naI.

Definice. Racionalni funkci budeme rozumét podil dvou polynomd, kde polynom ve jmeno-
vateli neni identicky roven nule.

Véta 8.6 (zdkladni véta algebry). Necht' P(z) = a,z"™ + - -+ + a1 + ag je polynom stupné n s
redlnymi koeficienty. Pak existuji ¢isla x+, ..., x, € C takovd, Ze

P(z)=a,(z —x1)...(x — z,), z € R.



Véta 8.7. Necht’ P je polynom s redlnymi koeficienty a z € C je koren P ndsobnosti k € N.
Pak i Z je koren P ndsobnosti k.
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Dusledek 8.8. Necht’ P(x) = a,x" + - - - + a1x + ag je polynom stupné n s redlnymi koeficienty.

Pak existuji redlnd ¢isla x+, . . ., xy, aq,...,qq, B1,..., B apFirozend Cislapy, ..., pr, q1,--.,q
takovd, Ze

() P(z) =an(x —x)P ... (x — 2)P (2% + ar + B0 ... (2% + yz + B)%,

(ii) Zddné dva z mnohoclenii x — x1, x — o, ..., 2 — x}, 2>+ oqx + B1, ..., 22 + az + 5
nemaji spolecny koren,

(iii) mnohoc¢leny x* + cyx + By, ..., 2% + ayx + B nemaji Zddny redlny koven.

Véta 8.9 (o rozkladu na parcidlni zlomky). Necht’ P, () jsou polynomy s redlnymi koeficienty
takové, ze

(1) stuperi P je ostie mensi nez stuperi (),

() Q(z) = an(z — )P ... (x — 21)P* (2% + ayx + B ... (2% + yz + B))4,
(i) an,, x1,...2, Q1,..., Q1 B1,..., 0 € R, a, #0,
v) p1y- Py q1y - @ €N,

(V) Zddné dva z mnohoclenii v — x1, * — Xa,...,T — T, T> + ox + Bi, ..., 22 + oz +
nemaji spolecny koren,

(vi) mnoho&leny x* + cix + B, ..., x% + oqx + 5 nemaji redlny koien.

Pak existuji jednoznacné uréend &isla AL, ... AL ... Ak .. Ak Bl Cl ... B, C!

!
. . ) p1’ Dk’ qr’ th"“’Bl’
Ci,..., By, €, takové, Ze plati

p Al A,
(2) — 1 I . S
Qr) (. —a)» (z —a1)
k
+ .. A—’f cee 4 i
(x — )P T — T
Bie+Ci Byt Cy
(22 + aqw + By)n 2 +or+ 5
Biz + C| By +

(22 + aqx + [ 2+ o+ 6



8.2 Riemannuv integral

Definice. Necht’ a,b € R, a < b. Kone¢nou posloupnost {z;}_, nazyvame délenim intervalu
(a, b), jestlize plati
a=xg< T < -<x, =0

Body xy, . . . , z,, nazyvame délicimi body. Rekneme, Ze déleni D’ intervalu (a, b) je zjemnénim
déleni D intervalu (a, b), jestlize kazdy délici bod D je i délicim bodem D’

Definice. Necht' a,b € R, a < b, funkce f je omezend na intervalu {(a,b) a D = {z;}}_ je
déleni (a, b). Oznacme
S(f,D) = Z Mj(x; — xj1), kde M; = SUP (@1 ,2;) £
j=1

ﬁ(fa D) = Z mj(xj - [Ej—l)> kde m; = inf(%‘fwfj) [
j=1

b
/ f=mf{S(f,D); D je d&lenim intervalu (a,b) },

b
/ f =sup{S(f,D); D je d€lenim intervalu (a,b)}.

Rekneme, e funkce f m4 Riemanniiv integral na intervalu (a, b), pokud f; f= f; f. Hodnota

integralu funkce f pres interval (a,b) je pak rovna spole¢né hodnoté fab fa f; f a znacime ji

fab f. Pokud a > b, definujeme ff f=— [ f, avpfipad¢, Ze a = b, definujeme fab f=0.
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Lemma 8.10 (kritérium existence Riemannova integrdlu). Necht’ a,b € R, a < b, a [ je funkce
omezend na intervalu {(a, b).

6) fab f =1 € R pravé tehdy, kdyZ ke kazdému ¢ € R, € > 0, existuje déleni D intervalu
(a, b) takové, Ze B
I—e<S(f,D)<S(f,D)<I+e.

(ii) Funkce f md na {(a,b) Riemanniiv integrdl prdavé tehdy, kdy? ke kazdému ¢ € R, ¢ > 0,
existuje déleni D intervalu (a,b) takové, Ze

S(f,D) - S(f,D) <e.



Véta 8.11. (i) Necht funkce f md Riemanniyv integrdl na intervalu {(a,b) a necht’ {c,d) C
(a,b). Pak f md Riemanniiv integrdl i na intervalu {(c, d).

(ii) Necht’ c € (a,b) afunkce f md Riemanniiv integrdl na intervalech {(a,c) a (c,b). Pak f md
Riemanniiv integrdl na (a, by a plati

b c b
[r=[r]s
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Véta 8.12 (linearita Riemannova integralu). Necht’ f a g jsou funkce majici Riemannitv integrdl
na intervalu (a,b) a necht’ o € R. Potom

(i) funkce of md Riemanniiv integrdl na {(a, b) a plati

/abaf:oz/abf,

(i) funkce f + g md Riemanniv integrdl na {(a, b) a plati

/f+g /f+/ @

Véta 8.13. Necht’ a,b € R, a < b, a necht’ f a g jsou funkce majici Riemannuv integrdl na
intervalu {(a,b). Potom plati:

(i) Je-li f(z) < g(x) pro kazdé x € {a,b), pak fabf < fabg
(ii) Funkce |f| md Riemanniiv integrdl na {(a,b) a plati | fab f1 < fab | f]-
Definice. Rekneme, Ze funkce f je stejnomérné spojita na intervalu I, jestlize plati
VeeR,e>030€R,§>0Ve,yel,|lx—y|<o:|f(z)— fly)] <e.
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Véta 8.14. Je-li funkce [ je spojitd na omezeném uzavieném intervalu {(a, b), pak je stejnomérné
spojitd na (a, b).

Véta 8.15. Necht’ funkce f je spojitd na intervalu {(a,b). Pak f md Riemanniiv integrdl na {a, b).
Véta 8.16. Necht’ f je spojitd funkce na intervalu (a, b
[ f pro x € (a,b), pak F'(x) = f(x) pro kazdé x € (
(a,b).

Véta 8.17 (Newtonova-Leibnizova formule). Necht’ f je spojitd na omezeném uzavieném inter-
valu {a,b), a < b, a F je primitivni funkce k f na (a,b). Pak existuji vlasmi limity lim,_,,, F(z),
lim, ,, F(x) a plati

) a necht’ ¢ € (a,b). Oznacime-li F(x) =
a, b), neboli funkce F je primitivni k f na

b

a
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