1 Mnoziny, vyroky a ¢iselné obory

1.1 Mnoziny a mnoZinové operace

Mnozinou rozumime kazdé shrnuti ur¢itych a navzdjem riznych objekti (které nazyvame prvky) do jed-
iného celku.

Definice. Dvé mnoZiny jsou si rovny (A = B), jestlize majf stejné prvky. Rekneme, Ze mnoZina A
je casti mnoziny B (nebo A je podmnoZinou B), jestlize kazdy prvek mnoziny A je rovnéZ prvkem
mnoziny B. Tomuto vztahu fikdme inkluze a zna¢ime A C B. Prazdnou mnoZinou nazveme mnoZinu,
ktera neobsahuje Zddny prvek. Ozna¢ime ji symbolem ().

Definice. Sjednocenim mnozin A a B nazveme mnoZinu vytvofenou vSemi prvky, které patif alespon do
jedné z mnozin A & B. Sjednoceni mnozin A a B zna¢ime symbolem A U B. Je-li A systém mnoZin, pak
jeho sjednocenti | J A definujeme jako mnoZinu vSech prvki a, pro které existuje A € A takové, Ze a € A.

Definice. Pranikem dvou mnoZin A a B nazveme mnoZinu v8ech prvkt, které ndleZeji souc¢asné do A
i do B. Prinik mnoZin A a B zna¢ime symbolem A N B. Maji-li dvé mnoZiny prazdny prunik, fekneme
o nich, Ze jsou disjunktni. Je-li A neprdzdny systém mnoZin, pak jeho pranik [ .4 definujeme jako
mnozinu vech prvki a, které pro kazdé A € A splituji a € A.

Definice. Rozdilem mnoZin A a B (zna¢ime A\ B) nazveme mnoZinu prvki, které paté{ do mnoZiny A a
nepatii do mnoziny B. Kartézskym souc¢inem mnozin A, .. ., A, nazveme mnoZinu v§ech uspofadanych
n-tic ;

Ap X Ag X -+ x Ay = {[ar,a9,...,a,]; a1 € A1,...,a, € An}.

Véta 1.1. Necht’ X je mnoZina a A je neprdzdny systém mnoZin. Pak plati

X\ JA=){X\4; Ac A}

a ddle

X\(A=J{x\4; A€ 4}

1.2 Vyrokovy a predikatovy pocet

Vyrokem nazveme jakékoliv tvrzeni, o némz md smysl fici, Ze plati (je pravdivé) nebo Ze neplati (je
nepravdivé).

Definice. Negaci —A vyroku A rozumime vyrok:
Neni pravda, Ze plati A.

Al A
0 1
1 0

Definice. Konjunkci A A B vyrokl A a B nazveme vyrok:
Plati Ai B.

Definice. Disjunkei A V B vyrokd A a B nazveme vyrok:
Plati A nebo B.

Definice. Implikaci A = B nazyvame vyrok:

JestliZe plati vyrok A, potom plati vyrok B.



Vyroku A v implikaci se ik premisa, vyrok B se nazyva zavér. Vyrok A je postacujici podminkou

pro platnost B a B je nutnou podminkou pro platnost A.

Definice. Ekvivalenci A < B nazyvame vyrok:
Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyZ plati vyrok B.

(Platnost vyroku) A je nutnou a postacujici podminkou (platnosti vyroku) B.

A B|AANB|AVB|A=>B|A&B
0 0 1 1

= =0 O
— O~ O

0 1 1 0
0 1 0 0
1 1 1 1

Definice. Vyrokovou formou budeme nazyvat vyraz

Az, 22, ... Tm),

znéhoz vznikne vyrok dosazenim prvki x; € My, 29 € Mo, ...,z € M, zdanych mnozin My, ...
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Definice. Necht’ A(z), = € M, je vyrokova forma. Vyrok
Pro vSechna x € M plati A(z).

zapisujeme ve tvaru:
Ve e M: A(x).

Symbol V nazyvame obecnym (velkym) kvantifikatorem.
Definice. Necht’ A(z), = € M, je vyrokova forma. Vyrok
Existuje x € M, pro které plati A(x).

zapisujeme ve tvaru:
Jr e M: A(z).

Symbol 3 nazyvame existen¢nim (malym) kvantifikatorem.

1.3 Zavedeni mnoziny realnych cisel

Mnozinou redlnych ¢isel R budeme rozumét mnoZinu, na niZ jsou definovany operace s¢itani a nasobeni,
které budeme znacit obvyklym zplsobem, a relace usporadani (<), pfi¢emZ jsou splnény nésledujici tii

skupiny vlastnosti.
I. Vlastnosti s¢itdni a ndsobent a jejich vzdjemny vztah.
II. Vztah uspofadéni a operaci s¢itdni a ndsobeni.

III. Axiom infima.

Definice. Rekneme, Ze mnozina M C R je omezena zdola, jestlize existuje ¢islo a € R takové, ze
pro kazdé x € M plati x > a. Takové Cislo a se nazyva dolni zavorou mnoziny M. Analogicky
definujeme pojmy mnozina omezena shora a horni zavora. Rekneme, Ze mnozina M C R je omezena,

je-li omezena shora i zdola.

Axiom infima: BudiZz M neprdzdna zdola omezend mnoZina. Potom existuje jediné ¢islo g € R, které ma

nasledujici vlastnosti:



i) Vee M: x> g,
(i) V¢ eR, ¢’ >gIdx e M: z < g
Cislo g znatime symbolem inf M a éteme infimum /.
Definice. Budiz M C R. Cislo G € R splitujici
() Vee M : z <G,
(i) V&' e R,G' < GIz e M: x> G,
nazyvame supremem mnoziny M. Znacime ho symbolem sup M.

Véta 1.2. Necht’ M C R je neprdzdnd shora omezend mnoZina. Pak existuje prdvé jedno supremum
mnoZiny M.

Konec 2. pfednasky, 9. 10.2023

Definice. Budiz M C R. Rekneme, Ze a je nejvétsi prvek (maximum) mnoZiny M (zna&ime max M),
jestlize a € M a a je horni zavorou mnoziny M. Analogicky definujeme nejmensi prvek (minimum) M/,
ktery zna¢ime min M.

Véta 1.3. Pro kaZdé r € R existuje celd édst Cisla r, tj. Cislo k € Z takové, Ze k < r < k + 1. (Celou &dst
Cisla r znacime [r]).

Véta 1.4. Ke kazdému x € R existuje n € N takové, Ze plati x < n.

Véta 1.5. Ke kaZdému x € (0,400) a ke kaZdému n € N existuje pravé jedno y € R, y > 0, spliujici
y" = 2.

Véta 1.6. Necht’ a,b € R, a < b. Pak existuje v € Q takové, Ze a < r < b.

Konec 3. pfednasky, 13.10.2023

2 Posloupnosti realnych cisel

2.1 Uvod

Definice. Jestlize kazdému pfirozenému &islu n je pfifazeno redlné &islo a,,, potom fikdme, Ze {a, 152,
je posloupnost redlnych &isel. Cislo a,, nazveme n-tym ¢lenem této posloupnosti. Posloupnost {a,, }5° ,
je rovna posloupnosti {b,, }52 ,, jestlize plati a,, = b, pro kazdé n € N.

Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,, } je
« shora omezena, jestlize mnozina vSech Clent této posloupnosti je shora omezen4,
* zdola omezena, jestlize mnoZina vSech ¢lend této posloupnosti je zdola omezena,
* omezena, jestlize mnoZina vSech ¢lend této posloupnosti je omezena.
Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,, } je
* neklesajici, je-li a,, < a,,+1 pro kazdé n € N,
* rostoucti, je-li a,, < a1 prokazdé n € N,
* nerostouci, je-li a,, > a,4+1 pro kazdé n € N,
* Klesajici, je-li a,, > a1 pro kazdé n € N.

Posloupnost {a,, } je monoténni, pokud spliiuje nékterou z vyse uvedenych podminek. Posloupnost {a,, }
je ryze monoténni, pokud je rostouci ¢i klesajici.



2.2 Konvergence posloupnosti

Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,, } ma limitu rovnou redlnému &islu A, jestlize plati
VeeR,e >03Ing e NVn e N,n > ng: |a, — 4] <e.

Véta 2.1 (jednoznacnost limity). KaZdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.

Definice. Necht' {a,}52; md limitu rovnou redlnému &islu A. Pak znalime lim,, ., a, = A nebo
jenom lima,, = A. Rekneme, Ze posloupnost {a,} je konvergentni, pokud existuje A € R takové, Ze
lima, = A.

Konec 4. prednasky, 16. 10.2023

Véta 2.2. KaZdd konvergentni posloupnost je omezend.

Definice. Necht' {a,,}7%, je posloupnost redlnych ¢isel. Jestlize {ny}32 , je rostouci posloupnost pfirozenych
¢isel, pak {an, }32, se nazyva vybranou posloupnosti z {a,, }22 ;.

Véta 2.3. Necht’ {ay,, }72, je vybrand posloupnost z posloupnosti {ay }o>, a plati lim,,_, a, = A € R.
Potom limy,_, o @y, = A.



Véta 2.4 (aritmetika limit). Necht’ lima,, = A € R alimb,, = B € R. Potom plati:
(i) lim (an +bn) = A+ B,
(ii) lim (an - by) = A - B,
(iii) je-li B # 0ab, # 0 pro vSechnan € N, je lim(a, /b,) = A/B.
Konec 5. prednasky, 20. 10.2023

Véta 2.5. Necht’ lim a,, = 0 a necht’ posloupnost {b, } je omezend. Potom lim a,,b,, = 0.

Véta 2.6 (limita a uspofddani). Necht' lima, = A € Ralimb, = B € R.
(1) Necht’ existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé prirozené n > ng je a,, > b,. Potom A > B.
(i) Necht A < B. Potom existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé prirozené n > ng je a, < by,.

Véta 2.7 (o dvou straznicich). Bud’te {ay}, {b,} dvé konvergentni posloupnosti a {c,} takovd posloup-
nost, Ze plati:

(i) Ing e NVn e N,n > ng: a, < c, < b,
(i) lima, = limb,.
Potom existuje lim ¢,, a plati lim ¢,, = lim a,.

Konec 6. prednasky, 23. 10.2023

2.3 Nevlastni limita posloupnosti

Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,, } ma limitu +oo, jestlize
VLeR3Ing e NVne N,n>ng: a, > L.
Rekneme, Ze posloupnost {a,, } mé limitu —oo, jestlize
VK eRInge NVn e N,n > ng: a, < K.
Véta 2.8 (aritmetika limit podruhé). Necht’ lima, = A € R* alimb,, = B € R*. Potom plati:
(i) lim (a, £ b,) = A £ B, pokud je pravd strana definovdna,
(ii) lim (ay, - b,) = A - B, pokud je pravd strana definovdna,
(iii) lima,, /b, = A/B, pokud je pravd strana definovdna.

Véta 2.9. Necht' lima,, = A € R*, A > 0, limb,, = 0 a existuje ny € N, Ze pro kazdé n € N, n > ny,
plati b, > 0. Pak lim a,, /b,, = +oc.

Konec 7. prednasky, 30. 10.2023

2.4 Hlubsi véty o limité posloupnosti
Véta 2.10. KaZdd monotonni posloupnost md limitu.

Véta 2.11 (Bolzano—Weierstrass). Z kaZdé omezené posloupnosti lze vybrat konvergentni podposloupnost.

Konec 8. pfednasky, 3. 11.2023




3 Funkce jedné realné proménné

3.1 Zakladni pojmy

Definice. Funkce f jedné realné proménné (dile jen funkce) je zobrazeni f: M — R, kde M je
podmnoZinou mnoZiny realnych Cisel.

Definice. Funkce f: J — R je rostouci na intervalu J, jestliZze pro kazdou dvojici z1,x2 € J, 1 < To,
plati nerovnost f(z1) < f(x2). Analogicky definujeme funkci klesajici (neklesajici, nerostouci) na
intervalu J.

Definice. Monoténni funkei (resp. ryze monoténni funkei) na intervalu J rozumime funkci, kterd je
neklesajici nebo nerostouci (resp. rostouci nebo klesajici) na J.

Definice. Necht' f je funkce a M C Dy. Rekneme, Ze funkce f je
e licha, jestlize pro kazdé x € Dy plati —z € Dy a f(—z) = —f(x),
e sud4, jestlize pro kazdé = € D plati —x € Dy a f(—xz) = f(x),

e periodicka s periodou a € R, a > 0, jestlize pro kazdé v € Dy platix +a € Dy, v —a € Dy a
flx+a) = flz—a) = [f(x),

e shora omezena na M, jestliZe existuje ¢islo K € R takové, Ze pro viechna z € M je f(z) < K,

e zdola omezena na M, jestliZe existuje ¢islo K € R takové, Ze pro v§echna x € M je f(z) > K,

e omezena na M, jestlize existuje ¢islo K € R takové, Ze pro vSechna z € M je |f(z)| < K,

e konstantni na M, jestliZe pro vSechna z,y € M plati f(x) = f(y).

3.2 Limita funkce

Definice. Necht c € Rac € R, e > 0. Potom definujeme
e okoli bodu ¢ jako B(c,e) = (¢ —e,c+¢),
e prstencové okoli bodu ¢ jako P(c,e) = (¢ —e,c+¢) \ {c},
Okoli a prstencové okoli bodu +oo (resp. —o0o) definujeme takto:
P(400,e) = B(+00,¢) = (1/e,+00),
P(—00,e) = B(—00,¢) = (—00, —1/¢).
Definice. Rekneme, e &islo A € R* je limitou funkce f v bodé ¢ € R*, jestlize
Ve e R,e >035 € R,§ > 0Vz € P(c,0): f(z) € B(4A,¢).

To oznaujeme symbolem lim f(z) = A.
T—C

Definice. Necht' ¢ € R ae > 0. Potom definujeme
e pravé okoli bodu ¢ jako B (c,e) = (¢,c + ¢),
e levé okoli bodu c jako B~ (c,e) = (¢ — ¢, ¢),
e pravé prstencové okoli bodu c jako P (c,e) = (¢, c + ¢),
e levé prstencové okoli bodu ¢ jako P~ (¢, ) = (¢ — €, ¢).

Definice. Déle definujeme



levé okoli bodu +o00 jako B~ (+00,¢) = (1/e, +00),

pravé okoli bodu —cc jako BT (—oc0,¢) = (—o0, —1/¢),

levé prstencové okoli bodu +oo jako P~ (400,¢) = B~ (+00,¢),

pravé prstencové okoli bodu —oo jako Pt (—o0,¢) = BT (—o0,¢).
Definice. Necht A € R*, c € RU {—o0}. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé ¢ limitu zprava rovnou A,
jestlize
Ve € R,e>030 € R,0 > 0Vx € PT(c,0): f(x) € B(A,¢).
Analogicky definujeme pojem limity zleva v bodé ¢ € R U {+oo}.
Véta 3.1. Funkce f md v daném bodé nejvyse jednu limitu.
Oznaceni. Pro limitu funkce f v bod€ ¢ uZivdme symbol lim f(x). Pro limitu funkce f v bodé c zleva,
r—c
resp. zprava, uzivime symbol lim f(z), resp. lim f(z).
Tr—c— r—rc+
Konec 9. prednésky, 6. 11.2023

Definice. Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bodé c, jestlize lim f(x) = f(c).
r—c

Definice. Necht ¢ € R. Rekneme, 7e funkce f je v bodé c spojita zprava (resp. zleva), jestlize
limg et f(2) = f(e) (resp. lim, . f(x) = f(c)).

Definice. Necht’ J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje nekoneéné mnoho bodtl). Funkce
f+J — R je spojita na intervalu .J, jestliZe plati:

e f je spojitd zprava v levém krajnim bodé¢ intervalu J, pokud tento bod patii do J,
e f je spojitd zleva v pravém krajnim bodé¢ intervalu J, pokud tento bod patii do J,
e f je spojita v kazdém vnitinim bodé J.
Véta 3.2. Necht’ funkce f md vlastni limitu v bodé ¢ € R*. Pak existuje § > 0, Ze f je na P(c,0) omezend.

Véta 3.3 (aritmetika limit). Necht’ ¢ € R*. Necht' lim,_,. f(z) = A € R* alim,,.g(z) = B € R*
Potom plati:

() limg—.(f(x) + g(x)) = A+ B, pokud je vyraz A + B definovdn,
(i) limg—. f(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovdn,
(iil) lim,—. f(z)/g(x) = A/B, pokud je vyraz A/ B definovdn.

Véta 3.4. Necht’ ¢ € R*. Necht' lim,_,.g(z) = 0, lim,_,. f(x) = A € R* a A > 0. JestliZe existuje
n > 0 takové, Ze funkce g je kladnd na P(c,n), pak lim,_,.(f(x)/g(z)) = +o0.

Konec 10. prednésky, 10. 11.2023

Véta 3.5 (limita a usporadéani). Méjme c € R*.
(i) Necht
lim f(z) > lim g(x).

r—c r—c

Pak existuje prstencové okoli P(c, ) takové, Ze plati

Vr € P(c,d): f(z) > g(x).



(ii) Necht’ existuje prstencové okoli P(c, d) takové, Ze plati
Va € P(c,0): f(z) < g(z).
Necht’ existuji lim,_,. f(z) a lim,_,. g(x). Potom plati

lim f(z) < lim g(x).

Tr—rcC r—c

(iii) (o dvou stréZnicich) Necht' na n&jakém prstencovém okoli P(c, §) plati

f(x) <h(x) < g().

Necht' lim, . f(z) = lim,_.g(x). Potom existuje rovnéZ lim,_,. h(z) a vSechny tfi limity jsou si
rovny.

Véta 3.6. Necht’ ¢,D,A € R*, lim,,.g(x) = D, limy_,p f(y) = A a je spinéna alespori jedna z
podminek

P) ImeR,n>0Vz € P(c,n): g(x) # D,
(S) f jespojitav D.
Potom lim,, . f(g(z)) = A.

Konec 11. prednésky, 13.11.2023

Véta 3.7 (Heine). Necht’ ¢ € R*, A € R* a pro funkci f plati lim,_,. f(x) = A. JestliZe posloupnost
{zn} spliiuje x,, € Dy, x,, # ¢ provSechnan € N alim,,_,« =, = ¢, pak plati lim,,_, o, f(z,) = A.

Véta 3.8. Necht’ f je monotonni funkce na (a,b), a,b € R*. Potom existuji lim,_, o+ f(z) alim,_,p— f(x).

3.3 Funkce spojité na intervalu

Véta 3.9 (Bolzano). Budiz funkce f spojitd na intervalu {(a,b) a pFedpoklddejme, Ze f(a) < f(b). Potom
pro kazdé C € (f(a), f(b)) existuje & € (a,b) takové, Ze plati f(§) = C.

Lemma 3.10. Necht’ M C R a plati
Ve,ye MVzeR:x<z<y=z¢€ M.

Pak M je interval.

Véta 3.11. Necht’ J je nedegenerovany interval a f: J — R je spojitd funkce na J. Potom je f(J)
interval.

Véta 3.12. Nechr’ | je spojitd funkce na intervalu {a,b). Potom je f na {a,b) omezend shora i zdola.

Definice. Necht’ M C R, z € M a funkce f je definovédna alespoii na M (tj. M C Dy). Rekneme, Ze f
nabyva v bodé x maxima (resp. minima) na M, jestlize plati

Yy e M: f(y) < f(z) (resp.Vy € M: f(y) > f(x)).

Bod x pak nazyviame bodem maxima (resp. minima) funkce f na mnoziné M. Symbol max,; f (resp.
miny; f) oznaCuje nejvetsi (resp. nejmensi) hodnotu, které funkce f na mnoziné M nabyva (pokud takova
hodnota existuje).

Konec 12. prednasky, 20. 11.2023

Véta 3.13. Necht’ f je spojitd funkce na intervalu {a,b). Potom funkce f nabyvd na {(a,b) své nejvétsi
hodnoty (maxima) a své nejmenst hodnoty (minima).



Definice. Necht' M C R, z € M a funkce f je definovdna alespori na M (tj. M C Dy). Rekneme, Ze
funkce f ma v bod¢ =

* lokalni maximum vzhledem k ), jestlize existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé y € P(x,d) N

M: f(y) < f(x),

* lokalni minimum vzhledem k 1, jestlize existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé y € P(x,d) N

M: f(y) > f(=),

Véta 3.14. BudiZ f spojitd a rostouci (klesajici) funkce na intervalu J. Potom funkce f~1 je spojitd
a rostouct (klesajici) na intervalu f(J).

3.4 Zavedeni elementarnich funkci

Véta 3.15 (zavedeni logaritmu). Existuje jedind funkce (znacime ji log a nazyvdme ji pFirozenym logarit-
mem), kterd md tyto vlastnosti:

(L1) D(log) = (0,400) a na tomto intervalu je log rostouct,

(L2) Va,y € (0,400): logay = logz + logy,

(L3) lim,_,; 282 = 1.

Konec 13. prednasky, 24. 11.2023

Definice. Exponencialni funkei budeme rozumét funkei inverzni k funkci log. Budeme ji znacit sym-
bolem exp.
Definice. Necht' a,b € R, a > 0. Obecnou mocninu a® definujeme jako

a® = exp(bloga).

Véta 3.16 (zavedeni funkce sinus a Cisla 7). Existuje jediné kladné redlné Cislo (budeme ho znadit w)
a jedind funkce sinus (budeme ji znacit sin), které maji ndsledujici viastnosti:

(S) D(sin) = R,
(S2) sin je rostouci na (—m /2, 7/2),
(S83) sin0 =0,

(84) Va,y € R: sin(z +y) = sinz - sin(§ —y) +sin(§ — z) - siny,

(S5) limg,_, 322 = 1.

€T

Definice. Funkci kosinus znac¢ime cos a definujeme pfedpisem

cosT = sin(g — x), z € R.
Funkci tangens znacime tg a definujeme predpisem

sinx

tgx =
cos T

pro kazdé redlné x, pro néZ ma zlomek smysl, tj.
Dy ={z€R; 2 # 2k+1)n/2, k € Z}.

A konecné symbolem cotg budeme znacit funkci kotangens, kterd je definovdna na mnoZin€ Dcye =
{z € R; x # km, k € Z} pfedpisem

Konec 14. prednésky, 27. 11.2023

Véta 3.17. Funkce log, exp, sin, cos, tg, cotg, arcsin, arccos, arctg a arccotg jsou spojité na svych
definicnich oborech.



3.5 Derivace funkce
Definice. Necht' f je redlnd funkce a a € R. Pak

« derivaci funkce f v bodé a budeme rozumét

« derivaci funkce f v bodé a zprava budeme rozumét

fa) = i L0 @)

h—04 h ’

* derivaci funkce f v bodé a zleva budeme rozumét

by oy flath) — f(a)
fl(a) = lim —

h—0—
Véta 3.18. Necht’ funkce f md v bodé a € R viastni derivaci. Potom je funkce f v bodé a spojitd.
Konec 15. prednasky, 1.12.2023

Véta 3.19 (aritmetika derivaci). Pfedpoklddejme, Ze funkce f a g maji v bodé a € R viasmi derivace.
Potom plati

O (f+9)(a) = f'(a) + ¢'(a),
(i) (fg9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),
(iil) je-li g(a) # 0, pak

(f)’ (@) = I'@9(@) ~ f(@)g'(@)
g

Véta 3.20 (derivace sloZené funkce). Necht’ funkce f md vlastni derivaci v bodé yy € R, funkce g md
vlastni derivaci v bodé xy € R a yo = g(xo). Pak

(fo9) (o) = f'(y0) - g' (o).

Véta 3.21 (derivace inverzni funkce). Necht’ funkce f je na intervalu (a,b) spojitd a rostouct (resp. kle-
sajici). Necht' funkce f md v bodé xq € (a,b) derivaci f'(xo) viasmi a riiznou od nuly. Potom md funkce
=Y derivaci v bodé yo = f(x¢) a plati rovnost

o
F1F o))

Konec 16. prednasky, 4. 12.2023

(f~1) (wo) =

Véta 3.22 (nutnd podminka lokdlniho extrému). BudiZ xo € R bodem lokdlniho maxima nebo lokdlniho
minima funkce f. JestliZe existuje f'(xq), potom je f'(xq) = 0.



Véta 3.23 (Rolle). Necht’ funkce f md ndsledujici viastnosti:
(i) je spojitd na intervalu {(a,b),
(ii) md derivaci (viastni &i nevlastni) v kaZdém bodé otevieného intervalu (a, b),
(iil) plati, Ze f(a) = f(b).
Potom existuje € € (a,b) takové, Ze plati f'(£) = 0.

Véta 3.24 (Lagrange). Necht’ funkce f je spojitd na intervalu {a,b) a md derivaci (viastni & nevlastni)
v kaZdém bodé intervalu (a,b). Potom existuje & € (a,b) takové, Ze plati

—a
Konec 17. prednasky, 8.12.2023

Véta 3.25 (vztah znaménka derivace a monotonie funkce). Necht’” J C R je nedegenerovany interval.
Necht’ f je spojitd na J a v kaZdém vnitinim bodé J (mnoZinu vnitinich bodii intervalu J oznacéme jako
int J) md derivaci.

(i) Je-li f'(x) > 0 pro vSechna x € int J, pak f je rostouci na J.
(i) Je-li f'(x) < 0 pro viechna x € int J, pak f je klesajici na J.
(iil) Je-li f'(x) > 0 pro vSechna x € int J, pak f je neklesajici na J.
(iv) Je-li f'(z)

Véta 3.26 (I'Hopitalovo pravidlo). (i) Necht’ a € R*, lim, 4 f(z) = limxﬁ,w g(z) =0, f a gmajina
Jjistém pravém prstencovém okoli bodu a vlastni derivaci a existuje limy_, (zg Pak

< 0 pro vSechna x € int J, pak f je nerostouci na J.

f@) _ L 1)

ILIEJF g(aj) o ziIzIzlJr g’(m) ’

(ii) Necht’ a € R*, lim, 4+ | g( )| = 400, f a g maji na jistém pravém prstencovém okoli bodu a vlastni
derivaci a existuje lim,_, o+ (r) Pak

f@) o @)

miajt g(a’;) o rirtIzlJr g’(aj)'

Véta 3.27. Necht' f je spojitd zprava v bodé a € R a existuje lim,_,q4 f'(x). Potom existuje f! (a) a
plati rovnost

fia) = lim_f'(z).

x—a+

Definice. Necht' n € N, a € R a f m4 vlastni n-tou derivaci na okoli bodu a. Pak (n + 1)-ni derivaci
funkce f v bodé a budeme rozumét

n _ ™+ h) = ) (a)
f (@) = lim h '



3.6 Konvexni a konkavni funkce

Definice. Necht’ f ma vlastni derivaci v bodé a € R. OznaCme
T, = {lz,y] € R* y = f(a) + f'(a)(x — a)}.
Rekneme, Ze bod [z, f(z)] leZi pod te¢nou T, jestlize
f@) < fla) + f'(a) - (z — a).
Plati-li opaéna nerovnost, fekneme, Ze bod [z, f(x)] leZi nad te¢nou T,.

Definice. Necht f'(a) € R. Rekneme, Ze a je inflexnim bodem funkce f, jestliZe existuje A > 0 takové,
Ze plati

() Vz € (a—A,a): [z, f(x)] lezi pod teCnou Ty,

(i) Vz € (a,a + A): [z, f(x)] lezi nad te€nou T,
nebo

(i) Vz € (a— A,a): [z, f(z)] leZi nad te¢nou T,

(i) Vz € (a,a+ A): [z, f(x)] lezi pod te¢nou Ty,.

Véta 3.28 (nutnd podminka pro inflexi). Necht' a € R je inflexni bod funkce f. Potom f'"(a) neexistuje
nebo je rovna nule.

Konec 18. prednésky, 11.12.2023

Véta 3.29 (postacujici podminka pro inflexi). Necht’ funkce f md spojitou prvni derivaci na intervalu
(a,b) a z € (a,b). Necht’ plati:

o Vz € (a,z): f'(x) >0,
o Ve (2,0): f"(x) <.
Potom z je inflexnim bodem funkce f.

Definice. Rekneme, Ze funkce f: I — R je konvexni na intervalu I, jestlize
Vry,x0 € IVA € <0, 1>: f()\l‘1 + (1 — )\)1‘2) < /\f(1‘1) + (1 — /\)f(l‘g)
Rekneme, Ze funkce f : I — R je ryze konvexni na intervalu /, jestlize
Ve,ee € Ixr # x2 YA € (0,1): f(Azr + (1 — Nza) < Af(z1) + (1 — N)f(z2).

Lemma 3.30. Funkce f je na intervalu I konvexni, prdavé kdy?

Vo1, 29,75 € [0y < g < T3 : f(z2) — f(21) < f(ms)*f(ivz).
To — T1 T3 — T2

Véta 3.31. Necht’ f md na intervalu (a,b), a < b, spojitou prvni derivaci.

(i) Jestlize f"(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak | je ryze konvexni na (a,b).
(ii) Jestlize f"(x) < 0 pro kaZdé x € (a,b), pak f je ryze konkdvni na (a,b).
(iii) Jestlize f"(x) > 0 pro kaZdé x € (a,b), pak f je konvexni na (a,b).

(x) (a,b),

(iv) Jestlize f"(x) < 0 pro kaZdé x € (a,b), pak | je konkdvni na (a,b).



3.7 Prubéh funkce
Definice. Rekneme, 7e funkce = — ax + b, a,b € R, je asymptotou funkce f v 400 (resp. v —o0),
jestlize
lim (f(z)—ax—b)=0, (resp. lim (f(z) —ax —b) =0).
r—r — 00

r—+00

Véta 3.32. Funkce f mdv +oo asymptotu x — ax + b, a,b € R, prdvé kdyz

lim M:aER, lim (f(z) —ax) =b€R.

r—+o0 I T—~400
VySetieni priubéhu funkce
1. Urcime defini¢ni obor a obor spojitosti funkce.
2. Zjistime pruseciky se souradnymi osami.
3. Zjistime symetrie funkce: lichost, sudost, periodicita.
4. Dopocitame limity v “krajnich bodech” defini¢niho oboru.

5. Spocteme prvni derivaci, uréime intervaly monotonie a nalezneme lokalni a globaln{ extrémy. Urcime
obor hodnot.

6. Spocteme druhou derivaci a uréime intervaly, kde funkce f je konvexni nebo konkdvni. UrCime
inflexni body.

7. Vypoclteme asymptoty funkce.

8. Nacrtneme graf funkce.



