6. Je ddn pravouhly lichobéznik se zikladnami a, c (a > c) a delsim ramenem b. Sestrojte primku, kterd
dany lichobéznik rozdéli na dva navzdjem podobné ctyrihelniky. Provedte diskusi o poctu reseni vzhledem
k délkdm a, b, c.
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RESENE: Hledand piimka EF musi protinat dvé protéjsi strany daného lichobézniku ABCD. Nemohou
to byt zékladny (obr. 6.1): aby AEFD a EBCF byly podobné étytihelniky, musel by druhy z nich mit
(stejné jako ten prvni) dva vnitini dhly pravé, a to mohou byt jediné dhly pri vrcholech E a F'; pak by
ovsem AEF D byl pravothelnik, zatimco EBCF nikoliv.

Maji-li byt étyftuhelniky ABFE a EFCD z obr. 6.2 podobné, musi byt ihel ABF shodny s jednim
z thli EFC nebo FED. Tyto dvé moznosti nyni rozlisime jako a) a b).

a) |ZABF| = |ZEFC|. V tomto piipadé jsou ABFE a EFCD pravouhlé lichobézniky (obr. 6.3).
Z timery |AB| : |EF| = |EF)|:|CD| vychézi

(1) |EF| = \/ac.

Konstrukece takové pricky EF je snadnd: nejdiive na tisecce AB nalezneme bod F}, pro ktery |AF, | = \/ac
(tuto délku sestrojime podle jedné z Eukleidovych vét, viz pom. il. 1); Gsecku AF) pak doplnime na
pravoihelnik AF)FE. Takto sestrojené ¢tyfihelniky ABFE a EFCD jsou skuteéné podobné podle
pom. il. 2, podm. (ii).

b) |ZABF| = |ZFED)|. Podle obr. 6.4 je jasné, Ze tato rovnost nastane, pravé kdyz EF 1 BC.
Podobnost é¢tyfthelniki ABFE a EFCD muze byt dvojiho druhu: ABFE ~ FEDC nebo ABFE ~
DEFC. Tyto dvé moznosti nyni rozlisime jako bl) a b2).

bl) ABFE ~ FEDC. Z iméry |AB| : |FE| = |FE| : |DC| opét vychézi rovnost (1). Usecka EF
mé tedy zndmou délku a je kolma k BC, takze se snadno sestroji. Podobnost ABFE ~ FEDC se pak
zdivodni opét podle pom.1l., podm. (ii).

b2) ABFE ~ DEFC. Z uméry |AB| : |DE| = |AE| : |DC| dostévéme

(2) |AE|-|DE| = ac.

Tim je bod E na rameni AD uréen a jeho konstrukei lze zalozit na Eukleidové vété o vysce. Bod F pak
sestrojime kolmym prumeétem bodu E na rameno BC. Z takové konstrukce plyne podobnost AABE ~
ADEC (véta sus), a tedy i podobnost ABFE ~ DEFC podle pom. il., podm. (i).

DISKUSE: Protoze ¢ < \/ac < a, fesen{ z ¢isti a) existuje vzdy prave jedno.

Cist bl): Usecka (o jejiz délce zatim nic nepredpoklddame), kterd je kolma k primee BC a jejiz krajni
body lezi uvnitf ramen AD a BC, existuje, jen kdyz kolmy primeét G bodu A na ptimku BC padne mezi
body B a C (obr. 6.5). Plyne to z toho, ze tihel § = ZABC je ostry. Nepfiznivd situace (obr. 6.6) se
vylouéi podminkou |BG| < |BC| = b. Protoze |[BG| = acosf§ = a - a_;c" dostdvéme po snadné tprave
ekvivalentni podminku

(3) b>+ala—rc).

(To je podstatné omezeni, a priori totiz zfejmé plati pouze slabsi nerovnost b > a — c). Ukazme, ze
podminka (3) sama o sobé jiz zaruéuje, Ze konstruovana piicka EF délky \/ac existuje a je jedina.
Z trojihelniki ABG a CHD totiz plyne |AG| = asing a |HC| = 53, takze |AG| - |[HC| = ac. To
znamens, ze délka \/ac je geometrickym primeérem délek zékladen AG a HC pravothlého lichobézniku
GAHC. Proto piicka EF existuje, je jedind a pii jeji konstrukci lze postupovat zplisobem z ¢asti a)
naseho feseni, uvazujeme-li lichobéznik GAHC namisto lichobézniku ABCD. Jiné pékné vysvétleni
poskytuje obr. 6.7, ve kterém podle Eukleidovy véty o odvésnach pravoihlého trojihelniku ABX méme
|ZC| = |AX| = ac a |BX| = \/a(a — ¢); nerovnosti |HC| < \/ac < |AG| proto plynou z tupoihlych
trojihelniki ZCH a AGX.

Cést b2): Bod E uréeny rovnosti (2) na rameni AD délky d existuje, pravé kdyz idZ 2 ac (plyne
to z pribéhu kvadratické funkee f(z) = z(d — z) na intervalu = € (0,d), kde z = |AE|). Protoze
d? = b? — (a — c)?, dostavame odtud snadnou tpravou existenéni{ podminku

(4) bza+c,
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ktera je silnéjsi nez (3), takze pro tsecku AG zajistuje potfebnou polohu z obr. 6.5. Pomoci vyjadfeni
|DH| = c-cotgf = c- a-
|DH| < 3d a |AH| - |DH| < ac, které zaruéuji, ze kazdy bod E tsecky AD spliujici (2) je vnitinim
bodem tsecky AH (takové body jsou dva, resp. jeden, plati-li v (4) ostra nerovnost, resp. rovnost). Proto
kolmy primeét F takového bodu E na piimku BC skutecné padne mezi body B a C.
ZAVER DISKUSE: Uloha m4,

A lieseni,jelia—c<b= \/a(a— ),

A 2fteseni, je-li \Jala—c)<b<a+rg,

A 3feseni,jelib=a+c
A 4fteseni,jelib>a+c.

© se snadnym vypoctem ovéii, ze za podminky (4) plati obé nerovnosti

JINE RESENI: PopiSme jiny rozbor éisti bl) a b2) pfedchoziho postupu. V prvni z nich z rovnosti ihla
CED a EBF (obr. 6.8) na zékladé véty o obvodovém a tsekovém dhlu (pom. il. 3) usoudime, ze pfimka
AD je teénou ke kruznici opsané trojihelniku ECB. Tuto kruznici umime sestrojit, nebot ma prochézet
danymi body B,C a dotykat se dané isecky AD (pom. il. 4). Pfislusny bod dotyku je hledany bod E,
jeho kolmym primétem na rameno BC dostaneme bod F. Podobnost ABFE ~ FEDC je pak zarucena
podle pom. il. 2, podm. (i), nebot ABFE ~ AEDC podle véty uu.

Cést b2): Z rovnosti 4hli CEF a EBF (obr. 6.9) usoudime, ze ihel BEC je pravy. Proto lze bod
E sestrojit jako priseéik isecky AD s Thaletovou kruznici nad priumeérem BC'; bod F pak dostaneme
stejné jako v édsti bl). Jako tam se dokdze i podobnost ABFE ~ DEFC, tentokrat na zikladé toho, ze
ABFE ~ AEFC.

POMOCNE ULOHY:

1. Pfipomerite si a pomoci podobnych trojihelniki dokazte Eukleidovy véty o vysce a odvésnach
pravotuhlého trojuhelniku: 12 = ¢ - Cb, a?=c-coabi=c-cs.

2. Ctyfihelniky KLMN a PQRS se shoduji ve vnitinich thlech, jak je vyznaceno na obr. 6.10.
Dokazte, ze tyto ¢tyfihelniky jsou podobné, je-li splnéna nékterd z podminek:

(i) AKLM ~ APQR, (i) strany KN a LM nejsou rovnobézné a |KL|: |[PQ| = |[MN| : |RS|.
[Vysvétlete, ze pokud AKLM ~ APQR, plati rovnéz AKMN ~ APRS podle véty uu, piicemz
obé podobnosti maji stejny koeficient |[KM| : |PR|. Za podminky (ii) ptevedte podobnym zobrazenim
étytihelnik PQRS na étyitihelnik KLM'N' tak, aby body M', N’ lezely po fadé na poloptimkach LA
a KN. Useéky MN a M'N' jsou pak shodné a rovnobézné; kdyby nebyly totozné, byl by MNN'M'
rovnobéznik, takze strany KN a LM by byly rovnobézné.]

3. Co jsou obvodové, sttedové a usekové ihly a jaké maji vlastnosti? Dokazte je.

4. Sestrojte kruznici ktera prochédzi danymi body K, L a dotyka se dané primky p, jez je s ptimkou KL
riznobéznd. [Bod dotyku T piimky p s hledanou kruznici je uréen podminkou |PT|*> = |PK| - |PL|, kde
P je prusecik pfimek p a K'L.|

5. (Dopliiujici iloha) Dané body A, B lez{ uvniti téze poloroviny vytaté danou pifmkou p. Na ptimce
p sestrojte bod X tak, aby velikost konvexniho 1ihlu AX B byla co nejvétsi. [Rozhledy mat.-fyz., roe. 62,
¢. 4, str. 168-169.]




3. Do daného ¢tyfsténu ABCD je vepsana koule. Jeji ¢tyFi teéné roviny, které jsou se sté-
nami ¢tyrsténu rovnobézné, z néj odtinaji ¢tyfi mensi ¢tyrstény. Dokazte, Ze soucet délek
vSech 24 jejich hran je roven dvojnasobku souc¢tu délek hran celého Gtyfsténu ABCD.

(P. Leischner)

Reseni. Oznacme p polomér vepsané koule a va, vg, v, vp té- A
lesové vysky daného ¢tyfsténu (s indexy podle vrchold, ze kterych M
vychéazeji). Odtaty ¢tyistén AK LM (obr.1) je stejnolehly podle A\ D
stfedu A s celym ¢tyfsténem ABCD. Soucty délek jejich hran jsou

K

proto ve stejném poméru jako jejich télesové vysky ze spolecného
vrcholu A, tedy v poméru (va — 20) : va, nebot 2p je vzdalenost

rovin KLM a BCD (jsou totiZ rovnobéZné a obé se dotykaji a0
vepsané koule). Stejnou tivahu miZzeme zopakovat pro ostatni t¥i C
odtaté ¢tyfstény. Nasi tilohou je proto dokizat rovnost B
vy — 2 vg — 2 vo — 2 vp — 2 Obr. 1
A 4% + B % + c 4% + D e _ 2,
VA UB vc UD

kterd je ekvivalentni s rovnosti
1 1 1 1
o(—+—+—+—)=1
vA UB UCc  UD

K tomu ndm pomuZe nasledujici ivaha o objemu V a povrchu S ¢tyisténu ABCD. Piedné
S=8S4+ S+ Sc+ Sp (kde Sx znaci obsah té stény, jeZ neobsahuje vrchol X), déle

1
3

1

1 1
V SAUA = gSBUB = gSC’UC = gSDUD

1
a konecné V = ggS . Podle téchto vzorct plati

S

e e )= G S S5

a tim je cely dikaz hotov.



5. Ve vnéjsi oblasti kruZnice k je ddn bod A. VSechny lichobé&zniky, které jsou do kruZnice k
vepsany tak, Ze jejich prodlouZend ramena se protinaji v bodé A, maji spole¢ny prusecik
thlopficek. Dokazte. (P. Leischner)

Reseni. Zakladny KL a M N kazdého z uvazovanych lichobé&z- A
nikt KLM N jsou dvé rovnobézné tétivy kruznice k, takZze maji
spole¢nou osu soumérnosti. Na ni lezi stfed S kruznice k, stfedy
P a @ zdkladen KL a M N, prisecik U thlopricek KM a LN
i prusec¢ik A prodlouzenych ramen (tedy polopfimek) KN a LM
(obr. 2). Protoze polopfimka AS na volbé lichob&zniku K LM N
nezavisi, sta¢i dokazat, Ze na ném nezavisi ani délka tsecky AU.
Vyjadiime ji nejprve pomoci délek p = |AP| a ¢ = |AQ)| (ukaze
se, ze je jejich harmonickym priamérem). Délky |PU| a |QU]|
snadno vypocteme z dvojice rovnic

PU| KLl p
PUI+[QU|=p—q a S0 =177 =
PUI+ QU QU ~ [MN| ~ g

(rovnosti poméri plynou z podobnosti AKLU ~ AMNU
a AKLA ~ ANMA). Vyjde ndm

PU| = p(;;qq) a |QU|= q(p — q),

Ptq

Obr. 2
a proto
alp—q) _ 2pq
AU| = |AQ|+ |QU| =q + = .
AU| = 4Q| +1QU] = g + T2-0) = 2
Nyni sem dosadime p = |AK|cos ¢ a g = |AN|cos ¢, kde ¢ = |<PAK|, a pfi nasledné tpravé
vyuzijeme toho, Ze

|AK|+ |AN| = 2|AR| = 2|AS| cos ¢,
kde R je stfed tétivy K N. Dostaneme tak
2pq _ 2|AK|-|AN|cos®’¢  |AK]|-|AN]
p+aq  (|AK[+]AN|)cosp —  |AS|
Zbyva vyuzit mocnost bodu A k dané kruznici k(S,r): soucin |AK| - |AN]| je roven rozdilu
|AS|? — 72, tedy na volbé& lichob&Zniku KLM N nezévisi. Nezdvislost veli¢iny |AU| je tak
dokazana.

|AU| =



1. Najdéte vSechny trojihelniky ABC, pro které plati rovnost
|BC| - |AX]| = |AC| - |BY],

kde bod X je prusetikem osy ihlu BAC se stranou BC a bod Y prusecikem osy
thlu ABC se stranou AC. (P. Cernek)

Reseni: Zkoumanou rovnost piepiseme do tvaru |BC| : |BY| = |AC| : |AX|
a oba pomeéry vyjadiime pomoci sinovych vét pro trojihelniky BCY a ACX

(ve kterych pfi obvyklém oznaéeni vnitinich thlu trojihelniku ABC zfejmé plati
|/BYC|=a+ 3B a|LAXC| =B+ }a):

BO| _sim(a+46)  |AC| _sn(3+ 3a)
|BY| siny |AX| siny

Hleddme proto pravé ty trojihelniky, pro které sin(a+ %,6’) = sin(G+ %a). Protoze
oba argumenty lez{ mezi 0° a 180°, rovnost jejich sint nastane, jen pokud «+ % b=
=03+ %a, nebo (a + %ﬁ) +(B+ %a) = 180°. Prvni podminka znamens o = 3,
druhd a + [ = 120°, neboli v = 60°.

Mald obména prvni ¢dsti: Srovndme-li zkoumanou rovnost s obecné platnou
rovnosti |[BC| - |AP| = |AC| - |BQ]|, kde AP a BQ jsou vysky daného trojihelniku,
dostaneme ekvivalentn{ podminku ve tvaru |AP| : |[AX| = |BQ| : |BY|. Z pravo-
thlych trojihelniki APX a BQY tak opét vyjde rovnost sin(a+ 3/3) = sin(8+1a).

OpPOVED: Hledanymi jsou pravé ty trojuhelniky, pro které plati |AC| = |BC|
nebo |[ZACB| = 60°.



2. Najdéte vsechna kladnd ¢isla k, pro néz plati: Ze viech trojuhelniki ABC),
v nichZ |AB| = 5¢m a |AC| : |BC| = k, md nejuétsi obsah trojihelnik
roUnOTAMENNY.

RESENT. Pro k = 1 uvedené charakterizaci vyhovuje libovolny rovno-
ramenny trojihelnik s danou zdkladnou AB a libovolné velkou vy$kou na
stranu AB. Mezi nimi zfejmé neexistuje trojihelnik s nejvétsim obsahem.

Predpoklddejme déle, Zze je kK > 1 (jinak fe$ime stejnou tlohu, v niZ
prohodime A a B). Na piimce AB existuji dva rizné body Cp, Cs, pro
|[ACi|  |AC,|
|BCi | | BCs|
|AC| : |BC| = k, lezi na Apolloni-
ové kruZnici sestrojené nad pramé-
rem C1C; (obr.1). Odtud je zfejmé,
Ze trojuhelnik ABC bude mit nej-
vétsi obsah pro vrchol C ve stfedu
oblouku C;C; (v libovolné z poloro-
vin uréenych pfimkou AB). Za pied-
pokladu k£ > 1 pro takto zvoleny Obr. 1
bod C plati |[AC| > |BC| a také
|AC| > |AS| > |AB|, takze troj-
thelnik ABC bude rovnoramenny, pravé kdyz bude |AB| = |BC|. Odtud se-
stavime rovnici pro odpovidajici hodnotu k.

Pro body C;, Cs predevsim plati

které plati = k. VSechny body C' v roving, pro které plati

k 1
|AC| = k—H‘ABL |ACs| = k—H\ABL

takZe z rovnosti |ACs| = |AB| + |BCs| a |C1Cs| = |BC4| + |BCs| vychézi

1 2k
|BC:| = +— |48, |C1Co| = 57— |AB.



Jesté spocteme

k 1 1
- - =~ — ||AB|= —|AB
[BS| = [ISC1| — 1BCy| ‘k271 k-l—l" = e —1 45
a
2 2 2 2 2 1+k2
|BC? = |BS|? + |CS]? = |BS]? + |C1 S| :7(1@2 1)QIABI-

Odtud vychézi rovnice
1+ k> =k*—2k>+1, neboli k*(k*—3) =0,
kterd m4 jediné kladné feSeni k = /3.
Uloze vyhovuji dvé kladn4 &isla k, k = v/3 a k = 1//3.
JINE RESEN{. Zfejmé k # 1 (pro k = 1 maximum neexistuje). Obé &isla k

1
a % zkoumanou vlastnost zérovein bud maji, nebo ne. Pfedpokladejme tedy (bez

Gjmy na obecnosti), Ze k > 1 je pevné. Oznaéme ¢

Cy patu vysky z vrcholu C a x = |ACy| (obr. 2).

Pro dané z spo¢itame zdvislost v = v(z), najdeme

maximum této funkce a nakonec se podivame, pro v

které k£ > 1 tomuto extrému odpovida rovnora-

menny trojahelnik. .
Z¥ejms je A z Co B

JAC)? = 22 + 2, |BOP = (z—c)? +v2, (1) Obr. 2

takZe podminka |AC| = k|BC| je ekvivalentni rovnosti
z® + 02 =k ((z — )? + %),
neboli po Gpravé
9 2, 2k2c - k2c?
vi=—x - .
k2 -1 k2 -1

Jak vime, nabyva nalezend kvadratickd funkce maxima pro

k2c
x:k2_1>c

a té odpovid4 maximalni hodnota

ke
Umax = m



Protoze vyslo © > ¢, znamend to, Ze |AC| > c, takZe trojahelnik ABC
miize byt rovnoramenny, jediné kdyz |BC| = |BA| = c. Dosazenim do druhé
rovnosti v (1) dostaneme

k2c _02+ k2c? _02(k2+1)
(k

2 _1 212 (R2-1)2°
takZe po Gpravé mame pro ¢t = k2 kvadratickou rovnici
t+1=(t—1)3%

kterd mé jediny kladny kofen t = 3, odtud k = /3. Zavér je stejny jako
v predchozim feSeni.

NAVODNE ULOHY:
1. V trojuhelniku ABC oznalme M priseéik osy vnitfniho Ghlu p#i vrcholu C
se stranou AB. Potom je |AM]| : |BM| = |AC| : | BC|. Dokaite.
2. Dokazte analogické tvrzeni i pro osu vnéjsiho thlu.
3. Sestrojte trojthelnik, v ndm¥ je ddno ¢, v a a : b. [S. Hordk: KruZnice. SMM
sv. 16.]



2. Je dan étverec ABCD. Dokaite, Ze pro vSechny body P toho oblouku AB kruZnice
¢tverci opsané, ktery neobsahuje body C' a D, ma vyraz

|AP| + |BP|
|CP| + |DP|

stejnou hodnotu. Urcete ji.

3. V libovolném trojthelniku ABC oznaéme M a N po fadé stfedy stran BC a AC.

pravé kdyz plati rovnost

4-|AM|-|BN| =3 |AC|-|BC|.



2. Protoze zkoumany podil V nezavisi na velikosti a strany daného ¢tverce, budeme
pro jednoduchost predpokladat, Zze a = 1.

1
Pokud P = A nebo P = B, je zfejmé V =

V241

tlohy, je v/2 — 1 hledand hodnota zkoumaného podilu.

= /2 — 1. Pokud plati tvrzeni



Predpokladejme déle, Ze bod P je vnitinim bodem uvedeného oblouku. Protoze ob-
vodové thly nad shodnymi tétivami téze kruznice jsou shodné, plati (obr.1)

1
[4APD| = |$CPD| = |$CPB| = |§CAB| = 7.

D C

Obr. 1

Oznaéme o = iﬂ a déle (obr.1) ¢ = |[SADP|, ¥ = |<BCP|, potom ¢ + ¢ = «,
|<PBC|=n— (a+ ), |[SPAD| =1 — (a+ ¢), takze podle sinové véty

sin ¢ + sin 2sin £3¥ cos £5% sin 2o Tonst
= = konst.

sin(o+ @) +sin(a +19)  2sin 2254 o5 £5¢ sin Ja

Tim je dokézano, ze V je konstantni, a protoze a = irc, vyjde skutetné V = /2 — 1,
jak se snadno presvédcime napf. pomoci identity

. . a L a L, a .« R
sin —o = sin « cos — + sin — cos ¢ = 2SIn — cos” — —|—sm—<1 — 2sin —) =
2 2 2 2 2 2 2

= sing(2cos2 S R 2) —sing(1+2cosa)
2 2 2 2 ’

kam za 1 + 2cos a dosadime 1 + /2.
Jiné teSeni. Pokud P = A nebo P = B, zjistime stejné jako v prvnim feSeni, Ze

hodnota zkoumaného podilu je v/2 — 1. Je-li bod P vnitinim bodem uvedeného oblouku,
jsou oba Ctyfthelniky APBC i APBD (obr.1) tétivové, proto podle Ptolemaiovy véty
plati

|AP|-|BC|+ |BP|-|AC| = |CP|-[AB],

|AP|-|BD|+ |BP|-|AD|=|DP|-|AB|.
Se¢tenim obou rovnosti a dosazenim |BC| = |AD| = |AB|, |BD| = |AC| = V2|AB|
dostaneme
|AP|+ |BP|
|CP|+ |DP|

Tim je tvrzeni tdlohy dokazéno. Dany vyraz mé pro kazdy bod P uvedeného oblouku
hodnotu v/2 — 1.

Za aplné feseni je 6 bodu.

(JAP|+ |BP|)(1+ V2) = |CP| + |DP|, neboli V2 - 1.



vviev

body C, M, N a T na jedné kruznici, pravé kdyz pro ahly v = |[{MCN| a 6 = | MTN]|
plati v 4 6 = &, neboli siny = sind (rovnost v = ¢ je a priori vyloufena: bod T lezi uvnit¥
trojahelniku ABC, takze |[SATB| > |4ACB]|, neboli § > ). ZapiSme nyni, 7e obsah
trojihelniku ABT je roven jedné tfetiné obsahu trojihelniku ABC:

%.(%pma)-(%BND-mnazé-(;Acyychsmy)

Odtud jiz okamzité plyne, Ze rovnost siny = sin J je ekvivalentni s rovnosti ze zadani tlohy.

Jiné feSeni. Vyuzijeme vétu o mocnosti bodu ke kruznici. Ozna¢me T zminéné té-
7i8té, k kruZnici opsanou trojuhelniku CM N a rozliSme tfi mozné pripady jejich vzajemné
polohy. (Zdtiraznéme, Ze vrcholy A a B vzdy leZi ve vnéjsi oblasti kruZnice k, nebot tisecky
MC a NC jsou jeji tétivy.)

Je-li T € k, pak |AN|- |AC| = |AT| - |AM]|, tedy

gh:@@m“mwiﬁzw;
stejnd odvodime i rovnost 4t? = 3a2. Vyndsobenim obou rovnosti a naslednym odmocnénim
dostaneme 4t,t, = 3ab, coz je rovnost ze zadani tlohy.

Lezi-li bod T ve wvnitini oblasti kruznice k, pak plati nerovnost |AN| - |AC| <
< |AT|-|AM]| (plati totiz rovnost |AN| - |AC| = |AT'| - |AM]|, kde T" je pruse¢ik usecky
AT s kruzmici k, takze |AT'| < |AT|). Postupem z pfedchoziho odstavce tentokrat vyjde
nerovnost 4t,t, > 3ab.

Lezi-li bod T ve vnéjsi oblasti kruznice k, pak plati nerovnost |AN|-|AC| > |AT|-|AM]|
(plati totiz rovnost |AN| - |AC| = |AT’|- |AM]|, kde T", T'" # M, je prisecik polopfimky
TM s kruznici k, takze |AT'| > |AT|). V tomto pfipadé vyjde nerovnost 4¢,t, < 3ab.

Tim je dikaz u konce. VSimnéme si jedné zajimavosti, kterd z néj plyne: rovnost
4t,t, = 3ab v libovolném trojthelniku ABC plati, jeding kdyz zdroveii 4t2 = 3b* a 4t =
= 3a2.

Za Uplné feSeni je 6 bodh. Za dikaz toho, Ze rovnost ze zadani plati, pokud body C, M, N, T lezi na
kruznici, udélte 2 body, za dikaz opacné implikace 4 body.



2. V obecném ¢tyfsténu ABCD oznacme E a I stfedy téZnic z vrcholi A a D. Urcete
pomér objemu ¢tyfsténi BCEF a ABCD. (P. Leischner)

ReSeni. Ozna¢me K a L stiedy hran BC a AD a Ag, Dy p¥islugna t&7isté stén proti vrcholim
A, D (obr.1). Obé téznice AAg, DDy lezi v roviné AK D, pfi-
Cemz jejich priisecik T (t&zisté Ctyfsténu) je déli v poméru 3 : 1
a zaroven je stfedem spojnice K L (to je ziejmé z vlastnosti té-
7i8té: T = L(A+B+C+D) = L (3 (A+D)+1(B+C)) = (K +
+ L)). Odtud plyne, ze je |ET| : |AT| = |FT|: |DT| =1 :3,
takze |[EF| = 3|AD|. Rovina BCL pili ob& tsecky AD i EF,
a proto také rozdéluje oba uvazované ¢tyistény ABCD i BCEF
na casti stejného objemu. Ozna¢me G stfed usecky EF, pro
prislusné objemy pak plati

V(BCEF) V(BCGF) |GF| S(BCG) R

V(ABCD) ~ V(BCLD) _ |LD| S(BCL) _ B
_LlIKG| _1 2 2 Obr. 1
=3KD "33 9

3. Ukaizte, Ze existuje trojuhelnik ABC, v némz pfi obvyklém oznaceni stran a téZnic plati
a # b a zaroven a +t, = b+ tp. Déle dokaZte existenci takového Cisla k, Ze pro kazdy
zminény trojthelnik plati a +t, = b+ t, = k(a + b). Nakonec najdéte vSechny poméry
a : b stran a, b takovych trojihelniki. (J. Simsa)

ReSeni. Vime, Ze

takze

3
22—t = 1(b2 —a?).

ProtoZe podle piedpokladu dlohy t, — t, = b — a # 0, vychdzi odtud t, + t, = %(b +a). Ze
soustavy rovnic

ta—tb:b—a,
3
ta+tbzz(b+a)
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uréime t, = 3(7b — a), t, = §(7a — b), tedy

7
a+ta=b+ty=c(a+h).

Proto je k = %.

Nyni zjistime, pro které délky a # b existuje trojihelnik ABC o stranéch a, b a téZnicich
ta = 5(7b — a), ty, = £(7a — b). Pedeviim musi byt ¢t, > 0, &, > 0, coZ je ekvivalentni
nerovnosti % < 3 < 7.Znédme vSechny tfi strany trojuhelniku AB;T:

b 2 2 1 1
ABy| =2, |AT|=2t, == ~(Tb—a) = —(7b—a),
ABi| =2, |AT|= 21, =2 L(Tb—a) = —_(Tb~a)
1 1 1 1

Zkoumame-li trojihelnikové nerovnosti pro tyto tii délky, dostaneme podminku

L _a_y
357

c v o a . . v . o s s ;
z niz je tfeba dle predpokladu vyloudit hodnotu b= 1. To je zaroven i postacujici podminka:

Sestrojeny trojihelnik AB;T lze vidy doplnit na trojihelnik ABC se stranou b = |AC|
a téZnicemi t, = |[AA4|, t, = |BBj|. Konetné z rovnosti ¢2 — t7 = 2(b? — a?) vidime, Ze je
ia=|BC|.



5. V roviné je dan ostry thel APX. Sestrojte ¢tverec ABCD tak, aby bod P lezel na strané
BC' a aby polopfimka PX protala stranu CD v takovém bodé @, 7e bod P leZi na ose
tihlu BAQ. x (J. Simsa)

Reseni. Uvazujme otodeni kolem stiedu A o 90°, které

zobrazi vrchol B hledaného ¢tverce ABCD na vrchol D, ¢ r N C
a oznaCme P’, C', D' obrazy bodtu P, C, D v tomto oto¢eni \
(obr. 2). Protoze | PAP’| = 90°, plyne z vlastnosti os ve- N 3 P
dlejsich ahla, ze AP’ je osa tthlu QAD’. Proto mé bod P’ AN
stejnou vzdalenost od AD' i od AQ (rovnou strané hleda- N
ného &tverce). Tyto vzdalenosti jsou vysky v trojihelniku B
AQP'. ProtoZze bod P’ miZeme sestrojit, miZeme sestro- D' A B
jit i bod Q jako prisecik ramene PX s osou Usecky AP'. Obr. 2

Zbytek konstrukce je uz zfejmy.




2. Necht K, L, M jsou po tadé wvnitini body stran BC, CA, AB daného
trojuhelniku ABC' takové, Ze kruznice vepsané dvojicim trojuhelniki ABK
a CAK, BCL a ABL, CAM o BCM maji vnéjsi dotyk. Pak plati

|BK|-|CL| - |AM| = |CK] - |AL| - | BM].

Dokazte.
Poznédmka. Z uvedené rovnosti plyne na zdkladé Cevovy véty, Ze primky
AK, BL, CM prochazeji tymz bodem.

RESEN{. Uvniti strany BC trojihelniku ABC uvazujme bod K takovy,
ze kruznice vepsané trojuhelnikim BK A a C K A maji vnéjsi dotyk v bodé D.
Necht dale (pfi obvyklém oznaceni délek stran trojuhelniku ABC') plati ozna-
¢eni podle obrazku 1, tj.

|ADy| = |AD.| =z, |BD.| =y, |CDy| =z, |BK| =y +u, |CK|=z+u.

2



Obr. 1

7 predeslého obrazku snadno vidime, ze plati nasledujici soustava rovnic

Y+ 2z =a—2u,
z+x =0b,
r+y==c.

Jednoduchou tpravou odtud dostédvame 2y + 2u = a — b + ¢ (analogicky vyja-
dfime 2z + 2u), a tudiz plati

1
|BK|:y+u:§(a—b—|—c):3—b,

1
|C’K|:z—|—u:§(a+b—c):3—c,

kde 2s = a + b+ ¢. To znadi (viz prvni navodna tloha), ze bod K je bodem
dotyku kruznice vepsané trojihelniku ABC se stranou BC. Pro body L a M
plati vyuzitim analogického postupu nasledujici vztahy:

ICL|=s—¢, |AL|=s—a, |AM|=s—a, |BM|=s—b0.
7, predeslych rovnosti jiz bezprostiedné plyne
|BK|-|CL|-|AM| = (s —a)(s—b)(s—c)=|CK|-|AL| - |BM|.

Tim je ditkaz ukoncen.



NAVODNE ULOHY:

1. Pomoci délek stran a, b, ¢ daného trojuhelniku ABC vyjadiete

a) vzdélenosti vrcholi a bodt dotyku kruznice tomuto trojihelniku ve-
psané, které lezi na prilehlych stranéach;

b) vzdalenosti vrcholi a bodii dotyku kruznic vné pfipsanych prilehlym
strandm (které lezi na téchto stranéch);

c) vzdalenosti stfedd jeho stran a bodu dotyku kruznice danému trojahel-
niku vepsané (vné pripsané), které lezi na jednotlivych stranach daného
trojuhelniku.

2. Seznamte zdky s nasledujici variantou Ceévovy véty: Necht K, L, M jsou po
fadé vnitini body stran BC, CA, AB daného trojuhelniku ABC. Usecky
AK, BL, CM se protinaji v jednom bodé uvnitf trojahelniku ABC', praveé
kdyz plati

|AM| |BK| |CL|
(MB| |KC| |LA|

Vétu dokazte, naptiklad podle [Svréek J., Vanzura J.: Geometrie trojihelnika,
SNTL Praha (1988)].

Pozndmka. Usetky AK, BL, CM vyhovujici podminkdm tlohy se tedy
protinaji podle Cevovy véty v jediném bodé G, zvaném Gergonniv bod daného
trojuhelniku ABC.



4. V rovine je dano 1999 shodnych trojuhelniki o obsahu 1, ktere jsou ob-
razy tehoZz trojuhelniku v riznych posunutich. Je-li prinikem vsech danych
trojuhelniku mnozina M, kterd obsahuje tézisteé kazZdého z nich, je obsah

mnoziny M alespon %. Dokazte.



RESENT. Necht A,B,C;, kde s € {1,2,...,1999}, jsou trojuhelniky vy-
hovujici podminkédm tlohy a XY Z necht znac¢i polorovinu s hraniéni piim-
kou XY a vnitinim bodem Z. Kazdy z danych trojuhelnikti A;B;Cs je pri-
nikem vzdy t¥i polorovin A;B;Cs, BsCsAs a CsAsBg, proto je (nepréazdnd)
mnozina M prinikem 3 - 1999 = 5997 takovych polorovin. Vzhledem k tomu,
ze poloroviny A;BsCs, kde s € {1,2,...,1999}, se navzdjem lisi jen posunu-
tim, je jejich prtnikem polorovina A;B;C;, kde ¢ je pevny index z mnoziny
{1,2,...,1999}. Podobné prunikem vsech polorovin B;CsA; je ur¢ita poloro-
vina B;C;A; a prinikem vsech polorovin CsA¢ B, je urc¢ita polorovina C, Ay, By,
kde j,k € {1,2,...,1999}.

Mnozina M je proto prunikem tifi vyse zminénych polorovin A;B;C},
B;CjA; a CyArBy, M je tedy trojuhelnik ABC, kde A je prisecik primek
A;B; a Cp Ay, B je prusecik piimek A;B; a B;C; a konecné C je prusecik pii-
mek B;C; a CpAy. Tento trojuhelnik je podobny vSem trojthelnikim A4 B,Cs,
pfi¢emz pro pomér podobnosti A plati 0 < A < 1. (Ptipad A = B = C 1ze dle
textu ulohy vyloucit.)

Vzhledem k tomu, Ze obsah trojuhelniku ABC je A2, sta¢i dokazat, ze
A2 % Oznacme v vysku z vrcholu C; na stranu A;B; v trojuhelniku A;B;C;.

Vvev

Vvev

Vzdalenost vrcholu C' trojuhelniku ABC od jeho strany AB je tedy ales-
pon %v. Porovnanim velikosti vysek z vrchold C; a C' v podobnych trojihelni-
cich A;B;C; a ABC dostavame jiz pfimo zddanou nerovnost A\ = %, tj. A2 > %,
coz jsme chtéli dokézat.

Y voev

DopLNuJict ULOHY:

1. V roviné je dano 1999 shodnych obdélniki o obsahu 1, které jsou obrazy
téhoz obdélniku v riznych posunutich. Je-li prinikem vsech danych obdél-
nikd mnozina M, kterd obsahuje priisecik uhlopricek kazdého z nich, je obsah
mnoziny M alespon %. Dokazte.

2. Je déana usecka AB. Mnozina bodi M je definovana takto:

a) M obsahuje body A, B.
b) Obsahuje-li M body X a Y, obsahuje i bod Z tsecky XY, pro ktery
plati |YZ| = 3|XZ]|.

3. Dokazte, Ze kazda tsecka, ktera je casti useCky AB, obsahuje alespon jeden
bod mnoziny M. [17. MO, A-I-1]



6. Je ddn ctyrboky jehlan ABCDV s podstavou ABCD. Jeho hrany AB,
CD jsou rovnobéezne a roviny ABV a CDV wvzdajemné kolmé. Oznacme P
patu vysky z vrcholu V' na stranu AB v trojuhelniku ABV a Q patu vysky
z vrcholu V na stranu CD v trojuhelniku CDV . DokaZte nerovnost

AV + |BV|> + |[CV >+ |DV > Z |PQ|* + 2(Sapv + Scpv + Spqov),

kde Sxvyz znact obsah trojuhelniku XYZ. Zjistéte rovnez, kdy plati rovnost.

RESEN{. P¥imka AB je priise¢nici roviny ABV s rovinou podstavy ABCD
¢tyrbokého jehlanu ABC DV, podobné pfimka C'D je prusecnici roviny C' DV
s rovinou podstavy ABCD uvazovaného jehlanu. Vzhledem k tomu, Ze obé pri-
seCnice jsou dle zadani rovnobézné, je rovnéz prusecnice s rovin ABV a CDV
s nimi rovnobézné (obr. 2). Rovina kolma k pfimce s, prochazejici vrcholem V
daného jehlanu, protina primky AB, C'D po fadé v bodech P, @, které jsou
patami vysek z vrcholu V' po fadé na strany AB, C'D v trojuhelnicich ABV,
CDV. Roviny ABV a CDV jsou podle zadani vzajemné kolmé, trojihelnik
PQV ma proto pravy tthel u vrcholu V. Pata M vysky z vrcholu V' na pfeponu
PQ je pritom totozna s patou télesové vysky z vrcholu V' jehlanu ABC'DV'. Pro
polohu bodd P a @ na primce AB, resp. C'D, je tfeba déle rozlisit tii pripady:



(i) Oba body P a @ lezi na odpovidajicich hranach AB, C'D.
(ii) Jeden z bodu P, @ lezi na odpovidajici hrané, druhy na prodlouzeni od-
povidajici hrany.
(iii) Zadny z bodii P, @Q nelezi na odpovidajici hrané.

//
77 S

//
7

//
77

Dokézeme dale nerovnost z textu ulohy pro pfipad (i). Zavedme oznaceni
ve shodé s obrazkem 2, tj.

|AP| =z, |BP| =y, |CQ|==z, |DQ|=u, |[VP|=p, |[VQ|=q.

Vyuzitim Pythagorovy véty v pravouhlych trojuhelnicich APV, BPV, CQV,
DQV a PQV dostavame postupné vztahy:

[AV? =a® +p%,  [BV[P=y?+p* [CV|*=2"+¢%,
DV =u? +¢% |PQP? =p® +¢*
Pro obsahy trojuhelniki ABV, CDV a PQV plati vzorce
2Sapv = (x +y)p, 2Scpv = (2 +u)q, 2Spqv = pq.
Dosadime-li nyni za |AV|?, |BV|?, |CV|?, |DV|?, |PQ|* a 2Sapv, 2Scpv,
25pgv do nerovnosti v textu tlohy, dostavame po snadné tpraveé
2+ P+ 22w+ P+ ¢ Zap+yp+ 2q+ ug + pg.

Nyni dokazeme, ze predesla nerovnost plati pro libovolné nezaporna realna cisla
x, Yy, z, u a libovolna kladna ¢isla p, q. Vynasobenim rozdilu levé a pravé strany
této nerovnosti ¢islem 4 dostavame po upravé

(42% — daxp + p*) + (4y° — dyp + p*) + (42° — 42q + ¢°) + (4u® — dug + ¢*)+
+2(p* —2pg+¢°) = 2z—p)*+(2y—p)*+(22—¢)*+ (2u—gq)* +2(p—q)* 2 0.
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Vzhledem k tomu, Ze vSechny provedené tpravy byly ekvivalentni, plati téz
nerovnost uvedend v textu ulohy, coz jsme méli dokazat.

Podobné lze postupovat i v pripadech (ii) a (iii). Odlisné je zde pouze
vyjadieni hodnot 2545y a 2Scpv.

Rovnost miize nastat pouze v pripadé (i), ve zbylych dvou pfipadech je
vyloucena. V pripadé (i) pfitom rovnost nastava, pravé kdyz plati

tj. pravé kdyz podstavou daného ctyfbokého jehlanu ABCDV je obdélnik
ABCD, pata M vysky V M uvazovaného jehlanu je prisecikem thlopticek AC
a BD v obdélniku ABCD a soucasné plati

|AB| : |BC|: [VM|=4:2/2:/2.
NAVODNE ULOHY:
1. Dokazte, ze pro libovolna realna cisla x, y plati nerovnost
522 + 9% +1222(2+9).

Zjistéte, kdy nastava rovnost. [Rovnost nastava, pravé kdyz ¢ =y = %]
2. Oznacme a, b, ¢, d, e, f velikosti hran ¢tyrsténu a S jeho povrch. Dokazte

nerovnost
3
Sé%(a2+62+c2+d2+62+f2)

[41. MO, A-III-2]
3. Dokazte, ze pro libovolna realna cisla a, b, ¢, d, e plati nerovnost

a2+ + P+ d?2+e22(a+b+c+de.
Zjistéte, kdy nastava rovnost. [Rovnost nastava, pravé kdyz 2a = 2b = 2¢ =
=2d =e.]

4. Dokazte, ze pro libovolna kladna ¢isla x1, x2, x3, 4, x5 plati nerovnost

(1 + 2 + 23 + x4 + x5)% = 4(w172 + x2w3 + T34 + TaT5 + THT1).
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2. Je dan rovnoramenny lichobéznik UV ST, v némz 3|ST| < 2|UV|. Sestrojte rovnora-
menny trojuhelnik ABC se zakladnou AB tak, aby body B, C lezely na ptimce V'S,
bod U na piimce AB a bod T byl tézistém trojihelniku ABC.

3. Dokazte, ze pro libovolna kladna cisla a, b plati nerovnost

i/%Jr i’/gg §/2(a+b)<é+%>.

Zjistéte, kdy nastane rovnost.

4. Urcete vSechny konvexni ¢tyiuhelniky ABCD s nasledujici vlastnosti: Uvniti ¢tyt-
uhelniku ABCD existuje bod F takovy, ze kazda primka, ktera prochézi timto bodem
a protina strany AB a C'D ve vnitfnich bodech, déli ¢tyriuhelnik ABC'D na dvé ¢asti
o stejném obsahu. Svou odpovéd zdivodnéte.



2. Oznacme P stfed zdkladny AB hledaného rovnoramenného trojihelniku ABC.

Protoze vrchol U daného lichobézniku UVST lezi na pfimce AB, je bud U = P, anebo
tvoti body T', U, P vrcholy pravouhlého trojihelniku (obr. 1). V obou piipadech bod P lezi
na Thaletové kruznici k sestrojené nad primérem 7T'U. Oznacme d vzdalenost vrcholu T
daného lichobézniku od primky VS. Vzhledem k tomu, ze T je tézistém trojihelniku ABC),
ma jeho vyska z vrcholu A velikost 3d, tudiz bod P lezi na pfimce p, ktera je s primkou V.S

rovnobézna, ma od ni vzdalenost %d a lezi v poloroviné VIST'. Odtud jiz plyne konstrukce
trojuhelniku ABC:

1.

CUk N

sestrojime kruznici k£ s priumérem 7T'U;

sestrojime v poloroving VST pfimku p || VIS ve vzdalenosti %d od VS;
sestrojime bod P € kN p;

sestrojime piimku PB1TP, B € VS,

sestrojime vrcholy A (A € PB, A# B, |AP|=|PB|)aC (C € PTNVS).

Diskuse: Protoze dle predpokladu je ST || UV a 3|ST| < |[UV/|, protne pfimka p stranu

TU daného lichobézniku ve vnitinim bodé, bude tedy secnou kruznice k£ a protne ji ve dvou
rtiznych bodech P a P’ (obr.1). Pro kazdy z nich dostavame jedno feSeni, trojuhelniky



ABC a A'’B'C’. Z konstrukce je déle zfejmé, ze pokud bude TU L SV, budou oba body
P, P’ soumérné sdruzené podle osy TU, takze dostaneme dva shodné (soumérné sdruzené)
trojuhelniky ABC a A’B’C’ (obr.2). Obé soumérnd feSeni splynou v jedno v piipadé, kdy
vyjde A = U. Pfitom bude tézisté T trojihelniku ABC' zaroven prusecikem jeho vysek,
takze vysledny trojuhelnik ABC bude rovnostranny (obr.3). To nastane, pravé kdyz obé
ramena daného lichobézniku jsou navzajem kolma a navic plati 3|ST| = |UV|, jak plyne
z podobnosti trojihelnika UV Q ~ T'SQ. V tomto jediném pripadé ma tloha jedno feseni.
Ve v8ech ostatnich pfipadech ma tloha dvé feseni (kterd jsou pro TU L SV shodnd).

Za Gplné Teseni je 6 bodl. Neni-li uveden pocet feseni tulohy, strhnéte 2 body. Pokud je v diskusi pominut
pripad, kdy obé ramena lichobézniku jsou navzajem kolma, strhnéte 1 bod.



4. Necht E je vnitfnim bodem takového konvexniho ¢tyfuhelniku ABCD, ktery
vyhovuje podminkdm tlohy. Uvazujme pfimky X;Y7, v, Y, C
X,Y, a X3Ys, které prochézeji bodem E a protinaji D Ys 12 L
po radé strany AB a C'D v bodech X; a Y7, X5 a Ys,
X3 aYs (obr.4). Jestlize vSechny tii uvazované primky
déli ¢tyitahelnik ABCD na dvé ¢asti o stejném obsahu, )
rovnaji se i obsahy trojuhelnikid £ X1 X5 a EY;Y5, resp.
EX5X3 a EY,Ys. Protoze tyto trojuhelniky maji vzdy
?,h'c.)dne vmtorm uhly pii vrcholu FE, plyne z rovnosti A X, X, X5 B
jejich obsahti rovnost

|[EX1| - |EXs| = |EY1] - |EYs), Obr. 4

resp.
|[EXo| - [EX3| = |EYs| - |EY3|.

Z obou predeslych rovnosti dostavame

[BX)| _ |EYi]
|[EX3|  |EY;3

Trojihelniky EX; X3 a EY1Y3 jsou tedy podobné (podle véty sus) a maji tyz obsah. Jsou
proto stfedové soumérné podle stfedu E a plati tudiz X; X3 || Y1Y3. Ctyithelnik ABCD
ma tedy nutné rovnobézné strany AB a CD.

Naopak kazdy (konvexni) ¢tyithelnik ABCD, v némz plati AB || CD, vyhovuje pod-
minkam tulohy. Za bod E pak zvolime stfed tsecky spojujici stfedy rovnobéznych stran
AB a CD; pozadovana vlastnost takového bodu je zfejma.

Zdvéer: Podminkdm tlohy vyhovuji pravé vsechny konvexni ¢étyruhelniky ABCD,
v nichz AB || CD.

Za plné feseni je 6 bodu. Za diukaz, Ze ¢tyfihelnik ABCD mé nutné rovnobézné strany AB a CD, udélte

4 body. Za ovéfeni skutec¢nosti, ze kazdy takovy Ctyfthelnik (spolu s charakterizaci bodu E) vyhovuje
podminkam tlohy, udélte 2 body.



2. Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC' se zdkladnouw AB. Na jeho vysce CD je zvolen bod P
tak, Ze kruznice vepsan€ trojuhelniku ABP a ctyrihelniku PECF jsou shodné; pritom bod E
je prisecik primky AP se stranou BC a F prisecik primky BP se stranou AC. DokaZte, Ze
i kruznice vepsané trojuhelnikim ADP a BCP jsou shodne. (J. Simsa, K. Hordk)

Reseni. Protoze pfimka CD je osou soumérnosti dvou vrcholovych thlt APB a EPF, lezi st¥ed I;
kruznice vepsané trojuhelniku AB P na tisec¢ce D P a zaroven stifed I kruznice vepsané ¢tyruhelniku
PECF lezi na tsecce CP (obr.1). Navic plati |I;P| = |I2P|, nebot obé zminéné kruznice jsou
shodné. Stiedy O;, Oy kruznic vepsanych trojuhelnikim ADP a BCP (obr.2) pak lezi po fadé
na useckach AI;, Bls, nebot polopiimky Al; a Bl jsou osy odpovidajicich thli DAP a CBP.
Z rovnosti |I; P| = |12 P| navic plyne, Ze trojihelniky API; a BPI; maji stejny obsah, protoze se
rovnaji i pfislusné vysky |AD| = |BD)|.

Oznacme 71, 75 poloméry kruznic vepsanych trojuhelnikim ADP a BC' P. Vyjadifime-li pomoci
nich oba zminéné obsahy (S(XYZ) znadi obsah trojihelniku XYZ), dostaneme

1 1 r
S(APL) = S(AO\P) + S(01PI) = 5 |AP| 11+ 5 |[LP| -7y = 51(|AP] + | P)),

1 1
S(BPL) = S(BOsP) + S(O2PL) = 5 - |BP| 12+ 5 - |IoP| - 72 = Z(IBP| + | 12P)).



Obr. 1 Obr. 2

Vzhledem k tomu, ze S(API;) = S(BPIs), |[1P| = |I2P| a |AP| = |BP|, plyne odtud r; = 7o,
coz jsme méli dokazat.

Jiné feseni. Vzhledem k soumérnosti trojiuhelniku ABC podle osy C'D staci dokazat, ze se
shoduji kruznice vepsané trojuhelnikim BDP a BPC.

Vnéjsi spoleéné teény shodnych kruznic vepsanych tthelnikim ABP a PECF jsou rovnobézné
se stfednou CD, tedy kolmé na piimku AB. Uvazujme tu z nich, ktera protina tsecky AD, PF
a polopfimku opa¢nou C'B. Tyto pruseciky ozna¢me po fadé D’, P’, C’ (obr.3). Ve stejnolehlosti,
ktera zobrazi trojuhelnik BD'C’ na trojihelnik BDC', odpovidaji trojuhelnikim BD’'P’ a BP'C’
trojuhelniky BDP a BPC. Protoze kruznice vepsana ¢tyfuhelniku PECF je zaroven vepsana
i trojuhelniku BP'C’ a kruZnice vepsané trojihelniku ABP je zéroven vepséana trojihelniku BD'P’
a obé€ uvedené kruznice jsou dle predpokladu shodné, jsou shodné i jejich obrazy ve zminéné
stejnolehlosti, tedy kruznice vepsané trojuhelnikim BDP a BPC.

C/




3. V rovin€ je dano 2000 shodnych trojihelniki o obsahu 1, které jsou obrazy téhoZ trojihelniku

vvoev

Ze obsah sjednoceni téchto trojuhelniki je mensi nez %. (P. Calabek)

Reseni. Nechf trojihelnik ABC o obsahu 1 je vzorem vsech 2000 trojahelniktt A,B,Cy, k €
zbyvajicich, plyne z feSeni tlohy 49-A-I-4, Ze prunikem vSech téchto trojuhelnika je trojihelnik
Ay ByCy, ktery je podobny trojuhelniku ABC, pfi¢emz jeho strany AgBg, BoCo, CoAg jsou po fadé
rovnobéZné se stranami AB, BC, C A a pro pomér podobnosti A navic plati A € (%, 1).

Je-li ApBCy, (k € {1,2,...,2000}) libovolny z danych trojuhelnikd, je trojuhelnik AoByCo
jeho ¢Gasti, proto lezi vrchol Ay v poloroviné BoCyAq ve vzdalenosti nejvyse v, od hraniéni pfimky
ByCy, kde v, je velikost vysky trojuhelniku ABC' pfislusné vrcholu A. Na druhou stranu je
i vzdalenost strany ByC} od vrcholu Ag nejvyse v,. Protoze navic trojuhelnik AgByCy obsahuje
tézisté vSech takovychto trojihelnikt Ay ByCl, nemiize byt vzdalenost strany ByCj od strany
ByCy || BrCy vétsi nez %va. Vzdélenost vrcholu Ag od strany BoCy je Av,, dohromady je tedy
vzdalenost obou rovnobéznych pfimek By Cy, BoCy nejvyse min(%, 1—X) - v,. Vidime, Ze vSechny
dané trojahelniky lezi uvnitt pasu omezeného dvéma rovnobézkami ag || a1 || BoCy (obr.4), jejichz
vzdalenost od BoCy je v, a min( %, 1 — \) - v,. Analogické tvrzeni mizeme vyslovit i pro dalsi dva
sméry CoAg a AgBy. Sjednoceni vSech danych trojahelnikd musi tedy lezet v pruniku vSech tii
odpovidajicich past.

|=

/A
=/ R

Obr. 4 Obr. 5

Rozlisime nyni dva pripady podle toho, ¢emu se rovna min(%, 1-X).

1. Necht % D % Prinikem odpovidajicich t¥1 pasu je Sestitihelnik, ktery vznikne z troj-
thelniku T uréeného trojici ptimek (a1, b1, c;) odstranénim tii trojuhelnicka T,, Ty, T. uréenych
trojicemi ptimek (ag, b1, ¢1), (a1, bo, c1) a (a1, b1, co). V obr. 5 jsou vyznaceny nékteré pomérné vzda-
lenosti vzhledem k |AB|, s jejichz pomoci zjistime, ze trojihelnik 7" je podobny trojahelniku ABC
s pomérem podobnosti 1+ A a trojahelniky T,, T}, T, jsou podobné trojuhelniku ABC s pomérem
podobnosti A — % 7 vypoctenych pomért je zaroven ziejmé, ze pro \ = % se trojuhelniky T,, T,
T, stdhnou do jediného bodu, takze uvedeny Sestitthelnik se zredukuje na trojihelnik 7'

Pro obsah S(\) vyznaceného utvaru tak pro A < % plati

S(O) = (1+2)? - 3(A - %)2 _

2 8 8
= 24+ =20-1)2+-<-—-2. - =2,
)\+)\+3 (A )+3<3 5



2. INecnt g > A = L. rrunikem odpovidajicich tr1 pasu je opet sestiuhelnik (obr.b), pricemz

odpovidajici trojihelnik 7" je podobny trojihelniku ABC' s pomérem podobnosti 3 — 2\ a trojithel-
niky T, T, T, jsou podobné trojihelniku ABC' s pomérem podobnosti 1 — A (v tomto pfipadé se
Sestithelnik zredukuje na trojuhelnik 7" pro A = 1).

Pro obsah S()) v tomto pfipadé plati

SA)=(B-20)*=3(1-))?*=
49 22

=N -6A+6=(\1—-32?-35 - -—3=""2
+6=( ) =9 9

s rovnosti pro A = %

Zjistili jsme, Ze sjednoceni viech trojthelnikdt AxBCy (k= 1,2,...,2000) je pro A # 2 &sti
rovinného utvaru, jehoz obsah je mensi nez %. Pro A\ = % je pak casti Sestitthelniku s obsahem %.
Strana tohoto Sestitthelniku, ktera lezi napf. na pfimce ag, miZe obsahovat jen koneéné mnoho vr-
choli A; danych trojuhelnika A; B;C;, takZe v Sestitthelniku urcité najdeme trojihelni¢ek kladného
obsahu, ktery do uvazovaného sjednoceni nepatii. Obsah sjednoceni uvazovanych trojihelnik je

proto i v tomto pfipadé mensi nez %. Tim je dtikaz hotov.



5. Monika zhotovila papirovy model trojbokého jehlanu, jehoZ podstavou byl pravouhly trojuhelnik.
Kdyz model rozrizla podél odvésen podstavy a podél tézZnice jedné ze sten, vznikl po rozvinuty
do roviny ctverec o stran€ a. Urcete objem tohoto jehlanu. (P. Leischner)

Reseni. Ozna¢me ABCD uvazovany jehlan s podstavou ABC, kde | ACB| = 90°. Podle textu
ulohy byl model rozfiznut podél obou odvésen AC' a BC podstavy a dale podél téZnice z vrcholu D
jedné ze stén BCD, ACD. Pii fezu podél téznice ve sténé ABD by totiz nebylo moZné rozvinout
model do roviny. Bez jmy na obecnosti predpokladejme dale, Ze fez je veden podél téznice DE ve
sténé AC'D (obr. 7), kdy po rozvinuti do roviny vznikne atvar s hranici BCAFE2;DFE1C1 B a pravym
thlem u vrcholu C' (obr.8). Protoze tento utvar je ¢tverec (ozna¢me ho C), jsou thly AF;D
a DFE;C; pravé (zadny z nich nemuze byt pfimy, nebot jejich soucet je 180°). Proto je téznice DE
trojihelniku AC'D zaroven jeho vyskou a body E;, Fs jsou vrcholy ¢tverce C.

D
D Ey
A T
A
3z T
E

T
/]
B C E, T Cy T BT (C

Obr. 7 Obr. 8



Kdyby vrcholy £ a Eg ¢tverce C byly sousedni, z rovnosti |£1C1| = |E2A| a z toho, ze C ma
vrchol C, by plynulo, ze C = CE2E1 B, a tak | BC| = |BE|, coz ale odporuje rovnosti | BC| = |BC |
(obr.9). Tak jsme (sporem) dokazali, ze vrcholy Fq a Ey ¢tverce C nejsou sousedni, proto k vrcholam
C patii (kromé bodt F, Ey a C) nutné bod D (z useku F;DE; hranice BCAE;DE;C1B).

Popsané body rozdé€luji hranici ¢tverce C = C'E2; DFE; na tseky, jejichz délky jsou vyznaceny
na obr. 8 pomoci vyhodného oznaceni x = sa. Délky ostatnich hran jehlanu spoc¢teme podle Py-
thagorovy véty:

1
3

|DC| = [DA| = /(32)% + (2) = 210,
|DB| = +/(3%)2 + (22)2 = 213, |AB| = zV/5.

Abychom zjistili objem jehlanu ABC'D, potiebujeme urcit velikost jeho télesové vysky.

Oznacime-li F stfed hrany AB, vidime, ze hrana AC je kolméa na

rovinu EFD, nebof AC | BC | EF a AC | DE. Rovina EFD je tedy ~ 0L D E2

[/ ' N
kolma na zakladnu ABC.
Télesovéa vyska jehlanu je proto vyskou (z vrcholu D) trojihelniku
DEF. Protoze DF tvori téznici trojihelniku ABD), ze znamého vzorce |
pro velikost téznice dostaneme C1 A
1 41 o]
2|DF|? = |DA]* + |DB)? — §\AB\2 = 7#, B C
Obr. 9

takze strany trojuhelniku DEF maji délky |DF| = %x\/41, |DE| = 3x
a |[EF| = 1|BC| = }z. Podle Heronova vzorce je obsah S takového
trojihelniku roven

$2
s= VB - e+ B - DR +1-3)-

4
2 2
2
T+ VAL (1 VD) (5 + VaT) (VaT - 5) = 2,
(. . : 28 : : :
a tak ma jeho vyska v z vrcholu D velikost v = ﬁ = 22+/2. Objem V jehlanu ABCD je proto
roven
11 2V/2 2v/2
= —|AC|-|BC|-v=""2% = 43,
V 3 2\ C|-|BC|-v 3 ¢ T
Zavér: Objem uvazovaného jehlanu je Sl a’.
Poznamka.

Ze ¢tverce lze popsanym zpusobem ¢tyfstén ABC D pozadovanych vlastnosti vytvorit, kdyz je
soucet dvou ze tii pfedpokladanych sténovych ahlt pii vrcholu D vétsi nez tihel tieti. Protoze jejich
soucet je 90°, staci overit, ze kazdy z téchto tii uhld je mensi nez 45°. Nerovnost |[JCDB| < 45°

je zfejma, zbylé dvé nerovnosti jsou diisledkem vypocti, podle kterych cos |[YADB| = -2 > @

V130
atg|JCDA| = tg(2]4C1DEy|) = 2 < 1.



2. Je déan trojuhelnik ABC. Uvnit¥ jeho stran BC', CA, AB uvazujme po fadé body K,
L, M takové, ze tsecky AK, BL, CM se protinaji v bodé U. Jestlize trojuhelniky
AMU a KCU maji obsah P a trojuhelniky M BU a CLU obsah Q, pak P = Q.
Dokazte.



2. Z rovnosti obsahu trojuhelnikt AMU a KCU plyne rovnost obsahti trojahelniki
AMC a AKC. Body K, M maji tedy stejnou vzdalenost od pfimky AC. Odtud plyne, Ze
CA || MK a ¢tyttahelnik CAMK je tedy lichobéznik. Podobné dokézeme, ze étyithelnik
BCLM je rovnéz lichobéznik, kde BC' || LM. Trojuhelniky AML a ABC, resp. BKM
a BCA jsou tedy stejnolehlé a plati (obr. 1)

|AL| = kb, |AM|=kc, |BM|=(1—k)c, |BK|=(1—-k)a
a déle

ICK| = ka, |CL| = (1 — k)b, kde k € (0;1).



Uzitim Cevovy véty pro trojici use¢ek AK, BL a CM, které se dle textu tlohy protinaji

v bodé U, dostavame

ke (1—k)a (1—k)b

: : —1.
(1—Fk)e ka kb

Odtud plyne

Ve

1
= 1, neboli k = 3" Tyto tsecky jsou tedy téznice a jejich prisecik U

trojuhelniki AMU a BMU, tedy rovnost P = @), coz jsme méli dokazat.

Jiné FeSeni (bez uziti Cevovy véty). Stejné jako v prvnim feSeni ukdzeme, ze tsecky
BC a LM jsou rovnobézné, takze si navzajem odpovidaji v jisté stejnolehlosti se stfedem U
a zaroven i v jisté stejnolehlosti se stfedem A. Oznadme K;, Ky po fadé stfedy obou
uvazovanych usecek. Vzhledem k tomu, ze body K;, K5 si odpovidaji v obou zminénych
stejnolehlostech, lezi body A a U (stfedy obou stejnolehlosti) na pfimce K;K,. Odtud
plyne, zZe stfed K; strany BC lezi na primce AU, je tedy totozny s bodem K z textu ulohy.
Usecka AK je tudiz téznici trojihelniku ABC. Podobné dokazeme, Ze i tisecka BL je téznici

Ve



3. V rovin€ je ddn ostrouhly trojihelnik ABC. Paty vysek z vrcholi A, B oznacme
po tadé Ay, Bi. Tecny kruznice opsan€ trojuhelniku C A1By sestrojené v bodech
Ay, By se protinaji v bodé M. Dokazte, Ze kruznice opsané trojuhelnikim AM B,
BMA;, CAy B,y prochdzeji jednim bodem.

RESEN{. Ozna¢me k kruznici opsanou trojthelniku CA;B;. V prvni ¢asti feSeni
ukdZzeme, Ze bod M z textu tlohy je stfedem strany AB. ProtoZe trojuhelnik ABC je
ostrouhly, lezi paty A;, B pfislusnych vysek uvniti odpovidajicich stran. S ohledem na
symetrii dané situace staci uvazovat jen tecnu ¢ ke kruznici k£ sestrojenou v bodé Aq,
oznacit X jeji prusecik s pfimkou AB a dokazat rovnost |AX| = |BX]| (obr.1).

A

B

Y k
X
B .

B A C
Y
t
Obr. 1

Oznac¢me jesté Y libovolny vnitini bod polopfimky opac¢né k poloptimce A;X.
ProtozZe jsou oba thly AA1B a BB A pravé, je ¢tyruhelnik ABA;B; tétivovy, a tak
plati |[YAB1A;1| = 180° — |[SABA;| = 180° — 3, kde jako obvykle § = [JABC|.
Proto mé obvodovy tthel A;B1C v kruznici k nad tétivou A;C velikost | A1 B1C| =
= 180° — |[FAB1A;1| = 180° — (180° — 3) = f, stejnou velikost ma i pfislusny tse-
kovy thel Y A;C.2 Protoze thly X A; B a Y A;C jsou vrcholové, dohromady dostédvame

2 K pojmu tisekového tihlu a jeho shodnosti s obvodovym tihlem viz S. Horak: Kruznice, SMM 16,
MF, Praha 1966, str. 3—-7.



|[9XA1B| = |[9Y A1C| = |9 A1 B1C| = [ (tyto shodné thly jsou na obr.1 vyznaceny
obloucky). Zaroven plati i [{XA1A| = |[FXAA;| = 90° — (. Zjistili jsme, Ze tecna t
protne piimku AB v takovém bodé X, pro ktery jsou trojuhelniky BA; X a A1 AX
rovnoramenné, tj. |BX| = |A; X | = |AX].

Dokéazali jsme, ze bod M (prisecik tecen ke kruznici k& s body dotyku A; a Bj)
splyva se stfedem strany AB. Ozna¢me nyni k1 a ko kruznice opsané po fadé trojuhel-
nikim AMB; a BMA; a S, Sy jejich stiedy (obr.2). Jednim prisecikem kruznic kq

T, o
: Obr. 2

a ko je bod M, druhy prisecik oznaéme N. Protoze body S1, 52 lezi v poloroviné ABC,
lezi v ni i bod N, nebotf je soumérné sdruzeny s M podle stiedné S;S5. Nasi tlohou je
dokazat, ze bod N lezi na jedné kruznici s body A1, By a C.

Jak uz vime, je trojihelnik BA; M rovnoramenny, a protoze |[<BBi M| = 90° —
—a < = |4BA; M| (tato nerovnost je ekvivalentni tomu, ze v < 90°), lezi bod By vné
kruznice ko. To znamend, ze kruznice ko musi protinat kruznici k; v tom jejim oblouku
nad tétivou M By, ktery odpovidd obvodovému tihlu 180° — . Analogicky zjistime, Ze
bod A7 lezi vné kruznice k1, takZe prusecik N lezi na oblouku kruZnice ko pfislu$ného
tétivé M A; a obvodovému tthlu 180° — 3. Protoze zaroven

|XBINM|+ [ A NM| = (180° — ) + (180° — B) = 360° — (a + 3) = 180° +~ > 180°,

musi bod N lezet uvnitf trojuhelniku Ay B; M (pfimka A;B; tedy oddéluje body C
a N). Protoze o + 8 + v = 180° (kde v = [ A1CB4]), plyne odtud, ze ve étyithelniku
A1CB1N je soucet vnitinich thlt u protilehlych vrcholi C a N roven 180°, a tak je
tento ¢tyithelnik skute¢né tétivovy.



6. Sestrojte lichobéznik ABCD, jsou-li dany délky jeho ramen |BC| = 4,5 ¢cm, |DA| =
= 3 cm a velikost T5° whlu, ktery sviraji primky BC a AD, plati-li navic |AB] -
-|CD| = |AC?.

PrvNI RESENI. Rovnost ze zadani pfepisme jako |AB|: |CA| = |AC| : |CD|. Tato
uméra spolu s rovnosti stfidavych thlt BAC a ACD (obr. 3) znamen4, Ze trojuhelniky

X

Obr. 3

BAC a AC'D jsou podobné podle véty sus. Protoze strany BC a AD si v této podobnosti
odpovidaji a podle zadani plati |BC| : |AD| = 3 : 2, plati rovnéz |AB|: |[CA| =3 : 2
a|AC|: |CD| = 3 : 2. Vynasobenim poslednich dvou rovnosti dostaneme |AB| : |CD| =
= 9 : 4, takZe zdkladna AB lichobéZniku ABCD je delsi nez zdkladna C'D. Proto se
protinaji polopiimky AD a BC), jejich pruse¢ik ozna¢me X . Podle zadani ma tthel C X D
velikost 75° nebo 105°.

Trojahelniky ABX a DCX jsou podobné podle véty uu a podle pfedchoziho plati
|AB| = §|DC|, proto rovnéz |AX| = §|DX|. Dosadime-li sem za |AX| soucet |AD| +
+ |DX]|, vyjde |DX| = 2|AD| = 2,4cm. Analogicky |CX|= 2|BC| = 3,6 cm.

Konstrukce:

1. Trojthelnik CDX: |DX| =24cm, |[CX|=3,6cm, |[SDXC| € {75°,105°},
2. bod A: A lezi na poloptimce opa¢né k DX, |AD| = 3 cm,

3. bod B: B lezi na polopfimce opa¢né k CX, |BC| = 4,5 cm.



Nyni je tfeba ukazat, Ze takto sestrojeny ¢tyiuhelnik ABC D mé vSechny pozado-
vané vlastnosti (tj. provést dikaz spravnosti konstrukce). Pfedné body 2 a 3 konstrukce
zarucCuji, ze strany BC a AD maji predepsané délky. Podle bodu 1 sviraji piimky BC
a AD predepsany uhel a plati

|AX| = |AD| + |DX| = 5,4cm a |BX|=|BC|+|CX|=81cm,

a tak je pomér |AX| : |[BX]| roven 2 : 3 stejné jako pomér |DX| : |CX|. Trojahelniky
ABX a DCX jsou tudiz stejnolehlé, proto jsou tsecky AB a CD rovnobézné. Tak
jsme ovétili, ze ABCD je lichobéznik se zékladnami AB, C'D. Z rovnosti poméri |AX]| :
:|BX|=2:3=|CX]|:|AX|plyne podobnost trojuhelniki ABX a CAX (se spole¢nym
thlem pfi vrcholu X)), takze thly ABX a CAX (neboli thly ABC a C AD) jsou shodné.
Protoze jsou shodné rovnéz (stfidavé) thly BAC a ACD, podle véty uu zjistujeme, Ze
jsou podobné trojuhelniky ABC a CAD. Proto plati |[AB| : |CA| = |AC| : |CD|, tudiz
|AB| - |CD| = |AC|?. (Posledni rovnost lze dokdzat také tak, ze délky usecek AB, CD
a AC vyjadiime podle kosinové véty pro trojuhelniky ABX, CDX resp. ACX.) VSechny
pozadované vlastnosti sestrojeného ¢tyfuhelniku ABCD jsou tak ovéfeny.

DRUHE RESEN{. Zadand rovnost |AB| - |CD| = |AC|? evokuje otazku, zda nelze
ulohu fesit pomoci tvrzeni o mocnosti bodu ke kruznici (viz navodnou tlohu nize).
Ukazme, ze je tomu skutecné tak.

Piedpokladejme nejprve, ze |AB| > |CD| a ozna¢me X prisecik polopfimek AD
a BC. Vhodnym bodem FE zakladny AB dopliime trojihelnik AC'D na rovnobéz-
nik AECD (obr.4).* Viimnéme si, ze v trojihelniku BCE zname délky stran BC,

X

A E\ /B

Obr. 4

EC (|EC| = |AD|) a velikost thlu BCFE (|[9BCE| = |[$CXD]|). OpiSme tomuto
trojuhelniku kruznici a ozna¢me ji k. Protoze |AE| = |CD]|, lze zadanou rovnost
|AB|-|CD| = |AC|? zapsat jako |AB|-|AE| = |AC|?. Podle tvrzeni z ndvodné tlohy to
znamena, ze pfimka AC je te¢nou ke kruznici k. Tim je rozbor pfipadu |AB| > |CD|

4 To je dosti obvykly obrat v situaci, kdy jsou ddny délky ramen lichobé&zniku a tihel, ktery tato ramena
sviraji.
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ukoncen. V pfipadé |[AB| < |CD| sta¢i v rozboru provést dvé zmény: bod X je pru-
seCikem polopiimek DA a CB, bod E lezi na polopfimce opa¢né k BA (nikoliv na
zédkladné AB).

Konstrukce:

1. Trojahelnik BCE: |BC| = 4,5cm, |EC| = 3cm, |[<BCE| € {75°,105°},
2. kruznice k opsand trojuhelniku BCFE,

3. te¢na t ke kruznici k v bodé C,

4. bod A: A€ BENt,

5. bod D: AECD je rovnobéZznik.

(Protoze dle zadéani plati |[BC| > |EC|, padne bod A pii konstrukei podle bodu
4 na polopfimku opac¢nou k EFB. Bod F bude tedy nalezet tsecce AB, takZe nastane
ptipad |AB| > |CD|.)

Pii dikazu spravnosti konstrukce opét vyuzijeme tvrzeni z ndvodné tlohy (v opac-

ném ,sméru®, nez tomu bylo v rozboru): protoze je piimka AC' te¢nou kruznice k, plati
rovnost |AB| - |AE| = |AC|?. Zbytek diikazu je trivilni.

NAVODNA ULOHA:

Je-1i kruznice k opsana trojuhelniku K LT a lezi-li bod M na ptfimce KL vné tsecky KL, pak
rovnost |MK| - |ML| = |MT|? plati, pravé kdyz je pfimka MT teénou kruznice k. Dokazte.
[S. Horak: Kruznice, SMM 16, MF, Praha 1966, str. 45-48.]
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3. Je dana kruznice k(.S, r) a na ni body M, N takové, ze thel M SN je ostry. Libovolnym
bodem X mensiho z oblouktt M N vedme rovnobézku s pfimkou M S a oznaéme Y
jeji prusecik s tseckou SN. Sestrojte takovy bod X, pro ktery je obsah trojihelniku
SXY maximalni.



3. Ve vsech feSenich znaéime w = [ MSN|.

Reseni 1. Z rovnobé&znosti piimek SM a XY plyne rovnost |4 SY X | =t —w (obr. 2).
Proto se vSechny uvazované trojuhelniky SXY shoduji nejen v délce strany SX (rovné
poloméru r kruznice k) ale i ve velikosti protilehlého vnitiniho thlu SY X. KruZnice opsané

), a bod Y lezi vzdy na

vSem trojuhelnikim SXY maji tedy tyz polomér R (rovny 5 r
sinw

tom jejich oblouku, ze kterého je tétiva SX délky r vidét pod thlem n—w. Vyska v ke strané
SX trojihelniku SY X tudiz zfejmé neprevysuje vysku kruhové tsece z obr. 3, pfitom je
rovna této vysce, pravé kdyz plati |SY| = | XY|. Proto mé ze vSech trojahelnika SXY
nejvétsi obsah pravé ten, ktery ma shodné strany SY a XY. Jeho vnitini thel « u vrcholu
S je shodny s vnitfnim thlem u vrcholu X, a tak plati 2a + (1 — w) = 1, odkud a = %w,
coz znamend, ze polopiimka SX je osou tthlu M SN. Prusecik této osy s kruznici k proto
urcuje hledany bod X.

| x

N

Obr. 2 Obr. 3

Dodejme, Zze maximalni vysku v trojahelniku SXY ke strané SX lze urcit i jinym
postupem (bez tivah o kruhové tse¢i): oznacime-li Yy patu vysky z vrcholu Y, a = | X SY|
a = |4SXY|, potom plati

v-cotga+v-cotg = |SYy| + | XYy = |SX|=r,

1

odkud s ohledem na to, Ze a + 3 = w a Ze funkce cotg je v intervalu (0, 57) konvexni,

vychézi odhad

T r T

_ < _ T Y
~ cotga +cotg B = 2cotg# ~ 2cotg¥ 2 &9

Reseni 2. Oznaéme p = | XY| a ¢ = |SY|. Podle kosinové véty pro trojithelnik SXY

plati 72 = p? + ¢® + 2pq - cosw, nebot |[FSY X| = 1 — w. Vypsanou rovnost upravime do
tvaru 12 = (p — q)? + 2pq(1 + cosw), z néhoz uz snadno odhadneme velikost soucinu pq

shora: ) ) )
= (p - Q) < r

2(1+cosw) ~ 2(1+cosw)’

pq =

pritom rovnost nastane, pravé kdyz p = q. To je i podminka, za které je obsah %pq sin w
trojihelniku SXY maximéalni. Dosli jsme tak ke stejnému zévéru jako pri prvnim reSeni.



ReSeni 3. Vyjadieme obsah trojihelniku SXY jako funkci thlu a = |JXSN]|
a zjistéme jeji nejvétsi hodnotu v intervalu 0 < a < w. Pfi oznaceni z obr.4 plati
| XZ| = |SX|sina = rsina; protoze |[4SYX| = 1 —w a [45XY| = w — a, ze sinové

véty pro trojuhelnik SXY vychézi

SV = ]SX|-Sm(w_Q) . S1n(w—a).

sinw sin w
Pro obsah P trojthelniku SXY tak dostavame vyjadieni

_|SY|-1XZ|  r?sinasin(w—a)  7*(cos(2a — w) — cosw)

P

2 2sinw 4sinw

(vyuzili jsme vzorec 2sinzsiny = cos(x — y) — cos(z + y) pro x = a a y = w — «). Proto
pro hodnotu P plati horni odhad

r2(1—cosw)< r? w)
T isne  \T71%®35 )

4sinw 2

P

[IA

pfitom rovnost nastane pravé v piipadé, kdy cos(2a —w) = 1, coz je v nasi situaci splnéno
1

jediné pro a = sw (z nerovnosti 0 < a < w totiz plyne odhad 2o — w| < w).

Za Gplné FeSeni je 6 bodi. Vyjadieni obsahu trojihelniku SXY jako explicitni funkce nékteré (jedné!)
z vhodnych proménnych (|[XXSN|, |YS|, |XY|) ocenite 3 body. Za povsimnuti, Ze vSechny trojuhelniky
SXY maji stejny thel pfi vrcholu Y, udélte 1 bod.



2. V rovin€ je dan trojuhelnik PQX , kde |PQ| = 3 ¢cm, |PX| = 2,6 cm, |QX| = 3,8 cm.
Sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC tak, aby se jemu vepsand kruznice dotgkala
prepony AB v bodé P, odvésny BC v bodé Q a aby bod X leZel na primce AC.

(J. Simsa)

Reseni. Ozna¢me jesté R bod dotyku s odvésnou AC a S stied zminéné kruznice
(obr.1). Protoze SQCR je ¢tverec a bod S lezi na ose o tsecky PQ, lezi bod C na
piimce o', kterd je obrazem osy o v otoceni kol bodu @ o pravy thel. Vrchol C proto
sestrojime jako prisecik primky o’ s Thaletovou kruznici 7 nad primérem QX . Zbytek
konstrukce je zrejmy.

A / P B
Obr. 1

Uloha m4 (pro dané body P, @, X) jediné feseni. I kdyZ osu o miizeme kol bodu @
otocdit o pravy thel dvéma zpusoby, jedna z otocenych pfimek o kruznici 7 viibec nepro-
tne; druha z nich ma s kruznici 7 sice dva spole¢né body, ale jednomu z nich odpovida
takovy trojuhelnik ABC, Ze misto kruznice vepsané ma pozadované vlastnosti kruznice
pripsand preponé AB (bod @ jejiho dotyku s pfimkou BC' nelezi na odvésné BC, ale
na jejim prodlouzeni za vrchol B).



5. Z papiru byl vystiiZzen rovnoramenny lichobéznik C1 AB2Cy s kratsi zakladnou BsCs.
Patu kolmice ze stredu D ramena C1Cs na zdkladnu ACt oznacime By. Po prehnuti
papiry podél isecek DB1, AD a ACy se body Cy, Cy premistily v prostoru do
jednoho bodu C a body By, By do bodu B. Vznikl tak model ctyrsténu ABCD
s objemem 64 cm®. Urcete délky stran pivodniho lichobézniku. (P. Leischner)

Reseni. Z rovnosti tseéek, jez v popsané siti odpovidaji tymz hrandm vysledného &tyi-
sténu ABCD, dostéwa',me, ze |ABl| == |AB2| = |AB| = b, |BlCl| = |BQC2| = ’BC| = C.
Ozna¢me S stfed tsecky AB; a Bs patu kolmice z bodu D na pfimku BoCy (obr. 2).
Trojuhelniky B1C1D a B3CaD jsou stfedové soumérné podle bodu D, proto |B3Cs| =
= |B1C1| = c. Protoze lichobéznik Cy AB>C5 je rovnoramenny, je rovnoramenny i troj-
thelnik B; ABs (vzhledem k predchozim rovnostem je dokonce rovnostranny), a z ob-
délniku By SB,Bj tak plyne $b = |B1S| = |ByBs| = 2¢, takze b = 4c.

By Oy ¢ B

AV ¢

\\:
B -
i D

>~
T~
B

Ci ¢ B S A A
Obr. 2 Obr. 3

Nyni si uz jen uvédomime, Ze sestaveny Ctyfstén ABCD bude mit dvé pravothlé
stény CDB a ADB s pravymi tuhly pfi vrcholu B (obr. 3), coz znamend, ze hrana BD
bude kolma ke sténé ABC. Pfitom vyska v trojihelniku ABC (neboli trojihelniku
AB3(C5) na stranu BC' je zaroven vyskou ByS rovnostranného trojuhelniku B; ABs,
takze v = 1/3b a zéroven |BD| = |B1D| = 2v. Objem V &tyfsténu ABCD tedy
spocteme jako

1 1 1 1 1
V =-S(ABC)|BD| = -S(ABxC3) - -v =7 zcv- -v =
3( ) | 3( 2Cs) - —v 3 201} 27}
:lllb UzzibB’
3 4 4 43

takze b = v/642 cm = 16 cm.



2. Je dan lichobéznik ABCD se zakladnou AB délky a, v némz oba uhly ABC, ADB
jsou pravé. Na strané AB lezi bod M tak, Ze tisecka M D je kolma na AC' a tisecka
MC je kolmé na BD. Urcete délky ostatnich stran lichobézniku.



2. Usetky MC a AD jsou rovnobé&zné (obé jsou totiz kolmé k tise¢ce BD, obr. 1);
protoze jsou rovnobézné i tsecky AM a DC, je ¢tyfuhelnik AMCD rovnobéZznik. Je to

D LT C

T T b

A T ' M a—x B
Obr. 1

dokonce kosoctverec, nebot jeho thlopficky jsou dle zadani navzdjem kolmé. Oznacme
proto x = |CD| = |DA| = |AM| = |MC|, zfejmé a > x. Pak |M B| = a — x a ze shodnosti
souhlasnych tthld DAM a C'M B plyne podobnost pravotuhlych trojihelnikit ABD a MCB,
takze plati améra |AD| : |AB| = |[MB| : [MC|, neboli z : a = (a — z) : x. Odtud pro
neznamou délku x vychazi kvadraticka rovnice 22 + ax — a? = 0, kterd m4 jediné kladné
V5 —1

2

feSeni x = a. Tak jsme vypocetli (shodné) délky zakladny C'D a ramena AD daného



lichobézniku; zbyva urcit délku ramena BC'. Podle Pythagorovy véty pro trojuhelnik CM B
dostavame

|IBC| = \/|MCJ2 — |MB|? = \/22 — (a — )2 = \/a(2z — a) = a\/ V5 — 2,

nebot 2z —a = a(\/g— 2).

Za uplné FeSeni je 6 bodu, z toho 3 body za odvozeni rovnosti |AD| = |AM]|.




51. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domaciho kola kategorie A

1. Je-li S obsah trojihelniku o strandch a, b, ¢ a T obsah trojuhelniku o strandch a+b,
b+c, c+ a, pak plati T = 4S. Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost.

RESEN{. Vyjadieni obsahu S obecného trojihelniku z délek jeho stran a, b, c je
dédno Heronovym vzorcem

at+b+c

S=+/s(s—a)(s—b)(s—c), kde s= 5

Bez oznaceni s pro polovi¢ni obvod je zapis Heronova vzorce ponékud delsi:

1
S:Z\/(a—l—b—l—c)(lﬂ—c—a)(a+c—b)(a+b—c). (1)
Udélejme malou odbocku a vsimnéme si, jak Herontiv vzorec nepfimo ,testuje” znamé
nerovnosti, které zarucuji existenci trojuhelniku: Cisla a, b, ¢ jsou délkami stran nékte-
rého trojuhelniku, pravé kdyz vsichni ¢initelé pod odmocninou ve vzorci (1) jsou kladni.
Podle vzorce (1) je obsah T trojuhelniku o stranach a + b, b + ¢, ¢ + a roven

T — %\/(2a b+ 20)(20)(2a) (2¢) = +/abe(a + b+ o).

Dokazovanou nerovnost T 2 45 tudiz rozepiseme jako

Vabe(a+b+c¢) 2\ (a+b+c)(b+c—a)la+c—b)(a+b—c);

v ekvivalentni nerovnosti mezi odmociiovanymi vyrazy zkratime ¢initel (a+ b+ c) a do-
staneme tak nerovnost

abc 2 (b+c—a)(a+c—b)(a+b—c), (2)

kterou nyni (pro strany a, b, ¢ obecného trojihelniku) nékolika zpiisoby dokézeme.
P1i prvnim z nich vyuzijeme zfejmjch nerovnosti
a?Za*—(b—c}=(a—-b+c)at+b—rc),
V20— (c—a) =0b—c+a)b+c—a), (3)
2 —(a—b?*=(c—a+b)(c+a—0).

Protoze jde o tfi nerovnosti mezi kladnymi vyrazy, soucin jejich levych stran neni mensi
nez soudin jejich pravych stran:

a®b’c? 2 (b+c—a)*(a+c—b)*(a+b—c)?

1



odkud po odmocnéni dostaneme nerovnost (2). Tim je nerovnost 7' = 4S5 dokazana.
Z naseho postupu rovnéz plyne, Ze rovnost 7' = 4.5 nastane, pravé kdyz budou splnény
soucasné tfi rovnosti

a>=a®>—(b—0c)? v’ =b>—(c—a)? 2 =c*—(a—0b)?

tj. pravé kdyz bude platit a = b = ¢ (pfipad rovnostranného trojuhelniku).

Poznamenejme, ze dikazu (2) jsme dosdhli vyndsobenim t¥i analogickych nerov-
nosti (3). Prvni z nich po odmocnéni obou stran ziské tvar nerovnosti mezi aritmetickym
a geometrickym pramérem (kladnych) ¢iselu=a+b—cav=a—-b+c:

(a4+b—c)+(
N 2

Vyuzit takovou AG-nerovnost vds moznd napadne, kdyz dokazovanou nerovnost (2)
prepisSete z ptivodnich proménnych a, b, ¢ do novych proménnych

0049 s e r—@—b70),

u=a+b—c>0,v=a—-b+¢c>0, w=—-a+b+c>0.

Protoze a = 3(u+v), b= 1(u+ w) a z = (v + w), piejde nerovnost (2) v nerovnost

(u~+v)(u+w)(v+w) = uvw (2"
a souvislost s AG-nerovnostmi
u—;—v2 _uu u—i2-w2 —uw, v—ng o

je nasnadé. Dokéazat transformovanou nerovnost (2') muzeme ovSem i uzitim jediné
AG-nerovnosti: po roznasobeni levé strany (2’) a zfejmé tpravé dostaneme

u?v + vlw + v2u + V2w + wu + wv
6

coZ je AG-nerovnost pro skupinu Sesti ¢lenti

> wow,

v, viw, v*u, v’w, wiu, wv,

nebot jejich geometricky pramér je roven vu2v - u2w - v2u - v2w - wW2u - W2V = wVw.

Na zavér uvedme jesté jeden algebraicky dikaz nerovnosti (2). S ohledem na syme-
trii pfedpokladejme, ze a < min{b, ¢}, polozme x =b—a = 0, y = ¢—a = 0 a prepiSme
nerovnost (2) jako nerovnost pro mnohoc¢len proménné a s koeficienty zavislymi na x
ay:

abc— (b+c—a)(a+c—Db)(a+b—c) =

=alatz)(aty)—(atz+y)laty—z)(atz—y)=
=ala® 4+ a(z +y) + zy] — [a + (z +9)][a® — (z — y)?]
= [0® + a*(z +y) +azy] - [0° + a*(z +y) —al(z —y)* — (2 +y)(z —y)*] =
= afzy + (z = y)*] + (z + y)(z — y)*.
Posledni vyraz je (vzhledem k tomu, Ze a > 0, z = 0, y = 0) zfejmé nezaporny, pricemz
nule se rovna, praveé kdyz plati xy =0 ax —y =0, neboli x =y = 0.

2



3. V daném trojuhelniku ABC protind osa uhlu ACB stranu AB v bodé K a kruznici
opsanou v bodé L (L # C). Oznacme V stied kruznice vepsané trojuhelniku ABC,
S stred kruznice opsané trojuhelniku K BV o Z prisecik primek AB a SL. Dokazte,
ze primka SK je tecnou kruznice opsané trojuhelniku KLZ.

RESENI. Skute¢nost, ze néktera piimka je te¢nou nékteré kruznice, ovéfujeme ¢asto
pomoci dilezité planimetrické poucky o tzv. usekovém uhlu, ta vSak nepatii k bézZnému
gymnazidlnimu ucivu. Proto se o ni zminime pred vlastnim feSenim tulohy.

Obrazek 1la ilustruje zndmy skolsky poznatek o obvodovych a stfedovych thlech:
Velikost w stredového uhlu ASB kruznice k je rovna dvojndsobku velikosti o prislusného
obvodového thlu AK B. Na obrazku 1b je kromé kruznice k o stfedu S a jeji tétivy AB
nakreslena jesté tisecka LA, ktera svira s tétivou AB thel velikosti 7. Z rovnoramenného
trojuhelniku ABS se zdkladnou AB plyne, Ze ithel SAB ma velikost %(180O —w) =90°—
— 1w, a proto thel SAL m4 velikost (90° — %w) + 7. Pfimka LA je te¢nou kruZnice k,

2
pokud je tthel SAL pravy, tedy pokud plati

o 1 [e) .
<9() — §w> +7=90°, neboli w =27




A B a
0 A B
S
\7 k
K k
Obr. la Obr. 1b

Stejnéd podminka w = 27 se podobné odvodi i v pfipadé z obr. 1c, kdy stfedovy thel w
je vétsi nez 180°. V obou situacich se tthel LAB mezi usekem LA tecny a tétivou AB
nazyvé usekovy uhel. Jak jsme pravé dokazali, velikost w stredového uhlu ASB je rovna
dvojndsobku velikosti T tusekového thlu LAB. V dusledku uvedenych vét plati tvrzeni
o shodnosti obvodovych a tsekovych thli, pokud tyto dva uhly vybirame v opacnych
polorovindch vytatych pfimkou, na které lezi dotyénd tétiva kruznice (obr. 1d). Protoze
velikost tisekového tthlu polohu piislusné tecny jednoznacné urcuje, vyuzijeme pti feSeni
dané tlohy shodnost obvodového a tisekového tihlu ve formé této implikace: Jsou-li ddny
tri rizné body A, B, K téze kruznice k a vnitrni bod L poloroviny opacné k poloroviné
ABK a jsou-li ihly AKB a LAB shodné, pak primka LA je tecnou kruznice k.

S
Ly
L N4
k K,
Obr. 1c Obr. 1d

Situace z nasi tlohy je zndzornéna na obr. 2. Kruznice opsané trojihelnikim ABC,
KBV a KLZ jsou oznaceny po fadé k, k1 a ko. Nasi tllohou je dokazat, ze primka SK je
te¢nou kruznice ko; k tomu podle predchoziho odstavce staci vysvétlit, pro¢ jsou shodné
thly SKZ a KLZ, vyznacené na obr. 2 obloucky. Kromé toho ovsem musime zdtvodnit,
pro¢ body L a S vzdy lezi v opacnych polorovinch s hraniéni pfimkou AB (jak je tomu
v pfipadé naseho obrazku).

Stied V' kruznice vepsané je vzdy vnitinim bodem trojuhelniku ABC, nebot je
prisecikem os jeho vnitinich Ghld. Proto je bod V' vnitinim bodem tsecky CK, za-

5



R

L

Obr. 2

timco bod L lezi na jejim prodlouzeni za bod K. Body V a L proto lezi v opacnych

polorovinach s hraniéni pfimkou A B. Oznac¢ime-li jako obvykle «, (3, v velikosti vnitinich

hlid trojuhelniku ABC, mé trojihelnik BC'V u vrchold B a C vnitini thly velikosti

% B a %7, takze pro jeho vnéjsi tthel pfi vrcholu V' plati

B+~
2

XBVK| = < 90°.

Uhel BV K je tudiz ostry, a proto stfed S kruznice k; lezi ve stejné poloroviné s hrani¢ni
pfimkou BK jako bod V', coz spolu s predchozim tvrzenim o poloze boddi V' a L znamen4,
ze body L a S skutecné lezi v opacnych polorovinach s hrani¢ni pfimkou AB, jak jsme
potfebovali ovétit. Podle véty o obvodovych a stfedovych thlech v kruznici k; plati

[IBSK|=2-|g4BVK|=[+7,

z rovnoramenného trojihelniku BK S tudiz plyne
1
[¥SKZ| = |4SKB| = (180° [ BSK]) = 5(180° = f—v) = 5

Zbjva nam proto dokazat, Ze také tthel K LZ mé velikost 2 5. Provedeme to dvéma
nezavislymi postupy.

Pfi prvnim z nich nejprve uréime velikost thlu LBV Protoze [ LBA| = |[SLCA| =
= 17 (obvodové tihly v kruznici k) a [ ABV| = 13, vzhledem k vzéjemné poloze tisecek
LV a AB muzeme psét

FLBV| = [¥LBA| + |FABV] = (5 + 7).

Jiz dfive jsme zjistili, ze takovou velikost ma i thel BV K (neboli tthel BV L), a tak je
trojuhelnik BV L rovnoramenny: |BL| = |V L|. Zaroven ovSem plati |BS| = |V 5|, takze

6



oba body L a S lezi na ose usecky BV (¢tyftuhelnik BLV'S je tedy deltoid, pfipadné
kosoc¢tverec nebo ¢tverec). Odtud plyne, Ze tsecky BV a SL jsou navzajem kolmé, tihel
KLZ je proto doplitkovy k thlu BV K:

[ FKLZ| =90° — |¥BVK| = 90° — (B +17) = La.

Tim je tvrzeni Gllohy dokazano.

Pti druhém zptsobu urceni velikosti thlu KLZ si nejdfive vSimneme, ze plati
|[<SBLK| = |<BLC| = |[4BAC| = « (obvodové thly v kruznici k), coz spolu s diive
odvozenou rovnosti |[{BSK| = [ + v znamend, ze ve ¢tyfuhelniku BLKS je soucet
vnitfnich thlt u protéjsich vrchold L a S roven 180°, jednad se proto o ¢tyithelnik,
kterému lze opsat kruznici. V ni jsou KBS a K LS shodné obvodové tihly nad tétivou
K, a proto plati

[GKLZ| = |$KLS| = |$KBS| = La

(pfipomindme, ze BK S je rovnoramenny trojuhelnik s thly %a pii zakladné BK).



6. Najdéte vsechny ctyrstény, které maji sit tvaru deltoidu a prdvé ctyri hrany dané
délky a. (Deltoidem rozumime konvexni ctyrihelnik soumérny podle jediné ze svych
uhlopricek; nepatri k nim tedy ani ¢tverec, ani kosoctverec.)

RESEN. V prvni (podstatnéjsi) ¢asti feSeni najdeme vsechny ctytstény, které maji
sit tvaru deltoidu; poté jiz pomérné snadno zjistime, které z nalezenych étyfstént maji
pravé ¢tyri shodné hrany.

Uvazujme proto libovolny ¢tyfstén ABC D a popiSme délky jeho hran pismeny z, ¥,
z,u, v, w podle obr. 3. VSechny sité ¢tyrsténu ABC D rozdélime do dvou skupin. Do prvni
z nich zafadime ty sité, v nichz néktera sténa ctyisténu sousedi s tfemi ostatnimi sténami;



do druhé skupiny budou patfit ostatni sité, v nichz kazda sténa sousedi s nejvyse dvéma
sténami. Protoze jsme oznaceni vrcholi ¢tyfsténu predem nijak neupfesnili, budeme déle
uvazovat jen po jedné siti z kazdé z obou skupin, totiz sité zndzornéné na obr.4 a 5.

Zabyvejme se kazdou z nich samostatné.

Sit na obr. 4 je (obecné vzato) Sestithelnikem AD3BD;C Dy, o ¢tyfuhelnik pijde

jediné tehdy, kdyz dva z jeho thl u vrcholid A, B, C budou
pfimé (tj. budou mit velikost 180°). Je totiz jasné, ze pfimy
thel nemiize byt u zddného z vrchold Dy, Do, D3. S ohledem
na jiz zminénou libovili znaceni predpoklddejme, ze piimé
jsou thly Dy AD3 a D3BD; (vyznacené na obr.4). Nase sit
je tehdy ¢tyrthelnikem Do D3 D, C, jehoz strany maji (v po-
fadi, v jakém za sebou cyklicky néasleduji) délky 2u, 2v, w
a w. Je-li tento ¢tyfthelnik deltoid (a ne kosoétverec), musi
zfejmé platit u = v a 2u # w (obr. 6a). Z osové soumérnosti
podle pfimky D3C pak zjistujeme, Ze plati y = x; Ctyfstén
s ,deltoidni“ siti z obr.6a vidite na obr.6b. Je to Ctyfstén
soumérny podle roviny soumérnosti hrany AB. Dodejme, Ze

Obr. 3

kromé nerovnosti 2u # w musi platit rovnéz nerovnost z < w, kterd plyne z vlastnosti
stiedni pficky AB trojuhelniku DDy D3 a trojihelnikové nerovnosti pro rovnoramenny

trojuhelnik C' D D:

2z = 2|AB| = |D1Ds| < |D1C| + |D2C| = 2w.

Obr. 4

Obr. 5

Sit z obr. 5 je (obecné vzato) Sestitthelnikem AD; BC By Ds, o ¢tyfthelnik ptjde jen
v téch pripadech, kdy pravé dva z jeho thla pii vrcholech A, B, C, Dy budou pfimé
(takové totiz nemohou byt uhly pii vrcholech Dy a Bjp). S ohledem na libovili znaceni

sta¢i uvazovat jen t¥i nasledujici ptipady.
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a) Primé uhly u vrcholi A a Dy. Sit je ¢tyfahelnik By D1 BC, jehoz strany maji v poradi
délky 2u + v, v, x, x. ZFejmé nejde o deltoid, nebot 2u + v # v.

b) Primé ihly u vrcholi A a C. Sit je ¢tyFuhelnik Do Dy BBy, jehoz strany maji v poradi
délky 2u, v, 2z, v. Protoze dvojice protéjsich stran mé tutéz délku v, nejde o deltoid.

c) Primé uhly u vrcholi A a B. Sit je ¢tyftuhelnik Do D1 C By, jehoz strany maji v poradi
délky 2u, x + v, x, v. Jde-li o deltoid, pak s ohledem na nerovnost x + v > x musi
platit 2u = x +v a x = v, tedy * = u = v. V trojthelniku DD, C je tsecka AB
stfedni prickou (obr.7a), takze plati w = |D2C| = 2|AB| = 2z. Pfislusny ¢tyfstén
vidite na obr. 7b.

C
U
A
T
B
Obr. 6b
D
T 2z
A C
z T
B
Obr. 7a Obr. 7b

Shriime vysledky nasich dosavadnich tivah: Pouze dva typy ¢tyfsténa (obr. 6b a 7b)
maji sit tvaru deltoidu. Nagim tkolem je nyni zjistit, kdy tyto ¢tyfFstény maji pravé ctyti
shodné hrany (dané délky a). Zabyvejme se nejdfive ¢tyfsténem z obr. 6b, jehoz hrany
maji délky x, z, z, u, u, w. Pfedpokladejme tedy, ze pravé ¢tyfi z nich jsou rovny
a, které to jsou? Predné musi platit = a, jinak by muselo platit « = z = u =
= w, coz je ale ve sporu s nerovnosti z < w, odvozenou vySe. Protoze jsou vylouceny
i rovnosti z = u a u = w (v obou pfipadech by délku a mélo pét hran ¢étyfsténu
ABCD), musi platit u = a. V ptipadé = = u je ovSem ¢tyFuhelnik AD3BC kosoctverec;
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z rovnobéznosti pfimek AC a D3 B plyne rovnost souhlasnych thla CADs a BDsA.
Rovnoramenné trojuhelniky CADs a BDsA jsou tehdy shodné podle véty sus, takze
|D2C| = |AB|, neboli z = w, coz je opét spor.® Zddny ctyrstén z obr. 6b proto neni
resenim nast ulohy. Pfejdéme nyni k druhému typu Cétyisténtt a predpokladdejme, zZe
pravé ¢tyfi z hran nékterého ¢tyrsténu ABCD z obr. 7b maji délku a. Protoze t¥i jeho
hrany maji délku 2, musi platit z = a; kterd (jedind) z ostatnich délek y, z, 2z je rovna a?
V siti na obr. 7a z trojuhelniku B1CDs plyne x + x > 2z, tedy « > z. V téze siti ma
thlem pii zédkladné AB rovnoramenného trojihelniku AB D, takze je nutné ostry. Proto
je nejdelsi stranou trojuhelniku ABC strana AC, coZ zapiSeme takto: y > max{x, z}.
Dohromady dostdvame y > x > z, s ohledem na rovnost x = a proto nezbyva, nez
aby platilo 2z = a. Nalezenymi podminkami je jiz ¢tyfstén ABCD jednozna¢né (az na
shodnost) urc¢en. Délku y posledni hrany AC vypocteme jako téznici ke strané D; Dy
trojuhelniku C Dy Dy o stranach 2a, 2a, a. Vyjde ndm y = %a\/g. Resenim nasi dlohy
je jeding ctyrstén z obr. 8a, jeho sit tvaru deltoidu je na obr. 8b.

D

Obr. 8a

Odpovéd. Hledany c¢tyfstén je jediny: jeho t¥i hrany délky a vychdzeji z jednoho
vrcholu, hrany protilehlé stény maji délku a, %a, %a\/g. Jedna ze siti tohoto ¢tyisténu
mé tvar deltoidu o stranach a, a, 2a, 2a.

5 V pfipadé w = z ma ,deltoidni“ sif z obr. 6a pfimy thel u vrcholu C, takZe nejde o deltoid, ale
o trojuhelnik.
6 Doporucujeme fesitelim, aby takovy deltoid vysttihli z papiru a pak model ¢tyfsténu slozili.
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3. Do kruznice k je vepsan Ctyruhelnik ABC D, jehoz uhlopricka BD neni primérem.
Dokazte, ze prtsecik primek, jez se kruznice k dotykaji v bodech B a D, lezi na
pfimce AC, pravé kdyz plati |AB| - |CD| = |AD| - |BC|.



3. Protoze Gsecka BD neni primérem kruznice k, jeji teCny v bodech B a D nejsou
rovnobézné, takze se protinaji v bod€, ktery oznacime G.

(i) Pfedpokladejme, ze bod G lezi na pfimce AC, napiiklad na polopfimce opacéné
k CA (obr.1). (Lezi-li bod G na polopfimce opacéné k AC, vyménime oznadeni vrcholi
A a C, které nic neméni na rovnosti, kterou mame dokazat.) Trojihelniky ABG a BCG

se shoduji jak ve vnitfnich thlech u spoleéného vrcholu G, tak ve vnitinich thlech BAG
a CBG (podle véty o obvodovém a tisekovém thlu pro tétivu BC' kruznice k). Proto jsou
tyto trojuhelniky podobné, tudiz plati |AB| : |BC| = |GB| : |GC|. Analogickd tméra



|AD| : |CD| = |GD| : |GC| plyne z podobnych trojahelniki ADG a DCG. Porovname-li
obé uméry a pfihlédneme-li k rovnosti |GB| = |GD| (aseky tecen z bodu G ke kruznici k),
zjistime, ze plati |AB| : |BC| = |AD| : |CD|, odkud jiz plyne rovnost |AB| - |CD| =
= |AD| - |BC|.

(ii) Pfedpoklddejme nyni, Ze plati rovnost |[AB| - |CD| = |AD|-|BC| a ze bod G lezi
ve stejné poloroviné s hrani¢ni pfimkou BD jako bod C (jinak opét vyménime oznaceni
bodi A a C, které pfimka BD oddéluje.) Pak polopfimka GC' protina kruznici k ve dvou
bodech, v bodé C' a v bodé, ktery oznac¢ime A’ (obr.2). Pro étyfthelnik A’BC'D mizeme

pouzit tvrzeni dokdzané v ¢asti (i), dostaneme tak rovnost |A’B|- |CD| = |A'D| - |BC|.
Porovnanim s rovnosti |AB| - |CD| = |AD| - |BC| zjistime, ze plati |A'B| : |AB| = |A’D] :
: |AD|. Tato iméra spolu se shodnosti thlat BA’D a BAD (obvodové tihly nad tétivou BD
kruznice k) znamena, ze trojihelniky BA'D a BAD jsou podobné podle véty sus. Protoze
vSak strané BD odpovida strana BD, jde o shodné trojuhelniky (lezici ve stejné poloroviné
s hrani¢éni ptimkou BD), tudiz body A a A’ splyvaji. Bod G proto lezi na pfimce AC.

Za plné feseni udélte 6 bodd, po 3 bodech za kazdou z obou implikaci dokdzanych v ¢astech (i) a (ii).



2. UvazZugme libovolny rovnostranny trojuhelnik K LM , jehoZ vrcholy K, L a M leZi po
Tadé na stranach AB, BC a CD daného ¢tverce ABCD. Najdéte mnoZinu stredi
stran KL vsech takovych trojuhelniki K LM . (J. Zhouf)

Reseni. Ozna¢me S stied strany KL libovolného z uvazovanych trojihelnikt K LM
(obr.1). Protoze oba thly LCM a LSM jsou pravé, je ¢tyfuhelnik CMSL tétivovy,
a proto plati [SMCS| = |[FMLS| = 60°. Bod S tudiz lezi na fixni tseéce CE, jejiz
krajni bod E € AB je dan rovnosti | ECD| = 60°. Ukazeme, ze hledanou mnoZinou
vSech stfedi S je jista tisecka mezi body C' a E, kterd je urCena podminkami S € CF,

(i) |AS|>|BS| a (i) |[3CBS|= 45°.

7 téchto podminek ziejmé plyne, Ze se jednd o tsecku F'G, kde F' je vrchol rovnostran-
ného trojuhelniku CDF a G je ten bod strany C'F, ktery lezi na thlopfi¢ce BD, obr. 2.
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Z bodu tsecky C'E totiz podminku (i) spliuji pravé body usecky CF, podminku (ii)
praveé body tsecky EG.

Zminéné tvrzeni dokazeme tak, ze uvniti tsecky C'E zvolime libovolny bod S a po-
kusime se rekonstruovat vyhovujici trojuhelnik K LM, jehoz strana KL ma stied ve
zvoleném bodé S. Zjistime, ze takovy trojuhelnik K LM existuje, pravé kdyz bod S
splituje obé podminky (i) a (ii). Vrafme se znovu k obr.1. Protoze tthel KBL je
pravy, jsou podle Thaletovy véty vSechny tii usecky SK, SB a SL shodné. Proto
podle bodu S lze body K, L uréit jako pruseciky tseéek AB resp. BC' s kruznici
o stfedu S a poloméru |SB|. Takovy prusecik K (K # B) existuje, pravé kdyz plati
podminka (i), prusecik L (L # B) existuje, pravé kdyz plati nerovnost |BS| < |CS]|,
neboli |[SBCS| £ |9 CBS)|. Protoze vsak |4 BCS| = 30°, je posledni nerovnost zaru-
Cena silnéjsi podminkou (ii), jejiz nutnost se vyjevi za chvili. Zname-li jiz body K a L,
miuzeme urcit bod M jako prusecik strany C'D s osou tsecky K L. Predpokladejme, ze
takovy prisecik M existuje; sestrojeny rovnoramenny trojuhelnik K LM je pak skutecné
rovnostranny, nebot ¢tyiuhelnik CMSL je tétivovy (thly u vrchola C' a S jsou pravé),
a proto plati |[SMLS| = |4 MCS| = 60°. Zbyva proto posoudit, kdy existuje prusecik
tsecky CD s osou tsecky KL, tedy kdy body C, D lezi v opacnych polorovinich ur-
¢enych zminénou osou, jez jsou popsany nerovnicemi |[KX| = |LX| a |[KX| 2 |LX]|.
Protoze plati |KC| 2 |BC| a |BC| 2 |LC|, tedy |KC| = |LC|, je nasim tkolem zjistit,
kdy je splnéna nerovnost |K D| < |LD)|. Z pravothlych trojahelnikt K DA a LDC' usou-
dime, Ze posledni nerovnost plati, pravé kdyz |AK| < |LC|, neboli |K B| = |LB|, neboli
|XBLK| = 45°. Uhel BLK je ale shodny s tthlem CBS (vime totiz, ze |SB| = |SL|),
a tak dostdvdme podminku (ii). Dikaz je hotov.



5. V roviné je ddn trojihelnik KLM a bod A leZici na polopiimce opacné k polo-
primce K L. Sestrojte pravothelnik ABCD, jehoz vrcholy B, C a D lezi po fadé na
primkdach KM, KL a LM. (P. Caldbek)

Reseni. Piedpoklidejme, ze ABCD je hledany pravouhelnik, a ozna¢me A’B'C'D’
jeho obraz v posunuti o vektor BA (obr.3, B’ = A). Bod A’ lezi na pfimce soumérné
sdruzené s primkou K M podle stfedu A — odpovidajici praseciky této primky s prim-
kami LK a LM ozna¢me K’ a M'. Protoze thlopficka AC hledaného pravotuhelniku lezi
na piimce KL, je thlopticka A’C’ posunutého obdélniku A’B'C’'D’ s K L rovnobézna.
Ve stejnolehlosti se stifedem M’, kterd prevadi bod A’ do bodu K’ (a bod ¢’ = D
do bodu L) odpovida pravouhlému trojuhelniku A’AC’ trojuhelnik K’A”L. Bod A"
uz dovedeme sestrojit, protoze lezi na Thaletové kruznici nad primérem K’'L a na
piimce M'A. Nyni jiz snadno sestrojime hledany pravouhelnik ABC D: nejprve uréime
body A" a C' = D, které jsou obrazy bodu K’ a L ve stejnolehlosti se sttedem M, jez
prevadi bod A” do bodu A, a k nim doplnime vrcholy B a C' jako obrazy bodi B’ = A,
C’ = D v posunuti o vektor A’A = AB.

M/
M/

D,
Obr. 3 Obr. 4



FTOT0ZE DOA A 1€Z1 UVNITT USECKY M L a MM 7 A, Provina primka /vi' A 1 Naletovu
kruznici nad primérem K’'L vzdy ve dvou bodech. Jim odpovidaji dvé rizna feseni

ABCD, A;B1C,D; (obr.4). Uloha mé vzdy dvé feseni.



2. Ozna¢me S stfed kruznice vepsané danému trojihelniku ABC a P, () paty kolmic
z vrcholu C' k pfimkam, na kterych lezi osy vnitinich thld BAC a ABC'. Dokazte, ze
pfimky AB a P(Q jsou rovnobézné.



2. Oznacme jako obvykle v, 3, v vnitini thly trojihelniku ABC. Protoze plati (obr. 1)

1Y ASC| = 180° — |4 SAC| — |3 SCA| = 180° — % - % = 90° + g,
je uhel ASC tupy, takze bod P lezi na polopfimce opacné k polopfimce SA. Obdobné
zduvodnime, Ze bod @ lezi na polopfimce opa¢né k poloptimce SB. Pfimky AB a PQ
jsou rovnobézné, praveé kdyz stfidavé thly BAP a AP(Q jsou shodné. Vzhledem k tomu,
ze |[SBAP| = % a |[YAPQ| = |94 SPQ]|, staci ukazat, ze |[ISPQ| = %. Protoze body P

a @ lezi na Thaletové kruznici nad primérem CSS, je thel SPQ shodny s thlem SCQ
(obvodové thly nad tétivou SQ zminéné kruznice). Velikost thlu SCQ snadno vyjadiime

z trojuhelnika BCS a BCQ:
o «
450Q| = [3BCQ| - |3B0s| = (90° - 7) - 1-2

coz jsme potiebovali ukazat.

C C

Obr. 1 Obr. 2



Jiné feSeni. Ozna¢me P;, ()1 odpovidajici pruseciky polopfimek C'P a C'Q s pfim-
kou AB (obr.2, pofadi bodu A, S, P a bodu B, S, @ na obou osach bylo vysvétleno
v prvnim FeSeni). Vyska AP trojuhelniku P;C A lezi na ose AS jeho vnitiniho thlu P, AC,
takze jde o rovnoramenny trojihelnik, ktery mé zdkladnu P;C se stfedem P. Obdobné po-
moci rovnoramenného trojahelniku ()1C'B zdtvodnime, ze bod @ je stiedem tsecky Q1C.
Usecka PQ je tedy stfedni pfickou trojihelniku Py Q,C, takZe je rovnobézna s pfimkou AB.

Za uplné feSeni je 6 bodu. Pokud chybi zminka o pofadi bodd A, S, P a B, S, P na pfislu$nych oséch,
strhnéte 1 bod.



2. Na primce p jsou ddny rizné€ body A, B, C v tomto potadi, kde |AB| =1 a |BC| =
= h. UvazZujme kruznice ka, kp, ko, které se dotykaji primky p po 7adé v bodech
A, B, C. Kruznice ka, kg maji pritom vnéjst dotyk v bodé P a kruznice kg, ko
wnéjst dotyk v bodé Q. Urcete vsechny hodnoty poloméru kruznice kg, pro nez je
trojuhelnik BPQ rovnoramenny.

RESEN{. Je jasné, Ze zvolime-li velikost rg > 0 poloméru kruznice kg, jsou uz tim
obé dalsi kruznice k4, ko urceny. K jejich sestrojeni vyuzijeme zakladni vlastnosti tecen
kruznic.

Predpokladejme, ze kruznice k4, kg,
ke maji vlastnosti popsané v zadani. Ozna-
¢ime-li napt. K prusecik vnitini spolecné
te¢ny kruznic k4 a kp (v bodé P jejich
vnéjsiho dotyku) s pfimkou p, kterd je spo-
leénou vnéjsi teénou vSech t¥i kruznic, musi
byt |[KA| = |KP| a |[KB| = |KP| (obr.1).
To znamena, ze bod K je stfedem tusecky
AB azaroven bod P lezi na Thaletové kruz-
nici nad prumérem AB. Zndme-li bod P,
snadno uz sestrojime kruznici k4, o niz vi-
me, Ze se dotyka primky p v bodé A. Ana- Obr. 1
logicky sestrojime kruznici k¢.

Mame zjistit, pro které hodnoty rp je trojuhelnik BP( rovnoramenny. Protoze
body dotyku P, @ kruznice kg s obéma sousednimi kruznicemi lezi uvnitf opac¢nych




polorovin ur¢enych pifimkou BSpg, jsou oba uhly BPQ a BQP ostré (piislusné stiedové
uhly jsou mensi nez 180°). Pokud tedy ndhodou vyjde trojihelnik P BQ tupothly, muze
byt rovnoramenny, jen kdyz |BP| = |BQ|. V takovém pfipadé je ale ze soumérnosti
ziejmé, ze |AB| = |BC]|, tj. h = 1. Trojahelnik BPQ je pak rovnoramenny pro kazdé
rg > 0.

Predpokladejme dale, ze h # 1. V takovém pripadé miZzeme piredpoklidat, ze
trojuhelnik BPQ je ostrouhly (jinak podle pfedchoziho odstavce nemutze byt rovno-
ramenny). Je-li rovnoramenny, je bud |PQ| = |BQ)|, anebo |PQ| = |BP|. Pfedpokla-
dejme, Ze je napt. |PQ| = |BQ)| (jak ukdZeme pozdéji, druhy piipad lze fesit vyuZitim
soumérnosti).

Trojihelnik BP(Q je soumérny podle spojnice SpSc stfedd obou kruznic, ktera
prochézi bodem dotyku ) obou kruznic a prusecikem K tecen KB, K P. Oznac¢me jesté
L prusecik spoleéné vnitini teény kruznic k¢ a kp s pfimkou p (L je stfed tsecky BC,
obr.2) a M prusecik obou te¢en KP a LQ (ten je obrazem bodu L v uvedené osové

Sc

A K B L C
Obr. 2

soumérnosti). Trojuhelnik K LM je tedy rovnoramenny se stranami |[KL| = |[KM| =
= 2(1+ h), IML| = 2|LQ| = h, jeho obvod je 1 + 2h. Velikost poloméru rp vepsané
kruznice spoc¢teme pomoci obsahu: Pro obsah S trojihelniku K LM plati

() - e

2 2

a zaroven )

Odtud vychézi
h

rg= ——.
B oah+ 1
3



Naopak je-li rp déno vztahem (1), miZeme sestrojit rovnoramenny trojuhelnik
KLM s rameny KL a KM délky %(1 + h) a zékladnou ML, |[ML| = h, pfi¢emz jeho
vepsana kruznice kp se bude dotykat ramene KL v bodé B. Oznac¢me P, () po fadé
body dotyku kruZnice kg se stranami KM a LM. Protoze K je stfed useCky AB, je
|KA| = |KB| = |KP|. To znamen4, Ze kruznice k4 dotykajici se pfimky p v bodé A
a prochéazejici bodem P se bude dotykat kruznice kp v bodé P. Analogicky sestrojime
i kruznici ko dotykajici se pfimky p v bodé C' a prochézejici bodem Q). Ze soumérnosti
trojuhelniku KLM podle ptimky KQ plyne, ze |PQ| = |BQ|. Tim je prvni pfipad
vyfesen.

V ptipadé rovnosti |PQ| = |BP| muZeme postupovat tplné stejné. Jednodussi
vSak bude, kdyZz zménime méritko ptivodniho obridzku v pomeéru 1 : h, takze bude
|AB| = B/ = 1/h, |BC| = 1. Kdyz navic prohodime oznaceni bodi A a C, tak se
z rovnosti |[BP| = | PQ| stane rovnost |BQ| = |PQ|. Podle pfedchoziho pak pro velikost
poloméru 7 = (1/h)rp dostaneme

1 , n W
ET‘B :TB = / = s

t.
h

= - 2

N 2)

Anebo jsme mohli Fesit ilohu ponékud obecnéji za predpokladu |AB| = a, |BC| = b,
pak bychom misto vztahu (1) dostali
bva? + 2ab

"B at2b) (1)

Pro a = 1, b = h vyjde za predpokladu |PQ| = |BQ| ptivodni vztah (1), zatimco pro
|PQ| = |BP| prohodime oznaceni bodi A, C' (a tim i bodt P, Q) a do vzorce (1')
dosadime a = h, b = 1. Dostaneme tak vztah (2).

Zavéer: Pro h = 1 je trojuhelnik BP( rovnoramenny pro libovolné rg > 0. Pro
h # 1 je trojuhelnik BP(Q rovnoramenny pro rp urc¢ené vztahem (1) (|PQ| = |BQ|)
nebo pro rp uréené vztahem (2) (|PQ| = |BP|).



5. V rovine jsou dany tri ruzné body K, L, M, které v tomto poradi leZi na primce.
V této roviné najdéte mnozinu vsech vrcholi C ctverci ABCD takovych, Ze bod K
lezi na strané AB, bod L na thlopiicce BD a bod M na strané CD.

RESEN{. Je-li ABCD libovolny étverec, ktery splituje podminky tlohy, bude stej-
nym podminkdm vyhovovat i Ctverec, ktery dostaneme osovou soumeérnosti podle
primky M K. Hledand mnozina bude tedy osové soumérna podle této piimky a nam
staci urcit tu jeji ¢ast, kterd lezi v jedné z obou polorovin s hrani¢ni pfimkou M K.

Kromé libovolného ¢tverce ABC D, ktery spliiuje podminky tlohy, uvazujme ¢tverec
AoB()C()D() S ﬁhlopfiékou BODQ = KM (Bo = K, DO = M), pfléemi vrchol CO lezi



Cy

D \M C D __\IM C
Cg CO
L Dy L
Z P
Ao Ao
A K\ B A K\ B
Obr. 3 Obr. 4

ve stejné poloroviné ohrani¢ené piimkou KM jako vrchol C étverce ABCD (obr. 3).
(Vrchol Cy ziejmé rovnéz patii do hledané mnoziny.)

Protoze trojuhelniky K LB a M LD jsou podobné podle véty wu, déli bod L thlo-
pricky obou ¢tvercti ve stejném poméru

|BL| : |LD| = |KL| : |LM]| = konst.

Velikost thlu LCD (|[<LCD| = |4 LCyM]) je uréena polohou bodu L na tseéce MK,
ma tedy konstantni velikost, takze bod C' lezi na stejném oblouku + kruznice opsané
trojuhelniku LCyM nad tétivou LM jako bod Cy. Navic kruznice opsané trojuhelniku
AoK L je shodna s kruznici opsanou trojuhelniku Co M L, protoZe v jedné z nich je vidét
tétivu AgL z bodu K pod thlem 45° a v druhé tétivu CyL shodné délky pod stejnym
thlem z bodu M.

Protoze bod M lezi na strané CD, je ziejmé |SLMC| = |4 LDC| = 45° (pokud
M # D, je to vnéjsi tihel trojuhelniku DM L, ktery ma pfi vrcholu D thel 45°). Protoze
tthel LM Cy méri pravé 45°, lezi bod C na ¢asti oblouku v mezi body Cy a M.

Déle si v§imnéme, Ze vrchol D ¢tverce ABC'D lezi na oblouku, ze kterého je vidét
usecku LM pod thlem 45° v poloroviné opa¢né ke K MC. Sestrojme bod P (obr.4),
ktery lezi na priseciku piimky AD a kolmice k pfimce M K v bodé L. Body M, D, L
a P lezi na Thaletové kruznici s primérem M P, a protoze | M PL| = |[SMDL| = 45°,
je trojuhelnik M PL rovnoramenny pravouhly. To znamena, Zze bod P je jednoznac¢né
uréen polohou bodu L na tsec¢ce M K. (Mimochodem, bod P vznikne oto¢enim bodu M
kolem stfedu L o 90°, protoze bod L jako bod thlopficky BD méa od pfimek CD a DA
stejnou vzdalenost, je tedy pfimka D A ve zminéném otoceni obrazem pfimky C'D; odtud
rovnéz plyne rovnost |[LM| = |LP|.)

Bod D tudiz musi lezet na oblouku § Thaletovy polokruZnice nad prumérem M P
v poloroviné opa¢né k PM L, zaroven vsak poloptimka DP (ktera obsahuje vrchol A)
nesmi protnout tsecku LK. Odtud plyne, Zze vrchol D muze lezet jen v té ¢asti zminéné

8



polokruznice nad primeérem M P, ktera lezi v poloroviné PK L. Pfitom je zfejmé, ze
piimka PK tuto polokruznici protne v dal$im bodé rtzném od P, pravé kdyz |KL| >
> |LM| (pro |KL| = |LM| bude K P te¢nou kruznice nad prumérem M P). Oznacéime-li
v takovém pripadé D, prusefik K P s polokruznici 6 a (7 prusec¢ik poloptimky Di M
s obloukem 7, je zfejmé, ze vrchol C padne do ¢asti CyC1 oblouku 7. V opa¢ném ptipadé,
tj. pro |KL| < |LM|, vyplni zfejmé vrcholy C' celou ¢ast Co M oblouku +.

Skutec¢né. Zvolme libovolny bod C' na ¢asti CyCy oblouku + v prvnim ptipadé,
resp. na Cy M v druhém pripadé. Pfimka C'M protne oblouk § v bodé, ktery oznacime D.
Vrchol A pak sestrojime jako prusecik poloptimky DP s Thaletovou kruznici nad pri-
mérem PK (v prvnim pfipadé mame zaruéeno, ze bude lezet v poloroviné PK A, a ne
v opafné). Protoze jak uz vime, jsou kruznice opsané trojuhelnikim LCoM a LAgK
shodné, zjistime snadno z pfislusnych obvodovych ahli, ze | DAL| = |4 DCL|, takze
trojuhelniky DAL a DCL jsou shodné, tudiz |DA| = |DC|. Protoze polopfimka DL
protind usecku M K v bodé L, protne poloptimka AK polopiimku DL v bodé B za bo-
dem K, pricemz trojuhelnik DAB je rovnoramenny pravouhly. Je tedy ABCD ¢&tverec,
ktery splnuje podminky tlohy.

Zavér: Hledanou mnozinou vrcholi C étvercit ABCD je pro |ML| < |LK| oblouk
CyC1 kruznice opsané trojuhelniku M LCjy a oblouk s nim osové soumérny podle dané
pfimky M K (obr.5), pro |[ML| 2 |LK]| je to oblouk Cy M stejné kruznice a oblouk s nim
osové soumérny podle pfimky M K (obr.6).

Cy

“X&

("v A

K K
Obr. 5 Obr. 6



2. Uvnitf strany AB daného ostrouhlého trojuhelniku ABC' zvolte bod S tak, aby troj-
thelnik SXY, kde X a Y jsou po radé stfedy kruznic opsanych trojuhelnikim ASC
a BSC, mél nejmensi mozny obsah.



2. Vnit¥ni Ghly trojuhelniku ABC oznacme jako obvykle «a, 3, 7.

Podle véty o obvodovém a stfedovém tthlu v kruznici opsané trojihelniku ASC' plati
(obr.1) |<xSXC| = 2a, tudiz ahel pii zdkladné SC' rovnora-
menného trojihelniku SCX ma velikost | <X SC| = 1(180° —
—2a) = 90° — « (vyuzili jsme pfedpokladu, Ze « je ostry thel).
Analogicky se odvodi rovnost |<<Y SC| = 90° — 3. Protoze thly
pfi vrcholech A a C trojihelniku ASC' jsou ostré, je stred X
vnitifnim bodem thlu ASC; obdobné je stfed Y vnitinim bodem
thlu BSC. Proto lze vyjadrit velikost thlu X SY jako soucet
velikosti tthld X .SC' a Y SC:

| XX SY|=|<xXSC|+ |<<YSC| = (90° — ) + (90° — 3) = 7.

Oznacime-li jesté w = |<xASC|, pak pro poloméry kruznic
opsanych trojuhelnikim ASC a BSC' plati vzorce

AC
\SX\zM a |SY|
2sinw

_ |BC| _ |BC|
~ 2sin(180° —w)  2sinw’




které spolu s diive urcéenou velikosti thlu X SY vedou k nasledujici zavislosti mezi obsahy
SSXY a SABC tI‘Ojflhelnikfl SXY a ABC:

_|SX]-]SY]|-sin | XSY| |AC|-|BC|-siny  Sapc
B 2 N 8sin? w  4sinw’

Ssxvy

Odtud plyne nerovnost Sgxy = iS ABC, Pritemz rovnost nastane, pravé kdyz sinw = 1,
neboli w = 90°. Obsah trojihelniku SXY je proto nejmensi, pravé kdyz je bod S patou
vysky z vrcholu C ke strané AB. (Tato pata je vnitinim bodem strany AB diky podmince,
ze trojuhelnik ABC je ostrouhly.)

Jiné Feseni. Stfednd XY obou opsanych kruznic protind spolec¢nou tétivu C'S v jejim
stfedu Sy a kolmé pruméty Xy, Yy bodd X, Y na stranu AB jsou stredy tsecek AS, SB
(obr.2). Je tedy |XoYy| = 3|AB| a pro obsah trojuhelniku SXY tudiz plati

Ssxy = 5IXV]-[508] 2 2] %o¥o| - |S05] =

11

=53

kde CCy je vyska trojuhelniku ABC. Rovnost v prvni z predchozich dvou nerovnosti
nastane, pravé kdyz XY || AB, tj. pravé kdyz C'S L AB, neboli S = Cj. A pravé tehdy

prejde v rovnost i druha nerovnost.

1 11 1
2 > 2 . -
|AB| 2|CS| Z 2|AB| |CCy| 4SABC,

Obr. 3

Jiné fFeSeni. Pruseciky C' a S kruznic opsanych trojihelnikim ASC a BSC jsou
soumérné sdruzené podle pfimky XY, takze pro velikost tthlu SXY plati (obr. 3)

1 1
|[SXY| = 55X C| = 5 -2/ BAC| = [ BAC|,

obdobné |<xSY X| = |[<cABC|. Proto jsou trojuhelniky SXY a C'AB podobné podle véty
uu, takze jejich obsahy Ssxy a Sapc jsou pomoci koeficientu podobnosti k = | X S| : |AC|
svazany rovnosti Ssxy = k2Sapc. ProtoZe tsecka AC je tétivou kruznice o poloméru | XS],
plati nerovnost |AC| < 2|X S|, neboli k = %; rovnost k = % pfitom nastane, jen kdyz je
strana AC' primeérem kruznice opsané trojuhelniku ASC, coz je ekvivalentni s podminkou
CS L AB. Tim je dokdzdna nerovnost Sgxy = iS ABc 1 nalezena podminka, kdy nastane
rovnost.

Za uplné feseni udélte 6 bodu. Za pouhé odvozeni podobnosti AABC ~ AXY S udélte 4 body, podobné
za dikaz rovnosti | XX SY| = | <X ACB| udélte 2 body.



2. Uwnitr stran BC, CA, AB daného trojuhelniku ABC zvolime po tadé body D, E,
F tak, aby se usecky AD, BE, CF protaly v jednom bodé, ktery oznacime G. Pokud
lze ctyruhelnikum AFGE, BDGF, CEGD wvepsat kruznice, z nichZ kazdé dvé maji
vnéjsi dotyk, pak je trojuhelnik ABC rovnostranny. Dokazte. (M. Tancer)

Reseni. Piedpokliadejme, Ze zminéné ¢tyfahelniky maji uvedenou vlastnost. Ze soumér-
nosti tecen z daného bodu k dané kruznici vyplyva, ze strany trojihelniku ABC' jsou
rozdéleny body D, F, F' a body dotyku kruznic vepsanych uvazovanym c¢tytihelnikim
na useky délek, jez oznac¢ime podle obr. 1. Jsou na ném rovnéz vyznaceny body P, @,
R vzajemného dotyku zminénych kruznic. Nasim cilem je dokézat rovnosti z =y = 2
aa=0b=c




Pro tseky tecen z bodu A ke kruznicim pii strané BC' plati rovnosti a + 2z =
= |AP| = a + 2y, odkud ihned plyne y = z; z duvodu symetrie tudiz skuteéné plati
x =y = z. (VSude déle budeme psat = namisto y a z.) VSimnéme si nyni trojihelniki
AEG a AFG. Maji spole¢nou stranu AG a shodné strany AF a AE (délky a+ x). Také
jejich treti strany EG a F'G jsou shodné:

|EG| = |EQ| + |QG| =z + |RG| = |FR| + |RG| = |FG|.

Proto AAEG ~ ANAFG podle véty sss, tudiz thly BAD a CAD jsou shodné a polo-
primka AD je osou tthlu BAC'. Jak vime, osa thlu trojuhelniku protina protéjsi stranu
v poméru délek prilehlych stran. V nasem pripadé to znamena, ze

a+2rx+b b+uw

a+2rx+c cta
Snadnou tpravou dostaneme rovnost (b — ¢)(a + ) = 0, ze které vidime, ze b = c.
Z dtivodt symetrie tudiz plati a = b = ¢ a cely diikaz je hotov.

Jiné feseni. Oznacme Sy, Sa, S3 stiedy vepsanych kruznic (obr.1). Stejné jako
v predchozim feSeni si nejprve vSimneme, ze plati x = y = z a Ze trojuhelniky AEG
a AFG jsou shodné. K tomu jsme vyuzili rovnost |GQ| = |GR|, ze které plyne, Ze podle
véty sss jsou shodné i trojuhelniky S1QG a S1RG. Jelikoz R € 515 a QQ € 5153,
ze soumeérnosti podle osy AD nyni plyne, Ze primky AB a S1S> sviraji stejny thel
jako primky AC a 5153, a protoze kolmé pruméty tsecek S1S55 a 5153 na odpovidajici
pfimky AB, resp. AC jsou shodné (maji délku 2x), je |S152| = |S153|. Analogicky
|51.52| = |S253], takze trojuhelnik S7.5553 je rovnostranny. Odtud pro poloméry ri, 7o
a rg vepsanych kruznic plyne ry 4+ ro = ry +r3 = r3 +r1, neboli r; = ry = r3. Kruznice
jsou tedy shodné, takze je AB || S153, BC || S2S55 a C'A || S351 a trojuhelnik ABC' je
rovnostranny.

Pozndmka. K dokonceni predchoziho diikazu mizeme tvahu o délkach tsecek S;5;
nahradit Gvahou o tzv. orientovanych tdhlech mezi pfimkami. Orientovany thel (p,q)
piimek p, ¢ (v tomto potadi) je tihel, o ktery musime v kladném sméru oto¢it pfimku g,
aby byla rovnobéinéd s pfimkou p. Pfitom (p,q) = (q,p), pravé kdyz (p,q) je naso-
bek 90°. Ze soumérnosti podle os AD, BE a C'F tak postupné dostavame (S;.53, AC) =
= (AB, 5152) = (5253, BC) = (AC, 5153). Protoze obé odpovidajici kruznice se stfedy
S1, S3 maji spolec¢nou tecnu AC a lezi v téze poloroviné urcené primkou AC, znamena
to, ze S153 a AC' jsou rovnobézné.



4. V rovin€ je ddan tupy uhel AKS. Sestrojte trojuhelnik ABC' tak, aby jeho strana
BC lezela na primce K S, bod S byl jejim stredem a bod K jejim prisecikem s osou
protilehlého uhlu BAC. (P. Leischner)

Reseni. Rozbor. Predpokladejme, Ze trojihelnik ABC mé vechny pozadované vlast-
nosti a oznac¢me D priisecik kruznice k opsané trojihelniku ABC's polopfimkou opac¢nou
k rameni KA daného tthlu AKS (obr.2). Polopfimka AD pili thel BAC, proto jsou
uhly BAD a CAD shodné, tudiz jsou shodné i tétivy BD a C'D kruznice k. Bod S je
proto stfedem zakladny BC' rovnoramenného trojuhelniku BC D, takze tthel BSD je
pravy. To znamend, ze bod D lezi na pifimce p, kterd prochézi bodem S kolmo k da-
nému rameni KS. Stfed O kruznice k lezi jednak na pfimce p (ose tétivy BC), jednak
na primce o, kterd je osou tétivy AD.

Obr. 2

Konstrukce. Pro dany tthel AKS nejprve prolozime bodem S pifimku p kolmou
k rameni K S. Pak sestrojime priisec¢ik D ptimky p s polopfimkou opa¢nou k rameni K A.



Déle sestrojime osu o tsecky AD a jeji prisecik s pfimkou p oznac¢ime O. Konecné
sestrojime kruznici k se stfedem O a polomérem r = |OA| (= |OD]) a jeji pruseciky
s prfimkou K S oznacime B a C.

Diikaz konstrukce. Ukdzeme, Ze sestrojeny trojuhelnik ABC mé vSechny pozado-
vané vlastnosti. Z posledniho kroku konstrukce plyne, ze body B, C' lezi na piimce K S
a ze bod S je stredem tisecky BC'. Protoze na pfimce p, ose usecky BC, lezi i bod D,
plati |[BD| = |CD]|, a proto |<cBAD| = |<xCAD| (nebot vSechny body A, B, C, D
lezi na kruznici k.) Polopfimka AD je tedy osou tthlu BAC a bod K je jeji prusecik
s useckou BC.

Diskuse. Vysvétlime, pro¢ pro dany tupy thel AKS je hledany trojuhelnik ABC
jediny (nepfihlizime-li k moznosti zaménit oznaceni vrcholi B a C). Protoze je thel
AKS tupy, bod D z nasi konstrukce ziejmé existuje a primky p a o jsou rtiznobézné,
takze i bod O je urcen jednoznacné. Zbyva zdivodnit, pro¢ kruznice k protne primku K S
ve dvou bodech. Protoze bod K je vnitinim bodem zakladny AD rovnoramenného
trojuhelniku ADO, plati |OK| < |OA| = |OD| = r, tudiz bod K lezi ve vnitini oblasti
kruznice k a pfimka K .S je nutné jeji sec¢nou.



2. V roviné jsou dany kruznice k1(S1,71) a ko(Sa,r2) tak, ze So € ky a r1 > ro. Spoleéné
te¢ny obou kruznic se dotykaji kruznice k1 v bodech P a (). Dokazte, ze pfimka PQ
se dotyka kruznice k.



2. Ze soumérnosti spole¢nych tecen plyne, ze body dotyku P a @ jsou soumérné sdru-
zené podle primky S1.52, takze plati PQ L S1.55. Pfimka P(Q proto bude te¢nou ke kruznici
k2, kdyz ukézeme, Ze prusecik K piimek PQ a S1.S3 lezi na kruznici ko (obr.1). Oznac¢me
jesté O prisecik obou tecen s primkou 57152 a R bod dotyku teény PO s kruznici ks.

P
kq y R
1
T2
B k2 O
S1 | K /Sy
Q
Obr. 1

7 podobnych pravouhlych trojahelnikia S1OP a SoOR plyne iméra

T1 ‘Slp‘ ‘510’ ’S10| T%
— = = = , odkud |5:0|= .
ra |S2R|  [920|  1510| — 1 510 L — 7o

Z Eukleidovy véty o odvésné S1P trojuhelniku S;OP proto vyplyva, ze

2
1

ri = |S1P]* = [$1K] - |510] = [S1K] -

)

Ty —T2



tudiz |S1 K| = r1 —rg, a proto |Se K| = [S152| — |S1 K| =r1 — (r1 — r2) = 2. To znamens,
Zze bod K skutec¢né lezi na kruznici ko a ditkaz tvrzeni je hotov.

Jiné feseni. Ozna¢me L pruisecik kruznice ko s tseckou SS9, M patu kolmice spus-
téné z bodu S na tsecku S1 P a R bod dotyku kruznice ks s tou spole¢nou te¢nou, ktera
prochéazi bodem P (obr.2). Protoze SoRPM je pravouhelnik, plati |[M P| = |SaR| = ro,

Obr. 2

a proto |S1M| = |S1P| — |MP| = r1 — ra. Stejnou délku r; — ro ma rovnéz usecka S1L,
nebot r1 = [S153| a ro = |S2L|. Trojihelniky S; M S a S1LP maji tudiz shodné thly pfi
vrcholu S i pfilehlé strany, jsou proto shodné podle véty sus. Plati tedy nejen S1 M 1 Sy M,
ale také S1L L PL. Bod L ale lezi na kruznici k,, takze pfimka PL je jeji te¢nou, ktera
s ohledem na soumérnost prochazi rovnéz bodem Q). Dukaz je ukoncen.

Jiné feSeni. Oznacéme O prisecik obou tecden, K patu kolmice z bodu P na OS;
(vzhledem k soumérnosti obou tecen podle spojnice S1.55 je to pruseéik PQ s OS1) a R patu
kolmice z bodu S na OP (obr. 3). Protoze |S1P| = |S1S2| = r1, je |[4S1PSa| = |[4.5152P|,

P
R
B 0]
S |K Sy
—Q
Obr. 3

proto

19S5 PK| = 90° — [4515,P| =
= 00° — |45, PSo| = |4 S2PR|,

takze pravouhlé trojihelniky KSoP a RS> P se shoduji v preponé Sy P a prilehlém uhlu

u vrcholu P. Je tudiz |S2 K| = |S2R| a kruznice se stfedem S3 a polomérem ry = |SyR| se
dotyka spojnice PQ v bodé K.

Za uplné feseni je 6 bodu.



2. V roviné daného ctverce KLM N wurcete mnoZinu vsech bodi P, pro néz jsou uhly
NPK, KPL a LPM shodné.

RESEN{. Oznaéme P hledanou mnozinu bodi a S stfed étverce K LM N. Ziejmé
S € P (obr.2).

Daéle ur¢ime vSechny hledané body P (P # S), které lezi uvniti pasu omezeného
rovnobézkami KN a LM . Ukazeme, ze kazdy takovy bod P lezi v poloroviné opacné
k poloroviné M N K. Pro kazdy bod P uvazovaného pasu, ktery lezi v poloroviné opacné
k poloroviné K LM, plati totiz |<cK PL| > |<< K PN|, nebot poloptimka PN lezi v thlu
K PL. Podobné zjistime, Ze zadny bod ¢tverce K LM N (s vyjimkou jeho stfedu S) nema
danou vlastnost.

N M
N
N
N
N
N
N
N
Q
SN
N
N
N
N
N
N\
K L
Obr. 2

Lezi-li tedy hledany bod P ve vysrafované oblasti na obr. 2, jsou primky PK a PL
podle zadani osami thli NPL a K PM. Proto v trojahelniku LPN osa PK thlu NPL
protina kruznici opsanou tomuto trojihelniku (kromé bodu P) v bodé lezicim na ose
strany N L. Timto bodem je ovSsem vrchol K ¢tverce KLMN. Body P, N, K, L tedy
lezi na téze kruznici, kterou je kruznice opsana ¢tverci K LM N. (Analogicky vysledek
obdrzime, uvazujeme-li osu PL thlu KPM.) Bod P proto lezi na krat$im oblouku



| = MN krunice opsané ¢tverci K LM N. Naopak pro kazdy bod P € [ plati podle véty
o obvodovych thlech (pro shodné tétivy NK, KL, LM)

|<cNPK| = |<KPL| = |<LPM| = 45°.

Tim je hledani bodt P v pasu mezi rovnobézkami KM a LM ukonceno.

Déle snadno nahlédneme, ze libovolny vnitini bod P kazdé z polopfimek opac¢nych
k poloptimkdam KM, LN, MK, NL ma danou vlastnost. Ukazeme, ze zadny dalsi bod
roviny ¢tverce K LM N uvedenou vlastnost nemé. Staci se pritom diky symetrii omezit
na jednu z polorovin vytatych osou o strany K L daného ¢tverce. Protoze jsme jiz vySetfili
cely pas omezeny rovnobézkami KN a LM, l1ze (bez Gjmy na obecnosti) zkoumat jen
body poloroviny opac¢né k poloroviné LM N. Pt¥imky KL, MN, LM, KM a LN déli
tuto polorovinu na pét ¢asti (obr. 3), pfitom zadny bod pfimek KL, LM a M N danou
vlastnost oc¢ividné nema.

Ukézeme, ze zadny vnitini bod kazdé z oblasti I-V roviny c¢tverce K LM N neni
prvkem mnoziny P. Jestlize P je vnitinim bodem oblasti I, evidentné plati |<cK PL| >
> |<<LPM/| (obr.3). Je-li P vnitinim bodem libovolné z oblasti IT nebo III, plati naopak
|<cKPL| < |<<LPN|. Pro libovolny vnitini bod oblasti IV zase plati |<<NPK| >
> |<c K PL| a pro libovolny vnitini bod P oblasti V plati naopak |[<cNPK| < |[<cKPL|.
Ve vsech péti uvazovanych pripadech jsme se vSak vzdy dostali do rozporu s podminkami
ulohy.

Tim jsme prozkoumali v§echny body roviny ¢tverce K LM N.

I
P
9
0 = I
!
N_ | My
.
o 1 N @’
! _:':. “'.,{OP
1o oS
_ I -
K | L
|
v / \
Obr. 3 Obr. 4

Zdver. Hledana mnozina bodu P se sklada ze vSech vnitfnich bodu kratsiho oblouku
MN kruznice opsané danému c¢tverci K LM N, ze vSech vnitfnich bodt poloptrimek
opacnych k polopfimkdm KM, LN, MK a NL a ze stfedu S daného ¢tverce (obr.4).
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NAVODNA ULOHA:

V roviné daného pravouhlého rovnoramenného trojihelniku ABC s pfeponou AB urcéete mnozinu
vsech bodu P, pro néz jsou thly APC a BPC shodné. [Pro kazdé o € (0°,180°) nakreslete dvojice
obloukd, z nichz jsou tsecky AC a BC' vidét pod thlem «, a zjistéte, jakou mnozinu vyplni jejich
pruseciky. Zvlastni pozornost vénujte hodnoté a = 45°.]

Pozndmka. Dvojim uzitim vysledku ndvodné ulohy (AABC = AKML a AABC =
= ALNK) obdrzite jiné feSeni dané tlohy.



5. Necht ABCD je tétivovy ctyriuhelnik, jehoZ vnitini tuhel pri vrcholu B md wveli-
kost 60°.
a) Jestlize |BC| = |CD)|, pak plati |CD| + |DA| = |AB|. Dokazte.
b) Rozhodnéte, zda plati opacnd implikace.

RESENI. Nejprve zvazme, jak miize takovy tétivovy étyfthelnik ABCD s Sede-
satistupniovym tuhlem pfi vrcholu B a se shodnymi stranami BC a C'D vypadat.
Ozna¢me k kruznici, jez je ¢étyfuhelniku ABCD opsana. Protoze |<cABC| = 60°, je
uz urcena velikost thlopticky AC, ktera je tétivou odpovidajici obvodovému tthlu 60°.
Vrchol D pak musi byt vnitinim bodem kratsiho oblouku AC' kruznice k (v poloroviné



opa¢né k AC'B) a vrchol B je obrazem bodu D v soumérnosti podle piimky SC (obr. 5),
kde S je stfed kruznice k.

Obr. 5

Protoze dle piedpokladu |BC| = |CD|, jsou obvodové tthly BAC a C'AD pfislusné
shodnym tétivam shodné. Vidime tedy, ze polopfimky AD a AB jsou soumérné sdruzeny
dle osy AC. Ozna¢me X obraz bodu D v této soumérnosti (obr.5). Bod X ziejmé lezi
uvnitf strany AB (obraz krat$iho oblouku AC lezi cely ve vnitini oblasti kruznice k), a
protoze |CX| = |CD| = |BC|, je trojuhelnik X BC rovnoramenny. Trojihelnik X BC' je
dokonce rovnostranny, protoze velikost jeho thlu pfi vrcholu B je 60°. Je proto |BX| =
= |BC| = |CD)|. Ze soumérnosti navic plyne |DA| = | X A|, takze |CD|+|DA| = |BX |+
+ | X A| = |ABJ, coz je pozadovana rovnost.

b) Snadno nahlédneme, Ze opac¢né implikace neplati. Staci vzit takovy ¢tyifuhelnik
ABCD, ktery spliiuje predpoklady tlohy, a zaroven v ném plati |[CD| # |DA| (takovy
urcité existuje, jak jsme naznacili hned v tivodu fesSeni). Prohodime-li nyni strany C'D
a DA, tj. nahradime-li vrchol D vrcholem D’ soumérné sdruzenym s vrcholem D podle
osy thlopticky AC (obr.6), dostaneme tétivovy ¢tyftuhelnik ABCD’ s Sedesatistupiio-
vym thlem pfi vrcholu B, ktery bude i nadéle spliiovat rovnost |CD’|+|D'A| = |[DA| +
+|CD| = |AB|, ale bude v ném platit |BC| = |CD| = |D'A| # |D'C]|.




Jiné resSeni. Naucime se sinovou vétu v nasledujicim tvaru, ktery plyne z véty
o obvodovych uhlech: Je-li R polomér kruznice opsané trojuhelniku ABC, je sina =
= 2a/R, kde a = |BC|. (Doplnime-li cyklicky dalsi dvé rovnosti, dostaneme odtud
snadno bézné znéni sinové véty ze skolnich ucebnic.)

Ozna¢ime-li nyni ¢ obvodovy thel pfislusny shodnym tétivim BC a CD (0° <
< ¢ < 60°), snadno zjistime, zZe tétivé DA ptislusi obvodovy thel 60° — ¢ a tétivé AB
obvodovy thel 120° — ¢ (obr. 7). Dokazovana rovnost je pak dle sinové véty ekvivalentni
rovnosti

sin ¢ 4 sin(60° — ) = sin(120° — ¢).
Protoze sin(120° — ¢) = sin(60° + ¢), je uvedend rovnost (po jednoduché tpravé) ekvi-
valentni rovnosti
sin ¢ = 2 cos 60° sin ¢,

ktera trivialné plati.

Obr.7

Stejné jako v predchozim FesSeni si uvédomime, ze rovnost |CD| + |DA| = |AB]|
zustane zachovana, i kdyz v daném ¢tyftuhelniku vyménime obé strany C'D a DA. Novy
¢tyruhelnik ztistane tétivovy, velikost jeho vnitiniho thlu pfi vrcholu B se nezméni, ale
misto rovnosti | BC| = |C'D| bude splnéna rovnost |BC| = |DA]|.

Jiné feSeni. Oznacme délky stran ¢tyituhelniku ABCD, ktery splituje podminky
ulohy, obvyklym zptsobem a, b, ¢, d. Protoze vnitini uhly pfi vrcholech B a D naji
velikost 60°, resp. 120°, z kosinové véty pro trojuhelniky ABC a CDA plyne dvojim
vyjadienim hodnoty |AC|? rovnost

a? +b% —ab=c?+d* + cd. (6)
a) Jestlize b = ¢, 1ze z rovnosti (6) postupné odvodit:
a4+ —ac=c+d*+cd,
a? —d? =ac+ cd,
(@ —d)(a+d) = cla+d),
a—d=c.

Rovnost a = ¢ + d, kterou jsme méli dokazat, tedy plati.
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b) Jestlize plati a = ¢ + d, dostaneme po dosazeni za a do rovnosti (6)
(c+d)?+b*— (c+d)b=c*+d*+cd.

Odtud po tpravé obdrzime vztah (b — ¢)(b — d) = 0, z néhoz plyne, Ze plati b = ¢ nebo
b = d. Opacné implikace tedy obecné neplati.

NAVODNE ULOHY:

1. Dokazte, ze pro libovolny bod K kratsiho oblouku AB kruZnice opsané rovnostrannému
trojuhelniku ABC plati rovnost |AK| + |BK| = |CK]|. [Prvni feSeni: Na tsec¢ce CK
zvolte bod X tak, aby |KX| = |AK], a rovnost |CX| = |BK]| odvodte ze shodnosti
ANAAKB =2 AAXC. Druhé feseni: Zapiste kosinové véty pro trojuhelniky ABK a ACK
s thly 120°, resp. 60° u vrcholu K; ziskané rovnosti pak odectéte a upravte.]

2. Pro obsah S libovolného ¢tyfahelniku se stranami a, b, ¢, d plati jednak %S < ab+ cd,

jednak %S < ac + bd. Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost. [Prvni odhad plyne

Z rovnosti %S = absin B + cdsin d, druhy plyne snadno z prvniho, uvédomime-li si, ze
,prohozenim* dvou sousednich stran se obsah ¢étyftuhelniku nezméni.]



3. Necht K je libovolny vnitini bod strany AB daného trojuhelniku ABC. Piimka CK
protind kruznici opsanou trojihelniku ABC' v bodé L (L # C'). Ozna¢me kq kruznici
opsanou trojuhelniku AK L a ko kruznici opsanou trojuhelniku BK L.

a) Dokazte, ze pfimka AC je teéna kruznice ki, pravé kdyz piimka BC' je tecna
kruznice ko.

b) Pfedpokladejme, ze pfimka AC' je se¢na kruznice k;. Necht P (P # A) je prusecik
pfimky AC s kruznici k1 a Q (Q # B) prusecik piimky BC's kruznici ky. Dokazte,
ze bod K lezi na usecce PQ).

4. Necht K, L, M jsou po fadé pruseciky os vnitinich uhld «, 3, v pfi vrcholech A, B,
C daného trojuhelniku ABC s protéjsimi stranami BC, C'A, AB. Dokazte, ze plati
nerovnost

@cosg + @cosé |AB| cosl
|AK| 2 " |BL| 2 " |CcM| 2

1\

3.



Protoze nas zajima pouze parita prirozeného cisla p, a vyrazl, pomoci kterych ho po-
¢itame, miizeme na zakladé uvedenych rovnosti sestavit tabulku ze symboli S a L, jimz
odpovidaji suda resp. lich4 ¢isla. Dostaneme

nl 1 2 3 4 5 6 7 8 9
(aa)y, L L L S S L S L
(ba)s, L L S S L S L L
(ab)yn L S S L S L L L

an,| L S S L S L L L S

b.| L L S S L S L L L

pn| S L S L L L S S L

Tato tabulka je nutné periodicka, protoze existuje jen osm rtiznych usporadanych trojic
pismen S a L, takze nejdéle po osmi sloupcich se vzhledem k dokazané rekurenci zacnou

hodnoty posloupnosti ((aa),), ((ba),), ((ab),) opakovat. Hodnoty posloupnosti (a,,), (bn),
(pn) jsou z nich odvozeny, takze se za¢nou opakovat rovnéz. Z tabulky vidime, Ze jeji
perioda je 7 (prvni dva shodné sloupce jsou pro n = 2 an =9). A protoze v prislusném
useku tabulky je dvojice sousednich sudych cisel p7, ps jedind, jsou obé cisla p, a ppi1
suda, praveé kdyz je cislo n délitelné sedmi.

Pozndmka 1.7 vyse uvedenych vztahii mizeme odvodit rekurentni rovnice pro ¢isla a,,
a b,. Pro vSechna pfirozend ¢isla n = 4 plati

an = (aa), + (ba), = (ba)p—1 + (ab)p—1 = (ab)p—2 + (ab)p—1 = bp—2 + by_1,
by, = (ab), = (aa)p—1 + (ba)p—1 = an_1.

Tyto rovnice také mtizeme odvodit nasledujici avahou. Vyhovujici slovo kon¢ici pis-
menem A ma koncovku BA nebo BAA, pocet slov prvniho typu je b,_1, slov druhého
typu je b,—2. Vyhovujici slovo konéici pismenem B ma nutné koncovku AB a téchto slov

je an—1-

Poznamka 2. Ze vztahli uvedenych v poznamce 1 se da odvodit rekurentni rovnice
piimo pro ¢isla p,,. Pro kazdé n = 4 totiz plati

ap = bn—l + bn—2 = ap_2 + ap_3,

bp =an_1 ="bp 2+ bn—3-
Vzhledem k tomu, ze p,, = a, + b,, dostaneme sectenim téchto vztahi rovnici

Pn = Pn—2 + Pn—3,

kterou mtizeme odvodit i takto: Kazdé vyhovujici slovo délky n méa pravé jednu z koncovek
ABAA, ABA, BAB, BAAB, pritom koncovky ABA a BAB mé pravé p,_» slov, zatimco
koncovky ABAA a BAAB mé pravé p,_3 slov.

Za uplné feseni je 6 bodli. Za jakykoli tplny systém rovnic, ktery umoznuje rekurentni vypocet cisel p,,
udélte 4 body.



3. a) V tétivovém ¢tyfahelniku ALBC plati @ = |xBAC| = |XBLC| a =
= |<ABC| = |XALC]| (obr.1). Z rovnosti obvodového a pfislusného usekového uhlu pro
tétivu AK v kruznici ky vyplyva, ze piimka AC je teénou ke kruznici kq, pravé kdyz plati
|«xCAK| = |<ALK]|, tj. pravé kdyz o = . Z analogickych divodi je piimka BC' tecnou
ke kruznici ko, pravé kdyz § = a. Pfimka AC' je proto te¢nou ke kruznici ki, pravé kdyz
primka BC' je tec¢nou ke kruznici ks, coz jsme chtéli dokazat.

C

Obr. 1

b) Podle ¢asti a) vime, ze plati a = |[XBAC| = |xBLK| a § = |xABC| = |xALK].
Bez ijmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze plati o < (. Te¢na v bodé A ke kruznici kq
svira s tétivou AK usekovy tthel 6 > a, proto lezi bod P na poloprimce AC', zatimco bod @
lezi analogicky na poloptimce opacné k BC'. Z tétivovych ¢tyruhelniki ALKP a BQLK
plynou rovnosti | K PC| = f a |[xBQK| = « (obr.1). Trojihelniky APK a QBK se proto
shoduji ve dvou thlech (u vrchola A, @ a P, B). Shoduji se tedy i v thlu pfi spoleéném
vrcholu K:

|<xAKP|=|xBKQ| (=0 — «).

Odtud plyne, Ze body P, K, ) lezi na téze pfimce. Tim je tvrzeni ¢asti b) dokazano.

Poznamka. Dokézali jsme vlastné nasledujici tvrzeni: Je-li trojuhelnik ABC rovno-
ramenny s rameny AC, BC, dotykaji se obé ramena odpovidajicich kruznic k; a ko ve
vrcholech A a B, a neni-li rovnoramenny, protinaji jeho strany AC' a BC odpovidajici
kruznice ki a ko v dalSich bodech P a Q (P # A, Q # B), priCemz jejich spojnice PQ
prochézi danym bodem K.

Za tplné feseni udélte 6 bodt, z toho za ¢ast a) nejvyse 2 body a za ¢ast b) nejvyse 4 body.



4. Uzitim sinové véty v trojuhelnicich BK A a CK A dostaneme

|BK| sing |CK| sin§
= a _— = .
|AK| sinp |AK|  sinvy

Sectenim obou predeslych rovnosti vyjde

|BC| |BK| |CK]| _an® 1 1
|AK|  |AK| |AK| = 2 \sinf siny/’

Vynésobime-li obé strany posledni rovnosti vyrazem 2 cos 5, obdrzime po tprave

|BC| , 1 n 1
cos — =sina .
|AK| sinf = sinvy

Cyklickou zameénou ziskdme dalsi dvé analogické rovnosti

2

—~
—_
~—

cA] B 1 1

2 T = 2
|BL| R sin sin 7y sina ’ 2)
|AB]| ~y , 1 1

2 L= :
|CM | 85 T M ina * sin 3 (3)

Sectenim rovnosti (1), (2) a (3) dostaneme po déleni dvéma rovnost
B0l o (041, 0 1AB] 7 _
= COS — + ———COS — =

|AK| |BL| |C M| 2

n

1 (sina sing sinf3  sinvy 1 /siny sina

5| = + - + sl =+ = +5 |l o0—+ = .

2 \sinf sina 2 \siny sinpg 2 \sina  sinvy
Vzhledem k tomu, Ze sina, sin 3, siny jsou kladna c¢isla, mizeme kazdy ze tii vyraza
v zédvorkach na pravé strané posledni rovnosti odhadnout zdola ¢islem dvé (vyuzivame

znémou nerovnost a/b+ b/a = 2, ktera je pro libovolna kladné éisla a, b ekvivalentni se
ziejmou nerovnosti (a —b)2 = 0). Odtud plyne pozadovana nerovnost. Tim je diikaz hotov.

0s o +
2

Za Uplné feseni je 6 boda. Pokud fesitel dospéje ke vhodnému vyjadieni hodnoty vyrazu na levé strane,
ale nedokaZe jeho dolni odhad, udélte nejvyse 3 body. Nerovnost a/b + b/a = 2 Ize povazovat za natolik
zndmou, ze muze byt pouzita bez dukazu.



3. V roviné je dana kruznice k a 121 jejich secen p1,ps, ..., p121. Uvnitr této kruznice
je na kazdé primce p; dan bod A;. Dokazte, Ze na kruznici k existuje bod X takovy,
Ze usecka A; X svird s primkou p; uhel mensi neZ 21° pro nejméné 29 riznych
indexi i. (J. Simsa)

Reseni. Pro libovolné i, 1 < i < 121, ozna¢me M; mnozinu viech bodit X kruznice k,
pro néz usecka A; X svirda s odpovidajici pfimkou p; thel velikosti mensi nez ¢ = 21°.
MnozZina M; je zfejmé tvofena dvéma oblouky X,;Y; a U;V; (obr. 1). Obéma uvazovanym
oblouktim kruznice k£ odpovida dvojice stredovych uhli X;SY; a U;SV;, kde S je stred
dané kruznice k. Ukazeme, ze pro kazdé i € {1,2,...,121} plati | X,;SY;| + |x<U;SV;| =
= 4e = 84°.

Obr. 1

V trojuhelniku A;Y;U; je soucet velikosti vnitinich thld pfi vrcholech Y; a U; roven
velikosti vedlejsiho thlu pfi vrcholu A;, tj. 2e. Avsak soucet obou uvazovanych vnitinich
uhla v trojuhelniku A;Y;U; je roven souctu obvodovych thla odpovidajicich oblouktim
X;Y; a U;V;. Ze vztahu mezi obvodovym a stifedovym tthlem dostavame

| X;SY;| + |xU;SV;| = 2 - 2e = 4e = 84°.

Celkové tak 121 uvazovanym tétivam p; a jejich bodiim A; odpovida 121 dvojic obloukt
X,;Y; a U;V; kruznice k s celkovou obloukovou délkou 121 - 84° = 10 164°. Pokud kazdy
bod X kruznice k néalezi nejvyse 28 mnozindm M;, musi byt uvedeny soucet vsech
obloukovych délek nejvyse roven 28 - 360° = 10080°, coz neplati. Proto existuje aspon
jeden bod kruznice k, ktery nalezi soucasné aspon 29 mnozinam M;, coz jsme meéli
dokazat.



Pozndmka. Ze obéma obloukiim X,Y; a U;V; odpovida dohromady st¥edovy tihel 4e,
nahlédneme snadno i z obr. 2, nebot oblouky U/Y; a U;V; jsou shodné.

Obr. 2

5. Necht L je libovolny vnitrni bod kratsitho oblouku CD kruinice opsané c¢tverci
ABCD. Oznacme K prisecik primek AL a CD, M prusecik primek AD a CL a N
priusecik primek MK o BC. Dokazte, Ze body B, L, M, N leZi na téZe kruznici.

(J. Svrcek)

Reseni. Uhlopticka AC je primérem kruznice opsané étverci ABCD, takze podle Tha-
letovy véty je tthel ALC' pravy (obr.3). Bod K je tak prusecikem vysek CD a AL

6



Obr. 3

v trojuhelniku ACM, takze i primka M K je kolméa na AC' a protina stranu BC daného
¢tverce v jejim vnitinim bodé N, nebot MK || DB.
Nyni lze tvrzeni ilohy dokazat nékolika zptisoby.

1. Ctyithelniky BCLD a K LM D jsou tétivové, proto podle véty o obvodovych tihlech
postupné plati

|XNBL| = |<CBL| = |[«CDL| = |<xKDL| = |<xKML| = |<xNML|.

Protoze body B a M lezi v téze poloroviné vytaté piimkou N L, lezi body B, L, M, N
na téze kruznici.

2. Protoze M N || DB, je |xMNC| = 45°, rovnéz uhel BLC nad tétivou BC kruz-
nice £k ma velikost 45° (obr.4), je tedy |<xBLM| = |[xBNM| = 135°. Body L a N
ziejmeé lezi v téze poloroviné vytaté primkou M B, proto lezi body B, L, M, N na téze
kruznici.

C N B C N B
~ ]
//// P
L /,/ L

> K

Za8 N
M D A M D A

Obr. 4 Obr. 5

3. Oznacme P patu vysky z vrcholu M na stranu AC a uvazujme ¢tyiuhelniky ABN P,
APKD a DKLM (obr.5). Podle Thaletovy véty jsou vSechny t¥i ¢tyfuhelniky tétivové.
Vrchol C' daného c¢tverce ABCD lezi vné kazdé ze tii kruznic opsanych uvazovanym
tétivovym ctyruhelniktim, takze uzitim véty o mocnosti bodu C' ke kruznicim opsanym
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po fadé ¢tyruhelnikim ABN P, APKD, DK LM obdrzime nasledujici tfi rovnosti

|CN[-[CB| = |CP[-[|CA],
|CP[-|CAl = [CK]-|CD],
|CK[-|CD] = [CL] - |CM],

z nichz bezprostfedné vyplyva rovnost
|CN|-|CB|=|CL|-|CM]|.

Odtud jiz plyne, ze body B, L, M, N lezi na téze kruznici.



2. Urcete, jakou nejvetsi délku muize mit tahlopticka C'E konvexniho pétithelniku ABCDFE,
jehoz strana AB maé délku 6 cm, vnitfni thly pfi vrcholech C' a E jsou pravé a tihel
ADB mé velikost 120°.



2. Necht ABCDE je libovolny konvexni pétithelnik s uvazovanymi vlastnostmi.
Oznacéme P, R po fadé stiedy stran AD, BD trojuhelniku ABD (obr.1). Pak bude

1 1 1
PR|=3|ABl,  |CRI=3|BD|,  |PE|=3|AD 1)

protoze PR je stfedni pricka trojihelniku ABD a protoze v pravouhlém trojihelniku je
stfed pfepony zaroven stfedem jeho opsané kruznice (Thaletova véta).

Obr. 1

Z trojahelnikové nerovnosti je ziejmé, ze pro délku thlopticky C'E plati
|CE| < |CR|+ |RP|+ |PE| = s,

kde délka s lomené ¢ary CRPE je podle (1) zaroven rovna poloviné obvodu trojthel-
niku ABD.

Déle zkoumejme, kdy bude mit trojahelnik ABD danych vlastnosti (|AB| = 6cm,
|<xADB| = 120°) nejvétsi obvod. Oznacdime-li o a (§ (obr. 1) velikosti vnitfnich uhla pii
vrcholech A a B trojuhelniku ABD (a4 3 = 60°), dostaneme ze sinové véty v trojuhel-
niku ABD ) )

BD| = [AB| S22 ap| = |aB| 20
sin 120° sin 120°

Sec¢tenim obou ptfedchozich rovnosti vyjde
sm.a-l—smﬁ _ 9/AB| s.1n30 cos a—f( < 9|AB|

sin 120° sin 120° 2
pricemz rovnost v posledni nerovnosti nastava, pravé kdyz cos %(a —B)=1,tj.proa=0=
= 30°. Trojahelnik ABD ma tedy nejvétsi obvod, pravé kdyz je rovnoramenny a jeho tuhly
pti zdkladné AB maji velikost 30°. Vzhledem k tomu, ze |AB| = 6 cm, plati pro libovolny
pétithelnik ABCDFE pozadovanych vlastnosti

3
|AD| +|BD| = |B| %,

1 1
[CE| = s = 5(|AB|+|AD| +|BD]) = 5|AB| (1 + 2?) = (3+2V3) cm.

Ptitom pro uvazovany pétithelnik ABCDE v situaci, kdy trojihelnik ABD je rovno-
ramenny a vrcholy C, E lezi na piimce RP, plati |[CE| = (3 4+ 2v/3) cm.

Nejvétsi délka uhlopricky C'E pétithelniku ABCDFE vyhovujiciho podminkam tlohy
je tedy (3 + 2v/3) cm.
Za plné feseni udélte 6 bodi. Pokud fesitel nedokaze, ze trojuhelnik ABD s nejvétsim obvodem je rovno-

ramenny (ale pouze tuto skutecnost uvede), udélte nejvyse 4 body, za ndznak diukazu vyuzivajici vlastnosti
elipsy 3 body. Pokud fesitel nepopise dosazeni horniho odhadu pro délku uhlopticky C'E, strhnéte 1 bod.



2. Necht M je libovolny vnitrni bod kratsiho oblouku CD kruznice opsané ctverci
ABCD. Oznacme P, R pruseciky primky AM po tadé s useckami BD, C'D a po-
dobné Q, S priuseciky primky BM s tuseckami AC, DC. Dokazte, Ze primky PS
a QR jsou navzdjem kolme.



RESENT. Ozna¢me O stfed daného ¢étverce ABDC (obr.1). ProtoZe bod M lez
na zminéném oblouku, ma thel AM B velikost rovnou poloviné velikosti stiedového
(pravého) tthlu AO B, tedy 45°. ProtoZe stejnou velikost ma ve ¢tverci ABC'D tihel BDC,

M
D R S C
P
Q
(0
A B
Obr. 1

je pod thlem 45° z bodu D, M vidét tutéz tisecku PS. Protoze navic oba body D, M
lezi ve stejné poloroviné s hranici PS, je PSM D tétivovy ¢tytuhelnik. Jeho vnitini thel
DMS je pravy (bod M totiz lezi na Thaletové kruznici nad pramérem BD), takze je
pravy i vnitini tthel DPS. Tak jsme dokazali, ze PS | BD. Zcela obdobné se ukaze, ze
QR L AC. Z poslednich dvou vztaht jiz plyne, ze PS L QR (nebot AC L BD).

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Pripomerite si a dokazte véty o obvodovych, stfedovych a tisekovych tihlech v kruznici.
2. Necht L je libovolny vnit¥ni bod kratsiho oblouku C'D kruznice opsané ¢tverci ABCD.
Oznac¢me K prusecik pfimek AL a CD, M prusecik piimek AD a C'L a N prusecik
pfimek M K a BC. Dokazte, ze body B, L, M, N lezi na téze kruznici. [MO 53-A-111-5,
viz internetové stranky MO.]
3. V rovnoramenném lichobé&zniku ABCD plati rovnosti |BC| = |CD| = |DA| a
|xDAB| = |¥xABC| = 36°. Na zakladné¢ AB je dan bod K tak, ze |AK| = |AD|.
Dokazte, ze kruznice opsané trojihelnikim AKD a KBC maji vnéjsi dotyk. [MO
53-B-1-2, viz internetové stranky MO.]



5. V lichobézniku ABCD (AB || CD) plati |AB| = 2|CD|. Oznac¢me E stied ramene
BC'. Dokazte, Ze rovnost |AB| = |BC| plati, prdavé kdyz ctyrihelnik AECD je
tecnovy.

RESENI. Oznaéme obvyklym zptisobem a, b, ¢, d délky stran daného lichobé&zniku.
Podle zadani plati rovnost a = 2¢, jez znamend, ze zdkladna C'D je stfedni ptickou
trojuhelniku ABF, kde F' je prisecik ramen BC a AD prodlouzenych za vrchol C
resp. D (obr.2). Proto téz plati |CF| =ba |DF| =d.

V prvni ¢asti FeSeni predpokladejme, ze |AB| = |BC| neboli 2¢ = b (obr. 3). Pak
|CF| =b=2cal|EB|=|EC| = b= c, takZe trojthelniky ABE a FCD (jez jsou na
obr. 3 vybarveny) jsou shodné podle véty sus (jejich strany délek 2c a ¢ sviraji souhlasné
uhly, vytaté pfimkou BC mezi rovnobézkami AB a C'D). Ze shodnosti tfetich stran AFE
a F'D pak plyne rovnost |AE| = d. Tak pfichdzime k zavéru, Ze strany ¢tyithelniku
AECD maji délky d, c, ¢, d; jde tudiz o teénovy ¢tyiuhelnik (dokonce deltoid, ptipadné
kosoctverec).

A a=2c B
Obr. 2 Obr. 3




V druhé ¢asti feseni predpokladejme, ze ¢tytuhelnik AECD je te¢novy, takze podle
znamé véty pro délky jeho stran plati rovnost |[AE| + |CD| = |EC| + |AD|, neboli
z+c=3b+d, kde z = |AE| (obr.4). Odtud vyjadiime délku z, se kterou budeme dale
pracovat, ve tvaru

x = b_ c+d. (1)

2

Vsimnéme si nyni, ze tsecky CD, AC' a AE déli trojuhelnik ABF na ¢tyfi trojuhelniky
téhoz obsahu. (Podrobnéji: z |[AD| = |DF|, |BC| = |CF| a |BE| = |EC| plyne fetézec
rovnosti Sapc = Scpr = %SACF = %SABC = Sape = Sacg-.) Proto pro obsahy
¢tyruhelniku AECD a trojahelniku AEF plati tméra Sapcp : Sapr = 2 : 3. Tyto dva
mnohothelniky vSak maji spolecnou vepsanou kruznici, takze ve stejném pomeéru 2 : 3
musi byt i jejich obvody (pfipomerime, ze obsah mnohothelniku s obvodem o a vepsanou

kruznici o poloméru p je roven %o - 0). Protoze tyto obvody maji vyjadieni

b 3b
OAECD:$+§+C+CZ7 OAEF:$+E+2da

plati tméra (z+ $b+c+d) : (x+ 2b+2d) = 2 : 3, ze které snadno vyjadiime nezndmou
x jako
3b

Porovnanim (1) a (2) dostaneme rovnost b = 2¢, neboli b = a. Tim je rovnost |AB| =
= |BC| dokazana.

Jiné feSeni. Pripomenme nejdiive vyjadreni délek téznic trojihelniku pomoci
délek jeho stran: v obecném trojuhelniku ABC pii obvyklém oznaceni plati vzorec

4t = 2a% + 2% — 2. (1)
Odvozeni (1) je snadné: staci seéist rovnosti
2 LA 2 LV o
b* = (50) +t, —ct.cosw, a” = (§c> +t. + ct.cosw,

které plati podle kosinové véty pro trojuhelniky ACC, a BCC4, kde C} je stied strany
AB a w = |<AC,C| (obr.5).




V daném lichobézniku ABCD (v némz plati a = 2¢) uvazujme kromé stiedu E
ramene BC jesté stfed S zakladny AB a oznacme z = |AE| a u = |AC| (obr.6).
Protoze |AS| = |SB| = %a = ¢, je ASCD rovnobé&znik, tudiz |C'S| = d. Nyni podle
vzorcu (1) vyjadiime délky téznic AE a C'S trojihelniku ABC:

4o® = 2u® +2(2¢)> — b a 4d* = 2u® + 2b* — (2¢)%.
Vzajemnym odectenim téchto rovnic vylouc¢ime veli¢inu v a dostaneme
4(2* — d*) = 3(4c®* — b*), neboli 4(x —d)(z +d) = 3(2c — b)(2c + b).

Odtud plyne, ze znaménko rozdilu x — d je vzdy stejné jako znaménko rozdilu 2¢ — b.
Ukazme, ze z tohoto poznatku plyne celé feSeni nasi tlohy. Pouzijeme k tomu znamé
kritérium pro te¢nové ¢tyrtuhelniky: ¢tyfuhelnik AECD je te¢novy, pravé kdyz se rovnaji
oba soucty délek jeho protilehlych stran, tj. pravé kdyz « +c =d + %b.

Je-li b = 2¢, pak podle naseho poznatku = = d, a tedy AECD je deltoid (pfipadné
kosoctverec). (Rovnost « + ¢ =d + %b tehdy plati dokonce ,séitanec po séitanci“.)

Je-li b > 2¢, pak podle naseho poznatku z < d, a tedy z + ¢ < d + %b, takze
ctytuhelnik AEC D neni te¢novy.

Je-li b < 2¢, pak podle naseho poznatku = > d, a tedy z + ¢ > d + %b, takze
ctytuhelnik AECD neni te¢novy.

Dalsi reSeni. V lichobézniku ABCD, v némz plati a = 2¢, uvazujme kromé
sttedu E ramene BC a priseciku F' prodlouzenych ramen BC, AD jesté prisecik G
piimek AE, CD (obr.7). Snadno vysvétlime, ze usecky EF a DG jsou téznice trojihel-

F

Obr. 7

niku AFG (a bod C jeho tézisté). Plati-li rovnost b = 2¢, jsou tyto téZnice shodné,
a proto je trojuhelnik AFG rovnoramenny se zakladnou F'G, tudiz AECD je deltoid
(nebo kosoc¢tverec). Lze-1li naopak ¢tyithelniku AEC D vepsat kruznici, je tato kruznice
vepsana i obéma trojuhelnikim AEF a ADG, jez maji shodné obsahy (totiz rovné vzdy

9



poloviné obsahu trojiuhelniku AF'G). Pak se ovSem musi rovnat i jejich obvody, coz pro
délku x = |AE| = |EG| dava rovnici

3b
T+ G +2d =20 +3c+d,

ze které vychazi vyjadieni nezndmé x ve tvaru (2) z prvniho FeSeni. Stejné jako tam pak
dojdeme k rovnosti b = 2c.

Nad obrazkem 7 lze uvazovat i takto: ctyfthelnik AECD bude tecnovy, pravé
kdyZ splynou kruznice vepsané trojuhelnikim AFF a ADG. Tyto trojuhelniky maji
totozné ramena vnitinich thli pfi spoleéném vrcholu A, takZe jejich vepsané kruznice
splynou, pravé kdyz budou mit shodné poloméry. To je vSak ekvivalentni s tim, ze oba
trojuhelniky maji stejny obvod (vzdy totiz maji stejny obsah). ProtoZe spoleéné ¢ast
hranic trojuhelniki AEF a ADG je tvofena lomenou ¢arou FAD, rovnaji se jejich
obvody, pravé kdyz plati rovnost |DF| + |FE| = |DG| + |GE|. Protoze DE | FG,
je z avahy o elipse s ohnisky D, FE jasné, ze odvozena rovnost nastane, pravé kdyz
usecky DE a F'G maji spole¢nou osu soumérnosti (a AECD je pak deltoid, ptipadné
kosoctverec).

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Pripomerite si a dokazte kritérium pro tec¢nové ctyrihelniky: Konvexni ¢tytuhelnik
ABCD je teénovy, pravé kdyZz se rovnaji oba soucty délek jeho protilehlych stran,
tj. pravé kdyz |AB| + |CD| = |BC| + |AD].

2. Necht D, E znaéi body dotyku strany AB a kruZnice vepsané trojuhelniku ABC), resp.
kruznice pripsané jeho strané AB (tj. kruznice dotykajici se strany AB a polopfimek
opa¢nych k polopfimkdm AC a BC). Dokazte, ze body D, E maji vzdélenosti od
vrcholtt A, B dané vzorci

|AB| + |AC| — |BC|
2

|AB| + |BC| — |AC|
5 .

|AD| = |BE| = , |BD| = [AE[ =

[Navod: Vyuzijte nékolikrat toho, ze pro body dotyku T7,2 obou teden sestrojenych
z libovolného vnéjsiho bodu X k dané kruznici plati | XT1| = | XT3 ]

3. Uvnitf¥ stran AB, BC, CD a DA konvexniho ¢tyfahelniku ABCD jsou po fadé zvo-
leny body K, L, M a N. Oznacme S prusecik pfimek KM a LN. Je-li mozno vepsat
kruznice ¢tyfuhelnikim AKSN, BLSK, CMSL a DNSM, je mozno vepsat kruznici
i étyiahelniku ABCD. Dokazte. [MO 51-B-11-3, viz internetové stranky MO.]



3. V roviné je ddn rovnoramenny trojihelnik K LM se zdkladnou K L. Uvazujme libo-
volné dvé kruznice k a [, které maji vnéjsi dotyk a které se dotykaji primek K M a LM
po fadé v bodech K a L. Urcete mnozinu dotykovych bodt 7" vSech takovych kruznic
kal.



3. Ukazeme, Ze hledanou mnozinu tvori body K a L a dale vnitini body oblouku
K L kruznice m(M,|M K]|) a oblouku K'L’ sttedové soumérné sdruzeného s obloukem KL
podle stfedu M (obr. 1).




Dokazme nejdfive, ze pfimka MT (obr.2) je (vnitini) spo-
le¢nou tefnou kruznic k a [. P¥ipustme, Ze pfimka MT protne
kruznici k£ v bodech T', T a kruznici [ v bodech T', T5. Pro moc-
nosti bodu M (je to bod te¢ny, proto lezi ve vnéjsi oblasti kazdé
z obou kruznic k a l) k obéma kruznicim plati

|MT|-|MT1| = [MK|* = |ML]* = |[MT| - |MTz],

odkud |MTi| = |MT3|. Protoze oba body T3, Ty leZi na téze
poloprimce MT, plyne odtud 77 = T5. Obé kruznice k a [ vSak
maji spoleény jediny bod, takze Ty = 15 = T. Proto je MT
spoleéna tec¢na obou kruznic a navic |MT| = |[MK| = |[ML|, Obr. 2
bod T tedy lezi na kruznici m(M, |M K|).

Protoze ptimka MT' obé kruznice oddéluje, nelezi body K a L uvniti téze poloroviny
urc¢ené primkou MT, ptimka MT protina stranu KL trojuhelniku K LM, a proto bod T
lezi na jednom z krat$ich obloukt KL, K'L’ kruznice m.

Je-li naopak T libovolny vnitini bod jednoho z téchto oblouktu (obr. 3), lezi sousedni
konvexni tthly KMT a LM'T na opacnych stranach spoleéného ramene MT'. Z rovnosti
|IMK|=|MT| a |ML| = |MT| pak plyne, Ze do zminénych thli lze vepsat kruznice tak,
aby se dotkly ramen pfislusného tthlu v bodech K a T', resp. L a T. To jsou vyhovujici
kruznice k, [ s dotykovym bodem 7T'.

Je-li T' = K, vyhovuje libovolna kruznice k dotykajici se pfimky M K v bodé K a lezici
v poloroviné M KL’ a kruznice | dotykajici se ramen tthlu K ML v bodech K a L (ta je
urcena jednoznacné). Analogicky sestrojime vyhovujici kruznice k a [ pro bod T' = L.

Bod K’ ani bod L’ do hledané mnoziny patfit nemohou, protoze K’ lezi na tecné K M
k libovolné z kruznic k a analogicky bod L’ lezi na teéné LM k libovolné z kruznic [.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Pokud fesitel dokaze, ze bod T lezi na zminénych obloucich, avsak neovéri,
ze naopak kazdy jejich bod je bodem dotyku nékteré vyhovujici dvojice kruznic, strhnéte 2 body. Pokud
fesitel pfehlédne existenci bodii T' na oblouku K’L’, strhnéte rovnéz 2 body. Pokud Fesitel opomene aspon
jednu z moznosti T'= K, T = L, strhnéte 1 bod.



3. Vlichobéziniku ABCD (AB || CD) oznac¢me E stied ramene BC'. Jsou-li oba ctyr-
thelntky ABED a AECD tecnove, spliuji delky stran lichobézniku ABCD ozna-
cené€ obvyklym zpusobem rovnosti

b
a-l-c:§+d a -+ - =

Dokazte. (R. Horensky)
Reseni. Ozna¢me z = |AFE|, y = |DE| a dopliime lichob&znik ABC D na rovnobéznik
AXY D tak, aby bod E byl prusecikem jeho thlopticek AY a DX (obr.1). Zfejmé plati
|AX|=|DY|=a+c, |AY| =2z a |DX| = 2y.

Obr. 1

Ozna¢me g7 (resp. ¢2) polomér kruznice vepsané te¢novému ¢tyiuhelniku ABED
(resp. AECD), jez je zaroven vepsana i trojuhelniku AXD (resp. AY D). Pro délky
stran téchto ¢tyrtuhelnikti podle zndmého kritéria plati rovnosti

b
a+y:§+d:c+x,

neboli
a+y=c+uzx, (1)

takze oba ¢tyfuhelniky maji tyz obvod. Trojiuhelniky AX D a AY D maji zase tyz obsah
(rovny %S Axy D, tedy rovny Sapcp). Pomér g; : 3 se proto rovné jak poméru obsaht
SapeD : Sapcp, tak poméru obvodt 04y p : 0axp (ty jsme zapsali v opa¢ném poradi
nez prislusné poloméry). Oba tyto poméry nyni vyjadiime a pak porovname (v znadci

vysku lichobézniku ABCD):

Sapep _ Sapcp — Scpe  zlatcv—jc- v 2a+c
Sapcp  Sabcp —Saps  i(a+cv—ia-iv  a+2c
oayp 2x+(a+c)+d
oaxp 2y+(a+c)+d

Spolu s (1) tak pro neznamé z, y dostavame soustavu linearnich rovnic

2a+c_ 20 +a+c+d
a+2c 2y+atctd

Q

rT—Yy=a-—c,

5



jez ma za podminky a # ¢ (zarucené tim, ze ABCD je lichobéznik) jediné FeSeni

x_3a+c—d a+3c—d

5 a y=—0 (2)

Dosazenim (2) do rovnosti (1) dostaneme prvni dokazovany vztah 3(a + ¢) = b + 3d.
S jeho pomoci lze (2) pfepsat do tvaru

L0 L0
r=a+ a =c+ .
6 y 6

S timto vyjadfenim délek x, y vyuzijeme kosinové véty pro trojuhelniky ABE, CDFE
k vypoctu kosinu tthlu ABF resp. DCE:

20 (302~ (a+ 202 2 1
cos|§:ABE|:a+(2) 1(a+6) :_b__,
2CL§b 9a 3

24+ (30— (c+3b)* 20 1
cos\%:DCE]:C+(2) 1(C+6) =——c.
205[) 9c 3

Protoze se thly ABE a DCFE doplnuji do 180°, je soucet jejich kosint roven nule:

(-9 +(-3) -0

Odtud jiz snadnou tupravou dostaneme druhy dokazovany vztah
1 1 3

a ¢ b

4. V roviné je ddn ostrouhly trojuhelnik AKL. UvazZujme libovolny pravouhelnik
ABCD, ktery je trojuhelniku AK L opsdn tak, Ze bod K leZi na strané BC' a bod L
lezi na strané C'D. Urcete mnozinu pruseciku S uhlopricek AC, BD vSech takovych
pravovhelniki ABCD. (J. Simsa)

Reseni. Ozna¢me K stfed strany AL a L; stied strany AK. Ukazeme, Ze hledanou
mnozinou bodi S je oblouk M N, ktery je c¢asti polokruznice sestrojené nad primeé-
rem K;1, v poloroviné opacné k poloroviné K;L; A, pfitom krajni body M, N zminé-
ného oblouku jsou uréeny podminkami ML, L AK a NK; L AL (obr.2).

T P

D C

S
K M 0

N K
Ly

A B

Obr. 2



Protoze prisecik S thlopricek AC, BD je stfedem tusecky AC, mnozinu vSech
bodu S dostaneme, kdyz nejprve uré¢ime mnozinu vrcholdt C' a tu pak zobrazime ve
stejnolehlosti se sttedem A a koeficientem % Protoze je thel KCL pravy (nemuze byt
ani C = K, ani C' = L) a pfimka KL body A a C oddéluje, lezi bod C na polokruznici 7
sestrojené nad prumérem K L v poloroviné opacné k poloroviné K LA. Které body C' € 7
jsou skutec¢né vrcholy vyhovujicich pravothelniki ABCD? Ziejmé pravé ty, pro néz
polopiimky C'K a C'L protnou analogicky sestrojené polokruznice nad priméry AK
resp. AL (v bodech, které budou vrcholy B resp. D). Jsou to body oblouku PQ C T,
jehoz krajni body P, () jsou urceny podminkami PK | AK a QL 1 AL. Hledana
mnozina bodu S je proto obrazem oblouku P ve zminéné stejnolehlosti, takze to je
skute¢né oblouk M N popsany v tvodu feseni (body M, N jsou obrazy bodu P a @,
nebot bod L; je obrazem bodu K a bod K je obrazem bodu L).



2. V rovnobézniku ABCD plati |AB| > |BC|. Ozna¢me K, L, M a N po fadé body
dotyku kruznic vepsanych trojuhelnikim ACD, BCD, ABC a ABD s ptislusnou
uhlopfickou AC, resp. BD. Dokazte, ze KLM N je obdélnik.



2. Rovnobéznik ABCD je atvar stfedové soumérny podle pruseciku S thlopticek
AC, BD (obr.1). Proto jsou podle stfedu S soumérné sdruzené trojuhelniky ACD a CAB,
tudiz i jejich kruznice vepsané a odpovidajici si body dotyku K a M. Totéz platii o dvojici

D C

Obr. 1

bodi L a N. Dochazime tak k zavéru, ze K LM N je rovnobéznik. (Moznosti K = M = §
nebo L = N = S jsou vylou¢eny podminkou |AB| > |BC|, jez zarucuje, Ze zminéné
trojuhelniky nejsou rovnoramenné se zdkladnou AC' nebo BD, takze se vepsané kruznice
nedotykaji téchto stran v jejich stfedu.)



Provedena tvaha o stredové soumeérnosti vsak nestaci k dikazu toho, ze rovnobéznik
KLMN je obdélnik, tj. ze ma shodné thlopricky KM a LN. K tomu budeme muset pro-
vést vypocet zalozeny na znamych vzorcich, které vyjadiuji vzdalenosti vrcholi obecného
trojuhelniku od bodd dotyku kruznice vepsané pomoci délek stran tohoto trojihelniku
(obr. 2):

|EF| + |EG| — |FG|

z=|ER|=[EQ| =

2 )
FG|+ |FE| - |EG
_ _ _ |GF[+|GE| - |[EF]|
E * RUYF =GPl =160l = 2 '

Obr. 2

Pripomenme, ze tyto vzorce plynou ze soustavy rovnic
x+y=I|EF|, y+z2=|FG|, =+z=|EG|.

Vratme se k nasi tloze a v daném ctyiuhelniku ABCD oznaCme jesté délky a =
= |AB| = |CD|, b = |BC| = |AD|, e = |AC| a f = |BD|. Podle vzorct uvedenych vedle
obr. 2 plati rovnosti

b— b—
HTGZWM' a |BL|:¥

|AK| = = |DN|.
Z predpokladu tlohy a > b proto plyne |[AK| < 1e = |AS|, takZze bod K lezi mezi body A
a S a ma od stfedu S vzdalenost
e e+b—a a-—-0>
KS|=|AS| - |AK| = - — = .
KS| = 48] - |AK]| = £ - “T7 .
Obdobné vyjde, ze body L, M, N lezi po fadé na tseckdch BS, CS, DS a plati rovnosti
LS| = [MS| = |[NS| = 1(a —b). To dohromady znamen4, Ze ¢tyfthelnik KLMN mé
shodné thlopricky, které se navzdjem pili; je to tedy obdélnik. (Kdyby to byl ¢tverec,
muselo by platit KM L LN, tedy AC L BD, coz je ve sporu s tim, ze a # b.)
Dodejme, ze v predchozim odstavci jsme podali Gplné Teseni, které nevyzaduje avahy
o stfedové soumérnosti z avodniho odstavce.

Za 1plné teseni udélte 6 bodu (absenci zdivodnéni, pro¢ pravouhelnik K LM N neni ¢tverec, tolerujte).
Dokaze-li fesitel pouze, ze K LM N je rovnobéznik, udélte 2 body. Chybi-li v jinak Giplném feSeni potiebné
zduvodnéni, ve kterych , polovinidch® uhlopiicek AC, BD body K, L, M, M lezi, udélte 5 bodu.

-



2. Necht ABCD je tétivovy cétyruhelnik s navzdjem kolmymi dhloprickami. Oznacéme
po 1adé p, q kolmice z bodu D, C' na primku AB a ddle X prisecik primek AC a p
a'Y prusecik primek BD a q. Dokazte, Ze XY CD je kosoctverec nebo ctverec.

RESEN{. Oznaéme R pruseéik thlopii¢ek daného ¢étyithelniku a pro jednoduchost
také o, 1 velikosti thla CDR a DCR (obr.1). Protoze thlopficky jsou na sebe kolmé,
je ¢ +1 = 90°. Vzhledem k tomu, ze oba vrcholy B, C' lezi ve stejné poloroviné urcené
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tétivou AD, plyne z rovnosti pfislusnych obvodovych ahlu, ze | < ABD| = 1. A protoze
DX je kolma na AB, je rovnéz |$xXDB| = ¢. To znamend, Ze trojihelnik XCD je
rovnoramenny se zakladnou X C. Uplné stejné oviem zjistime, ze i trojuhelnik YCD je
rovnoramenny se zakladnou Y D. Plati tedy | X D| = |CD| = |CY|, takze DX a CY jsou
shodné a rovnobézné tsecky. To znamend, ze XY CD je rovnobéznik, ktery jak vime,
ma tii strany shodné, tudiz je to kosoc¢tverec nebo ¢tverec.

Jiné reseni. Vyuzijeme ne zcela bézné znamy poznatek, ze bod soumérné sdruzeny
s prusecikem vysSek daného trojihelniku podle jeho libovolné strany lezi na kruznici
trojuhelniku opsané (viz navodnou tlohu).

Oznac¢me R prusecik thlopricek daného c¢tyituhelniku. Podle podminek tlohy je
X prisecik vysek trojuhelniku ABD a Y prisecik vysek trojuhelniku ABC'. Podle
predchoziho tvrzeni je bod C' obrazem bodu X v osové soumérnosti podle primky BD,
takze R je stfed tsecky XC. Analogicky je R stfed tsecky Y D. Protoze tsecky XC
a Y D jsou na sebe kolmé, je XY CD kosoctverec nebo ¢tverec.

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

1. Bod soumeérné sdruzeny s prusecikem vysek daného trojihelniku podle jeho libovolné
strany lezi na kruznici trojuhelniku opsané. Dokazte. [Uhly ACC’ a ABC’ jsou shodné
obvodové thly nad spoleénou tétivou AC' (obr. 2) a maji velikost 90° —«, coz je i velikost
thlu HBA. Pokud « 2 90°, zaméite role vrcholt A a B.]

C

H

i k\/ B
C/
Obr. 2




2. Necht obé tsecky spojujici stiedy protilehlych stran konvexniho étyfuhelniku ABCD
maji stejnou délku. Dokazte, ze tthlopficky AC a BD jsou navzijem kolmé a ze plati
rovnost

|AB|? + |CD|? = |BC|? + |DAJ%.

[47-B-S-2]
3. Necht ABCD je lichobéznik (AB || CD), jehoz thlopficky jsou navzajem kolmé. Do-
kazte nerovnost |AB| + |CD| < |BC| + |DA|. [46-B-1I-3]



5. Jsou ddny usecky délek a, b, ¢, d. Dokazte, Ze konvexni ctyruhelniky ABCD se
stranami délek a, b, c, d (pri obvyklém znacent) existuji, a pritom uhlopricky kazZdého
z nich sviraji jeden a tyZ thel, prdvé kdyZ plati rovnost a® + ¢ = b? + d>.
RESENI. V libovolném konvexnim ¢étyiuhelniku ABCD oznaéme S prisecik tihlo-

pricek a kromé délek stran uvazujme jesté veli¢iny e = |AC|, f = |BD|, e; = |AS]|,
ex = |CS], f1 =|BS|, f2 =|DS| a ¢ = |<ASB]|. Podle kosinové véty plati rovnosti

a? = e% + f12 — 2e1 f1 cos p,
b = e + f2 + 2eaf1 cos g,
2 = eg + f22 — 2e3 fy cos p,

d* = e3 + f7 + 2ey fo cos .
Secteme-li prvni rovnost s tfeti a od vysledku odecteme soucet druhé a ¢tvrté, dostaneme
(CL2 + 02) — (bz + dz) = —2(61f1 + €2f2 + 62f1 + elfg) COSs @,

neboli
(a® 4 ¢®) — (b* 4 d*) = —2ef cos . (1)

Odtud plyne takovy zavér: plati-li rovnost a? + c? = b? + d?, pak v kazdém uvaZovaném
¢tyfuhelniku je cos ¢ = 0, tedy thel ¢ je vzdy pravy a délky stran maji vyjadieni

ad=cl+fi, =+ fi, F=e3+f3, &> =el+ f3. (2)

Abychom uzavieli prvni ¢ast feSeni, zdtivodnime jesté, ze takové ¢tyiuhelniky (pro jaké-
koliv délky a, b, ¢, d spliiujici vztah a?+c? = b*+d?) existuji. Jisté miizeme predpokladat,
ze plati d = min{a, b, ¢, d}; délku e; pak zvolime v intervalu (0, d) libovolné a podle (2)
uréime

(vzhledem k uéinénému piedpokladu je ¢ — d? = 0). Tim je existence vyhovujicich
¢tyrahelnika (s navzdjem kolmymi tthloptickami) prokazana.

V druhé césti reseni budeme naopak predpokladat, ze aspon jeden konvexni Ctyi-
thelnik AgBoCoDy se stranami danych délek a, b, ¢, d existuje; z tivahy o draténém
modelu ¢tyftuhelniku je jasné, ze vyhovujicich konvexnich ¢tyiuhelnika ABCD (tvarové
blizkych AygByCoDy) je pak nekoneéné mnoho; jejich vnitini thly «, v u vrchola A, C
jsou vazany podminkou

a® + d? — 2ad cosa = b* — ¢ — 2bc cosy (3)

(porovnani délky spoleéné strany BD trojuhelnikic ABD a BCD). Pfipustme, ze thlo-
pricky vsech téchto ¢tythelniku sviraji tyz thel ¢ a ze levd strana rovnosti (1) je nenulovd
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(podle jejiho znaménka je tthel ¢ bud ostry, nebo tupy, takze se nemize stat, ze pro
¢ast vyhovujicich ¢tyfahelnikt mé velikost ¢g, a pro ostatni © — ¢g). Pak z rovnosti (1)
miizeme vypocitat soucin ef, ktery je tudiz pro vSechny vyhovujici ¢tyfuhelniky stej-
ny; ze vzorce pro jejich obsah S = %e fsin ¢ nakonec plyne, ze i hodnota S je jedna
a taz. Protoze obsah S muzeme vyjadrit i vzorcem S = %ad sin o + %bc siny, dochazime
k zavéru: existuji takové konstanty R; a Ro, Ze vSechny vyhovujici ¢tyithelniky splnuji
vztahy
adcosa — bccosy = Ry, adsina+ besiny = Ry

(prvni vztah je dusledkem (3), ve druhém R = 2S5 > 0). Z nich dale vyplyva

(be)? = (becosy)? + (besiny)? = (adcosa — Ry)? + (Ry — adsina)? =
= (ad)® + R? + R3 — 2ad(R; cos o + Ry sin ).

Protoze ad # 0, lze z posledni rovnosti vypocitat hodnotu vyrazu
V = Rycosa + Rysina,

ktera je tudiz pro vsechny vyhovujici ¢tytuhelniky ABC D stejna. To je mozné jediné
tehdy, kdyz Ry = Ro = 0, a to je spor s tim, ze Ry > 0. Dikaz druhé ¢asti tvrzeni je
hotov.

Dodejme, ze zaveér o hodnotach vyrazu V plyne ze zndmého vyjadieni

1
V=——sin(a+w),

kde thel w je urcen vztahy

Rl R2

sinw= —————— a cosw =

VR + R} VRI+RE
Vyraz sin(a 4+ w) neni konstantni, kdyz se tthel o méni v okoli thlu ay (jenz odpovida
vychozimu ¢tyfuhelniku AgByCoDg z Gtvodu druhé ¢asti fesenti).

NAVODNA ULOHA:
Ukazte, ze Rj cosa + Rgsina = Rsin(a 4+ w) pro vhodnd R a w.



3. Je dan trojuhelnik ABC a uvnitf ného bod P. Ozna¢me X prusecik primky AP
se stranou BC' a Y prisecik piimky BP se stranou AC. Dokazte, ze Ctyituhelnik
ABXY je tétivovy, pravé kdyz druhy prusecik (rizny od bodu C') kruznic opsanych
trojuhelnikim ACX a BCY lezi na primce C'P.



3. Dané ¢tyfi body A, B, X, Y lezi na kruznici (obr.), pravé kdyz

|PA|-|PX|=|PB|-|PY]|.

KruZnice opsana trojuhelniku AC X protne polopiimku opac¢nou k poloptimce PC v bodé,

ktery oznacime D. Pro tento bod plati
|PA| - |PX|=|PC|-|PD|.

Rovnost z prvni véty feSeni tedy nastane, pravé kdyz plati
|PB|-|PY|=|PC|-|PD|.

Tato rovnost je splnéna, pravé kdyz bod D lezi na kruznici opsané trojihelniku BCY,

tedy praveé kdyz je bod D # C druhym prusecikem kruznic opsanych trojuhelnikim AC X
a BCY. Diikaz je hotov.

A ! B

Pozndmky. Ulohu je mozné ihned vyftesit na zakladé poznatku o tom, jak vypada
mnozina vSech bodi, které maji stejnou mocnost ke dvéma danym kruznicim. Je to vzdy
pfimka (zvana chordala), jez je kolma ke stfedné obou kruznic a prochazi jejich spole¢nymi
body (pokud existuji). Rovnost z prvni véty feSeni proto vyjadifuje pravé to, ze bod P lezi
na chordéale kruznic opsanych trojahelnikim ACX a BCY.

Za Gplné feseni udélte 6 bodu. Za dikaz pouze jedné z obou implikaci udélte tf¥i body.



3. V trojuhelniku ABC, ktery neni rovnostranny, oznac¢me K prusecik osy vnitiniho
thlu BAC' se stranou BC' a L prisecik osy vnitrniho thlu ABC se stranou AC.
Ddle oznacme S stred kruznice vepsané, O stred kruznice opsané a 'V prisecik vysek
trojiuhelniku ABC. Dokazte, Ze ndsledujici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni:

a) Primka KL se dotykd kruznic opsanych trojihelnikium ALS, BVS a BKS.
b) Body A, B, K, L a O lezi na jedné kruznici. (T. Jurik)



Reseni. Oznaéme thly v trojihelniku ABC obvyklym zptisobem. Z vlastnosti bodu
K a L je zfejmé (obr.1), ze body A, B, K, L lezi na kruznici, pravé kdyz |« KAL| =
= |xKBL|, tj. pravé kdyz a = 3.

C C

A B A B
Obr. 1 Obr. 2

Piimka K L se dotyka kruznice opsané trojuhelniku BKS (nutné v bodé K), pravé
kdyz se rovnaji usekovy a obvodovy uhel piislusné tétivé KS (obr.2): |<KLKA| =
= |XLBK| = 18 = |XLBA|. Posledni rovnost je ovSem ekvivalentni tomu, Ze body
A, B, K, L lezi na kruznici, coz jak uz vime, je pravé kdyz a = . (Jak je zfejmé ze
symetrie, je to zaroven ekvivalentni tomu, ze se pfimka KL dotyka kruznice opsané
trojuihelniku ALS.)

Z uvedenych vysledki plyne, ze sva dalsi zkoumani mtzeme omezit na rovnora-
menné trojuhelniky ABC' se zakladnou AB. Podivejme se nejprve, kdy kruznice opsana
¢tytahelniku ABK L obsahuje bod O. Stfedovy tthel AOB v kruznici opsané trojahel-
niku ABC mé velikost 2, zatimco velikost thlu AK B je 180°—1a—3 = v+1a (obr. 3).
Bod O pfitom nemitize lezet na strané AB (kdyz je tihel v pravy) ani v poloroviné opa¢né
k ABC (kdyz je thel v tupy), protoze v tom piipadé vyjde

|xAOB| + |« AKB| = (360° — 27) + (v + 3a) = 180° + 3o+ 8 > 180°.
Body A, B, K, O tedy lezi na jedné kruznici, pravé kdyz
2y =7+ 2a mneboli «a=f=2y="72°

Zbyva zodpoveédét otazku, kdy se kruznice opsanad trojihelniku BVS dotyka
primky K L. V poloroviné KLB existuji dvé kruznice, které obsahuji body B a S
a dotykaji se pfimky KL (Apolloniova tloha, pro bod dotyku 7' z mocnosti bodu L
k takové kruznici plati |LT|?> = |LS| - |LB|). Jednu takovou kruZnici uz zname, je to
kruznice opsana trojuhelniku BK S, jez se primky K L dotyka v bodé K. Druha kruznice
se tedy dotyké piimky KL v bodé K’ soumérné sdruzeném s K podle stiedu L. Ma-li
kruznice | opsana trojuhelniku BV'S lezet v poloroviné K LB, musi v ni lezet i jeji
bod V, ktery je pak nutné vnitinim bodem tusecky CyC1, jez je Casti osy tsecky AB
(obr.4). Uhel SBV je tedy ostry (jeho velikost je nejvyse % B), proto stfed kruznice [
lezi v poloroviné CyC1B a lezi tam i jeho kolmy prumét (pfipadny bod dotyku) na
pfimku K L. Kruznice [ se tudiz dotykd primky KL jedin€ v pripad€, kdyz je to kruz-
nice opsana trojuhelniku BK S, tedy kdyz body B, K, S, V lezi na jedné kruznici. To
nastane, pravé kdyz |xC1V B| = |<SKB| (to plati bez ohledu na to, zda bod V lezi
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Obr. 3

mezi body C1, S, nebo mezi body Cy, S; obr.4). Z pravouhlych trojuhelniki ABB;
a BV, plyne |£C,V B| = «, takze rovnost |<C1V B| = |<SK B| plati, pravé kdyz

a:”y—l—%a neboli o= (= 2y ="T72°

Dokéazali jsme, ze obé podminky a) a b) jsou ekvivalentni tomu, ze trojihelnik ABC
je rovnoramenny s thly a = = 72° a v = 36°.

4. V roviné je ddna usecka AB. Sestrojte mnoZinu téZist vsech ostrouhlych trojuhelniki
ABC, pro néz plati: Vrcholy A a B, prusecik vysek V a stred S kruzZnice vepsané
trojuhelniku ABC' leZi na jedné kruznici. (J. Svrcek)

Reseni. Protoze trojuhelnik ABC je ostrothly, lezi body V a S uvniti ného. Ozna-
¢ime-1i velikosti thlt v daném trojuhelniku obvyklym zptsobem, plati (obr. 5)

IXAVB|=180° —~v  a |<)<ASB|:90°+%.

Body A, B, V a S tedy lezi na jedné kruznici, pravé kdyz |<AV B| = |<ASB]|, coz je
podle uvedenych vzorci ekvivalentni s rovnosti v = 60°. Vrchol C' tak nutné lezi na
nékterém ze dvou kruznicovych oblouki, z nichz je vidét usecku AB pod thlem 60°.
Protoze je trojuhelnik A BC' ostrotuhly, musi navic vrchol C' lezet uvnitf pasu vymezeného
kolmicemi k prfimce AB v bodech A a B. Vrchol C je tedy vnitinim bodem takto
vymezenych kruznicovych oblouki KL a M N (obr.6).
thelnikit ABC' je obrazem bodu C' ve stejnolehlosti se stredem Cy a koeficientem %, je
bod T vnitfnim bodem jednoho z obloukt K'L’ nebo M’'N’, jez jsou obrazy obloukt
KL a MN v uvazované stejnolehlosti.

Protoze zminénda stejnolehlost je vzadjemné jednoznacné zobrazeni, je zfejmé, ze
ostrotthlého trojuhelniku ABC s tthlem 60° pti vrcholu C, jehoz odpovidajici body V
a S lezi na jedné kruznici s vrcholy A a B.



Obr. 5

Obr. 6




. Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC o obsahu S a jeho vnitini bod M. Oznac¢me po
fadé A;, By, C; ty body stran BC, CA a AB, pro néz plati M A, || AB, M B, || BC
a MC, || CA. Pruseciky os tsetek M Ay, MB; a MCy tvorfi vrcholy trojuhelniku
o obsahu T'. Dokazte, ze plati S = 3T.



2. Oznacme P, (), R vrcholy vzniklého trojihelniku. Protoze kazda z os tisecek M A1,
M By a M (1 je kolmé na odpovidajici stranu trojihelniku ABC, sviraji kazdé dvé ze stran
trojuhelniku PQR thel 60 stupn, takze se jedna o rovnostranny trojihelnik (obr.).



Ukazeme nyni, ze soucet délek tisecek M Ay, M By a MC je (nezévisle na poloze
bodu M) roven délce a strany vychoziho trojihelniku ABC. Ozna¢me proto po fadé Ba, Cy
a Ay pruseciky piimek M Ay, M By a M C se stranami C A, AB a BC. Protoze trojuhelniky
MA,As, M B1By a MC7C5 jsou rovnostranné, je

|MA| 4+ |[MB;| + |[MCy| = |A1As| + |A2C| + |A1B| = |BC| = a.

Pro libovolny (vnitini) bod rovnostranného trojihelniku plati, ze soucet jeho vzdé-
lenosti od vSech stran trojihelniku je roven prislusné vysce. To je snadno vidét napf.
z vyjadreni obsahu takového trojuhelniku jako souctu obsahii tii trojuhelnikt tvorenych
danym (vnitfnim) bodem a dvojici vrcholi. Protoze bod M mé od stran (rovnostranného)
trojuhelniku PQR vzdélenosti |M A, |, 1|M By | a 3|MC1|, mé vyska ¢ tohoto trojihelniku
velikost ¢t = $(|MAy| + |[MBi| 4 |MC1|) = 1a. Protoze pro vysku v rovnostranného troj-
thelniku ABC plati v = %a\/g, je S = %av = %vz\/g. Podobné pro obsah T trojihelniku
PQR s vyskou t dostavame

\/_2 V3 a2 V3 v\ \/_2
S Ak OREJCEL S
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neboli S = 3T, coz jsme chtéli dokazat.

Za plné feseni udélte 6 bodu. Zjisténi (véetné néjakého podptirného argumentu), ze trojuhelnik PQR je
rovnostranny, ocente 3 body.

T
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2. Kruznice vepsand danému trojuhelniku ABC se dotykd stran BC, CA, AB po
radé v bodech K, L, M. Oznacme P prusecik osy vnitrniho uhlu pri vrcholu C
s primkou M K. Dokazte, Ze primky AP a LK jsou rovnobézné.

RESEN{. Oznaéme k kruznici vepsanou trojthelniku ABC a S jeji stied. Velikosti
vnitfnich thli trojihelniku ABC oznac¢me obvyklym zptsobem «, (3, 7. Protoze body
K, L jsou soumérné sdruzeny podle osy vnitiniho thlu pii vrcholu C| jsou primky KL
a C'P na sebe kolmé a plati |[<xLPC| = |xKPC| (obr.1).

Obr. 1

Vyjadiime-li velikosti vnitfnich ahlt pfi zdkladnach KM a LK v rovnoramennych
trojuhelnicich KMB a LKC, dostaneme |xMKB| = 90° — 13, |<xLKC| = 90° — 1~.
Z primosti thlu BKC tak plyne |[<xMKL| = 90° — %a. Analogicky vyjde |« KLM| =
=90° — 18, [xLMK| = 90° — 1~.

Protoze |<KPC|+ 37 = [xBKP| = 90° — 33, dostaneme pro velikost soumérné
sdruzenych thlt LPC a K PC rovnost

|XLPC| = | KPC| = 90° — @ - %

Kruznice k vepsané trojuhelniku ABC' je soucasné kruznici opsanou trojuhelniku
K LM, ktery je, jak jsme zjistili vypoctem jeho 1hli, ostrouhly. Jeji stied S je proto
vnitfnim bodem tohoto trojuhelniku, a tedy i vnitinim bodem tsecky C'P. Protoze

|xLPC| = |xLPS| = |xLAS| = %

je APSL tétivovy ctyfuhelnik. Vzhledem k tomu, ze tthel ALS je pravy, je i ithel APS
pravy (piimky AP a C'P jsou na sebe kolmé), a proto jsou pfimky KL a AP rovnobézné.
Tim je diikaz hotov.

Poznamka. Protoze kruznice k je opsand trojuhelniku K LM, miizeme jeho vnit¥ni
uhly snadno vyjadiit z pfislusnych stfedovych uhla: [«KSL| = 180° — ~, takze
|« KML|=90° — 1v atd.



NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

1. V roviné je dan ¢tverec ABC D. Uvnitf jeho stran BC, C'D jsou po fadé zvoleny body
P, Q takové, ze |x PAQ| = 45°. Oznacme dale R, S pruseciky jeho uhlopficky BD po
fadé s pfimkami AP, AQ. Dokazte, ze body P, Q, R, S lezi na téze kruznici. [Ukazte,
ze uhly PSQ a PRQ jsou pravé.]

2. V roviné je dan pravouhly lichobéznik ABCD s delsi zédkladnou AB a pravym th-
lem pfi vrcholu A. Oznac¢me ki kruZnici sestrojenou nad primérem AD a ko kruZnici
prochéazejici vrcholy B, C a dotykajici se pfimky AB. Maji-li kruznice k1, k2 vnéjsi
dotyk v bodé P, je pfimka BC te¢nou kruZnice opsané trojuhelniku C'DP. Dokazte.
[62-B-11-4]

3. Necht L je libovolny vnitini bod krat$iho oblouku C'D kruznice opsané ¢tverci ABCD.
Oznacéme K prusecik piimek AL a CD, M prusecik pfimek AD a CL a dale N prusecik
pfimek MK a BC. Dokazte, ze body B, L, M, N lezi na téze kruznici. [53—A—III-5]



5. V roviné je ddna kruzZnice k se stredem S a bod A # S. Urcete mnoZinu stredi
kruznic opsanych vsem trojuhelnikim ABC, jejichZ strana BC' je primérem kruz-

nice k.

RESENi. Polomér dané kruznice k ozna¢me 7. Lezi-li bod A na kruznici &, je bod S
stfedem kruznice opsané kazdého z uvazovanych trojuihelniki ABC' a hledanou mnozi-
nou je jednobodova mnozina {S}. Déle rozlisime dva pfipady:

a) Necht |AS| > r. Uvazujme nejprve rovnoramenny trojuhelnik ABC se zéklad-
nou BC, ktery vyhovuje podminkdm tlohy. Stied O kruznice jemu opsané je vnitinim
bodem usecky AS a pfitom plati |AO| = |BO| = |CO|.



Nyni ukdzeme, ze hledanou mnozinou O stfedt kruznic opsanych vSem trojuhelni-
kim ABC, které vyhovuji podminkam tlohy, je pfimka p, ktera je kolma k AS a prochazi
bodem O (obr. 2).

Obr. 2

Uvazujme libovolny trojihelnik AB’C’, kde B’C’ je prumér kruznice k, a ozna¢me
O’ priwsec¢ik osy jeho strany B’C’ s piimkou p, takze |O’'B’| = |O'C’| (bod O’ lezi na
ose B'C"). Podle Pythagorovy véty v pravouhlém trojuhelniku C’O’S plati

|0'B'| = |0'C’| = /|O'S]2 + 12 = /|OO'|2 + |OS|? + 2.

Pro velikost tsecky O’ A pritom méame

|0’ Al = \/|]AO|2 4 |00'|2 = /|BO|2 + |00’ |2 = /|OS|? + r2 4 |OO'|2.

Odtud |O’A| = |O’'B'| = |0’C’|, tudiz bod O’ je stiedem kruznice opsané trojuhelniku
AB'C’ a podle konstrukce lezi na pfimce p.

Naopak, pro libovolny bod O’ pfimky p lze sestrojit primér B’C”’ kruznice k, ktery
je kolmy k pfimce O’S. Z ptedchozich tvah vyplyva, ze |O'A| = |O'B’| = |0'C’|,
takze jsme nasli trojuhelnik AB’C’ pozadovanych vlastnosti, jehoz kruznice opsand ma
stied O’.

b) Necht |AS| < r. V tomto pfipadé lze postupovat analogicky. Stfed O je zde
vnitfnim bodem polopfimky opac¢né k poloptimce SA. Dojdeme pritom ke stejnému
vysledku jako v pfipadé a).

Zdveér. Neni-li A bodem kruznice k, je hledanou mnozinou O primka p, ktera je kolma
k AS a soucasné prochazi stfedem O kruznice opsané rovnoramennému trojihelniku
ABC se zakladnou BC, ktera je primérem kruznice k kolmym na AS. Je-li A je bodem
kruznice k, je O = {S}.

JINE RESENI. Pro dany bod A, ktery nelezi na kruznici k, uvazujme trojuhelnik
ABC danych vlastnosti. Ozna¢me [ kruznici opsanou trojihelniku ABC (obr. 3). Protoze
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bod S je sttedem spolecné tétivy BC' kruznic k a [, protne kruznice [ poloprimku opa¢nou
k polopfimce SA ve vnitfnim bodé, ktery oznac¢ime A’. Pro mocnost m;(S) bodu S ke
kruznici [ pfitom plati

mi(S) = —|BS| - |CS] = —r* = —|AS| - |A'S], (1)

kde 7 je polomér kruznice k. Odtud plyne, ze vzdalenost |A’S|, a tedy i poloha bodu A’
na poloprimce opacné k SA jsou jednoznacné urceny polohou bodu A. Pro vsechny
trojihelniky ABC vyhovujici podminkam tlohy je tedy AA’ pevna tsecka. Kruznice
opsané vSem uvazovanym trojihelnikiim ABC proto maji spolecnou tétivu AA’, takze
jejich stfedy lezi na ose p usecky AA’. V pripadé, kdy ABC je rovnoramenny trojuhelnik
se zékladnou BC), je tisecka AA’ primérem kruznice [ a jeji stied O je soucasné stfedem
usecky AA’. Piimka p prochézi timto bodem O kolmo k p¥imce AS.

p
04 C
~
N,
N
ra ™ </ k
A O S /A

Obr. 3

Naopak, ke kazdému bodu O’ pfimky p najdeme trojihelnik ABC pozadovanych
vlastnosti, ktery mé stfed opsané kruznice v bodé O’. Staci sestrojit primér BC' kruz-
nice k, ktery je kolmy k pfimce O’S. Pro pevné uvazované body A, A" a S jsme tak
sestrojili body B, C, pro néz plati vztah (1). To znamend, Ze body A, B, C a A’ lezi
na téze kruznici [. Vzhledem k tomu, ze bod O’ je prusecikem os tétiv AA’ a BC této
kruznice, které nejsou rovnobézné, je bod O’ stiedem kruznice [, tedy stfedem kruznice
opsané trojuhelniku ABC.

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:
1. V roviné je dan ¢tverec ABCD. Uvazujme ¢tverec K LM N, jehoz thlopticka je shodna
se stranou ¢tverce ABC'D a jeho vrcholy K a M lezi na stranéch ¢tverce ABCD. Urcete
mnozinu vrcholi L vSech takovych &tverch KLMN. [19-B-1-5]
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2. V roviné je dana pfimka ¢ a bod A, ktery na ni nelezi. Uréete v této roviné mnozinu
stfedd S vSech étvercdt ABCD takovych, ze bod B lezi na pfimce q. [47-B-1-2]

3. V roviné je déna tsecka AB. Sestrojte mnozinu tézist vSech ostrothlych trojihel-
nikt ABC, pro néz plati: Vrcholy A a B, prusecik vysek V a stfed S kruznice vepsané
trojuhelniku ABC lezi na jedné kruznici. [55—A-111-4]



1. Zjistéte, jaky je nejmensi mozny obsah trojihelniku ABC, jehoz vysky vyhovuji ne-
rovnostem v, = 3cm, v, = 4cm, v, = 5cm.

3. Necht M je libovolny vnitini bod prepony AB pravouhlého trojahelniku ABC.
Oznac¢me S, S1, S stfedy kruznic opsanych po fadé trojuhelnikim ABC, AMC,
BMC.

a) Dokazte, ze body M, C, Sy, S2 a S lezi na téZe kruznici.
b) Pro kterou polohu bodu M mé tato kruznice nejmensi polomér?



1. Oznacme a, b, c velikosti stran trojihelniku ABC' Pro jeho vysku v, plati nerovnost
c 2 vy,

nebot v, je délka nejkratsi tsecky spojujici vrchol B s bodem piimky AC. Pro obsah S
trojuhelniku ABC' tak plati:

VpVe
2 = 2

> 10 cm?.

Pokud existuje trojuhelnik ABC vyhovujici podminkdm tlohy, jehoZz obsah je pravé
10 cm?, potom v obou nerovnostech S = %cvc > %vbvc > 10 cm? nastéva rovnost. Vychézi
tedy ¢ = v, = 4cm a soucasné v, = 5cm. Z prvni rovnosti plyne, ze takovy trojuhelnik
musi byt pravouhly s pravym thlem pfi vrcholu A. Pro délku jeho odvésny AC' pak plati
b= v, = 5cm a délka a jeho prepony BC je rovna v/41cm. Ze vzorce S = %ava pro jeho

vysku v, plyne
25 20
= — = ——cm > Jcm.

a /41
Pravotuhly trojihelnik ABC' s odvésnami b = 5cm a ¢ = 4cm tedy vyhovuje podminkam
ulohy.

Nejmensi mozny obsah trojihelniku ABC, jehoz vysky vyhovuji podminkdm tlohy,
je 10 cm?.

Pozndamka. Stejné dobry odhad dostaneme i z nerovnosti bv, = v.vp, zatimco z ostat-
nich kombinaci plynou odhady slabsi.

Vq



3. a) Oznacme po fadé « a [ velikosti vnitinich uhld pfi vrcholech A a B uvazo-
vaného pravouhlého trojuhelniku ABC'. Ze vztahu mezi obvodovym a stfedovym thlem
pro spole¢nou tétivu C'M kruznic k1 a ky opsanych po fadé trojuhelnikim AMC a BMC
plyne (obr. 1)

@/
A st
Obr. 1

|§:M510| + ’{MSQC‘ =2a + Qﬂ = 180°.

Ctytahelnik C'S; M S5 je tudiz tétivovy. Protoze body M a C jsou soumérné sdruzené podle
osy usecky C'M, na niz soucasné lezi stfedna S1.59 kruznic kq a ko, plati dale

|§151MSQ| = |<):S1CSQ| = 90°.



Kruznice opsana ¢tytuhelniku C'S; M S5 je tedy Thaletovou kruznici sestrojenou nad prii-
mérem S1.55. Body S a S7 vSak soucasné lezi na ose odvésny AC, podobné body S a So
lezi na ose odvésny BC uvazovaného trojuhelniku. Je tedy [<S1.552| = 90°, a bod S lezi
proto rovnéz na Thaletové kruznici opsané ¢tyithelniku C'S1 M Ss. (Je-li M = S, plati toto
tvrzeni trivialné.) Tim je dokazana ¢ast a) tlohy.

b) Pro polomér r kruznice (s tétivou C'S) nalezené v ¢asti a) ziejmé plati 2r = |CS|
s rovnosti, pravé kdyz je CS jeji pramér. Protoze kruznice s primérem C'S prochazi stiedy
obou odvésen AC, BC, rovnost 2r = |C'S| nastane, pravé kdyz bod S; je stied AC a Ss je
stted BC, coz ziejmé odpovida volbé bodu M jako paty vysky z vrcholu C' na pfeponu AB.

Jiné FesSeni. a) Oznac¢me P; a P, po fadé stfedy usecek AM a BM (obr.2). Protoze
ve stejnolehlosti se stfedem M a koeficientem = se tsecka AB zobrazi na tsecku PP,

A P, S O MD,B
Obr. 2

zobrazi se stred S usecky AB na stfed () tsecky P; P, a zaroven jakozto obraz bodu S ve
zminéné stejnolehlosti je bod () stfedem tsecky M .S. Body P, P» jsou kolmé priuméty bodi
S1, Sz na preponu AB, takze bod @ je kolmym priamétem stifedu O kruznice sestrojené
nad primérem S;S5;. Podle Thaletovy véty na této kruznici ziejmé lezi bod S, protoze
primky 515 a 555 jakozto osy navzajem kolmych odvésen AC a BC' sviraji pravy thel. Ze
soumérnosti uvedené kruznice podle primky OQ) pak plyne, ze na ni lezi i bod M, a tedy
i bod C (ze soumérnosti podle pfimky S152). Tim je ¢ast a) dokazana.

b) Pro tsecku S1.55 a jeji kolmy pramét Py P, plati |S1.53] = |P1Ps| = %|AB|. KruZnice
opsana Ctyfuhelniku C'S; M .S; mé proto nejmensi prumér %\AB |, pravé kdyz S1.9; || AB,
coz vzhledem ke kolmosti tisecky C'M a jeji osy S152 nastane, pravé kdyz M je patou vysky
z vrcholu C' v trojihelniku ABC. (Polomér r této kruznice mé pak velikost r = 1|AB|.)

Jiné FesSeni. a) Uvazujme podobné zobrazeni slozené z otoceni kolem stiedu C' o orien-
tovany (pravy) thel AC'B a ze stejnolehlosti se stfedem C' a koeficientem rovnym poméru
|BC| : |AC|. Toto zobrazeni ptevede body A, B a M po fadé do bodt B, B’ a M’, pficem?
BC je vyska na preponu AB’ pravouhlého trojuhelniku ABB’ a bod M’ lezi na jeho
odvésné BB’ (obr. 3). Podle shodnych thla AMC a BM'C (nebo téz podle pravych uhla
MCM'" a M BM') vidime, ze kruznice opsana trojihelniku BMC' je opsana i trojihelniku
BM'C, takze jeji stied Ss je obrazem bodu S; v uvazovaném podobném zobrazeni (to pie-
vadi trojuhelnik AMC' prévé na trojuhelnik BM'C). To znamenad, ze tthel S;C'Ss je pravy,
takze je pravy i thel S;M Sy (nebot pfimka S;.5; je osou tsecky C'M). Koneéné pravy
je i thel S1555 (nebot jeho ramena lezi na osich navzéjem kolmych odvésen AC a BC),



takze vsechny tri body C, M, S lezi na Thaletové kruznici sestrojené nad primeérem S;.595.

B/
Wi
C
S2
S c
By
A S M B

Obr. 3

Tim je dokézéna ¢4st a) tlohy. Cast b) vyfesime stejné jako v prvnim Fesend.



2. V tetivovém ctyruhelniku ABCD oznacme L, M stredy kruznic vepsanych po radé
trojuhelnikim BCA, BCD. Ddle oznacme R prusecik kolmic vedengch z bodu L

a M po tadé na primky AC a BD. Dokazte, Ze trojuhelnik LM R je rovnoramenny.
(P. Leischner)

Reseni. Priisecik os vnitinich thlé p¥i vrcholech A, D v trojihelnicich BCA, BCD
ozna¢me H (obr.3). Jak znamo, je bod H stfedem prislusného oblouku BC' kruznice k

opsané ¢tyftuhelniku ABC'D (oblouku, ktery neobsahuje vrcholy A a D). Ozna¢me ¢ =
= |xBAH| = |xCAH| = |xBDH| = |«xCDH| = |¥xCBH| a ¢ = |XABL| = |<CBL]|.
Pak plati

|XBLH| = |<xBAL|+ |<xABL|=¢+ ¢ = |<xLBH|.

Trojtahelnik HLB je tudiz rovnoramenny se zakladnou LB, takze |HB| = |HL|. Ana-
logicky je i |HC| = |HM]|. A protoze |HB| = |HC/, je rovnéz |HL| = |HM|, takze
trojuhelnik HM L je rovnoramenny a plati [<HLM| = |<xHML)|.

Oznacme jesté P kolmy primét bodu L na pfimku AC a @ kolmy prumét bodu M
na primku BD (uvazovany bod R je tak prusecikem piimek LP a MQ). Protoze pra-
vouhlé trojihelniky APL a DQM se shoduji v tthlech pfi vrcholech A a D, jsou shodné
i dhly PLA a QM D pfi vrcholech L a M. Odtud a z rovnosti |[xHLM| = |<xHML)|
tak vyplyva rovnost | PLM| = |xQM L|. To znamena, ze trojuhelnik LM R je rovno-
ramenny, jak jsme méli dokazat.



5. Je dan ostrouhly trojihelnik ABC' takovy, Ze |AC| # |BC|. Uvnitr jeho stran BC
a AC wvazugme body D a E, pro néz je ABDFE tetivovy ctyriuhelnik. Prisecik jeho
uhlopricek AD a BE oznacme P. Jsou-li primky CP a AB navzdjem kolmé, pak
P je prusecikem vysek trojuhelniku ABC. DokaZzte. (J. Mazdk)

Reseni. Ozna¢me ¢ = |xBAD| a ¢ = |XABE]| (obr.4). Z rovnosti obvodovych thlt
|XAEB| = |xADB| v tétivovém ¢tyfuhelniku ABDE tak pii obvyklém znaceni thlu

C

v trojuhelniku ABC' plyne
aty =05+ (1)

Oznacme Cjy patu vysky z vrcholu C, v, velikost vysky CCy a z, y, p velikosti
prislusnych tsekta ACy, BCy, PCy (obr.4), takze

P P

tw:;, tgy = =,
. . (2)
C C

tga = —, tgﬁ:_
x Yy

Pokud bod P neni prusecik vysek (tj. ithel a + ¥ neni pravy), mizeme podle (1) psat

tg(a + 1) = tg(B + »),

coz podle znamého vzorce pro tangens souc¢tu po dosazeni z (2) dava (vyuzivame rovnost
tgatg = tg Btgp, kterd z (2) navic plyne)
p p

Ve Ve
4o ==4 =

neboli
(p—ve)(z—y) = 0.
Protoze vzhledem k danym pfedpokladiim je p < v. a x # y, nemuze posledni rovnost

platit. Je tedy a4+ v = 90° a bod P je prusecikem vysek, coz jsme chtéli dokazat.

Jiné feseni. Oznacme k kruznici opsanou tétivovému ¢tyitahelniku ABDFE a uvaz-
me jesté kruznice [ a m opsané trojuhelnikim BEC a ADC (obr.5). Protoze tétiva BE
kruznice [ protina tétivu AD kruznice m v bodé P, maji kruznice [, m kromé bodu C



jesté dalsi prusecik, ktery oznacime M. Z uvedené konstrukce vyplyva, ze bod P lezi
uvniti kazdé ze t¥1 uvazovanych kruznic a ma k nim stejnou mocnost (je to jejich potencni
bod), proto bod P lezi uvnit¥ tsecky C'M.

m /
A— N /5!
Obr. 5

Z rovnosti obvodovych thli nad tétivou BC kruznice [ plyne | < BMC| = |xBEC| =
= 180° — |XAEB| a analogicky |<xAMC| = |<xADC| = 180° — |<ADB|, coz vzhledem
k rovnosti obvodovych uhla | X AEB| = |<ADB| nad tétivou AB kruZnice k znamena,
ze

|XBMC| = |xAMC]|.
Oznaéme N patu vysky z vrcholu C' trojihelniku ABC. Pokud M # N, znamena
posledni rovnost, ze pravouhlé trojuhelniky BNM a AN M jsou shodné, coz ovsem od-
poruje predpokladu |AC| # |BC|. Je proto M = N, |xADC| = |xBMC| = |xAMC| =
=90° a bod P je tak prusecikem vysek trojihelniku ABC', coz jsme chtéli dokéazat.



3. Je dan lichobéznik ABCD s pravym tuhlem pri vrcholu A a zdkladnou AB, v némz
plati |AB| > |CD| 2 |DA|. Ozna¢me S prusecik os jeho vnitinich Ghla p#i vrcholech
A, B a T prusecik os vnitinich uhlt pfi vrcholech C', D. Podobné oznac¢me U, V
pruseciky os vnitfnich thla pfi vrcholech A, D, resp. B, C.
a) Ukazte, ze pfimky UV a AB jsou rovnobézné.
b) Dokazte, ze pruse¢ik E poloptimky DT s pfimkou AB a body S, T, B lezi na
téze kruznici.



3. Bod U jako priisecik os vnitinich ahld pfi vrcholech A a D daného lichobézniku
ma stejnou vzdalenost od stran AB, AD a zaroven i od stran AD, DC'. To znamena, zZe
ma stejnou vzdalenost od obou zakladen AB, C'D lichobézniku ABCD. Podobné i bod V/,
ktery je prusecikem os tthld pti vrcholech B a C'; mé od obou zakladen stejnou vzdalenost.
Jsou tedy pfimky UV a AB rovnobézné. Tim je vyfeSena ¢ast a).

Protoze soucet vnitinich thla jak pfi vrcholech A a D, tak pri vrcholech B a C je
180°, je soucet uhli prilehlych strané AD trojihelniku ADU roven 90° stejné jako soucet
uhla prilehlych strané BC' trojuhelniku BC'V. To znamend, ze oba uvedené trojihelniky
jsou pravotihlé (s pravym tthlem pii vrcholu U, resp. V, obr. 1). Ctyfthelnik UT'V S je tedy
tétivovy (z predpokladu ulohy |AB| > |CD| =2 |DA| plyne, Ze polopiimky AU a CV se
neprotinaji, body S a T proto lezi v opa¢nych polorovinach urcenych ptimkou UV a body
U, T, V, S lezi na kruznici v uvedeném poradi).

D C
S
U %,
T
A B
Obr. 1

Jak uz vime, jsou pfimky UV, AB a C'D rovnobézné, je tedy |<VUT = |xCDT| =
= 45°. Z rovnosti obvodovych 1hld nad stranou T'V tétivového ¢tytuhelniku UTV'S tak
plyne |xVST| = |xVUT| = 45°. To je zaroven i velikost obvodového tthlu 7'S B pfislusného



tétivé T'B kruznice opsané trojuhelniku ST B (obr.2). Zbyva ukéazat, Ze na téze kruznici
lezi i bod E. To je zfejmé, pokud E = T. V opacném ptipadé staci zjistit, ze velikost
thlu TEB je 180° —45° nebo 45° podle toho, zda ptimka BT body S, E oddéluje ¢i nikoli,
coz okamzité plyne z toho, ze pfimka DT svira se zadkladnou AB thel 45° (obr.2 a 3). Tim
je vyfeSena Cast b).

D C D S C
S \
N ¢ S W
. \
\
T ~~ : =
RN A EX\/ _————"~ B
A FE B T
Obr. 2 Obr. 3

Za tplné feseni udélte 6 bodi, z toho 2 body za diikkaz rovnobéznosti UV || AB, dale 1 bod za objev
pravych thlad AUD a BVC a 1 bod za dusledek, zZe ¢tyfuhelnik UTV' S je tétivovy. Nelze cekat, ze zaci
pouziji charakterizaci cykli¢nosti ¢ty bod pomoci orientovanych thld primek, jejich feseni by tedy mélo
pamatovat pfinejmensim na dvé mozné vzajemné polohy bodd E a T (opominuti trividlniho pfipadu £ =T
ztratou bodu netrestejte). Pokud bude ditkaz proveden jen pro jednu z moznych poloh, strhnéte 1 bod.



2. V roviné je dana usecka AV a ostry uhel velikosti a. Urcete mnoZinu stredi kruznic
opsanych vsem tém trojuhelnikum ABC s vnitrnim dhlem « p7i vrcholu A, jejichZ
vysky se protinaji v bodé V.

RESEN{. Nejprve dokazme jedno obecné uziteéné tvrzeni o priseciku V vysek libo-
volného ostrothlého trojiuhelniku ABC. Ozna¢me V' prusecik pfimky obsahujici vysku
CCp s kruznici opsanou trojihelniku ABC' (obr.1). Pravoihlé trojuhelniky CoV A

C

a
N
o N



a AgVC jsou podobné (shoduji se jesté v thlu pfi vrcholu V), proto |xBAAy| =
= |xBCCy|. Uhly BCCy a V' AB jsou shodné obvodové tihly nad obloukem V'B, takze
body V a V' jsou soumérné sdruzeny podle primky AB.

Oznadime-li thly v trojahelniku ABC obvyklym zptsobem, bude |[<ACV'| =
= |<ACCy| = 90° — «, takze pro délku tsecky AV diky uvedené soumérnosti dostaneme

|AV| = |AV’| = 2rsin(90° — a) = 2r cos o, (1)

kde r je velikost poloméru kruznice k opsané trojuhelniku ABC' (a zaroven i trojahelniku
AV'C). Stejny vzorec (1) plati pro trojuhelnik ABC s ostrym vnitfnim thlem « pfi
vrcholu A i v ptipadé, kdy jeden z ostatnich dvou vnitinich thld (napf. u vrcholu B) je
pravy nebo tupy (obr.2). Celou tvahu miizeme zopakovat slovo od slova.

Obr. 2

Nyni se uz pustime do feseni soutézni tlohy se zadanymi body A, V a danou
velikosti ostrého thlu «. Vzorec (1) néas privadi k zavéru, ze kruznice opsané vSem
uvazovanym trojuhelnikim ABC budou mit tyz polomeér

|AV]
r= ,
2cos

(2)

tudiz jejich stiedy O budou mit od daného bodu A pevnou, pravé urcenou vzdalenost r.
Je ovSem zapotfebi urcit, jakou ¢ast kruznice I(A,r) stfedy O vyplni; jisté to bude
mnozina soumérnéd podle pfimky AV, nebot soumérnost s osou AV pievadi vyhovu-
jici trojuhelnik na vyhovujici trojihelnik. S timto cilem vyjadiime velikost thlu VAO
pomoci vnitinich ahla f = |[$xABC| a v = |<ACB|. Budeme pfitom predpokladat, ze
plati 5 = v (v opacném piipadé lze od samého pocéatku oznaceni vrcholi B, C' navzdjem
vymeénit).

Predpokladejme nejprve, ze 5 < 90°, takze trojiuhelnik ABC' je ostrothly a mizeme
opét pracovat s obr. 1. Z rovnoramenného trojihelniku ABO s vnitinim thlem 2+ pri
hlavnim vrcholu O vidime, ze |<xBAO| = 90° — =, z pravouhlého trojuhelniku BAA,
zase plyne |<BAV| = 90° — 3. Vzhledem k tomu, ze oba body O, V lezi v poloroviné
ABC, dostavame pro thel VAO vyjadreni

|XVAO| = |xBAO| — |¥BAV| = (90° — 7) — (90° — 8) = 3 —

(pfipomenme, ze 3 = 7).



V pfipadé 5 = 90° podle obr. 2 podobné zjistime, Ze | BAO| = 90°—~v a |[<x BAV| =
— 53— 90°, tudiz

|XVAO| = |¥xBAO| + |xBAV| = (90° — %) + (8 — 90°) = 8 — .

Vidime, ze |<VAO| = [ — 7 bez ohledu na to, zda je trojihelnik ABC' ostrotuhly,
pravouhly nebo tupothly.
Nyni uz snadno dokonc¢ime feSeni tlohy: z odvozené velikosti tthlu VAO plyne odhad

|$<VAO|=8—~v < B+~v=180° — «,
takze bod O lezi uvniti oblouku kruznice [(A, r) uréeného nerovnosti
|xVAO| < 180° — a.

Zvolime-li naopak thel ¢, 0° < ¢ < 180° — «, snadno vypocteme, jakou velikost musi
mit vnitini thly 3 a v, aby platilo |<VAO| = e:

_ 180° —a+e _ 180° —a—e¢
b= 2 7 2
Vepiseme-li tedy do jakékoliv kruznice o poloméru r ze vzorce (2) pomocny trojihelnik
A'B’'C’ s danym thlem « pii vrcholu A’ a vypoétenymi thly 3, v pfi vrcholech B/,
resp. C’, pro jeho ortocentrum V' a stfed O’ opsané kruznice budou splnény rovnosti
|A'V'| = |AV] a |xV'A’O’| = €. Ve shodném zobrazeni, které prevede tsecku AV’
na usecku AV pak trojuhelnik A’B’C’ prejde ve vyhovujici trojuhelnik ABC, jehoz
stfed O opsané kruznice bude lezet na kruznici | a vyhovovat rovnosti [V’ A'O’| = e.
Zaver. Hledanou mnozinou stfeda O opsanych kruznic je oblouk kruznice o stiedu A
a poloméru r = $|AV|/ cos o uréeny nerovnosti < VAO| < 180° — v (krajni body tohoto
oblouku tedy do vysledné mnoziny nepatii, obr. 3).

C

Obr. 3



Tim je uloha v pripadé n = 2 vyfeSena. Tato zkuSenost néas jisté privede k odhadu
vysledku pro obecné n = 2:

Jsou-li a1 < as < ... < a9, prvky dané mnoziny M, pak nejvétsi sumarni obsah ma
jedina n-tice obdélniki s rozméry ai X as,as3 X a4, ...,02,_1 X Q2,; Nejmensi sumarni
obsah ma jedina n-tice obdélnikii s rozmery ai X aon, a2 X Q2p—1,. .., 0n X Qpi1-

K dtkazu prvniho zavéru predpoklddejme, ze vyhovujici n-tice obdélniki je se-
stavena tak, ze ¢isla a;, as nejsou rozmeéry téhoz obdélniku. Pak v takové n-tici jsou
obdélniky a; X a; a az X aj, kde 4,7 > 2. Zaménme je obdélniky a; X az a a; X a;.
Dostaneme (jinou) vyhovujici n-tici obdélnik, ktera bude mit oproti ptavodni n-tici
vét$i suméarni obsah, nebot plati

ai1az + a;a; > a1a;4 + a20;,

a to opét diky pravidlu (2) pro ¢isla a; < a; a az < a;. Z této Gvahy plyne: nejvétsi
sumarni obsah mtize mit jen takova n-tice uvazovanych obdélnikt, mezi nimiz je obdél-
nik a; X as. Tento obdélnik mizeme tedy dat stranou a uvazovat tlohu o nejmensim
obsahu pro redukovanou mnozinu M’ 0 2n —2 prvcich a3z < a4 < ... < as,. Opakovadnim
predchoziho postupu vytvoiime obdélnik as x a4 a provedeme dalsi redukci mnoziny
atd. (formalné miZeme vyuzit matematickou indukci). Hypotéza o soustavé obdélnikt
s nejvétsim sumarnim obsahem je tak dokazana.

Zcela obdobné dokazeme zavér o soustaveé s nejmensim sumarnim obsahem. Nejsou-
-li a1, ag, rozméry téhoz obdélniku, jsou mezi uvazovanymi obdélniky a1 X a; a a; X azy,
(kde 1 < 4,5 < 2n), které zaménime obdélniky a; X ag, a a; X a;, ¢imz se sumarni obsah
obdélnikt zmensi, nebot plati

aia; + a;a2n > A102n + a;a;.

podle pravidla (2) pro ¢isla a1 < a; a a; < az,. Nejmensi sumarni obsah proto mize mit
jen takova vyhovujici n-tice obdélnikii, mezi nimiz je obdélnik a; X as,. Tento obdélnik
dédme stranou a uvazujeme tlohu o nejmensim obsahu pro redukovanou mnozinu M’
0 2n — 2 prvcich as < ag < ... < as,_1. VSe ostatni je uz zbytecné opakovat.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Dokazte pravidlo (2) z feSeni soutézni dlohy. [Dikaz viz tamtéz.]

D1. Pravidlo (2) zminéné v tloze N1 vyuzijte k dtikazu tzv. permutacnich nerovnosti: Jsou-
diag Saz ... S ap aby by <. < by, dvé n-tice redlnych Cisel a (z1,x2, ..., Tyn),
resp. (Y1,Y2,--.,Yn) jejich libovolné permutace, pak pro soucet S = z1y1 + x2y2 +
+ ...+ Znyn plati Spmin £ S £ Smax, kde Smin = aibp + a2bn—1 + ... + anbn
a Smax = a1b1 + azb2 + ... + apby. [Navod: Jako v FeSeni soutézni tlohy ukazte, Ze
soucet S lze zvétsit, jsou-li mezi jeho scitanci xyi Cleny a1b; a ajby, pricemz a; > a3
a b; > b1. Podobné lze soucet S zmensit v pripadé s¢itanct a1b; a a;by, pokud a; > a1
a by, > b;. Takovych zvétSeni (zmensSeni) 1ze opakované provést jen koneéné mnoho.]

D2. Permutacni nerovnost z alohy D1 vyuzijte k diikazu nerovnosti

3 b3 3

a4
(& a

a3b+b30+03a§a4+b4+04 a a4

b
pro libovolnéd kladnd &isla a,b,c. [Je-li p £ g < r neklesajici poradi ¢isel a, b, c, je
PP Srdapt2qt 2]
D3. Zachovejme pfedpoklady a oznaceni z tlohy D2. Ukazte, ze seCtenim n vhodnych per-
mutadénich nerovnosti lze odvodit tzv. Cebysevovy nerovnosti

n'Sming(a1+a2+--~+an)(b1+b2+~--+bn)§n'Smax-

6



D4.

D5.

S jejich pomoci pak dokazte, ze pro libovolné kladné a, b, ¢ plati
@+ + A @+ +3) <3+ +P) S @+ +c) (a2 +b 247 2).

Cisla od 1 do 2000 byla rozdélena do 1000 (disjunktnich) dvojic (a;,b;) tak, Ze pro
kazdé i = 1,2,...,1000 je rozdil |a; — b;| je roven jednomu z éisel 1 nebo 6. Urcete,
jakou ¢islici konc¢i desitkovy zapis cisla

S =la1 —bi| 4+ |az — b2| + ...+ |a1000 — b1000|-

[Nulou. Plat{ S = 1000 + 5p, kde p je pocet dvojic (a;i,b;) s vlastnosti |a; — b;| = 6.
Pocet téch dvojic, v nichz jsou obé cisla licha, se musi rovnat poctu téch dvojic, kde
jsou obé sudé. Proto je ¢islo p sudé.]

Pro dané ptirozené n > 2 rozdélme mnozinu {1,2,3,...,2n} libovolnym zpiisobem na
dvé (disjunktni) n-prvkové mnoziny A a B. Prvky A oznaéme v rostoucim poradi jako
a1 < a2 < ... < an, prvky B v klesajicim potradi jako b1 > by > ... > b,. Najdéte
vSechny mozné hodnoty souctu

S =lar —bi|+|az —ba| + ...+ |an — bn|.

[Viechny soucty maji tutéz hodnotu (n+1)+ (n+2)+...+2n—(1+2+...4+n) = n?.
Néavod: Pro kazdé i je mensi z Cisel a;, b; mensi nez n — i Cisel z jedné mnoziny a i Cisel
z druhé mnoziny, coz dohromady znamené, Ze je mensi nez nékterych n cisel z celé
mnoziny {1,2,3,...,2n}, musi proto lezet v mnoziné {1, 2,...,n}. Podobné vétsi z ¢isel
a;, b; musi lezet v mnoziné {n +1,n+2,...,2n}]



5. Je dana kruznice k, bod O, ktery na ni nelezi, a primka p, kterd ji neprotind.

UvazZujme libovolnou kruznici I, ktera ma vnéjsi dotyk s kruznici k a dotykd se

i primky p. Prislusné body dotyku oznacme A a B. Pokud body O, A, B nelezi

v primce, sestrojime kruznici m opsanou trojuhelniku OAB. Dokazte, Ze vSechny

takove kruznice m prochdzeji spolecnym bodem ruznym od bodu O, anebo se doty-

kaji teze primky.

RESEN{. Jedna z vyhovujicich kruznic [ je zndzornéna na obr.4. Bod A vnéjsiho
dotyku kruznic k, [ je jejich (vnitfnim) stfedem stejnolehlosti, v niz te¢né p kruznice I
odpovidé s ni rovnobé&zné tecna p’ kruznice k. Jeji bod dotyku M s kruznici k lezi na
ose q kruznice k, kterd je kolma na primku p. Pfitom ze dvou pruseciktt M, N primky ¢
s kruznici k£ je bod M ten vzdélengjsi od piimky p, nebot tsecka spojujici stejnolehlé
body dotyku M a B protind kruznici k v bodé A (stfedu ptislusné stejnolehlosti).

l

\ B

k p_
f S /// f
M N P q
O
R

m

s/p/ s/p
Obr. 4

Bod M tedy na volbé kruznice [ nezavisi. Body A € k a B € p pochopitelné
ano, ukazme vsak, ze jejich vzajemna poloha na polopfimce s pocatkem M je vazana
podminkou

|MA[-|MB|=[MN|-[MP], (1)

kde P je prusecik kolmic p a ¢. To jednoduse plyne z podobnosti
|MA|:|MN|=|MP|:|MB|

pravouhlych trojuhelniki AM N, PM B. Vztah (1) lze rovnéz zdivodnit pomoci moc-
nosti bodu M ke kruznici sestrojené nad pramérem N B (jez prochazi body P, A podle
Thaletovy véty).

Teprve nyni vstoupi do nasich tivah dany bod O. Na obr. 4 je kruznice [ vybrana
tak, ze odpovidajici pfimka AB bodem O neprochéazi, takze existuje kruznice m opsana
trojuhelniku OAB. Podle zadani plati O ¢ k, a tedy O # M, takze je urcena polo-
primka MO, kterd kromé bodu O bude mit s kruznici m spoleény jesté jeden bod,
ktery oznac¢ime R (v ptipadé, kdy MO je te¢na kruznice m, poloZzime R = O).! Dvojim

1 Zduraznéme, ze vzhledem ke vzajemné poloze bodi M, A, B lezi bod M ve vné&jsi oblasti kazdé
kruznice prochézejici body A, B, tedy i kruznice m. Polopfimka MO tedy mé s kruznici m, neni-li
jeji te€nou, spolec¢né skutecéné dva rizné body.



vyjadienim mocnosti bodu M ke kruznici m pak dostaneme

IMA|-|MB| = |MO| - MR,

odkud porovnanim s (1) zjistime, ze tse¢ka M R ma délku

|MN|-|MP)|

MR| =
ME|= S

ktera zfejmé nezavisi na volbé kruznice [. Protoze bod R navic lezi na pevné poloprimce
MO, je v ptipadé |M R| # |MO| bod R spoleénym bodem vSech kruznic m (R # O),
v pfipadé |MR| = |[MO]| je pfimka MO jejich spoleéna te¢na. Tim je feSeni tlohy

u konce.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1.

D1.

D2.

D3.

Zopakujte si nejdiive uéebnicové poznatky o stejnolehlosti dvou kruznic (zv1ast vycleiite
pfipad, kdy se kruznice dotykaji) a jejich rovnobéznych (specidlné spoleénych) tecen.
Pfipomente si rovnéz vlastnost vsech seCen dané kruznice jdoucich danych bodem,
vyjadfenou mocnosti bodu ke kruznici.

V roviné je dana kruznice k, ptimka p a bod B € p. Sestrojte kruznici [, ktera se dotyka
jak kruznice k, tak pfimky p, a to v bodé B. [Jedna ze zndmych tzv. Pappovych dloh.]
V roviné jsou dény kruznice k1(S1,71) a k2(S2,r2) tak, ze Sz € k1 a r1 > r2. Spoleéné
tecny obou kruznic se dotykaji kruznice k1 v bodech P a Q. Dokazte, ze primka PQ
se dotyka kruznice ka. [52-A—-S—2]

Jsou dany kruznice k a [ s riznymi poloméry, které se vné dotykaji v bodé T'. Prisecikem
M jejich spoleé¢nych vnégjsich tecen vedme seé¢nu s obou kruznic. Oznaéme X ten z obou
pruseciki kruznice k se seCnou s, ktery je vzdalenéjsi od bodu M. Podobné ozna¢me Y
ten z obou prusecikii kruznice [ se se¢nou s, ktery je vzdalené&jsi od bodu M. Necht P
je takovy bod, ze XTYP je rovnobéznik. Uréete mnozinu boda P odpovidajicich vSsem
takovym seénam s. [49-B-1-2]

Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC' se zdkladnou AB. Na jeho vysce CD je zvolen
bod P tak, ze kruznice vepsané trojuhelniku ABP a ¢tyfuhelniku PECF jsou shodné;
pfitom bod E je prusecik pfimky AP se stranou BC a F' prusec¢ik pfimky BP se
stranou AC'. Dokazte, ze i kruznice vepsané trojuhelnikim ADP a BCP jsou shodné.

[49-A-T11-2]



2. V roviné jsou dany dvé kruznice k1, ko o rtiznych polomérech, které maji vnéjsi dotyk
v bodé T. Uvazujme libovolné dva body A € k1 a B € ko, oba rtzné od bodu T
a vybrané tak, ze ithel AT B je pravy.
a) Dokazte, ze vSechny uvazované pfimky AB prochazeji tymz bodem.
b) Najdéte mnozinu stfedi vSech takovych tsecek AB.

4. Necht M je libovolny vnitini bod polokruznice k se stifedem S a priumérem AB.
Oznacme k4 kruznici vepsanou kruhové vysec¢i ASM a kp kruznici vepsanou kruhové
vyseéi BSM. Dokazte, ze kruznice k4 a kg lezi v opacnych polorovinach vytatych
nékterou primkou kolmou k tsecce AB.

(Kruznice vepsané kruhové vyseci se dotyka obou ramen i hrani¢niho oblouku.)



2. a) Na obr.1 jsou zakresleny priméry CT, DT danych kruznic k;i(Si,71), resp.
k2(S2,7r2) a jedna dvojice vyhovujicich bodi A, B. Protoze stiednd 5752 a na ni kolméa

Obr.1



spole¢na te¢na obou kruznic v bodé T rozdéluji rovinu na ¢tyfi kvadranty, je zfejmé, ze
oba body A, B, které s bodem T tvofi pravy thel (a museji proto leZet v sousednich
kvadrantech), lezi v téze poloroviné uréené piimkou S7.55.

Z Thaletovy véty plyne, z2e CA 1. AT 1 TB 1 BD, takze AC || BT a AT || BD.
Proto podle véty uu plati AACT ~ ABTD, odkud |AC| : |BT| = |CT| : |TD| =1y : ra.
Je-li napt. r; > ro, pak pfimka AB protne polopfimku CT v takovém bodé H, ze plati
|CH|: |TH| = ry:ry (z podobnych trojihelnikit ACH a BT H). Diky této tméte je bod H
spoleény vSem uvazovanym primkam AB. Stejnou vahu provedeme i v pripadé r; < ro
(moZnost 71 = ry je zadanim tlohy vylouc¢ena). Tim je tvrzeni a) dokézéano.

Dodejme, ze po zjisténich AC || BT a AT || BD jsme se mohli rovnou odvolat na
skolské poznatky o stejnolehlosti dvou kruznic. V piipadé r1 # 7o totiz vzdy existuje
vnéjsi stied H stejnolehlosti kruznic kq, ko, v niz tétivy AC, AT kruznice k1 musi pfejit
v rovnobézné tétivy BT, resp. BD kruznice ko, nebot krajni body C, T prvnich dvou tétiv
prejdou v krajni body 7', resp. D druhych dvou tétiv. Proto bod A prejde do bodu B,
takze primka AB prochazi vnéjsim stfedem H.

b) Ozna¢me M stfed tsecky AB (obr. 1) a vyuZijme znovu vztahy CA 1 AT L
1 TB L BD. Usetky S1 M a SoM jsou stiedni pticky lichobézniktt CTBA, resp. DT AB,
takze plati S1M || TB L AT || SoM, tedy thel S1M S, je pravy. Bod M proto lezi na
Thaletové kruznici nad prumérem 5752 a je rizny od bodua Sy a So (tsecka AB stiednou
S1.S5 neprotne).

Obrécené, je-li M libovolny bod nalezené Thaletovy kruznice rizny od Sy, So a sestro-
jime-li tétivu T A kruznice k; kolmou k tsefce S1M a tétivu T'B kruZnice ko kolmou
k tsecce Sy M (obr.2), bude tthel AT B stejné jako thel S M S, pravy a primky S1 M, So M
budou osami tsecek T'A, resp. T'B. Budou tudiz platit rovnosti |[MA| = |MT| = |M Bj,
takze bod M bude stfedem kruznice opsané pravouhlému trojuhelniku T'AB, bude tedy
sttedem jeho prepony AB.

Obr. 2

Hledanou mnozinou stiedi tsecek AB je kruznice nad primérem S71.53 s vyloucenymi
bOdy Sl, SQ.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu, 3 body za kazdou z obou ¢asti a) a b). V ¢asti a) udélte 1 bod za odvozeni
vztaht AC || BT a AT || BD, 2 body za nalezeni spole¢ného bodu H vSech piimek AB (fesitelé se mohou
odvolat na poznatky o stejnolehlosti kruznic). V ¢asti b) udélte 2 body za odvozeni poznatku, ze stied M
lez{ na objevené Thaletové kruznici a 1 bod za vysvétleni, ze kazdy bod této kruznice (s vyjimkou bodu
S1, S2) je stfedem nékteré vyhovujici tsecky AB.



4. Podle obr. 5 zavedme oznaceni k4 (Sa,74), kg(Sp,78), Ta € ABNka, Tp € ABN
Nkp, p = %H:ASM\. Protoze poloptimky 5S4, SSp jsou osami vedlejsich ahla ASM
a BSM, je tthel S4SSp pravy a plati p = |KASSA| = |xSSTE|.

Primka s pozadovanou vlastnosti existuje, pravé kdyz kolmé priameéty kruznic k4, kp
na primku AB maji nejvyse jeden spole¢ny bod. Témito priméty jsou tsecky se stiedy
T, T a jejich délky jsou 2r4 a 2rp, takze podminka z predchozi véty je ekvivalentni
nerovnosti

|TATB| ETA'FTB. (1)

Oznac¢me jesté r polomér polokruznice k. Pak |SSa| =r —1ra, |SSp| =17 —rp a z pravo-
uhlych trojuhelnikt S ST, SpSTE plynou vyjadieni

ra=(r—ra)sing, |TaS|=(r—ra)cosp,

rp=(r—rp)cosp, |TpS|=(r—rp)sing,

z nichz snadnym vypoctem dostaneme

rsin ¢ 7 COS P
= T . T S = T .
A 1+ sing [Ta S| 1+singp
T COS rsin @
=———, |[IBS|=+—7"—.
B 14 cosyp 755 1+ cosep



Protoze |TaTp| = |TaS| + |TBS|, mizeme ¢tyfi posledni vztahy dosadit do zkoumané
nerovnosti (1) a tu dale ekvivalentné upravovat:
7 COS rsin ¢
1+sing 1+cosep ~ 1+sing 1+cose’
cos (1 + cos ) + sinp(1 4 sin ) = sin (1 + cos ) + cos (1 + sin @),

rsin ¢ 7 COS

\Y,

1 = 2sin pcos @,
sin2¢ < 1.

Posledni nerovnost zfejmé plati, takze plati i nerovnost (1) a tloha je vyfeSena.

Jiné reseni. Bez 1jmy na obecnosti budeme piedpokladat, Ze pro poloméry obou
kruznic plati r4 < rp (pro shodné kruznice k4, kp je tvrzeni tlohy trividlni), coz je ekvi-
valentni nerovnosti |SS4| > |SSp|. Protoze poloptimky SS4, SSp jsou osami vedlejsich
uhla ASM a BSM, je thel S4SSg pravy (obr.6). V pravothlém trojihelniku S4.S5Sg pro
thel proti delsi odvésné S4S tudiz plati [£S4S55S| > 45° a naopak |£SpSaS| < 45°. To
navic znamend, Ze i thel S4SA, ktery je mensi nez thel SpS4S (nebot 74 < rp), je mensi
nez 45°, neboli thel ASM je ostry.

Ozna¢me N prusecik stfedné S4Sp obou kruznic s tecnou SM a sestrojme dru-
hou vnitini spole¢nou te¢nu S’N (obr.6), kde S’ je bod, v némz zminéna te¢na protne
usecku AS (obé te¢ny jsou soumérné sdruzeny podle stfedné S4Sp). Jeji dotykovy bod
s kruznici kg oznac¢me T a bod dotyku téze kruznice s prvni te¢nou SM oznac¢me U.

k

Zaméime se ted na trojihelnik S’ SN, ktery m4 u vrcholu S tihel shodny s thlem ASM,
jenz je, jak jsme jiz zdivodnili, ostry. UkdZeme nyni, Ze také tthel u vrcholu S’ je ostry. Ze
zfejmé shodnosti dvojic thla S’NS, TSpU a S'SN, TpSgU (jejich ramena jsou navzijem
kolma) pro soucet thlia u vrcholu S a N zkoumaného trojuhelniku S’SN totiz plyne

|<S'NS|+ |xS'SN| = |xTSpU| + |xTsSpU| = 2|xSaSpS| > 90°.

To znamen4, ze pfimka obsahujici vysku z vrcholu N v trojuhelniku S”S N mé pozadovanou
vlastnost: oddéluje obé kruznice k4, kg a je kolma na AB.

Za plné feseni udélte 6 bodii. Sestaveni nerovnosti (1) ocerite 2 body. Podobné ocente myslenku, ze kolmice
z bodu N na AB ma& pozadovanou vlastnost.



Prvni rovnost vyjadfuje (kladnou) mocnost bodu S ke kruznici k;. Druhd rovnost
plyne z Eukleidovy véty o odvésné Sy B pravouhlého trojuhelniku So B A, protoze stted P
usecky BC' je nejen patou vysky z vrcholu A, ale také stfedem kosoctverce C'So BV, tudiz

3 =|S2B[* = |92 P| - [S2A| = 1[SoV| - [S2 Al



5. Karel v jisty okamZik na svych presné jdoucich hodinkach zjistil, Ze konec velké
rucicky, konec malé rucicky a vhodny bod na kruznici ciferniku tvori vrcholy rov-
nostrannéeho trojuhelniku. NeZ tento jev mastal podruhé, uplynula doba t. Najdéte
nejuétsi mozné t pro dané hodinky v zdvislosti na pomeéru k délek obou rucicek
(k > 1), kdyz polomeér kruznice ciferniku je shodny s délkou velké rucicky.

(Jaromir Simsa)

Reseni. Ukazeme, 7e hledané nejvétsi t je rovno 4/11 hod nezavisle na poméru k délek
rucicek.

Ozna¢me ¢ kruznici ciferniku, S jeji stfed a M konec malé rucicky (obr. 2). Vysvét-
lime nejprve, pro¢ pti pevné poloze bodu M existuji praveé dva rovnostranné trojihelniky
MXY s vrcholy X, Y na kruznici c. Protoze pfimka SM musi byt osou tétivy XY,
a tedy i osou uhlu X MY, sviraji obé ptimky M X, MY s pfimkou SM thel 30°. Proto
je trojuhelnik M XY totozny s jednim z rovnostrannych trojuhelniktt MV;Ve, MV3Vy
sestrojenych na obr. 2.

Body V; rozdéluji kruznici ¢ na ¢tyfi oblouky. Oblouktim VoV3 a V,V; pfisluseji
obvodové uhly VoV, Vs, V1 V3 V) velikosti 60°. Proto podle véty o obvodovém a stfedovém
uhlu plati prvni dvé z rovnosti

|$<VaSV3| =[xV SVi| =120° a |[xVASVa| + [xV3SVy| = 120°,

tfeti rovnost je jejich dusledkem (dopocitanim podle plného thlu u vrcholu S). Plyne
z ni, ze oba stiedové uhly V;.5V5, V35V, jsou mensi nez 120°.

Miizeme si predstavit, ze mald rucicka hodinek je nehybna a velka rucicka se kolem
stfedu S otaci tthlovou rychlosti (360—30)° = 330° za hodinu. Jak jsme zjistili, zkoumany



Obr. 2

jev nastane, praveé kdyz konec V' velké rucicky splyne s jednim ze ¢tyi boda V;. Mezi
dvéma po sobé jdoucimi jevy se proto velkd rucicka otoc¢i o thel, ktery mé ve dvou
pripadech velikost 120° a ve zbylych dvou piipadech velikosti |<V;1SVa| a [ V3SVy|,
které jsou mensi nez 120° (a zavisi na poméru k). Nejdelsi doba ¢ je tedy na poméru k
nezavisla a je rovna 120/330 hod.

6. Urcete nejvétsi redlné cislo p a nejmensi redlné cislo q, pro néz nerovnosti

a-+tp
b+t,

p< <q

plati v libovolném trojihelniku ABC' se stranami a, b a téZnicemi t,, ty.
(Pavel Novotnyj)

Reseni. Ukazeme, Ze hledané ¢isla jsou p = 1/4 a ¢ = 4. Staéi pouze zdtivodnit, Ze
q = 4 (pak totiz p = 1/4, nebot zdména stran a, b méni hodnotu zkoumaného zlomku
na prevracené ¢islo).
Podle trojihelnikovych nerovnosti plati
%a <b+t, a %tb < %ta-l- %b.
Prvni nerovnost vynasobime dvéma, druhou tfemi a pak je secteme:

a+ty < (2b+2ty) + (2ta + 5b) = $b+ 4ty < 4(b+ta).

Pozadovanou vlastnost ma tedy kazdé ¢islo ¢ = 4; ukdzeme jesté, Ze ji nemé zadné ¢islo
q < 4. K tomu uvéazime rovnoramenny trojihelnik ABC, ve kteréma =c=1ab € (0,2)
(takovy trojuhelnik existuje pro libovolné b z uvedeného intervalu). Z obecnych vzorcu

2 20% + 2¢% — a?
a 4 )
dostaneme t, = %\/ 14202 at, = %\/4 — b2, odkud
a-+tp 2+ v4 —b?

b+te 20+ /1L 202
7

b 4




Posledni zlomek miize byt pro malé kladné b libovolné blizky cislu 4. Vysvétlime to
takto: zvolime-li € > 0, pak pro vSechna dostatecné mala kladné b soucasné plati

V4a—102>2—¢, 2b<e a V1+202<1+e,

takze
a—+tp 4 —¢

> )
b+t, 1+ 2¢

a je snadné vybrat ¢ > 0 tak, aby byl posledni zlomek vétsi nez jakékoliv predem
zvolené ¢ mensi nez 4. Staci, aby platilo

4—q

1+2q

€<



2. Podstavy hranolu tvoti dva shodné konvexni n-tihelniky. Poc¢et v vrcholi tohoto télesa,
pocet s jeho sténovych thlopiicek a pocet t jeho télesovych thlopiicek tvori v jistém
poradi prvni t¥i ¢leny aritmetické posloupnosti. Pro ktera n to plati?

(Pozndmka: Sténami hranolu rozumime boéni stény i podstavy. Télesova thlopricka
je usecka, jez spojuje dva vrcholy hranolu, které nelezi v téze sténé.)

3. V roviné je dan thel X SY a kruznice k o stredu S. Uvazujme libovolny trojihelnik
ABC s vepsanou kruznici k, jehoz vrcholy A a B lezi po fadé na poloprimkach SX
a SY. Urcete mnozinu vrcholi C vsech takovych trojuhelniki ABC.



2. Kazdy n-boky hranol ma pravé n vrcholi v kazdé ze svych podstav, takze plati
v = 2n. Z kazdého vrcholu vychézi n — 3 uhlopiicek lezicich v podstavé a dvé uhlo-
pricky lezici v boc¢nich sténach, celkem je to n — 1 sténovych thlopricek. Z 2n vrcholt tedy
vychézi 2n(n — 1) sténovych thlopiicek, kazda z nich je vSak zapocitdna dvakrat, proto
s = n(n — 1). Podobné urc¢ime pocet ¢ télesovych thlopric¢ek: z kazdého vrcholu jich vychazi
n — 3 (do vsSech vrcholu druhé podstavy s vyjimkou téch t¥i vrchold, se kterymi je dany
vrchol spojen hranou nebo thloptickou v boéni sténé), proto t = 2n(n —3) : 2 = n(n — 3).

Hledédme ta cela n = 3, pro néz ¢isla

v=2n, s=n(n—-1) a t=n(n-23)



tvoii ve vhodném poradi trojici z, y, z s vlastnosti y — x = z — y neboli y = %(az + 2).
Snadnym dosazenim zjistime, ze pro n = 3 jde o nevyhovujici trojici ¢isel 6, 6, 0, zatimco
pro n = 4 vychazi vyhovujici trojice 8, 12, 4 (plati 8 = (4 + 12)). Pro libovolné n = 5
méme n —1 > n — 3 2 2, odkud po nasobeni ¢islem n dostaneme s > t = v, takze
pozadovana rovnost s aritmetickym primérem musi byt tvaru t = %(v + s). Po dosazeni
dostavame rovnici

_ 2n+n(n-1)

B 2

s jedinym pFipustnym kofenem n = 7 (kofen n = 0 nemd realny smysl).

n(n —3)

Zaver: Vyhovuji jedine n =4 an=171.

Za Gplné feseni udélte 6 bodt, z toho 1 bod za vyjadfeni poétu s a 2 body za vyjadfeni poctu t (v zavislosti
na proménné n), dalsi body podle tplnosti diskuse, v jakém poradi mohou ¢&isla v, s, t tvofit aritmetickou
posloupnost. Pokud fesitel opomene feSeni n = 4 (napf. prohlasi za zfejmé nerovnosti s > t > v), udélte
nejvyse 5 bodi.

3. Ozna¢me r polomér dané kruznice k a w velikost daného (konvexniho) thlu X SY.
V libovolném vyhovujicim trojuhelniku ABC' ozna¢me obvyklym zptsobem vnitini thly.
V trojahelniku ABS plati (obr. 1)

w=|xASB| =180° — |xSAB| — |xSBA| = 180° — O‘Tw =90° + %
odkud plyne, ze hledani mnozina je prazdna, pokud w < 90° nebo w = 180°, a Ze vSechny
vyhovujici trojihelniky ABC' maji vnitini thel ~, pro jehoz velikost plati

v = 2w — 180°.

A B
X Y

Obr. 1

Z pravouhlého trojuhelniku C'ST, kde T je bod dotyku kruznice k£ se stranou AC
(obr. 1), vyjadiime délku pfepony SC' vztahem
ST r
siniy  sin(w —90°)°

1SC| =

Bod C proto lezi na kruznici k; o stiedu S a poloméru r; = r/sin(w — 90°).



Stejné jako tthel ASB jsou i thly ASC a BSC' (neboli thly X SC a Y SC') tupé, nebot

| < ASC| = 90° + g a |[¥xBSC|=90°+ % (1)

Dohromady tak dostavame, ze bod C je vnitinim bodem oblouku K L kruznice ki, ktery
lezi vné daného thlu XSY a jehoz krajni body K, L jsou urceny pravymi thly XSK
a Y SL (obr.2).

Obr. 2

Vybereme-li naopak libovolny vnitini bod C' oblouku K L, polopiimky SX, SY a SC
rozdé€li rovinu na tii tupé uhly, pficemz polopiimka C'S oddéli body X a Y. Z rovnosti
|SC| = 71 plyne, Ze teéna z bodu C' ke kruznici k sestrojend v poloroviné C'SX svird
s poloptimkou C'S ostry thel w — 90°, takze protne polopfimku SX v bodé, ktery ozna-
¢ime A. Analogicky tecna z bodu C ke kruznici k sestrojend v poloroviné C'SY protne
poloprimku SY v bodé, ktery oznacime B.

Zvolme nyni hodnoty a, 8, v tak, aby w — 90° = 1, [xCSK| = 38, [XCSL| = 1a,
potom z plného thlu u vrcholu S vyplyva

a+ 0
2

:18O°—w:900—% neboli a + 3+ v = 180°.

Jak snadno spocteme, tecna z nalezeného bodu A ke kruznici £ soumérné sdruzena s tec-
nou AC' podle ptimky SX protind polopfimku C'S pod thlem %7 + «, a podobné vyjde,
ze analogicka tecna z nalezeného bodu B protne tutéz polopfimku pod thlem %7 + 0.
Soucet obou uvedenych thld je vsak 180°, proto jsou obé tecny ke kruznici k£ rovnobézné,
a tedy totozné (oba prislusné body dotyku museji totiz leZet uvniti konvexniho thlu X SY').
Nalezeny trojihelnik ABC' ma proto pozadované vlastnosti.

Za 1tplné feseni udélte 6 bodl. Za uréeni tthlu « udélte 1 bod, dalsi 2 body za uréeni poloméru r; = |SC|

kruznice k1 a 2 body za vymezeni jejiho oblouku K L. Chybi-li zavérecné zdivodnéni, ze kazdy vnitini
bod C oblouku KL je vrcholem vyhovujiciho trojahelniku ABC, muze Tfesitel ziskat nejvyse 5 bodu.



2. Je dan tétivovy ctyrihelnik ABCD. Dokazte, Ze spojnice pruseciku vysek trojihel-
niku ABC' s prusecikem vysek trojuhelniku ABD je rovnobéznd s primkou CD.

RESEN{. Ozna¢me k kruZnici opsanou ¢tyfihelniku ABCD. Pruseéiky vysek troj-
thelnikt ABC a ABD ozna¢me postupné U a V (obr. 2).

D
C
k
v
U
a a
A B
S
V/

Obr. 2

Nékolik znamych vlastnosti priseciku vysek souvisejicich s opsanou kruznici je za-
chyceno v navodnych a doplnujicich tlohach. V dané situaci sa nam bude hodit, Ze
obraz U’ bodu U v osové soumérnosti podle strany AB lezi na kruznici k, ktera je
trojuhelniku ABC opsana. (To plati i pro tupouhly trojihelnik ABC'.) Podobné lezi na
kruznici k i obraz V' bodu V' v téze osové soumérnosti.

Predpokladejme, ze trojuhelniky ABC a ABD jsou ostrouhlé. Body U a V tedy lezi
v poloroviné ABC'. Obé kolmice CU’ a DV’ na stranu AB jsou rovnobézné, takze Ctyt-
tthelnik CU'V'D je tétivovy lichobé&znik, ktery je nutné rovnoramenny.! Odtud a z vlast-
nosti osové soumérnosti dostavame rovnosti

|xCDV'| = |xU'V'D| = |xUVV'|.

Protoze body C a U lezi v téZe poloroviné vzhledem k piimce V'D, jsou piimky CD
a UV rovnobézné, coz jsme méli dokazat. (V posledni Gvaze jsme vyuzili, ze body D,
V', V' lezi na pfimce v tomto poradi.)

V pripadé, kdy je aspon jeden z trojihelnikit ABC' a ABD tupothly, je argumentace
velmi podobna. Body C, D, V', U’ vidy vytvoii rovnoramenny lichobéznik, i kdyZ ne
nutné v uvedeném poradi.

JINE RESENI. Pokud je AB prumérem kruZnice k opsané danému tétivovému étyi-
thelniku ABCD, jsou zfejmé oba trojuhelniky ABC a ABD pravouhlé, takze plati
U=C,V =D a neni co dokazovat.

V opa¢ném pripadé uvazme osu o kruznice k rovnobéznou se stranou AB, o # AB.
Jak uZ vime, obrazy U’ a V' bodi U a V v osové soumérnosti podle strany AB lezi
na kruznici k£ opsané obéma trojihelnikim ABC a ABD. Obé tétivy CU’ i DV’ jsou
kolmé na osu o, takze body C a D jsou obrazy bodu U’ a V' v osové soumérnosti podle

1 Viz tlohu N1.



osy o. To znamena, ze iseCka C'D je obrazem tsecky UV ve slozeni obou uvedenych oso-
vych soumérnosti. Slozenim dvou osovych soumérnosti s rovnobéznymi osami je ovSsem
posunuti, takze C'D || UV. Tim je tedy tvrzeni tlohy dokazéano.

Jsou to opravdu tétivy? Pokud je pfislusny trojuhelnik ABC ¢ ABD ostrouhly,
neni o tom pochyb. Podobné i v pfipadé tupého thlu pii vrcholu C' (a tedy i D); v obou
pripadech jsou body C, U’ i D, V' oddéleny pfimkou AB. Zbyva moznost, kdy je tupy
thel pfi jednom z vrcholt A nebo B (s ohledem na symetrii rozebereme pouze druhou
moznost, obr. 3). Je-li C' = U’, je trojuhelnik UC A soumérny podle pfimky AB, takze
|xBCU| = |xUAB| = |xCAB|. Z rovnosti obvodového (CAB) a tsekového (BCU)
uhlu tétivy BC nyni plyne, ze vyska CU je teénou opsané kruznice, bod C' = U’ tak
lezi na ose o (je samodruznym bodem zminéné osové soumérnosti) a postup popsany
v predchozim odstavci je naprosto korektni.

c=U

Obr. 3

JINE RESENI. Uvazujme tétivu AB dané kruznice k. Pro libovolny bod C na jednom
z oblouk®t AB kruznice k oznac¢me U prusecik vysek pfislusného trojuhelniku ABC.
Ukazeme, ze délka tsecky CU nezavisi na poloze bodu C' na zvoleném oblouku AB.

Pokud je AB prumér dané kruznice, je C = U a uvedené tvrzeni ziejmé plati.
V opac¢ném prtipadé je U # C. Ozna¢me K patu vysky z vrcholu A na stranu BC a L
patu vysky z vrcholu C na stranu AB. Vysky AK a C'L ziejmé sviraji stejny thel jako
primky BC a AB, k nimz jsou kolmé. To znamena, ze thly CUK a ABC maji stejny
sinus. Z pravouhlych trojuhelniki UKC a AKC tak mame (pfi oznaceni velikosti stran
a thli obvyklym zptsobem)

|CK]| _ blcosy|  c|cos]

sin|xCUK|  sinp siny ’

ICU| =

pfi¢emz posledni rovnost plyne ze sinové véty pro trojuhelnik ABC'. Délka tsecky CU
tedy zavisi jen na délce usecky AB a na velikosti pfislusného obvodového thlu ACB.
Protoze tisecka AB i oblouk kruznice jsou dany, délka tisecky C'U se neméni.

Vrcholy C' a D daného ¢tyiuhelniku lezi na témze oblouku AB opsané kruZnice.
Podle predchozi tivahy jsou tedy tsecky CU a DV stejné dlouhé. Coby vysky na tutéz
stranu jsou navic rovnobézné, a to souhlasné (podle toho, zda je thel v ostry nebo tupy,
mé vektor CU stejny smér jako CL ¢i opac¢ny). Ctyiuhelnik CDVU je tedy rovnobéznik,
coz znamena, ze primky C'D a VU jsou rovnobézné.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Dokazte, ze kazdy lichobéznik, kterému lze opsat kruznici, je rovnoramenny. [Rameno
LM libovolného lichobézniku KLMN je vidét z vrcholu K pod stejnym thlem jako
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N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Dé6.

Dr7.

D8.

D9.

rameno KN z vrcholu M. Je-li lichobéznik K LM N tétivovy, predchozi véta znamena,
ze tétivy LM a KN opsané kruznice musi byt shodné; jsou to v8ak pravé obé ramena.|
Necht ABC je ostrouhly trojuhelnik s prise¢ikem vysek V a opsanou kruznici k. Do-
kazte, %e obraz V'’ bodu V v osové soumérnosti podle pfimky AB lezi na kruZnici k.
Maji stejnou vlastnost i tupothlé trojuhelniky? [Staci vyjadrit velikost thlu AV B
z trojahelniku AV B, v némz zbylé dva thly dopocitdme z vhodnych pravouhlych troj-
thelnikt. Tento tthel m4 velikost 180° — |x AC B|, odkud plyne, ze ¢tyfthelnik ACBV’
je tétivovy. Obraz pruseciku vysek v osové soumérnosti podle strany lezi na opsané
kruznici i v pfipadé€, ze trojuhelnik je tupotihly. Tvrzeni dokazeme podobné vypoctem
velikosti vhodnych Ghli.]

Oznac¢me V prusecik vysek ostrothlého trojuhelniku ABC'. Dokazte, ze kruznice opsané
trojuhelnikim ABV, BCV,CAV jsou shodné, a porovnejte jejich polomér s polomérem
kruznice opsané trojuhelniku ABC. [VSechny t¥i kruznice jsou obrazem kruznice opsané
trojuhelniku ABC' v osové soumérnosti podle prislusné strany. Je to pfimy dutsledek
predchézejici ndvodné tlohy.]

Je dan trojuhelnik ABC' s pruse¢ikem vysek V. Vyjadiete velikost secky C'V pomoci
délek stran a velikosti thld trojahelniku ABC. Snazte se, aby vaSe vyjadfeni bylo co
nejjednodussi. [Viz posledni uvedené feseni soutézni tlohy. Moznych postupt i vyjid-
feni je vice.]

Necht ABC je ostrouhly trojihelnik s pruse¢ikem vysek V a opsanou kruznici k. Dokaz-
te, Ze obraz bodu V ve stfedové soumérnosti podle stfedu tsecky AB lezi na kruznici k
a je jejim nejvzdalenéj$im bodem od vrcholu C. Maji stejnou vlastnost i tupotthlé troj-
thelniky? [Uvazte, ze body A, B, V se zminénym obrazem tvofi vrcholy rovnobézniku,
o velikosti jeho vnitiniho thlu AV B jiz vite z Glohy N2.]

V roviné jsou dany t¥i navzajem rizné shodné kruznice se spole¢nym bodem V. Druhé
pruseéiky dvojic téchto kruznic (rtizné od bodu V') oznaéme A, B, C. Dokazte, ze bod V
je prusec¢ikem vysek trojuhelniku ABC. [VyuZijte toho, ze kazdé z tétiv AV, BV, CV
odpovidaji ve dvou z danych kruznic stejné obvodové uhly, k diikkazu poznatku, zZe jak
uhly AV B a ACB, tak thly AVC a ABC i thly BVC a BCA se doplnuji do pfimého
dhlu (rozliste ptripady rtznych poloh bodu V vuéi trojuhelniku ABC). Pfi zadaném
trojuhelniku ABC mé tuto vlastnost jediny bod V — prisecik jeho vysek.]

Je dén trojuhelnik ABC'. Dokazte, Ze osa ihlu AC'B a osa strany AB se protinaji na
kruznici opsané trojahelniku ABC. [Stfed M oblouku AB lezi na ose thlu AC B, nebot
z rovnosti |AM| = |BM]| plyne, ze obé tétivy AM a BM jsou z bodu C vidét pod
stejnym thlem.]

V tétivovém ctyriuhelniku ABCD ozna¢me L, M stifedy kruznic vepsanych postupné
trojuhelnikim BC A, BC D. Dale oznacme R prusecik kolmic vedenych z bodu L a M
postupné na pfimky AC a BD. Dokazte, Zze trojuhelnik LM R je rovnoramenny. [56—
A-TI1-2]

Na kruznici o poloméru r lezi pét raznych boda A, B, C, D, E v tomto poradi, pricemz
plati |AC| = |BD| = |CE| = r. Dokazte, ze trojuhelnik, jehoz vrcholy jsou ortocentra
trojthelnikit ACD, BCD a BCE, je pravouhly. [C-P-S trojstietnuti 2006/1]

Dokazte, Ze vSsechny stfedy stran a paty vysek v libovolném trojihelniku lezi na jedné
kruznici. (Tato kruZnice je zndma jako Feuerbachova kruZnice nebo kruznice deviti
bodi — kromé zminénych Sesti bodi@ na ni totiz jesté lezi stfedy tsecek spojujicich
prisecik vysek s jednotlivymi vrcholy trojihelniku.) [Uvazte obraz kruznice opsané ve
stejnolehlosti se stfedem v pruseéiku vysek a koeficientem 1/2 a vyuzijte vysledku uloh
N2 a D1, viz str. 28-29 brozury O podobnosti v geometrii, SMM 7.]

Je dan trojuhelnik ABC a bod P v jeho roviné. Ozna¢me D, E, F paty kolmic z bodu P
na pfimky AB, BC, CA. Dokazte, Zze pokud bod P lezi na kruZnici opsané trojihel-
niku ABC, lezi body D, E, F v ptimce. (Tato pfimka sa nazyva Simsonovou primkou
bodu P.) M4 stejnou vlastnost i néjaky bod P lezici mimo kruznici opsanou trojuhel-
niku ABC? [Viz Svréek — Vanzura: Geometrie trojihelnika, str. 53.]

Necht P je bod na kruznici opsané trojuhelniku ABC. Ozna¢me V prisecik vysek
trojuhelniku ABC'. Dokazte, Ze prusecik Simsonovy piimky bodu P s tseckou PV
je stfedem tusecky PV a lezi na Feuerbachové kruznici trojihelniku ABC. (Re-
Seni této narocné ulohy je mozno najit na strdnce http://mathforum.org/library/
drmath/view/61688.html.)

Necht PQ je libovolny priimér kruznice opsané trojuhelniku ABC. Dokazte, ze Simso-
novy primky bodi P a @ jsou na sebe kolmé a protinaji se na Feuerbachové kruznici
trojuhelniku ABC. (Druh4 ¢ast této ulohy je vskutku naroéna.)



6. Je ddn trojuhelnik ABC. Uvnitr stran AC, BC' jsou ddny body E, D tak, Ze |AE| =
= |BD|. Oznac¢me M stred strany AB a P prusecik primek AD a BE. Dokazte, Ze
obraz bodu P v stredové soumérnosti se stredem M leZi na ose uhlu ACB.

RESEN{. Oznaéme Q obraz bodu P ve stfedové soumérnosti se stifedem M. Bod Q
bude lezet na ose thlu ACB, pravé kdyz bude mit stejnou vzdalenost od obou piimek
AC a BC. Vzhledem k tomu, Ze seCky AE a BD maji stejnou délku, vidime, Ze bod Q
bude stejné vzdalen od primek AC a BC', pravé kdyz trojuhelniky AEQ a BD(@ budou
mit stejny obsah (obr.4). Rovnost jejich obsahii ted dokézeme.

Obr. 4

Z konstrukce bodu @ plyne, ze AQBP je rovnobéznik, tj. pfimka () B je rovnobézné
s piimkou AD, proto maji trojiuhelniky QBD a QQBA stejny obsah (maji shodné vysky



na spole¢nou zékladnu @ B). Podobné z rovnobéznosti piimek QA a BE plyne rovnost
obsahtl trojihelnikit QAFE a QAB. Tim je rovnost obsahi trojuhelniki AEQ a BDQ
dokazéana, a tudiz je dokazéano i tvrzeni tlohy.

JINE RESENI. Oznac¢me C’ obraz bodu C a () obraz bodu P ve stfedové soumérnosti
podle stfedu M. Déale oznaéme K prusecik ptimek C'B a AD. Pruse¢iky pfimky C’'P
s pfimkami AB a AC ozna¢me N a L (obr.5).

Obr. 5

Mame dokéazat, ze bod @ lezi na ose thlu ACB, coz je diky vlastnostem stredové
soumérnosti ekvivalentni tomu, ze bod P lezi na ose thlu AC'B (vnitiniho thlu v troj-
thelniku AC’B). Je zndmo (viz druhou navodnou tlohu), Ze toto nastane, pravé kdyz
bod N rozdéli tsecku AB v poméru délek tsecek AC’ a BC’. Pokusime se tedy urcit
pomér |AN|: |BN|.

Oznacme |BD| = |AE| =z, |CD| = y a |AC| = b. Trojthelniky ADC a K DB jsou
podobné, proto

|BK| |BD| =

= = —, takze = —.
|ACl|CD] |BC'|

|BK| =z

Ze stejnolehlosti se stfedem v bodé P tak plyne

| ‘ ‘ | x ~ /
= = — k FEL| = AL| = = |BC| = |AC"|.
Ll BO| 3 takze |EL|=vy a |AL|=z+y=|BC|=|AC’|

Koneéné z podobnosti trojiuhelnikit ANL a BNC’ dostavame

|AN|  |AL| _ |AC'|
IBN| |BC’| |BC'|’

To, jak jsme pfed vypoctem poméru |AN|: |BN| zminili, znamen4, Ze pfimka C'N =
= C'P je osou uhlu AC'B. Tim je tvrzeni tlohy dokézéno.
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NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

D4.

Db5.

D6.

Dokazte, ze osa vnit¥niho dhlu v trojihelniku déli protilehlou stranu v poméru délek
pfilehlych stran. [Oznaéme K prusecik osy thlu ACB se stranou AB, pouzijeme sinovou
vétu v trojuhelnicich CKA a CKB a vyuzijeme toho, ze thly AKC a BKC jsou
doplitkové a thly ACK a BCK maji stejnou velikost. Jind moznost: pomér |AK| : |BK|
je stejny jako pomér obsahti trojuhelnikit AKC a BKC, nebot tyto dva trojuhelniky
maji shodné vysky z vrcholu K]
Je dan trojuhelnik ABC. Najdéte mnozinu bodu X takovych, ze trojuhelnik ABX mé
stejny obsah jako trojuhelnik ABC. [Dvojice piimek rovnobéznych s pfimkou AB ve
vzdalenosti vrcholu C od strany AB.]
Je dan lichobéznik ABCD se zékladnami AB a C'D. Dokazte, ze prusecik ahlopricek AC
a BD, prusecik pfimek AD a BC a stfedy zakladen daného lichobézniku lezi v pfimce.
[Uvazujme stejnolehlost, kterd zobrazi tsecku AB na tsec¢ku C'D. Takové stejnolehlosti
jsou dvé a jejich stfedy jsou ty dva pruseciky ze zadani ulohy. Protoze stejnolehlost
zachovavd poméry, kazda z uvazovanych stejnolehlosti zobrazi stfed tsecky AB na
stfed tsecky CD a jeji stied tak lezi na spojnici stfedt zakladen.]
Je dan konvexni ¢tyfahelnik ABCD. Stiedy jeho stran oznac¢me postupné K, L, M, N.

a) Dokazte, ze KLMN je rovnobéznik.

b) Uréete pomér obsahti étyfuhelnikit KLMN a ABCD.
Dokazte, ze téznice v trojuhelniku se protinaji v jednom bod€ a rozdéli trojahelnik na
Sest Casti se stejnym obsahem.
Dokazte, ze pokud =z, y, z jsou délky téZnic trojuhelniku ABC, existuje trojahelnik
s délkami stran rovnymi z, y, z. Jaky obsah ma tento trojihelnik, je-li obsah trojihel-
niku ABC roven S?7 [Vyuzijte stfedovou soumérnost napi. podle stfedu strany BC.
Obsah je 3/45.]
Je dén trojuhelnik ABC. Uvnitt jeho stran BC, CA, AB uvazujme postupné body
K, L, M takové, ze usecky AK, BL, C'M se protinaji v bodé U. Maji-li trojahelniky
AMU a KCU obsah P a trojuhelniky M BU a CLU obsah @, potom P = Q. Dokazte.
[49-A-S-2]
Je dan trojuhelnik ABC a body K, L, M lezici postupné uvniti stran BC, CA, AB
tak, ze pfimky AK, BL, C'M maji spole¢ny bod X.

a) Dokazte, ze pomér |AM| : |BM| je stejny jako pomér obsaht trojuhelnikd ACX

a BCX.
b) Dokazte, ze
|AM| |BK| |CL]
|BM| |CK| |AL|

(Toto tvrzeni je ¢asti Cevovy véty. Porovnejte tuto vétu s Menelaovou vétou.
Vsimnéte si, Ze Casto je vyhodné ve vypoctech i diitkazech prevést pomér vzda-
lenosti na pomér obsaht. Pouzijte tento pfistup v druhé navodné tloze.) [Viz
Svréek — Vanzura: Geometrie trojihelnika, str. 28-32.]
Jsou-li K, L, M po fadé vnitini body stran BC, CA, AB daného trojuhelniku ABC
takové, ze kruznice vepsané dvojicim trojuhelniki ABK a CAK, BCL a ABL, CAM
a BCM maji vnéjsi dotyk, pak se pfimky AK, BL, CM protinaji v jednom bodé.
Dokazte. [49-A-1-2]
Urcete vSechny konvexni ¢tyfahelniky ABCD s néasledujici vlastnosti: Uvniti ¢tytahel-
niku ABCD existuje bod E takovy, ze kazda pfimka, kterd prochézi timto bodem
a protina strany AB a CD ve vnitfnich bodech, déli ¢tyfahelnik ABC'D na dvé casti
se stejnym obsahem. Svou odpovéd zduvodnéte. [49-A-I1-4]
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2. Na odvésnach délek a, b pravouhlého trojihelniku lezi po fadé stredy dvou kruznic
ka, kp. Obé kruznice se dotykaji prepony a prochéazeji vrcholem proti preponé. Polo-
meéry uvedenych kruznic oznacme g, gp. Urcete nejvétsi kladné redlné cislo p takové,

Ze nerovnost
1 1 1 1
Ledza(te)
Qa Qb a b
plati pro vSechny pravoiihlé trojihelniky.

3. Urcete velikosti vnitinich uhla «, 3, v trojuhelniku, pro néz plati

2sin Bsin(a + 3) — cosa = 1,
2sinysin(f + ) — cos 5 = 0.

4. Uvnitf strany BC ostrothlého trojuhelniku ABC zvolme bod D a na tsecéce AD
bod P tak, aby nelezel na téznici z vrcholu C. Pfimka této téznice protne kruznici
opsanou trojuhelniku CPD v bodé, ktery oznac¢ime K (K # C). Dokazte, Ze kruznice
opsand trojuhelniku AK P prochazi kromé bodu A dalsim pevnym bodem, ktery na
vybéru bodi D a P nezavisi.



2. Ozna¢me vrcholy daného trojuhelniku A, B, C tak, aby vrcholy A, B lezely po-
stupné proti odvésnam délek a, b.

Nejdiive vypocitame velikosti polomértt obou kruznic k, a kp. Oznacme A’ obraz
bodu A v osové soumérnosti podle pfimky BC'. Kruznice k, je vepsana trojuhelniku A’ AB
(obr.1). Rovnoramenny trojuhelnik ABA’ mé obvod o = 2(b + ¢) a obsah S = ab, pro
polomér p, kruznice k, tak podle znamého vztahu vychézi

2S ab

Podobné vypocitame i polomér kruznice ky: vyjde g, = ab/(a + ¢).

B
c a c
ke
ky
A’ b C b A
Obr. 1

Pro cislo p a pro libovolny pravouhly trojihelnik s odvésnami a, b a pfeponou ¢ ma
platit

i l b+c a+c
p< Qa O _ _ab + ab :a+b+2c: n 2c :1+2\/a2+b2
- 1.1 a+b a+b a+b at+b
a b ab

Protoze v pifpadé a = b mé posledni vjraz hodnotu 1 + v/2, musi kazdé vyhovujici
&islo p splitovat nerovnost p < 14+/2. Ukdzeme-li nyni, ze pro libovolné dvé kladné hodnoty

a, b plati
2va? + b2
VY S

a—+b (1)

bude vyse odvozena nerovnost znamenat, ze p = 1 + v/2 je hledané realné ¢islo (a tloha
tak bude vyfeSena).



Nerovnost (1) pro libovolna kladna a, b snadno prevedeme ekvivalentnimi tipravami
na nerovnost, kterd zfejmeé plati:

2v/a? + b2 > V2(a +b),

4(a® +b%) 2 2(a +b)?,

4a® + 4% > 2a® + 4ab + 202,
2(a —b)* = 0.

Misto takové provérky bylo mozné vyuzit Cauchyovu nerovnost 2(a? + %) = (a + b)? nebo
nerovnost mezi kvadratickym a aritmetickym primeérem

la? + b2 S a+b
2 = 2

Obé tyto klasické nerovnosti jsou zfejmé pouze obménénymi zapisy nerovnosti (1).
Odpovéd. Hledané &slo p mé hodnotu 1+ v/2.

Pozndmka. Velikost polomért o, a o0y je mozné vypocitat i jinak: Dvojim vyjadienim
sinu thlu ABC' z pravothlych trojahelnika S,BT a ABC (obr.2) dostaneme

9a b

a— 0, C

Y

odkud plyne o, = ab/(b+ ¢). Analogicky vypocitame i gp.

B
T
"= 0a
5 Ca .
ka
C b A

Obr. 2

Za tuplné teseni udélte 6 bodi, z toho 2 body za vypocet velikosti polomérd g, a gp, 1 bod za nalezeni
hodnoty p = 1 + v/2 a 3 body za dikaz nerovnosti ze zadani pro p = 1 + /2, pfitom ¥4dné pojmenované
klasické nerovnosti neni nutné dokazovat.

3. Z rovnosti a 4+ (3 + v = 1 a ze znamych goniometrickych vzorct dostavame
sin(a + ) = sin~,
cosa = — cos(3 + ) = — cos 3 cosy + sin Fsin 7.

Dosadme tato vyjadfeni hodnot sin(« + (3) a cos « do prvni rovnice ze zadani a vysledek
upravine:

2sin Bsiny — (—cos fcosy + sin fsiny) = 1,
cos Fcos~y + sin Bsiny = 1,
cos(f —~) =1.



Posledni rovnost nastane, pravé kdyz 3 = 7, nebot rozdil dvou vnitinich thl trojihelniku
lezi v intervalu (—m, ), v némz mé funkce kosinus hodnotu 1 jediné v bodé nula. Tak
jsme ukazali, ze prvni zadana rovnice je pro vnitini thly trojihelniku splnéna, prave kdyz
B=n.

Nyni snadno vyfesime i druhou ze zadanych rovnic, kdyz do ni za v dosadime [3:

2sin Bsin28 — cos 3 =0,
4sin? fcos 3 — cos B = 0,
(4sin? 3 — 1) cos 3 = 0.

Je tedy bud cos3 = 0, nebo sinf = :t%. Rovnost 8 = ~ vsak pro uhly trojuhelniku
znamena, ze uhel (3 je ostry, takze cos(3 > 0, a proto musi platit sin(3 = % (hodnota
sin § = —% je pro thel § z intervalu (0, t) vyloucena). Tak dochdzime k jedinym moZznym
hodnotam 3 = v = 30°, z nichz snadno dopoc¢teme o = 120°. Pti uvedeném postupu neni
zkouska nutna: prvni zadana rovnice plati diky rovnosti § = v a druhou rovnici jsme za
predpokladu ( = ~ fesili ekvivalentnimi Gpravami.

Jiné fesSeni. Podobné jako pfi feSeni tlohy doméciho kola vyuzijeme zndmé gonio-
metrické vzorce k odvozeni rovnosti

2sinysin(z + y) — cosx = 2siny(sinz cosy + cosxsiny) — cosx =
= 2sinycosysinz + (2sin’y — 1) cosz =
= sin 2y sinx — cos 2y cos T =
= —cos(x + 2y)

pro libovolna realna cisla z, y. Diky tomu mutzeme soustavu rovnic ze zadani prepsat do
tvaru

cos(a+20) = —1, (1)
cos( + 2v) = 0. (2)

Vnitini thly libovolného trojtahelniku lezi v intervalu (0, ), z ¢ehoz plynou nerovnosti
0 < a+ 28 < 3n.! Z nich plyne, Ze rovnice (1) je splnéna, pravé kdyz o + 23 = .
Porovnanim s obecné platnou rovnosti o + 3 + v = n dostavame ekvivalentni podminku
~v = f3, za niz (2) ptrejde do tvaru

cos 303 = 0. (3)

Protoze thel ( je ostry (nebot je shodny s thlem v a trojihelnik nemtize mit dva pravé
nebo dva tupé vnitini thly), plati nerovnosti 0 < 38 < %TE, pii kterych je rovnice (3)
splnéna, praveé kdyz 33 = %TE neboli =~ = %n. Stejné jako v prvnim feSeni dopocitame
a=n—p0—7= %n. Zkouskou (ani pii tomto postupu vSak neni nutnd) snadno ovéfime,

ze nalezena trojice uhlli «, 3, v spliiuje vSechny podminky zadani ulohy.

! Plati dokonce o + 203 < 2x, nebot a + 28 < 2(a+ 8+ v) = 2x.
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Podminkam tlohy vyhovuji pouze trojuhelniky, jejichz vnitini thly maji velikosti o =
=120°, B =~ = 30°.

Za uplné fesSeni udélte 6 bodu. Pfi prvnim postupu udélte 3 body za odvozeni vztahu 8 = ~ z prvni
rovnice, 1 bod za tGpravu druhé rovnice na soudinovy tvar ¢i zdkladni goniometrickou rovnici (jakou je
napf. cos 308 = 0) a zbyvajici 2 body za nasledné urceni (se zdivodnénim jednoznac¢nosti) velikosti vSech
t¥i ahla.

P#i druhém postupu udélte 2 body za odvozeni soustavy rovnic (1) a (2) (musi byt v zdkladnim
tvaru), dalsi 2 body za zdivodnéni vztahu 8 = v a zbyvajici 2 body jako pfi prvnim postupu.

Vyzaduje-li fesiteliv postup zkousku, za jeji absenci strhnéte 1 bod. Rovnéz tak strhnéte 1 bod
pokazdé, kdyz je nékterd z hodnot 8 — v, a + 23, 30 apod. urena z pfislusné zdkladni goniometrické
rovnice bez zminky potfebnych nerovnosti pro zastoupeny argument.

4. Oznacme ¢ velikost thlu, ktery svird primka t., na niz lezi téznice z vrcholu C,
s primkou strany BC' daného trojuhelniku. Vzhledem k definici bodu K budou stejny
tthel ¢ svirat i pfimky K P a AD. To vSak znamend, Ze na kruznici opsané trojuhelniku
AK P bude lezet i takovy bod M pfimky t., v némz piimka AM protne primku ¢. pod
thlem ¢. Takovou vlastnost ziejmé ma bod M soumérné sdruzeny s bodem C' podle stiedu
strany AB (ktery na volbé bodi D a P rovnéz nezavisi, obr. 3).

B M

Obr. 3

Dokazeme nyni shora uvedené skutecnosti podrobnéji. Oznac¢me () prisecik téznice t.
s tseckou AD (Q je tedy ,zakédzand“ poloha bodu P). Bod P lezi bud uvniti tsecky DQ
(obr. 3), nebo uvnitt tsecky QA (obr.5).

V prvnim pfipadé lezi bod () vné kruznice opsané trojihelniku C'PD, bod K tedy
padne dovnitt polopiimky QC. Pokud bod K lezi uvnitt tsecky QC, jsou body C' a P
protilehlymi vrcholy tétivového étyftuhelniku CDPK, a tudiz | APK| = ¢. Navic body P
a M lezi vzhledem k pfimce AK v téze poloroving, takze ze shodnosti thla AMK a APK
vyplyva, ze ¢tyiuhelnik AM PK je tétivovy, proto bod M skutecné lezi na kruznici opsané
trojuhelniku AK P.

Pokud bod K uvnitt tse¢ky QC nelezi a je K # C (obr.4), je | xKPD| = |xKCD| =
= 180° — ¢, takze | XK PA| = ¢ = |xKMA|. (Posledni rovnost samoziejmé plati i pro
K = C.) Protoze body P a M lezi v téze poloroviné uréené piimkou K A, lezi i v tomto
pripadé bod M na kruznici opsané trojuhelniku AK P.
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Obr. 4

Ve druhém pripadé lezi bod K uvniti polopfimky QM. Pokud bod K lezi uvnitf
usecky QM (obr.5), lezi body P a M v opaé¢nych polorovinidch vzhledem k pfimce AK
a z rovnosti obvodovych thlt DCK a DPK nad tétivou DK plyne |XDPK| = ¢ =
= | X AM K|, coz zarucuje, ze ¢tyiuhelnik AM K P je tétivovy, takze bod M lezi na kruznici
opsané trojuhelniku AKP.

Pokud bod K uvniti tsecky QM nelezi (obr.6), vychazi |xKPA| = |[xKMA| =
= 180° — . Protoze body P a M lezi v téze poloroviné uréené piimkou K A, lezi i v tomto
pfipadé bod M na kruznici opsané trojuhelniku AK P.

Obr. 5 Obr. 6

Jiné Feseni. Ozna¢me body @) a M stejné jako v prvnim feseni. Pro mocnost bodu @
ke kruznici opsané bodum C', P, D, K (bez ohledu na polohu bodu P) plati |QK |- |QC| =
= |QP|-|QD|, takze |QK| : |QP| = |QD| : |QC|. Z podobnosti trojihelniki QDC a QAM,
jez plyne z rovnobéznosti pfimek BC' a AM, dostavame |QD| : |QC| = |QA| : |QM|. Plati

tedy
QK| _ QD] _ |Q4]
QP |QC| QM|

takze |QK|-|QM| = |QP]- QA (1)



Jak uz vime, lezi bod @ bud uvnitf, anebo vné obou tsec¢ek AP a KM, proto z pravée
ziskané rovnosti vyplyva, ze bod M lezi na kruznici uréené body A, P, K. Oznacime-li
totiz M’ druhy prusecik piimky QK s touto kruznici (M’ # K), plyne z mocnosti bodu @
vUéi této kruznici rovnost |QK| - |QM'| = |QP| - |QA|, takze podle (1) je |QM'| = |QM|,
a musi tudiz byt M’ = M.

Pozndmky. V zadném z obou feSeni jsme nevyuzili pfedpoklad, Ze dany trojuhelnik
ABC' je ostrouhly. Za tohoto predpokladu lezi bod K vzdy uvnitt tsecky C'M. Lze to
ukéazat iivahami o obvodovych tihlech podobné, jako jsme ukazali, Ze tvrzeni tlohy plati
i v pripadech, kdy bod K padne mimo tuto tsecku. Jiny dikaz dostaneme nasledujici
uvahou:

Je-li trojuhelnik ABC' ostrouhly, plati ¢ > ¢, kde jsme jako 1 oznacili velikost thlu
CDA. Tato nerovnost ¥ > ¢ plyne ze zfejmé nerovnosti ¢ = § + |<DAB| > [ a z nerov-
nosti 3 > ¢, kterd je ekvivalentni nerovnosti t. > %|AB | (proti vétsi strané trojuhelniku
lezi vétsi uhel), coz je nerovnost |CM| > |AB| mezi délkami thlopfi¢ek rovnobézniku
C' AM B, jehoz vnitini uhel pii vrcholu C je dle pfedpokladu ostry (tuto nerovnost ziskame
snadno pouZitim kosinové véty: |AB|? < |AC|? + |CB|? = |AC|?> + |[AM|? < |CM?).

Z nerovnosti ¥ > ¢ pak pro bod P uvnitt tsecky D@ pro délky stran trojuhelniki
QPK, QCD (obr.7) vychazi, ze |QK| < |QP| < |@D| < |QC| (proti vétsimu thlu v troj-
thelniku lezi vétsi strana), takze bod K lezi uvnitt tsecky QC. Podobné pro bod P uvnitf
tsecky QA dostaneme |QK| < |QP| < |QA| < |QM]|, takze bod K lezi uvniti tsecky QM.

B M

Obr.7

Budeme-li thel ¢ chapat jako orientovany tihel dvou pfimek (tj. tihel, o ktery musime
prvni piimku oto¢it, aby splynula nebo byla rovnobézna s druhou pfimkou), vyplyne tvrzeni
ulohy z ivah v ivodnim odstavci a z nasledujici charakterizace kruznice: Body A, B, C, D
lezi na kruznici, pravé kdyz se orientovany uhel ACB rovnd orientovanému uhlu ADB.
Za uplné feseni udeélte 6 bodt, z toho 2 body za objeveni pevného bodu M. Pokud zak urci bod M a do-
kaze pozadovanou vlastnost jen v jednom z rozebiranych ptripadii, udélte 5 bodi. Pokud fesitel nedokéaze,
ze bod K (diky pfedpokladu ostrothlosti trojuhelniku ABC) padne dovniti tsecky C'M, ani nedokdze

obecnéjsi tvrzeni bez uvedeného predpokladu, strhnéte dva body. Za opomenuti moznosti K = C zadné
body nestrhavejte. Reseni jiného typu nez uvedené hodnotte v souladu s timto schématem.



2. Na kratsim z oblouku CD kruznice opsané pravouhelniku ABCD zvolme bod P.
Paty kolmic z bodu P na primky AB, AC a BD oznac¢me postupne K, L a M.
Ukazte, Ze uhel LK M ma velikost 45°, praveé kdyz ABCD je ctverec.

(Tomas Jurik)

Reseni. Ukazeme, Ze tithel LK M ma4 stejnou velikost jako tthel CBD (obr.1). Odtud
dané tvrzeni trivialné plyne (ihel C'BD mé velikost 45°, pravé kdyz |BC| = |CD|, tj.
kdyz ABCD je ¢tverec).

P
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Obr. 1

Body B, K, M, P lezi v tomto poradi na Thaletové kruznici nad primérem BP. Pro
velikosti obvodovych hld nad tétivou PM tedy plati | < PKM| = |<PBM]|. Podobné
body A, K, L, P lezi v tomto poradi na Thaletové kruznici nad primérem AP a pro
velikosti obvodovych thlid nad tétivou PL mame |<XLKP| = |<LAP|. Z obvodovych
thld nad tétivou C'P kruznice opsané pravouhelniku ABCD tak dostavame |<CAP| =
= |xCBP|.

Z uvedenych rovnosti vyplyva

| XLKM| = |<LKP|+ |xPKM|=|<LAP|+ |¥xPBM| = |xCAP| + |xPBD| =
= |xCBP|+ |xPBD| = |xCBD|,
coz jsme chtéli dokazat.

Pozndmka. Uvedeny postup se da pouzit i v trivialnim pripadé, kdy P = C' anebo
P = D; tehdy maji nékteré z uvazovanych uhli nulovou velikost.



Jiné ftesSeni. Opét dokazeme, ze thly LKM a CBD maji stejnou velikost.
Ozna¢me N patu kolmice z bodu P na primku BC. Body K, L, N lezi na Simsonové
ptimce piislusejici bodu P a trojihelniku ABC (obr.2). Na Thaletové kruznici nad
prumérem PB lezi body K, M i N. Z obvodovych thli nad tétivou M N téze kruznice
tak mame

| xLKM|=|«xNKM|=|xNBM|=|xCBD|.

P__ N
D 1N Ne
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A K B



6. V roviné w jsou ddny dva rizn€ body O a T. Najdéte mnoZinu vrcholu vsech troj-

Vvev

v bode O. (Jaromir Simsa)

Reseni. Vezméme néjaky bod A z roviny w. Aby mohl byt vrcholem trojuhelniku po-
psaného v zadani, musi byt riizny od bodt O a T'. Nejprve popiSeme obecnou konstrukci
trojici navzajem riznych bodt A, O, T'). Teprve pak zjistime, pro které body A takovy
trojihelnik sestrojit nelze.

Oznacéme A’ stied strany BC. Bod A’ je obrazem bodu A ve stejnolehlosti se
stfredem T a koeficientem —%. Pokud A" # O, lezi body B a C na kolmici p vedené
bodem A’ k p¥imce OA’ a zaroven na opsané kruznici k se stfedem O a polomérem |OA]
(obr. 3).

K danému bodu A dokézeme vzdy sestrojit jeho obraz A’ v uvedené stejnolehlosti.
Predpokladejme nejprve, ze A’ # O. Abychom dostali dva rtizné body B a C, musi byt
piimka p seénou kruznice k. To nastane, pravé kdyz |[OA’| < |OA|. Ozna¢me O’ obraz
bodu O ve stejnolehlosti se stfedem T a koeficientem —2. Plati |O’A| = 2|OA’|, proto
konstrukéni podminku mizeme zapsat ve tvaru |O’A| < 2|OA|. Bod A proto musi lezet



k A
Obr. 3

mimo kruh uréeny Apolléniovou kruznicil m(S;|ST]), kde S je bod soumérné sdruzeny
s bodem 7" podle bodu O (obr.4).

Pokud tedy A’ # O neboli A # O’, dostaneme konstrukci t¥i body A, B, C. Ty
budou vrcholy vyhovujiciho trojihelniku, pokud nelezi v primce. Na primce lezi, kdyz je
piimka BC totoznd s pfimkou AT, tj. kdyz pfimka OA’ je kolma na AT. Bod A’ proto
nesmi leZet na Thaletové kruznici nad primérem OT' a (po ,zobrazeni“ této podminky
ve stejnolehlosti se stfedem T a koeficientem —2) bod A nesmi lezet na Thaletové
kruznici nad pramérem O’T' (obr.5).

/_\A%_\
o’ 0] T, O’
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Obr. 4 Obr. 5

V pfipadé, ze bod A je totozny s bodem O’, tj. A’ = O, namisto kolmice p mizeme
vzit libovolnou pfimku (riznou od AT') prochazejici bodem O (obr. 6). Dostaneme tak
nekonecné mnoho ruznych trojuhelniki ABC' s pravym thlem pfi vrcholu A, které
splnuji vSechny podminky zadani.

B
O=A4 .
7 A
k
C

Obr. 6 Obr. 7

Zaver. Hledanou mnozinou bodi je vnéjsi oblast kruznice m kromé bodt lezicich
na Thaletové kruznici nad primérem O’T, pficemz bod O’ do hledané mnoziny téz pat¥i
(obr. 7).

1 Pro dané dva ruzné body P, Q a kladné ¢islo k # 1 je Apolléniova kruznice mnozina bodu X, pro néz
plati |PX| = k|QX]|. Stfed Apolléniovy kruznice lezi na pfimce PQ stejné jako dva body kruznice,
které dovedeme pro dané k jednoduse sestrojit.



2. Necht ABC je ostrouhly trojihelnik, v némz vnitini thel pti vrcholu A ma velikost 45°.
Oznac¢me D patu vysky z vrcholu C'. Uvazujme dale libovolny vnitini bod P vysky C'D.

Dokazte tvrzeni: Pfimky AP a BC jsou navzajem kolmé, pravé kdyz tsecky AP a BC
jsou shodné.



2. Nejdiiv dokdzeme prvni implikaci. Necht AP | BC, bod P je pak prisecikem
vysek trojuhelniku ABC'. Chceme dokazat, ze tsecky AP a BC' jsou shodné, najdeme
proto dva shodné trojihelniky, v nichz si tyto tisecky jako strany odpovidaji.

Oznac¢me FE prisecik primky BP se stranou AC, tj. patu vysky z vrcholu B. Z pravo-
uhlého trojuhelniku ABE a dané velikosti thlu BAC snadno dopocitame, ze |<xPBD| =
= 45°. Trojthelnik PDB je tedy pravouhly a rovnoramenny, takze |DP| = |DB| (obr.).
Podobné trojihelnik ADC' je pravothly a vzhledem k velikosti thlu pii vrcholu A i rov-
noramenny, proto |[DA| = |DC|. Podle véty sus jsou pak pravouhlé trojuhelniky APD
a CBD shodné a jejich prepony AP, BC proto maji stejnou délku.

C

45" A
A D B

Zbyvé dokazat opa¢nou implikaci. Pfedpokladejme, ze |AP| = |BC|. Protoze ADC je
rovnoramenny pravouhly trojuhelnik, plati |AD| = |C'D|, takze trojahelniky PAD a BC'D
jsou shodné podle véty Ssu. Mame tak |PD| = |BD|, proto |XABP| = 45°. Ozna¢me
opét F prisecik piimky BP se stranou AC. V trojuhelniku ABFE vychézi, ze thel BEA je
pravy, takze pfimka BP je vyskou trojihelniku ABC (obr.) a bod P je tak jeho prusecik
vysek. Odtud plyne, Zze AP je vyska na stranu BC', tudiz je na ni kolma.

Jiné feseni. Je-li AP | BC, je bod P prusec¢ikem vysek trojuhelniku ABC. Oznacme
a = |xBAC| = 45°. Podobné jako v jednom z feSeni druhé tilohy doméciho kola! mfizeme
odvodit, ze

|BC| - cos a
sin o

|AP| = = |BC| - cotga = |BC| - cotg45° = |BC|.

Necht naopak |AP| = |BC|. Ozna¢me @ prusecik vysek trojuhelniku ABC'. Z préaveé
dokézané implikace vime, ze |AQ| = |BC|. V8echny body vysky C'D maji ovSem navzajem
riznou vzdalenost od vrcholu A, proto mtze uvnitt tsecky C'D lezet nejvyse jeden bod P
s vlastnosti |AP| = |BC|, a tento bod musi byt totozny s bodem Q. Je tedy AP 1 BC.
Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Pritom za Uplny dikaz kazdé z obou implikaci udélte 3 body. Za dikaz

prvni implikace vyuzivajici bez dikazu vztah |AP| = |BC|cotg o odvozeny v domécim kole udélte 3 body,
pokud zak uvede, ze pouziva vztah z reSeni domaciho kola, jinak dejte jen 1 bod.

1V uvedeném feSeni byla pii standardnim oznacéeni odvozena rovnost |CU| = c|cos~v|/sin~, kde U je
prusecik vysek trojuhelniku ABC.



V pripadé netuplného diikkazu nékteré z implikaci udélte body odpovidajici tomu, jak daleko se zak
dostal; napfiklad za odvozeni rovnosti | DP| = |DB| v pfipadé prvni implikace 1 bod, za odvozeni rovnosti
|AD| = |CD| téz 1 bod.

Za oduvodnéné pozorovani, ze trojuhelnik ADC' je rovnoramenny, udélte 1 bod i v pripadé, ze zak
toto pozorovani nepouzije k tspésnému dikazu ani jedné z implikaci.



2. Kosoctverci ABCD je vepsdna kruznice. Uvazujme jeji libovolnou tecnu protinagict
obé strany BC, CD a oznac¢me po 1adé R, S jeji pruseciky s primkami AB, AD.
Dokazte, Ze hodnota soucinu |BR|-|DS| na volbé tecny nezdvisi.

RESENI. Necht U, V, W, T jsou body dotyku vepsané kruznice po fadé se stranami
AB, BC, DA a s uvazovanou te¢nou R.S, jejiz prusecik se stranou BC pojmenujeme X
(obr.1). Ozna¢me a = |AB| = |AD|, b = |BU| = |BV| = |DW| pevné délky ar = | BR],
s = |DS| proménné délky zavislé na volbé teény RS. NaSim cilem je ukazat, ze zadany
sou¢in |BR|-|DS| (= r - s) méa stalou hodnotu a - b.




Trojuhelniky ARS, BRX jsou stejnolehlé podle stiedu R, nebotf jejich strany AS
a BX lezi na rovnobéznych pirimkach. Navic kruznice vepsand prvnimu trojuhelniku
ARS je ptipsana strané BX druhého trojuhelniku BRX. Podle poznatku ze zavéru
navodné tlohy N2 o tom, Ze body dotyku vepsané a pripsané kruznice jsou soumérné
sdruzené podle stfedu strany, na které oba body lezi, mizeme usoudit, Ze poméru |SW| :
: |AR| v trojihelniku ARS odpovida pomér |BV|: |BR| v trojuhelniku BRX. To vede
k rovnosti, kterou v zavedeném oznaceni zapiseme jako

, odkud r-s=a-b.

b+s b
a+r T
Tim je dikaz hotov a tiloha vyresena.

JINE RESENI. UZzijeme stejné oznaceni jako v ptivodnim feSeni. Obejdeme se bez
vysledki ulohy N2 tak, ze oznac¢ime jesté |RX| = x a vyjaddfime délky stran obou
stejnolehlych trojuhelniki ARS, BRX na zakladé trividlniho poznatku o rovnosti tsekt
tecen z daného bodu k dané kruznici (loha N1). Pro AARS je to snadné: plati |AR| =
=a+r, |AS|=a+sa

|RS| = |RT| +|TS| = |RU|+ [WS| = (b+7)+ (b+5) =2b+71+s.
V trojihelniku BRX predné mame |BR| = r a délku tfeti strany BX vyjadiime takto:

|BX|=|BV|+|VX|=b+|TX|=b+ (|RT| — |RX]|) =
=b+|RU|—x=b+(b+r)—2x=20+71—2x.

Pro strany podobnych trojihelnikit ARS a BRX tedy plati iméra
(a+r):(2b+r+s):(a+s)=r:x:(2b+7r—x).

Odtud je mozné eliminovat x a pak objevit zavislost rs = ab. Misto takového postupu

si vSak povSimnéme, Ze obvod druhého trojuhelniku nezavisi na x, proto porovname

poméry obvodu k prvni strané (na x nezavislé) v kazdém z obou trojuhelnik:

(a+r)+2b+r+s)+(a+s) r+zxz+(20+r—2x)

b

a-+r r
2(b 2b
2+ﬂ:2+_7
a-+r T
rs = ab.

Potfebna rovnost je dokazana.

JINE RESENI. Prekvapivé jednoduchy diikaz tvrzeni tlohy podala studentka Lenka
Polcerovd z Gymnézia Kfenova v Brné, kdyz ukazala, ze jsou podobné trojuhelniky ODS
a RBO, kde O je stfed kruznice vepsané kosoc¢tverci ABCD (obr. 2). Z této podobnosti
totiz plyne uméra |DS| : |DO| = |BO| : |BR| neboli |BR| - |DS| = |BO| - |DO|, coz je
konstantni hodnota (nezavisla na volbé tecny).
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Obr. 2

Protoze zminéné trojuhelniky ODS a RBO se ziejmé shoduji ve vnitfnich tthlech
u vrcholi D a B, stac¢i k dikazu jejich podobnosti ovéfit shodnost thla g = [<OSD|
a 0 = |XROB]|. Zavedeme-li jesté thly o = |[XBAO| a v = |XARO|, pak z faktu, ze
kruznice vepsana kosoctverci ABCD je zaroven vepsana trojuhelniku ARS, plyne, Ze
vnitfni thly tohoto trojuhelniku jsou 2«, 23, 2v, takze plati o + 3 + v = 90°. Protoze
thel AOB je pravy, vnitini thly trojuhelniku AOR maji velikost «, 7, 6 + 90°, takze
o+ v+ 0 = 90°. Porovnanim obou uvedenych rovnosti pro soucet tii thld dostavame
kyzenou rovnost 3 = § a cely diikaz je hotov.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

Dokazte rovnost |ATi| = |ATz|, kde T1, Ta jsou body dotyku obou teden vedenych
z bodu A k dané kruznici. [Vyuzijte osovou soumérnost nebo shodnost trojihelnika
AT S a AT» S (kde S je stfed dané kruznice) podle véty Ssu.]
Vyjadrete délky vsech tseki, na které jsou strany daného trojuhelniku rozdéleny

a) tfemi body dotyku kruZnice vepsané,

b) tfemi body dotyku kruznic pfipsanych,
pomoci délek a, b, ¢ celych (tj. nerozdélenych) stran. Z vysledku pak vypozorujte, ze
na kazdé strané trojahelniku tvoii bod dotyku z a) a bod dotyku z b) dvojici bodi,
které jsou soumérné sdruzené podle stfedu dotycéné strany. [Jak tseky z éasti a), tak
tiseky z ¢asti b) maji délky (a+b—c), 3(b+c—a), 3(c+ a—b). Vyplyvé to ze
soustav linearnich rovnic, které sestavite na zakladé poznatku z tlohy N1, uplatnéné
vzdy k teéndm ze vSech t¥i vrcholu trojuhelniku k dané (vepsané ¢i jedné pfipsané)
kruznici.]
Kruznice vepsana te¢novému lichobézniku ABCD se dotykéa zakladen AB, C'D po fadé
v bodech E, F. Dokazte rovnost |AE|-|DF| = |BE|-|CF|.[Zakladny AB a CD vymezuji
spolu s prusec¢ikem prodlouzenych ramen BC, AD dva stejnolehlé trojuhelniky, pfitom
kruznice vepsand vétsimu z nich je pripsana zakladné mensiho trojuhelniku. Z poznatkt
z Glohy N2 a timérnosti délek stran obou trojthelnik jiz plyne rovnost pomért |AE| :
:|BE| a|CF|:|DF|.]
Do téhoz konvexniho tthlu jsou vepsany dvé neprotinajici se kruznice. Jejich spolec¢na
vnitini te¢na s body dotyku K, L protne ramena thlu v bodech A, B. Dokazte rovnost
|AK| = |BL|. [Dusledek N2 — uvazte vztah obou kruznic k trojihelniku ABV, kde V/
je vrchol daného tthlu. Anebo piimo: Necht tise¢ka AB je rozdélena body K, L na useky
po fadé délek z, y, z. Uzitim N1 odvodte, ze vzdalenosti bodi dotyku obou kruznic na
jednotlivych ramenech jsou 2z + y, resp. 2z + y. Z N1 ovSem plyne 2x + y = 2z + v,
tj. x = z.]
Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC' se zdkladnou AB. Na jeho vysce CD je zvolen
bod P tak, Ze kruznice vepsané trojuhelniku ABP a ¢tyfuhelniku PECF jsou shodné;
pfitom bod FE je prusecik pfimky AP se stranou BC a F prusec¢ik pfimky BP se
stranou AC. Dokazte, ze i kruznice vepsané trojihelnikim ADP a BCP jsou shodné.
[49-A-1II-2]



4. V libovolném ostrouhlém riznostranném trojuhelniku ABC oznac¢me O,V a S po
radé stred kruznice opsané, prusecik vysek a stred kruznice vepsané. DokaZte, Ze osa
usecky OV prochdzi bodem S, pravée kdyz jeden vnitini uhel trojuhelniku ABC ma
velikost 60°.

RESENI. Nejprve ukazeme, Ze v kazdém ostrotihlém trojuhelniku ABC plati

v=60° <<= |CO|=|CV]|. (1)
K tomu uvéazime trojihelniky CVAy a COBy, kde Ag je pata vysky z vrcholu A a By
je stfed strany AC (obr.3). Z pravoihlého trojihelniku AC Ay plyne

AC
’7:600 < |OA()|:% e |OA()|:|OBl|



Posledni je rovnost délek odvésen pravouhlych trojuhelnikit CVAy a COBy, jejichz vy-
znacené vnitini thly VC Ay a OC By maji shodnou velikost 90° — 3. (Pro tthel CVAq to
plyne z pravouhlého trojuhelniku BCCy, kde Cy je pata vysky z vrcholu C na stranu AB,
pro thel OCB; to plyne z rovnoramenného trojuhelniku AC'O, ktery méa u hlavniho
vrcholu O thel 23 diky vété o obvodovém a stfedovém thlu v opsané kruznici.) Proto
je shodnost odvésen C' Ay, C'B; ekvivalentni se shodnosti pfepon CO a C'V, coz doka-
zuje (1).

Obr. 3

Nyni zapojime do tivah stied S kruznice vepsané. Ze zminéné shodnosti thld VCAq
a OCBj plyne, ze v kazdém ostrotihlém trojihelniku ABC' je polopfimka C'S nejen
osou thlu ACB, ale také osou thlu OCV. Tato osa je v pfipadé v = 60°, kdy jak vime
|CO| = |CV|, osou zdkladny OV rovnoramenného trojuhelniku OV C' (body O a V' jsou
ruzné, nebot podle zadani tlohy je trojihelnik ABC riznostranny), takze stied S na
ose usecky OV skutec¢né lezi. Stejné tak tomu je i v pfipadech o = 60°, resp. § = 60°.

Pripustme nyni, ze stfed S lezi na ose tsecky OV, avSak zadny z thli «, 3, v
neni 60°. Podle (1) tudiz plati |AO| # |AV|, |BO| # |BV| a |CO| # |CV|. Podivejme se
znovu na trojihelnik OV C, v némz tedy osa C'S vnitfniho tthlu OCV nesplyva s osou
protéjsi strany OV, takze jejich jediny spolec¢ny bod S lezi na kruznici trojihelniku OV C
opsané (tento znamy fakt uvadime v tloze N2). Jinak fefeno, bod C' lezi na kruznici
opsané trojuhelniku OV S. Ze stejnych duvodu na této kruznici lezi i body A a B,
takze se jedna o kruznici opsanou trojuhelniku ABC, ktera vsak nikdy svym stredem O
neprochézi. Tak jsme dostali spor, ktery ukazuje, ze pripusténa situace nemiize nastat.
Tim je feseni celé ulohy u konce.

Pozndmka 1.7 druhé ¢asti Feseni vyplyva tento poznatek: ma-li ihel v (ostroihlého)
trojuhelniku ABC velikost 60°, lezi vrcholy A a B na jedné kruznici s prusecikem vysek,
sttedem opsané kruznice i stfedem vepsané kruznice. Jednodussi zdtivodnéni nabizime
v uloze N1.

Pozndmka 2. Klicovou ekvivalenci (1) z podaného feSeni lze rovnéz dokazat trigo-
nometricky. Plati totiz vzorce

C C
oV = —, (2)

|CO| = — a
2siny tgy

podle kterych jsou usecky CO a CV shodné, pravé kdyz je thel v feSenim rovnice
2siny = tg~, kterd je zfejmé ekvivalentni s rovnici cosvy = %, jez ma v intervalu
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(0°,90°) jediné FeSeni v = 60°. Prvni ze vzorci (2) plyne z tzv. rozsifené sinové véty

a b c

sina  sinf8  siny

= 2r,

kde r je polomér kruznice opsané trojihelniku ABC, o druhém vzorci v (2) pojednava

uloha D1.

Poznamka 3. Ekvivalenci (1) z podaného feseni muzeme dokazat i bez velkého
pocitani: prisecik vysek daného trojihelniku totiz vzdy lezi na kruznici soumérné sdru-
zené s kruznici trojuhelniku opsanou podle pfimky AB (v nasem piipadé). Vzhledem
k tomu, ze takova kruznice je zaroven obrazem kruznice opsané v posunuti o vektor CV,
zavisi velikost |C'V| v dané opsané kruznici jen na velikosti tétivy AB (¢ odpovidajicim
obvodovém thlu), a nikoli na poloze bodu C. Proto rovnost |CV| = r = |CO| nastane,
praveé kdyz zminéné sdruzena kruznice prochazi stredem O kruznice trojihelniku opsané,
tj. pravé kdyz ptislusna strana lezi proti (obvodovému) thlu velikosti 60°.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

Dokazte, ze v kazdém ostrothlém trojuhelniku ABC (pii oznadeni O, S, V ze sou-
tézni dlohy) plati [XAOB| = 27, |XASB| = 90° + v/2, |xAVB| = 180° — ~. Jaky
disledek maji tyto rovnosti v pfipadé v = 60°? [Prvni rovnost je vztahem obvodového
a stfedového thlu, pro druhou, resp. tfeti rovnost uvazte, ze v trojuhelniku ASB, resp.
AV B maji dva vnitini thly velikosti a/2 a 3/2, resp. 90° — « a 90° — 3, a v obou
pripadech dopoctéte treti tihel. Protoze body O, S, V lezi ve stejné poloroving vytaté
pfimkou AB, v pfipadé v = 60° ze shodnosti thlat AOB, ASB, AV B (v8echny tfi jsou
120°) plyne, ze body A, B, O, S, V lezi na jedné kruznici.]

Pokud strany KM a LM daného trojuhelniku K L M nejsou shodné, protne osa vniti-
ntho thlu KML osu strany KL v bodé, ktery lezi na kruznici, ktera je trojuhelniku
KLM opséna. Dokazte. [Snazsi je dokdzat obecnéjsi tvrzeni, ze osa vnitfniho uhlu
protne opsanou kruznici v bodé, ktery ma stejnou vzdalenost od zbyvajicich dvou vr-
cholu trojihelniku. Ze shodnosti dvou obvodovych thla v kruznici totiz plyne shodnost
pfislusnych tétiv.]

V roviné je dana tisecka AB. Sestrojte mnozinu tézist vSech ostrotihlych trojuhelniku
ABC, pro néz plati: Vrcholy A a B, prusecik vysek V a stied S kruznice vepsané
trojuhelniku ABC lezi na jedné kruznici. [A-55-111-4]

Dokazte, ze pro vzdalenosti priseciku V' vysek od vrcholti ostroihlého trojihelniku
ABC plati vzorce

avi= 2 |Bvi= o, jovi= 2.

tg tg 8 tgy
[Jsou-li AAg, CCy vysky ostrothlého trojuhelniku ABC a V jejich prusecik, plati
|CAp| = bcosy. Pravodhly trojuhelnik CApV mé u vrcholu C dhel 90° — 3, takze
|CAp| = |CV]cos(90° — B8) = |CV]sin 8. Porovnanim dostaneme bcosy = |CV|sin 3,
coz spolu s rovnosti b/sin 3 = ¢/sin+y (sinova véta) ddva |CV| = (b/sinf) - cosy =
= (¢/sin~y) - cosy = c¢/tg~y. Tieti ze vzorcu je dokadzan, prvni dva plati z divodu
symetrie.]



2. Je dan rovnobéznik ABCD s tupym thlem ABC'. Na jeho thlopficce AC v poloroviné
BDC zvolme bod P tak, aby platilo | xBPD| = |<ABC|. Dokazte, ze piimka CD
je tecnou ke kruznici opsané trojuhelniku BC P, pravé kdyz tsecky AB a BD jsou
shodné.

4. V libovolném trojihelniku ABC' ozna¢me O stfed kruznice vepsané, P stfed kruznice
pripsané ke strané BC a D prusecik osy thlu C'AB se stranou BC'. Dokazte, ze plati

2 1 N 1
|AD|  |AO| = |AP|

(Kruznici pfipsanou ke strané BC' rozumime takovou kruznici, ktera se dotyka jednak
strany BC, jednak obou polopiimek opa¢nych k polopfimkam BA a CA.)



2. Pro lepsi prehlednost zminme tvodem ziejmé vlastnosti obecného rovnobézniku
ABCD, které v feSeni vyuzijeme: soucet uhli BAD a ABC je thel primy, zatimco thly
DAC a ACB jsou shodné, stejné jako strany AB a CD.

Podle zadani tlohy pfimka BD oddéluje body A a P, pficemz plati

|XBAD| + |«BPD| = |<BAD| + |« ABC| = 180°,

¢tyftahelniku ABPD lze tudiz opsat kruznici (obr.1). V ni jsou proto shodné obvodové
uhly DBP a DAP, z ¢ehoz vyplyva

|xDBP| = |xDAP| = |xDAC| = |xACB| = |« BCP|.

Obr. 1

Protoze pfimka B P oddéluje body C a D, lze uplatnit vétu o obvodovém a tsekovém
thlu pro tétivu B P kruznice k opsané trojuhelniku BC'P: Z odvozené shodnosti uhla BC'P
a DBP vyplyva, ze ptfimka BD je tecnou ke kruznici k& (s bodem dotyku B). Po tomto
zjisténi jiz snadno dokézeme obé pozadované implikace.

(i) Je-li pfimka C'D tefnou ke kruznici k, ze symetrie obou te¢en CD a BD plyne
|CD| = |BD| neboli |AB| = |BD|.

(ii) Plati-li naopak |AB| = |BD| neboli |CD| = |BD|, lezi bod D na ose tétivy BC'
kruznice k, takze jeji te¢nou je nejen primka BD, ale i soumérné sdruzena piimka CD.
Za uplné tfeseni je 6 bodu, z toho 2 body za objev tétivového ¢tytihelniku ABPD, 2 body za zduvodnéni,
ze pfimka CD je te¢nou kruznice k a po 1 bodu za jednotlivé implikace (i) a (ii). Patfi¢né polohy bodu pro

zavéry o obvodovych, prip. tsekovych thlech jsou ze zadani tlohy natolik zfejmé, ze absenci jejich popisu
v zadkovskych fesenich nepenalizujte.



4. Oznacme obvyklym zptisobem délky stran a velikosti vnitinich hld trojuhelniku
ABC'. Pro poloméry o, o, kruznice vepsané, resp. pripsané strané BC' trojihelniku ABC
o obsahu S plati znamé vzorce

25 25
T aTb+e Y T hye—a
(K jejich odvozeni staci uvazit rovnosti S = Spco + Sapo + Saco, resp. S = Sacp +
+ Sapp — Spcp a uvazit, ze o, resp. o, je spole¢na vyska zastoupené trojice trojuhelniki
ke stranam puvodniho trojihelniku.)

Protoze sttedy O, P lezi na ose vnitiniho thlu BAC, jsou p, 9, odvésnami proti-
lehlymi k dhlu %a pravouhlych trojuhelnikti s pfeponami AQO, resp. AP (obr.2), takze
plati o = |[AO|sin & a g, = |AP|sin . Dohromady dostdvame vyjadreni pravé strany
dokazované rovnosti ve tvaru

1 1

1 L 1 _sin§a+sin§a
A0~ |AP| o 0a
:((a-l—b-i—c)-l—(b—l—c—a))sin%oz:(b+c)sin%a
28 S '

Qa

A T B U
Obr. 2

Na druhé strané je obsah S souctem obsahii trojuhelnikt ABD a ACD, které vyjad-
fime pomoci délek jejich stran z vrcholu A a sinu jimi sevieného (shodného) thlu %oz:

c|AD|sin fa N b|AD|sin ;o _ (b+¢)|AD| sin S

S=S5 S = -
ABD +9AcCD 3 5 3

Odtud snadno obdrzime vyjadfeni

2 (b+¢)sin so
|AD| — S '



Vidime, Zze obé strany dokazované rovnosti maji stejnou hodnotu. Tim je cely diikaz hotov.
Dodejme, ze diky vzorci S = %bc sina = besin %a cos %a lze ziskany vysledek zapsat ve
tvaru

2 1 1 b+c

[AD] ~ [A0] " TAP| ~ becosla

Jiné FeSeni. VyuZijeme rovnosti [AT| = 1(b+c—a) a |AU| = 1(a+ b+ c) pro body
T, U dotyku poloptimky AB s vepsanou, resp. pripsanou kruznici.! Vzhledem k rovnostem
|AT| = |AO| cos s a |AU| = |AP|cos o dostaneme nasledujici vyjadfeni pravé strany
dokazované rovnosti:

1 1 |AO|+|AP] 1  |AT|+|AU| 1
|AO| * |AP| |AP] |AO| |AU| |AO|
b+c 1 2(b+c¢) 1

" La+b+e) |AO]  a+b+c [AO[
Vidime, ze k dokonceni diikazu pozadované rovnosti staci ukazat, ze

|AD|  a+b+c
|AO| — b+ec

7Z vlastnosti osy thlu vsak vime, Ze bod D déli stranu BC' v poméru délek stran AB a AC,
tedy |BD|/|DC| = ¢/b, takze |CD| = ab/(b+ c). Podobné ovsem bod O osy thlu ACD
déli protéjsi stranu AD trojihelniku AC'D v poméru

|AO| |AC| b bHc
OD] ~|D] ~ ab T Ta
b+c
Odtud
|AD|:|AO|+|OD|:1+ a _atb+c
|AO| |AO| b+c b+c

Jiné resSeni. Uvedeme trigonometricky postup zaloZeny na uziti sinové véty v troj-
tthelnicich ABO, ABD a ABP.? Je zfejmé, ze tyto trojuhelniky maji u vrcholu B po fadé
uhly %ﬁ, 6 a 90° + %ﬁ, zatimco u vrcholi O, D, P maji po fadé uhly 90° + %7, v+ %a
a %7. Proto sinova véta prinasi rovnosti

|AB|  cos i1y |AB] _ sin(y + 1a)  |AB] _ sin R
|AO| — sinip’ [AD|  sinf 7 |AP| cosip’

1 Tyto rovnosti jsou dobfe zndmé a snadno plynou z rovnosti délek useki te¢en od vrcholt trojuhelniku
k bodtim dotyku s pfislusnou kruznici.

2 Se stejnym tspéchem lze vyuzit i trojici trojuhelniki ACO, ACD a ACP.



kdyz jsme dvakrat vyuzili vzorec sin(90° + §) = cosd. Po dosazeni do dokazované rovnosti
tak dochazime k ekvivalentni tiloze dokazat pro vnit¥ni tihly libovolného trojuhelniku ABC

rovnost
2sin(y+ 1a) cos3y  singy

. - . 1 1 *
sin 3 singf3  cos 33
Po uplatnéni vzorce sin § = 2sin %ﬂ cos %ﬂ a nasledném vynéasobeni obou stran nenu-
lovym vyrazem sin %ﬁ oS % [ prechazime k tkolu ovétit jednodussi rovnost

. ( +1 ) 1 1B+_ 1 . 13
S1n —Q )] = COS —7Y - COS — Sin —-y - S1in — 0.
Ty 91 %5 g Sy

To je uz docela snadné: vyraz napravo je totiz roven cos(% 06— %7) a rovnost typu sind =

= cos ¢ je zarucena, plati-li 6+ = 90°. V nasem pripadé je ovSem § = ’y-l—%a ac= %B— %’y,
tudiz

1 1
(a4 B+ ) =90°

1 1
5 - - TR A=
+e=vy+ oz+2ﬁ 27 5

2
a cely dtkaz je tak hotov.

Jiné FeSeni. Polozme z = |AO|, y = |OD| a z = |DP| a podle obr. 3 ozna¢me body
dotyku T', U, V, W vepsané a pripsané kruznice s pfimkami AB, BC'. Podle véty uu plati

Qa

A T B U
Obr. 3
ANAOT ~ ANAPU a ADOV ~ ADPW  pritom v obou ptipadech je koeficient podobnosti
roven pomeéru polomeért obou kruznic. Odtud plyne pro pfepony zminénych ¢tyt trojuhel-
nikdl tmeéra’ . Y
—_— == (1)
rT+y+=z z
Protoze z +y + z > z, a tedy rovnéz x > y, uvedenym dvéma zlomkim se rovna i tieti
zlomek sestaveny z (kladnych) rozdili ¢itateld a jmenovatelt. Plati tedy
T r—y -y 2x

= —1.
r+y+z (x4+y+2)—2 zxz+y x4y

3 Jeji platnost je zaruCena i v ptipadé D =V = W, kdy druhy par podobnych trojuhelnikii degeneruje
na dvojici tsec¢ek — polomért zkoumanych kruznic.



Odtud po vydéleni kladnou hodnotou = dostaneme

1 2 1

r+y+z xT+y =

a po prevodu druhého zlomku z pravé strany na levou jiz obdrzime dokazovanou rovnost,

nebot
1 1 2 2 1 1

= 5 = a _ = —
x+y+z |AP|" x4y |AD| x  |AO|

Jiné reseni. Obé kruznice jsou stejnolehlé podle stfedd A i D. Obé stejnolehlosti
maji az na znaménko stejné koeficienty a zobrazuji bod O na bod P (obr.4). Odtud

|IDP|  |AP|
|DO| — |AO|

|AP| - |AD| |AP|

li - .
neboli |AD| — |AO| ~ |AO]

Upravou posledni rovnosti dostavame 2|AP||AO| = |AD|(|AP| + |AO|) a po vydéleni
nenulovym soucinem |AP||AO||AD| vyjde vztah, ktery jsme chtéli dokézat.

Obr. 4

Za Gplné feseni je 6 bodd. Znamé vzorce pro délky tsekt stran k bodiim dotyku vepsané a pripsané kruznice
stejné jako vzorce pro jejich poloméry neni tfeba dokazovat. Za vyjadreni jednotlivych délek |AD|, |AO|,
|AP| pomoci obsahu S, délek b, ¢ a hodnoty sin %a udélte po 1 bodu; stejné tak pfi jiném postupu udélte
po 1 bodu za jednotliva vyjadfeni ze sinové véty pomoci vnitinich thld «, 3, v a jedné ze stran b, c. (Takové
zisky ov8em nelze séitat, zkousi-li Fesitel soudasné oba postupy.)



2. Kruhovy terc o poloméru 12 cm zasahlo 19 strel. Dokazte, Ze vzdalenost nékterych
dvou zdsaht je mensi nez 7cm. (Vojtech Balint, Jaromir Simsa)

Reseni. Ozna¢me r = 4v/3cm a cely ter¢ o daném poloméru rv/3 rozd&lme na 18 &asti.
Prvnich Sest ¢asti budou shodné vysece o stfedovém thlu 60° v kruhu o poloméru r
uprostied terce. Zbylé mezikruzi rozdélime na 12 shodnych ,mezivyseéi“ o stfedovém
thlu 30° (obr.1).

Obr.1

Oznac¢me podle obrazku S stfed terce a A, B, C' vrcholy jedné ze zminénych
mezivyse¢i. Protoze kruznice ohranic¢ujici tyto ¢asti maji poloméry r a /3 a protoze
cos 30° = %\/ﬁ, je zfejmé trojuhelnik SAC rovnoramenny, takze |AC| = r; navic je
AC nejdelsi stranou v trojuhelniku ABC, ktery méa vnitini thly 45°, 75° a 60°. Proto
je maximalni vzdalenost dvou bodu jedné mezivysece rovna r stejné jako maximalni
vzdalenost dvou bodi kazdé ze 6 vyseci stfedového kruhu o poloméru r. Podle Dirichle-
tova principu nékteré dva z 19 zasaht lezi ve stejné z 18 vytvorenych ¢asti, takze jejich
vzdalenost je nejvyse r. Diikaz je hotov, protoze plati 4v/3 < 7 (< 48 < 49).



Pozndmka. Uvazujme tvrzeni: Je-li v kruhu o poloméru r/3 vybrano N bodi, je
vzdalenost nékterych dvou z nich nejvyse r. Kdybychom chtéli takové tvrzeni dokazat
porovnanim souc¢tu obsahtt N shodnych kruht o priameéru r s obsahem kruhu o priiméru
r(l + 2\/3), podaii se nam to, pravé kdyz bude platit

2 2(1+2v3)°
N-%>W( Z V3 eboli N > 13+ 4v3 = 19,9.

V situaci dané ulohy, kdy je odhad r vzdalenosti dvou bodd zaménén vétsi hodnotou

7
ry =1 - ——=, ma podobna podminka tvar
1 13 P p

it rt 2B’

N
4 4

) 24N\2
, po dosazeni N > (1 + 7) =19,6.

Proto nelze takto jednoduchym postupem k feseni tlohy dospét.



4. Je dana kruznice k s tétivou AC, jeZ neni primérem. Na jeji tecné vedené bodem A
zvolime bod X # A a oznacime D priusecik kruznice k s vnitrkem usecky XC' (pokud
existuje). Trojihelnik ACD doplnime na lichobéznik ABCD wvepsany kruznici k.
Uréete mnozinu priseciku primek BC a AD odpovidajicich vsem takovym licho-
béznikim. (Pavel Leischner)

Reseni. Budeme dale uvazovat jen takové lichobézniky ABCD, ve kterjch plati
AB || CD, u ostatnich prise¢ik (rovnobéznych) pfimek BC a AD neexistuje.

Ozna¢me O stfed kruznice k, FE prusecik jejich tecen vedenych body A, C (obr. 2).
Jak vime, body A, C lezi na Thaletové kruznici 7 nad primérem OF a jsou podle
tohoto priméru soumérné sdruzeny. Spolec¢nou velikost ostrych thla pri zakladné AC
rovnoramenného trojuhelniku ACE oznac¢me . Konecné vnitiky kratsiho a delsiho
oblouku AC kruznice k oznacme ki, resp. ks.

a) Zvolme na teéné AFE libovolny bod X, X # A. KruZnice k zfejmé protne tsec-
ku X C ve vnitinim bodé D, pravé kdyz bod X je bud vnitinim bodem tsecky AFE, anebo
vnitinim bodem poloptimky opac¢né k polopiimce AFE. Oba piipady (obr. 2 a obr. 3) nyni
posoudime samostatné.

V prvnim pripadé plati D € ki a B € ks, takze podle véty o tisekovém thlu je thel
ABC roven ostrému uhlu . Stejnou velikost mé i ithel BAD, protoze kazdy tétivovy
lichobéznik je rovnoramenny. Bod Y, prusecik raznobéznych poloptimek BC a AD, tedy
lezi v poloroviné ACE. Z rovnoramennych trojuhelniki ABY a ACE proto plyne, Ze




Obr. 2 Obr. 3

uhly AYC a AEC jsou shodné (maji velikost t — 2¢). Podle véty o obvodovém tihlu
lezi bod Y na oblouku AEC kruznice 7, pfesnéji uvniti kratsiho z jejich oblouka C'F,
nebot polopiimka AD lezi v thlu CAE.

Ve druhém pripadé je iivaha analogickd a zapiSeme ji strucné: D € ko, B € kq,
| ADC| = ¢ = |<BCD|, prusecik Y rtuznobéZnych polopfimek CB a DA lezi v polo-
roviné ACE, a protoze |$xAY C| = |<XAEC|, lezi bod Y na kruznici 7, a to uvnitf jejiho
kratsiho oblouku AFE.

b) Ukazeme nyni, Ze naopak kazdy vnitini bod Y kratsich oblouki CE a AE kruz-
nice 7 je prusecikem primek BC' a AD nékterého z uvazovanych lichobéznikit ABCD.
Opét rozlisime dva pripady podle toho, na kterém z obou oblouki bod Y lezi.

Je-1i Y vnit¥ni bod oblouku C'F, 1ze ziejmé sestrojit body D € ki a B € ko tak, aby
body A, D, Y resp. B, C,Y lezely v uvedeném poradi v piimce. Z D € k; plyne existence
pruseciku X poloptimky C'D s vnitikem tsecky AE (bod D pak odpovida bodu X podle
konstrukce ze zadani tlohy). Zbyva objasnit, pro¢ AB || CD. Protoze body O a Y lezi
na ruznych obloucich AC kruznice 7 a pfitom |AO| = |CO], je polopfimka YO osou
thlu AY C, takze piimky A(D)Y a B(C)Y jsou soumérné sdruzené podle piimky Y O,
kterd je (trividlné) osou soumérnosti kruznice k, nebot prochdzi jejim stfedem. Proto
podle této osy musi byt soumérné sdruzeny i pruseciky obou zminénych pfimek A(D)Y
a B(C)Y s kruznici k, tedy (diky uréenému potfadi bodu) jednak body A a B, jednak
body D a C. Obé tsecky AB a CD jsou proto kolmé na pfimku OY, a jsou tudiz
rovnobézné.

Je-1i Y vnitini bod oblouku AFE, sestrojime body D € ks a B € k; tak, aby v pfimce
lezely body v poradi D, A, Y, resp. C, B, Y. Polopfimka C'D protne pifimku AE v potieb-
ném bodé X (protoze D # A, bude jisté X # A), pokud plati |<AEC|+ |<ECD| < =
To ovérime tak, ze uzijeme vétu o obvodovém a tsekovém thlu v kruznici k, podle
které |XECD| = n — |xCAD| = |xCAY|, a protoze |<AEC| = |<AY (]|, je soucet
| AEC|+ |<ECD]| roven sou¢tu dvou thli v trojuhelniku ACY . Ze sdruzenosti piimek
D(A)Y a C(B)Y podle osy OY uhlu AY C pak opét plyne pozadovani rovnobéznost
AB || CD.

Zdveér. Hledanou mnozinou je sjednoceni vnittkt kratsich obloukd CF a AE Tha-
letovy kruznice 7.



2. Najdéte vsechny mozné hodnoty podilu

T+ 0
a+b’

kde r je polomér kruznice opsané a o polomér kruznice vepsané pravoiuhlému troj-
thelniku s odvésnami délek a a b.



C U A
2. Pro délky tsekt stran obecného trojuhelniku ABC k bodim dotyku vepsané

kruznice (oznacenym podle obr.) plati vzorce

b — —b b—
— y’ |BV| = |BT| = %, ICT| = |CU| = u,

AU| = |A
4U| = |AV| : -

které lze snadno ziskat vyresenim soustavy rovnic
|AV |+ |BV|=¢, |AU|+|CU|=b, |BT|+|CT|=a.

Body C, T, U spolu se stredem S vepsané kruznice jsou obecné vrcholy deltoidu, ktery
je v pfipadé pravého thlu ACB ¢tvercem o strané o = |SU| = |SV|. Porovnani s vyse
uvedenymi vzorci pro délky tsekia CT', CU vede ke vztahu

a+b—c_
2 )



podle Thaletovy véty v takovém pravoihlém trojuhelniku navic plati r = %c. Dohromady
dostavame

L c+a—|—b—c a-+b
r = — = .
=3 2 2

Zkoumany podil (r + ¢)/(a + b) ma proto v libovolném pravothlém trojthelniku jedinou
moznou hodnotu, rovnou ¢islu %

Podané teSeni lze obménovat, zejména tak, ze namisto obecnych vzorct pro useky
stran vyjdeme z rovnosti |CT| = |CU| = p, z nichz plyne |[AV| = |AU|=b—p a |[BV| =
= |BT| = a — g, tudiz

2r =c=|AB| = |AV| +|BV| = (b— o) + (a — 9),
odkud je jiz zavér nasnadé.
Jiné fesSeni. Pro obsah P obecného trojuhelniku ABC' plati vzorec
2P = p(a+b+c);

k jeho odvozeni stac¢i se¢ist obsahy trojuhelnika ABS, AC'S a BC'S se shodnou vyskou p
ke strandm ptvodniho trojihelniku. V piipadé v = 90° je ovsem 2P = ab a kromé toho,
jak uz jsme zminili vyse, r = %c. Spolu s Pythagorovou vétou ¢ = a? + b? tak dostavame

r—l—Q:E—l— ab :ac+bc+c2+2ab:ac+bc+a2+b2+2ab:
2 a+b+ec 2(a+b+c) 2(a+b+c)
_(a+b)c+(a+b)? (a+b)(a+b+c) a+bd
- 2(a+b+e) 20a+bt+ce 27

a dochazime tak ke stejnému zavéru jako v ptvodnim feSeni.

Za tplné reseni udélte 6 bodu. Znamé vzorce pro délky tsekt stran k bodiim dotyku vepsané kruznice neni
nutné dokazovat, stejné jako vztah mezi obsahem, polomérem kruznice vepsané a obvodem trojuhelniku.
Pi#i netiplnych reSenich udélte 1 bod za vzorec r = %c; za vyjadfeni o ve tvaru o = %(a + b — ¢) udélte
3 body, z toho 1 bod za objev &¢tverce CU ST, zatimco za vzorec 2P = p(a + b + ¢) pouze 1 bod (posledni

dva zisky nelze scitat).



3. Jsou ddny kruznice k, 1, které se protinaji v bodech A, B. Oznacme K, L po Tadé
dotykové body jejich spolecné tecny zvolené tak, Ze bod B je vnitrnim bodem troj-
thelniku AKL. Na kruznicich k a | zvolme po tadé body N a M tak, aby bod A
byl vnitrnim bodem usecky M N . Dokazte, Ze ctyruhelnik K LM N je tétivovy, prave
kdyz primka M N je tecnou kruznice opsan€ trojuhelniku AK L.

RESEN{. Z rovnosti obvodového a tisekového tihlu piislusného tétivé AK kruznice k
plyne (obr.1) | XK NA| = |<LKA| a podobné z rovnosti obvodového a tsekového tihlu
pfislusného tétivé AL kruznice [ plyne |xVLM| = |<LAM]|, kde jsme jako V ozna¢ili
néjaky bod polopifimky opac¢né k poloptimce LK.



B

Obr. 1

Ctyithelnik KLMN je tétivovy, pravé kdyz plati [<xKNA| = |¥VLM]| neboli
| LK A| = |<LAM|. Posledni rovnost ovsem plati, pravé kdyz je LAM tsekovym tthlem
prislusnym obvodovému thlu LK A tétivy LA kruznice opsané trojuhelniku AK L, tedy
praveé kdyz je primka M N tec¢nou této kruznice.

Tim je tvrzeni tlohy dokazano.

JINE RESENI. VyfeSme tlohu nejprve za predpokladu, ze piimky KL a M N jsou
rovnobézné. V takovém pripadé jsou zfejmé oba trojuhelniky ANK a M AL rovnora-
menné, protoze osy stran AN, resp. M A prochéazeji odpovidajicim vrcholem K, resp. L
(jinak bodem dotyku teény rovnobéiné s tétivou AN, resp. M A kruZnice k, resp. [).
Je tedy |LA| = |[LM| a |KN| = |KA|. Pfitom ¢tyftahelnik K LM N je tétivovy, pravé
kdyZz je to rovnoramenny lichobéinik, tj. |LM| = |KN|. To podle pfedchozi dvojice
rovnosti nastane, pravé kdyz je trojuhelnik K L A rovnoramenny neboli pravé kdyz M N
je tefnou jeho kruznice opsané ve vrcholu proti zdkladné K L. (Vzhledem k tomu, Ze
pak jsou trojuhelniky ANK a M AL shodné, uvedena situace nastane, pravé kdyz jsou
kruznice k, [ shodné.)

Predpokladejme déle, ze pifimky M N a KL jsou riznobézné, a oznacme V jejich
prusec¢ik (obr.2). Uzitim mocnosti bodu V' ke kruznicim k a | dostaneme

VK|?> =|VA| |[VN| a VL] = |VM|-|VA|.




Vynéasobenim obou vztaht obdrzime

VK[> [VL] = [VN| - [VA]* - [VM]. (1)

Ctyithelnik KLM N je oviem tétivovy, pravé kdyz plati (viz navodnou tlohu N1)

[VK|-|VL| =|VN|-|VM|

neboli — s pfihlédnutim k (1) — préavé kdyz plati

[VK|-|VL| = |VA]?

Posledni rovnost ovSem plati, pravé kdyz primka M N (prochazejici bodem A) je teénou
kruznice opsané trojuhelniku AK L. Tim je tvrzeni tlohy dokazano.

NAVODNE A DOPLNUJIci ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

D1.

Zopakujte si nejdiive ucebnicové poznatky o obvodovém, stfedovém a tisekovém tuhlu
i s jejich dikazy. Pfipomente si rovnéz vlastnost vSech seCen dané kruznice jdoucich
danych bodem, jez je vyjadifena mocnosti bodu ke kruznici.

P¥imky KL a M N se protinaji v bodé V, ktery lezi bud uvnit¥, nebo vné obou tseéek
KL a MN. Dokazte, ze body K, L, M, N lezi na jedné kruznici, pravé kdyz plati
[VK|-|VL| =|VM]|-|VN]|. [Uvazte mocnost bodu V ke kruznici opsané trojthelniku
KLM a posudte, kdy druhy priise¢ik N’ této kruznice s piimkou VM splyva s bo-
dem N.]

V roviné je dédna pfimka p a body A, B (A # B), které lezi v téze poloroviné vytaté
piimku p. Sestrojte kruznici, kterd prochézi body A, B a dotyka se pfimky p. [Uvazujte
pfimku ¢, na niz lezi body A, B, a vyuzijte mocnost jejiho pruseciku s p k hledané
kruznici.]

V roviné je dan pravouhly lichobéznik ABCD s delsi zékladnou AB a pravym uhlem
pii vrcholu A. Kruznice kj sestrojend nad stranou AD jako pramérem a kruznice k2,
ktera prochézi vrcholy B a C a dotyka se primky AB, maji vnéjsi dotyk v bodé P.
Dokazte, ze thly CPD a ABC jsou shodné. [52-B-1-5]

V roviné je dan pravouhly lichobéznik ABCD s delsi zékladnou AB a pravym tuhlem
pfi vrcholu A. Ozna¢me k; kruznici sestrojenou nad stranou AD jako nad priamérem
a ko kruznici prochazejici vrcholy B, C a dotykajici se pfimky AB. Maji-li kruznice k1,
ko2 vnéjsi dotyk v bodé P, je pfimka BC teCnou kruznice opsané trojahelniku CDP.
Dokazte. [52-B—11-4]

Necht L je libovolny vnitini bod kratsiho oblouku C'D kruznice opsané ¢tverci ABCD.
Ozna¢me K prusecik pfimek AL a C'D, M prusecik pfimek AD a CL a N prusecik
piimek MK a BC'. Dokazte, ze body B, L, M, N lezi na téze kruznici. [53—A-II1-5]



6. Dokazte, zZe v kazdém trojihelniku ABC' s ostrym uhlem pfi vrcholu C (pri obvyklém
oznaceni délek stran a velikosti vnitrnich dhli) plati nerovnost

(a® + b*) cos(a — 3) < 2ab.

Zjistéte, kdy nastane rovnost.

Je-li a = b, je a = (3, takze cos(aw — ) = 1 a dokazovana nerovnost plati jako
rovnost a? + a® = 2a? (dodejme, 7e bez ohledu na
to, zda je thel v ostry ¢i nikoliv). Protoze dokazo-
vana nerovnost je symetrickd v a, b (kosinus je suda
funkce), miizeme bez Gjmy na obecnosti predpokla-
dat, ze a > b neboli a > .

Protoze o > (3, 1ze thel BAC' velikosti « rozdeé-
lit pomoci bodu D € BC' na dva thly CAD a DAB
velikosti 3, a a — 3 (obr. 3). Trojuhelnik DAC je pak
zmensenim trojihelniku ABC' s koeficientem podob-
nosti k = b : a, takZe |AD| = bc/a a |DC| = b?/a,
odkud |BD| = |BC| — |DC| = (a® — b*)/a.




Vyjadieni |AD|, |BD| dosadime do rovnosti z kosinové véty pro trojuhelnik ABD
a upravime:

|BD|? = |AB|? + |AD|? — 2|AB||AD| cos(a — f3),
(a® —b%)* 24 b2c? B 2bc? cos(a — 3)

a? a? a ’

(a®> = b*)?=6-c* kde §=a®+b*>—2abcos(a— 3) > 0. (1)

(Posledni nerovnost plyne z toho, Ze pro a # (3 je cos(a — (3) < 1.) Vztah (1) spolu
s rovnosti ¢2 = a? +b? — 2ab cosy nyni vyuzijeme k tipravé rozdilu A pravé a levé strany
dokazované nerovnosti, ktery navic jesté vynasobime vyrazem 2ab:

2abA = 2ab(2ab — (a® + b*) cos(a — B)) = 4a®V* — (a* + b*) - 2abcos(a — B) =
= 4a*b® — (a® + b*)(a® + b* = §) = 6(a® + b*) — (a® — b*)? =
=0(a®+b*) —6-c* =6(a®+b>—c*) =6-2abcosr,

Po vydéleni vyrazem 2ab dostavame vztah A = §cos~y, takze s ohledem na § > 0 ma
vyraz A stejné znaménko jako cos~y (zopakujme, Ze za predpokladu a # b). Odtud
plyne, ze v ptfipadé, kdy v < 90° a a # b, plati nerovnost ze zadani ulohy jako ostrd.
Tim je tloha vyfesena a odpovéd na jeji zadvérecnou otdzku zni: v dokézané nerovnosti
(v zadané situaci, tj. pfi ostrém thlu 7) nastane rovnost, pravé kdyz a = b.

Poznamka 1. Odvozeny vztah A = § cos~y se bez pomocnych oznaceni prepise jako
identita

2ab — (a® + b*) cos(a — () = (a2 + b% — 2ab cos(a — B3)) cos, (2)

ktera plati pro libovolny trojihelnik ABC (k nasemu odvozeni sta¢i pfidat trividlni ové-
feni rovnosti (2) v pfipadé a = b). Vysledek (2) umoziiuje snadnou diskusi o jednotlivych
pripadech relace

(a® + b*) cos(a — B3) § 2ab,

nebot prvni ¢initel v pravé strané (2) je vzdy nezaporny:
a? +bv? — 2abcos(a — f3) 2 a® +b% — 2ab = (a— b)2 > 0.

Relace dopada takto: rovnost nastane, pravé kdyz a = b nebo v = 90°; v pfipadé a # b
pak plati ostra nerovnost < ¢i > podle toho, zda je v < 90° nebo ~ > 90°.

Jiné fesSeni. Puvodni feSeni je celé zalozeno na vztahu (1), proto jeho odlisné
odvozeni nyni uvedeme jako ,jiné feseni“. Tvar kladného vyrazu 6 v (1) je motivaci
k tivaze o pomocném trojuhelniku, jehoz dvé strany maji délky a, b a sviraji tthel velikosti
a — 3 (opét predpokladame, ze a > b). Nas zajima délka jeho tfeti strany, kterou
oznadime d, takZe pro vyraz 0 ve vztahu (1), ktery se chystame dokézat, budeme mit § =
= d?. Ukazme, Ze takovy trojihelnik o stranach a, b, d je — vedle ptivodniho trojthelniku
o stranach a, b, c — druhym feSenim ulohy sestrojit trojiuhelnik ABC, jsou-li dany strany
a, b a uhel 3. Konstrukci obou feseni A1 BC' a A; BC' vidime na obr. 4. Soucet thlua pfi
vrcholech Ay a As (vyznacenych obloucky) je zfejmé 180°. V jednom z trojuhelniku je
to thel «, ve druhém tedy tthel 180° — «, takze tihel pfi vrcholu C druhého trojuhelniku
je pravé a — f3, jak jsme si piali.2 Usecky A;B, AsB tedy maji (v nékterém potadi)

2 V pripadé a = 90° sice plati A; = Ag, avSak na celé nasi Gvaze neni tieba nic ménit: tehdy totiz
a—F=~vac=d.
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délky ¢ a d. Z mocnosti bodu B k sestrojené kruznici o stfedu C' a poloméru b vyplyva
rovnost

cd = a® — b, (3)

z niz po umocnéni na druhou dostdvame c?d®> = (a? — b?)2. A to je kyzeny klicovy
vztah (1) z ptivodniho FeSeni, nebot jak uz jsme naznacili, podle kosinové véty plati

d*> = a® +b* — 2abcos(a — ). (4)

Obr. 4

Pozndmka 2. V puvodnim FeSeni jsme ze vztahu (1) odvodili identitu zapsanou

v Pozndmce 1 jako (2). Pravé uvedeny alternativni dikaz (1) s vyuzitim konstrukéni

ulohy (a,b, ) mé zajimavy dusledek: diky ,rovnopravnosti“ obou feSeni z obr.4 musi
platit i identita

2ab — (a® 4 b*) cosy = 2 cos(a — 3). (5)

ziskana z (2) vyménou roli trojuhelnikt s trojicemi stran (a,b,c) a (a,b,d) a uvedend
v dopliujici tloze D1, v jejimz navodu naznacujeme odlisné trigonometrické odvozeni.

Dalsi Feseni. Pomocny trojtuhelnik se stranami a, b (a > b) svirajicimi uhel o — 3
a tfeti stranou d danou vztahem (4) lze vyuzit k feSeni tlohy i bez objevu ,,mocnostni“
rovnosti (3) néasledujicim postupem, ktery muze byt blizky fesitelim, a proto ho popi-
sujeme i v navodné tloze N1.

Zminény trojuhelnik lze k trojuhelniku ABC vhodné prikreslit dvéma zpusoby pa-
trnymi z obr. 5. Vlevo je to trojihelnik BC'D (ten zname uz z predchoziho feSeni), vpravo

Obr. 5

to je trojuhelnik BC'F; snadno pak ovérime, ze oba vyznacené tthly BC'D a C'BE maji
pozadovanou velikost a — 3.3 Pomoci délky d ze vztahu (4) nyni upravime dokazovanou

3 Oba obrazky odpovidaji pfipadu a < 90°, v uplném feSeni by nemél chybét obrazek pro pripad
a 2 90°, ktery zde posuzovat nebudeme, protoze dalsi postup vyzaduje jen nepatrnou obménu.
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(ostrou) nerovnost:

(a® + b*) cos(a — 3) < 2ab,
(a® + %) - 2abcos(a — B) < 4a?b?,
(a® + b*)(a® + b* — d?) < 4a*b?,
(a? — b*)? < (a® + b?)d>. (6)

Nakonec vyuzijeme Pythagorovu vétu pro dvojice pravouhlych trojuhelnikt z obr. 5;
v obou variantéach jak s trojuhelnikem BC'D, tak s trojuhelnikem BCE pak plati

a?=(d+2)?+v* a b =2%+0%

takze a®? —b? = d®+2dz = d(d+2z). Po dosazeni do levé strany nerovnosti (6) a zkrdceni
vyrazem d? dostaneme ekvivalentni nerovnost

(d+2x)* < a®> +b> neboli ¢ < a?+ b2,

ktera (diky kosinové vété) presné vyjadiuje podminku v < 90° ze zadani tlohy. Tim je
celé jeji feseni hotovo, protoze v piipadé a = b zfejmé v dokazované nerovnosti nastane
rovnost.

Dalsi feSeni. Jesté jednim zpusobem za predpokladi v < 90° a a > b (neboli
a > [3) dokdZeme ostrou nerovnost

(a® + b*) cos(a — () < 2ab.

Nejprve ji ekvivalentné upravime, kdyz polozime ¢ = %(a — ) > 0 a vyuZijeme vzorec
cos2p = 1 — 2sin? o
(a® 4+ b*)(1 — 2sin” ) < 2ab,
(a —b)? < 2(a® + b?) sin? ¢,

— b2
2-(a, ) < a? 4.
2sin ¢

To je (podle sinové véty) nerovnost 272 < a?+b? pro polomér r kruznice opsané libovol-
nému trojuhelniku se stranou a — b a protilehlym vnitfnim thlem . Takovy trojihelnik
dostaneme, kdyz jako na obr.6 stranu C'A trojuhelniku ABC prodlouzime za bod A

Obr. 6
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do bodu F' tak, aby platilo |[CF| = a (a > b). Potom mé trojihelnik ABF stranu AF
délky a — b s protilehlym thlem ABF, jehoz velikost ur¢ime takto: rovnoramenny troj-
thelnik BC'F mé pri zdkladné BF' shodné thly 90° — %7 = %(a + f3), takze

a+ [

5 —h=¢
Proto je polomér kruznice opsané trojuhelniku ABF skutecné roven zkoumané hod-
noté r. Pro ni tak ziskdme z predpokladu v < 90° odhad

|AB| c c c

= = < _
"7 2sin|¥AFB|  2sin(90° — Ly) © 2sind5° 2

|XABF| = |xCBF|— |<CBA| =

neboli 272 < ¢%; ze stejného predpokladu v < 90° oviem vyplyva (diky kosinové véts
pro trojihelnik ABC) dalsi nerovnost ¢ < a? + b%. Dohromady dostdvame 2r? < ¢? <
< a® + b? a kyzena nerovnost 272 < a? + b? je tak dokdzana.

Dodejme jeste, ze v pripadé v > 90° ze stejnych divodh plati 212 > ¢? > a? + b2,
coz (za predpokladu a # b) dokazuje opa¢nou nerovnost

(a® 4 b*) cos(a — () > 2ab.
Posledni reseni. Uvedeme jesté jedno trigonometrické feseni. Pro libovolny troj-
thelnik ABC plati totiz tzv. Mollweidiv vzorec
a—b sin £ (o — )

1
c oS 57

o kterém pojednava navodna tloha N2 a ze kterého plyne nasledujici vyjadieni hodnoty
cos(av — f3):
2(a — b)? cos? 17

.9 —
cos(aw — ) = 1 — 25sin? >

—1—

Dosazenim do levé strany dokazované nerovnosti dostaneme

(a® + b?) cos(a — ) < 2ab,

2(a — b)? cos? §
(a® 4+ b?) (1 — (a )CQCOS 27) < 2ab,

2(a® + v*)(a — b)? cos? %7

a—0)2<

(a—b7 < -

Vidime, ze v pripadé a = b nastane rovnost. V pfipadé a # b po déleni kladnym
vyrazem (a — b)? a dalsi ziejmé ekvivalentni tipravé dostaneme

¢ < 2(a® + b?) cos? %

Dosadime-li sem z rovnosti
A =a%+1b>—2abcosy a 2cos’ % =1+ cos~,
dostaneme po odecteni sou¢tu a? + b2 od obou stran nerovnost
—2abcosy < (a® +b*)cosy mneboli 0 < (a+ b)?cos,

coz diky zadanému predpokladu v < 90° skutecné plati jako ostréd nerovnost. Tim je
nerovnost ze zadani ilohy dokazana; rovnost v ni nastane, pravé kdyz a = b.

4 T pfi tomto postupu lze odvodit obecnéjsi zadvéry uvedené v Poznédmce 1 za prvnim feSenim.
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NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

Nejprve uvazte, jak k danému trojahelniku ABC, ve kterém plati a > b a v < 90°,
vhodné prikreslit trojuhelnik s dvéma stranami a, b, které by sviraly tahel a— 3. Oznacte
d délku treti strany takového trojuhelniku a ukazte, Ze nerovnost ze zadani soutézni
ulohy je ekvivalentni s nerovnosti (a? — b2)? < (a2 + b2)2d2. Tu pak dokazte tak, Ze
do levé strany dosadite vyjadieni pfepon a, b ve vhodnych pravouhlych trojuhelnicich
pomoci Pythagorovy véty. [Cely postup je podrobné popsin v celkové tietim FeSeni
soutézni ulohy.]

Pro obecny trojuhelnik ABC' dokazte tzv. Mollweidav vzorec

a—b sin%(a—,@)

1
c cos 57

s jehoz pomoci lze rovnéz vytesit zadanou soutézni tlohu. [Mollweidtv vzorec je trividlni
v pfipadé a = b; v pripadé a > b uzijte sinovou vétu pro trojuhelnik ABF, kde F je
bod vybrany na prodlouzeni strany C'A za bod A tak, ze plati |AF| = a — b; pfipad
a < b lze pfevést na predchozi zaménou stran a a b. ReSeni soutézni tlohy pomoci
Mollweidova vzorce je v naSem textu uvedeno jako posledni.]

Pro obecny trojuhelnik ABC' dokazte rovnost

2ab — (a® 4 b*) cosy = 2 cos(a — f3).

[S vyuzitim rovnosti a? + b? = ¢2 + 2abcosy lze dokazovany vzorec upravit do tvaru
2absin? v = c?(cos(a—3)+cos 7). Ukazte déle, ze plati cos(a—3)+cosy = 2sin asin 3,
a pak vyuzijte, Ze rovnost absin?y = c?sin asin 3 je dusledek sinové véty.]

Pro obecny trojuhelnik ABC' dokazte druhy Mollweidtv vzorec

a-}-b_cos%(a—ﬁ)

c sin %’y
ktery spolu s prvnim Mollweidovym vzorcem z tlohy N2 vede k rovnosti

a—b tgg(a—p)
a+b  tgi(a+p)

oznacované spolu s dal§imi dvéma analogickymi rovnostmi pro dvojice stran a,c a b, c
jako tangentova véta pro trojuhelnik ABC. [Uzijte sinovou vétu pro trojuhelnik ABG,
kde bod G lezi na prodlouzeni strany BC' za bod C tak, ze |BG| = a + b. K odvozeni
tangentové véty porovnejte podil levych a podil pravych stran obou Mollweidovych
vzorcl a k tomu uvazte, ze tg %(oz + B) = cotg %'y]
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2. Je dan trojuhelnik ABC' s obsahem S. Uvnitf trojihelniku, jehoz vrcholy jsou ve
stfedech stran trojihelniku ABC, je libovolné zvolen bod U. Ozna¢me A’, B’, C’
po fadé obrazy bodu A, B, C' v soumérnosti se stfedem U. Dokazte, Ze Sestithelnik
AC'"BA'C B’ ma obsah 2S.



2. Oznac¢me T trojuhelnik s vrcholy ve stfedech stran BC', CA, AB daného trojihel-
niku ABC'. Obsah trojuhelniku XY Z budeme znacit symbolem Sxy .

Protoze body A’, B’, C' jsou zaroven obrazy bodu U ve stejnolehlostech se stiedy
v odpovidajicich vrcholech trojuhelniku ABC' a koeficientem 2, plyne z predpokladu tlohy,
ze body A’, B’, C’" lezi postupné uvnit¥ trojuhelnikic A¢CB, CByA a BAC, (to jsou



obrazy trojihelniku T v uvedenych stejnolehlostech, na obr. 1 je T vyznacen Sedou barvou).
Hranice trojuhelniku A’ B’C’ tudiz protne strany AB, BC, C' A postupné v jejich vnitinich
bodech K, L, M, N, O, P.

Byx—————— - —— - Ao
~ /
\\ /\ Y
N / / /
~_ B 2 X A
\\ oU /
\\ P //
K L
A N4 ! C3 c % B
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~
/
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Obr. 1

Protoze trojuhelnik A’B’C’ je obrazem trojihelniku ABC' ve stfedové soumérnosti
podle stiedu U, jsou navzajem si odpovidajici strany rovnobézné a v téze soumeérnosti si
odpovidaji dvojice bodi K a N, L a O i M a P. Proto podle véty uu je kazdy z troj-
uhelniki AK P, LBM, ONC podobny trojuhelniku ABC. Oznacme ki, ko, k3 koeficienty
podobnosti, jez zobrazi trojuhelnik ABC postupné na trojuhelniky AKP, LBM, ONC.
Obrazy trojuhelnikit AK P, LBM , ON C ve stfedové soumérnosti se stfedem U jsou po radé
trojuhelniky A’NM, OB’P, LKC'. Ty jsou rovnéz podobné trojahelniku ABC, pfi¢emz
odpovidajici koeficienty podobnosti, které na né prevedou trojuhelnik ABC, jsou opét ki,
ko, k3. Oznacime-li ¢ délku strany AB, plati pro délky tusekii na strané AB

c1 = |AK| = ke, co=|LB|=koc, c3=|KL|=ksc,
takze
c=c1+cy+c3=kic+ koc+ ksc = (k1 + ko + k3)c neboli ki + ko + ks = 1.
Z podobnosti trojihelniktt ABC a LK C’ déle plyne, Ze velikost vysky z vrcholu C’ ke stra-

né AB v trojuhelniku ABC’ je rovna k3v., kde v, je velikost vysky z vrcholu C' v trojahel-
niku ABC'. Je tudiz

1 1
Sapcr = 50 - k3v. = ]{73<§CUC) = k3S.

Analogicky Spcar = k1S a Scap = k2S. Pro obsah S’ Sestitthelniku AC’BA’CB’ tak
plati

S"=Sapc + Spcar + Scap + Saper = (1 + k1 + ka + k3)S = 28.



Jiné feseni. Ozna¢me K, L, M stiedy stran AB, BC, C'A. Stejnolehlost se stfedem A
a koeficientem 2 zobrazi trojuhelnik M KU na trojuhelnik CBA’ (obr.2), proto Scpar =
=4. SMKU- Podobné SACB’ =4. SKLU a SBAC’ =4. SLMU- Odtud

Scpar +Sacp +Spacr =4-Skrm =S,

takze Sestitthelnik AC' BA’C'B’ mé obsah 25.
C

Obr. 2

Jiné FesSeni. Je-li bod U totozny s tézistém 7T trojuhelniku ABC (U =T), je tvrzeni
ulohy splnéno, nebot Sa'pc = Srpc, Sprca = Stca a Scrap = Stap (obr. 3).

Predpokladejme nyni, ze se bod U pohybuje uvniti trojihelniku T po pfimce p rov-
nobézné se stranou BC, a ukazme, Ze se obsah Sestitthelniku AC'BA’'C' B’ neméni. Body
A’, B" a C' lezi totiz na rovnobézkich s pfimkou p, a proto se neméni obsah trojuhelniku
A’BC ani obsahy rovnobézniku BC'B’C’ a trojihelniku B’C’A (obr.4). Obsah Sestitthel-
niku AC'BA'CB’ tedy na poloze bodu U na pfimce p nezavisi. Podobné lze ukazat, ze
se obsah Sestitthelniku AC' BA’C'B’ neméni, pohybuje-li se bod U po rovnobézce se stra-
nou AC.

A/
\\ U
B
c’ 4
Obr. 3 Obr. 4




Yvev

niku ABC' v zobrazeni slozeném ze dvou posunuti, a to z posunuti ve sméru rovnobézném
se stranou BC' a z posunuti ve sméru rovnobézném se stranou AC'. Proto pro kazdy bod U
uvniti trojuhelniku T ma Sestitthelnik AC' BA'C B’ stejny obsah jako Sestithelnik odpovi-
dajici bodu U = T, tedy obsah 25, jak jsme chtéli dokazat.

Jiné freSeni. Oznac¢me U’ libovolny vnitini bod trojihelniku ABC. Protoze obsah
zkoumaného Sestitthelniku je roven souctu obsaht tii ¢tyfthelnikat AC'BU’, BA'CU’ a
CB’AU’, bude tvrzeni tlohy ziejmé platit, dokdzeme-li bod U’ vybrat tak, aby vSechny
tTi zminéné ctyithelniky byly rovnobézniky. Protoze
A+A" B+B O+

U=
2 2 2

maji body A’, B’, C' vyjadfeni
A =2U—-A, B =2U-B, C'=2U-C,
takze potfebné rovnosti
A+B C'+U B+C A'+U C+A B H+U

2 2 ’ 2 2 2 2
budou splnény, pravé kdyz bod U’ bude mit vyjadieni U’ = A + B + C — 2U neboli
U =3T—-2U,kde T = %(A + B + C) je tézisté trojuhelniku ABC. Odvozena rovnost

zapsana ve tvaru U’ —T = 2(T'—U) znameni, ze kyzeny bod U’ je uréen jako obraz bodu U
ve stejnolehlosti se stftedem 7' a koeficientem —2. V ni je ovSsem obrazem trojihelniku T
vychozi trojuhelnik ABC, takze vnitini bod U trojuhelniku T se skutecné zobrazi na
vnitini bod U’ trojuhelniku ABC, jak jsme potfebovali dokazat.

Za Uplné feSeni udélte 6 bodu. Za uvedeni (a zdtvodnéni) jakychkoliv ¢asteénych vysledku, které vedou
k tplnému reseni dalohy, udélte v souctu nejvyse 4 body.



1. Urcete velikosti vnitrnich dhli vsech trojuhelniki ABC' s vlastnosti: Uvniti stran
AB, AC existuji po Tadé body K, M, které s prisecikem L primek MB a KC
tvort tetivove ctyruhelniky AKLM o KBCM se shodnymi opsanymi kruZnicems.

(Jaroslav Svréek)

Reseni. Ctytihelnik KBCOM je tétivovy, pravé kdyz |<xCMB| = |<CK B| neboli
| XAKL| = |xAML| (obr.1). Pfitom ¢tyithelnik AKLM je tétivovy, pravé kdyz
| XAKL| + |xAML| = 180°. Ve zkoumaném pfipadé proto musi byt vSechny ctyfi
zminéné uhly pravé, K a M jsou tak paty vysek v trojuhelniku ABC, ktery je tudiz
ostrouhly, a bod L je prusecikem jeho vysek. Kruznice opsana c¢tyrihelniku K BC'M
je Thaletovou kruznici nad primérem BC' a kruznice opsand ¢tyituhelniku AK LM je
Thaletovou kruznici nad prumeérem AL.

C
M
L
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A K B
Obr. 1

Kruznice opsané uvedenym ctyfthelnikiim jsou shodné, pravé kdyz jsou shodné
jejich priméry BC' a AL. Oznac¢me velikosti vnitinich thla v trojuhelniku ABC ob-
vyklym zptsobem «, (3, «v. Pravouhlé trojuhelniky C KB a AK L jsou podobné, protoze
pro jejich thly pii odpovidajicich vrcholech C a A plati [« BAL| = |xBCK| = 90° — (.
Ziejmé proto plati |BC| = |AL|, pravé kdyz |AK| = |CK|, tedy AKC je pravouhly
rovnoramenny trojuhelnik.

Vidime, zZe trojuhelnik ABC vyhovuje podminkam tlohy, pravé kdyz je ostrouhly
s thlem « = 45°. Pro ostré thly § a v pak plati 3 + v = 135°.

Zdvér. Regenim jsou pravé viechny trojice uhld (o, 3,7) = (45°,45° + ¢, 90° — ¢),
kde ¢ € (0°,45°).



5. V ostrouhlém trojihelniku ABC, ktery neni rovnostranny, oznacme P patu vysky
z vrcholu C' na stranu AB, V prusecik viysek, O stred kruznice opsané, D prusecik
poloprimky CO se stranou AB a E stred usecky CD. DokaZte, Ze primka EP pro-
chazi stredem usecky OV . (Karel Horék)

Reseni. Je-li trojihelnik ABC rovnoramenny se zékladnou AB, lezi cela tsecka OV
na piimce EP a tvrzeni plati trividlné. Muzeme tedy ptredpokladat, ze |AC| # |BC/|,
takze ptimky CV, C'O jsou rtzné.

Jak znamo, bod V' soumérné sdruzeny s prusecikem vysek V podle strany AB
uvazovaného trojihelniku ABC' lezi na kruznici tomuto trojuhelniku opsané, proto je
bod P stfedem tsecky V'V’ (obr.4). Trojuhelnik CV'O je rovnoramenny s hlavnim
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Obr. 4

vrcholem O, a protoze stfed E tsecky CD je soucasné stfedem kruznice opsané pravo-
thlému trojuhelniku C'PD s preponou C'D, je i trojihelnik CPE rovnoramenny. Oba
rovnoramenné trojuhelniky CV’O a CPE jsou pfitom stejnolehlé (se stfedem stejno-
lehlosti v bodé C') — shoduji se totiz ve spole¢ném thlu pfi zakladné a body C, P, V'
lezi v pfimce stejné jako body C, E, O. Je tudiz PE || V'O.



Protoze P je stfedem strany V'V’ trojuhelniku V'OV, lezi na ptimce PE stfedni
pricka tohoto trojuhelniku, kterd je rovnobézna s jeho stranou V'O. Pfimka PFE tedy
protind usecku OV v jejim stiedu, coz jsme chtéli dokazat.



2. Nechf P, @, R jsou body pfepony AB pravouhlého trojuhelniku ABC, pro néz plati
|AP| = |PQ| = |QR| = |RB| = 1| AB|. Dokaite, e priise¢ik M kruznic opsangch troj-
thelnikim APC a BRC, ktery je ruzny od bodu C, splyva se stfedem S tsecky CQ.



2. Oznacme M’ stied usecky CQ (obr.1). Protoze PM’ a RM’ jsou stiedni pricky
trojuhelnikit AQC a BQC, které jsou podle Thaletovy véty rovnoramenné se zakladnami
AC a BC, jsou ¢tyftuhelniky CAPM’ a C BRM' rovnoramenné lichobézniky a jim opsané
kruZnice, jez se protinaji v bodech C' a M’ jsou zarover i opsanymi kruznicemi uvazovanych
trojuhelniki APC a BRC'. Je tedy M = M’ a tvrzeni tlohy je tim dokazano.

C

Obr. 1

Jiné rfeseni. Ozna¢me c délku pirepony AB daného pravouhlého trojuhelniku ABC.



Kruznice opsané trojuhelnikiim APC a BRC oznac¢me po fadé k, | (obr.2). Vzhledem
k tomu, zZe |QP| |QA| = |QR| - |QB| = ic¢- ic, ma stied Q prepony AB stejnou mocnost
m = %c 50 k obéma kruznicim k£ i l a 1621 proto na jejich chordale CM. Navic podle
Thaletovy véty plati |QC| = |QA| = 3c. Z rovnosti [QM]| - |QC| = m tak plyne |QM| =
= 4c = ]QC’\ takze M je stfedem usecky CqQ.

C
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Obr. 2

Za uplné vyieseni tlohy udélte 6 bodu. Za ¢astecnd pozorovani, kterd vedou k feseni tlohy, udélte nejvyse
3 body.



vy

mennéeho trojuhelniku, ktery neni rovnostranny.
a) Dokazte, Ze bod S je vnitinim bodem tusecky TV .

b) Urcete pomér délek stran daného trojihelniku, je-li bod S stredem usecky TV .

RESENT. Ozna¢me vrcholy daného trojuhelniku pismeny A, B, C tak, aby BC byla
jeho zakladna. Velikosti stran a thld trojuhelniku budeme oznacovat standardnim zpi-
sobem, tj. |[BC| = a,|AC| = |AB| = b, 8 = v = 90°— 1. Necht H je stfed zakladny BC.

a) Vedme vrcholem B vysku, osu thlu a téznici troj-
thelniku ABC' a jejich pruseciky s pfimkou C'A oznac¢me
postupné P, D a M. VSechny tii lezi na poloptimce C' A
(body D, M dokonce na useéce C'A). Zfejmé stac¢i dokéazat,
ze bod D je vnitfnim bodem tsecky M P. Rozebereme dva
pripady.

Jestlize b > a (obr.4a), je zfejmé 5 > 60°. Odtud méme

|xCBP|=90°— 3 <90° —60° = 30° < 13 =|xCBD|,

takze |C'P| < |CD|. Osa thlu déli stranu trojihelniku v po-
méru pfilehlych stran, proto |CD|/|AD| = a/b < 1, odkud
|CD| < 1|CA| = |CM]|. Dohromady tedy |CP| < |CD| <
< |CM]|, tedy bod D lezi uvnitt tsecky M P.

Jestlize a > b (obr.4b), je 5 < 60° a analogicky dosta-

A

a H C
Obr. 4a

vame |XCBP| = 90° — 8 > 90° — 60° = 30° > 13 = |xCBD|, |CD|/|AD| = a/b > 1,



o H c
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Obr. 4b Obr. 5

takze [CP| > |CD| > 1|CA| = |CM]|, tedy i v tomto pripadé lezi bod D uvniti
usecky M P.

b) Nejdfive vyjadiime délky usecek TH, SH, V H pomoci délek stran trojuhelniku
a pomoci délky v vysky AH (obr.5), kterou ovSem dokézeme rovnéi vyjadrit pomoci
délek a, b, nebot z Pythagorovy véty v trojihelniku ABH mame v? =b% — 1 a’.

Tézisté T déli téznici AH v poméru 2 : 1, takze [TH| =

Usecka SH je polomérem o vepsané kruznice a jeji délku vypoéitéme ze zndmého
vzorce Spgc = 0- S pro obsah trojuhelniku ABC, kde s oznacuje polovinu jeho obvodu:

SABC B %av _av
Cia+20)  a+2b
Trojuhelniky BV H a ABH jsou podobné, protoze jsou oba pravouhlé a |<V BH| =
= 90° — 3 = 1a = |[xBAH]|. Pro piislusné délky stran proto mame |VH| : |BH| =
= |BH| : |AH|, odkud

|SH| =

|IBH|*  a?
|AH|  4v°

Protoze body S, T, V lezi na polopiimce H A, je rovnost |T'S| = |SV/| ekvivalentni
rovnosti

VH| =

TH|+|VH| = 2|SH]|,

takze dosazenim za jednotlivé délky a vyuzitim vztahu pro vysku v postupné (ekviva-
lentnimi tpravami) dostavame

a2 2av

1
3' T T ar 2
402 (a + 2b) + 3a%(a + 2b) = 24av?,
3a?(a + 2b) = 4v*(5a — 2b),
3a®(a + 2b) = 4(b* — La®)(5a — 2b),
3a®(a + 2b) = (2b+ a)(2b — a)(5a — 2b),
3a% = 12ab — 5a% — 4b2,
2a% — 3ab+ b = 0,
(2a — b)(a — b) = 0.



Protoze podle zadani je a # b, je bod S stfedem tsecky TV, pravé kdyz 2a = b, tedy
pravé kdyz je pomér délek stran vysetfovaného trojihelniku roven 1: 2 : 2.

JINE RESENI. a) Protoze S, T, V' jsou vnitini body poloptimky H A (body S, T jsou
dokonce vnitini body usecky H A), sta¢i ukazat, ze rozdily |HS|— |HT| a |HV|— |HS|
jsou nenulové a maji oba stejné znaménko.

Bez tjmy na obecnosti necht a = 2, tj. |BH| = |HC| = 1. Z pravouhlych trojthel-
niki BSH, BAH a BV H dostavame

B [HA| _ tgp 1
HS|=tg— HT| = —— = — HV|=1tg(90° — ) = —.
, tgx .- “ . 1 .
Diky vztahu tg2x = T te22 pfi oznaceni ¢ = tg 53 mame
2t t(1 — 3t2)
HS|— |HT|=t- =
1HS| - | 3(1—1t2) 3(1—1t2)’
1—1¢2 1 - 3t?
[HV] =~ |HS| = — 5

Protoze ( je ostry thel rizny od 60°, plati %ﬂ € (0°,45°) a %ﬂ # 30°, odkud pro
hodnotu t = tg %ﬂ vyplyvaji vztahy 0 < t < 1 a 3t? # 1, takZe oba zkoumané rozdily
jsou bud kladné (jestlize 8 < 60°), anebo zaporné (jestlize 3 > 60°).

b) Podil rozdili z ¢asti a) mé vyjadieni

|HS| — |HT|  t(1— 3t?) 2t 2t2

|HV|— |[HS| ~ 3(1—) 1-32 3(1—1t2)

Bod S je stiedem tusecky TV, pravé kdyz je uvedeny podil roven 1. Proto v oboru (0, 1)
feSime rovnici
2t2

1
31-12)

kterd tam zfejmé ma jediny kofen

ot
t:\/g, odkud tgfQ = = /15.

1—¢2

V trojuhelniku BHA tedy kromé |BH| = 1 plati |[HA| = tg = /15, takze podle
Pythagorovy véty mame |[BA| = /1 + 15 = 4. Strany trojuhelniku ABC' jsou proto
v poméru 2 :4:4 neboli 1:2: 2.

JINE RESENI. a) Ozna¢me vrcholy daného trojihelniku stejné jako v prvnim feseni,
dale O stied opsané kruznice, By patu vysky z vrcholu B a Bj stfed strany AC. Protoze
osa thlu pfi vrcholu B protina oblouk C'A opsané kruznice v jeho stfedu M (obr.6),
je zfejmé, ze diky podmince O # V (jez je ekvivalentni s tim, Ze dany trojihelnik neni
rovnostranny) protne tato osa stranu AC uvnitf usecky ByBi, a tudiz bod S lezi uvnit¥
usecky TV.

Yy
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Obr. 6

vlastnost jednoduse plyne z toho, Ze trojuhelnik A; B;C} tvoreny stfednimi ptickami da-
tem % A protoze osa kazdé ze stran trojuhelniku ABC' je zaroven vyskou trojihelniku
A1B1C1, je stted O kruznice opsané danému trojuhelniku ABC' zaroven prusecikem
vysek trojuhelniku A1 B;C1, takze bod O je v uvedené stejnolehlosti obrazem bodu V
a |TO| = |TV|. Pokud tedy stied S kruznice vepsané trojtthelniku ABC pili tisecku
TV, déli body T a S (v tomto pofadi) orientovanou tisecku OV na t¥i shodné ¢asti.
Pro kolmé pruméty Bj, Sy a By bodt O, S a V na stranu AC (obr. 7) proto plati

CB; = CBy + 3(CSy — CBy) = 3C'Sy — 2CBy.

Budeme-li uvedenou rovnost chapat jako rovnost orientovanych tseéek (nebo vektori)
na primce C'A, vyhneme se nutnosti rozlisovat, zda je tthel pfi vrcholu A vétsi ¢i mensi
nez 60°, protoze jak uz vime, na potradi zminénych bodt to nemé vliv.

A

Do nalezené rovnosti ted mizeme dosadit b za CBy, 3a za CSy (|CSo| = |CAy] je
délka tsekit obou tecen z vrcholu C' ke kruznici vepsané trojihelniku ABC') a koneéné
ze dvou podobnych pravouhlych trojahelniki BCBy a AC A; (shoduji se ve spole¢ném
thlu BCA) vychézi CBy = £a?/b. Dostédvame tak

b 3a d? . 49 9
5—7*3 Heboh b *3ab+2a —O



Posledni rovnost 1ze pfepsat jako (b — a)(b— 2a) = 0, a protoze a # b, musi byt b = 2a.

JINE RESENf. Cést a) uz nebudeme znovu dokazovat, pouZijeme stejny postup
i oznaceni jako v predchozim feSeni.

b) Nejprve ukazeme, ze v trojihelniku, v némz je pii vrcholu A thel vétsi nez 60°,
nemtiize osa uhlu stfedem tusecky V1T viibec prochazet. K tomu vyuzijeme znadmou
vlastnost priise¢iku vysek: jeho obraz V'’ v osové soumérnosti podle strany AC lezi
na kruzmici k trojihelniku ABC' opsané (obr.8). Protoze za uvedeného piedpokladu
lezi body T a O (v tomto pofadi) na polopfimce AO az za bodem V', lezi zfejmé obrazy
T, O" bodia T, O v uvedené osové soumeérnosti ve vnéjsi oblasti kruznice k. V jeji
vnéjsi oblasti lezi ovsem i obraz B” vrcholu B ve stfedové soumérnosti podle stiedu
usecky VT: bod B” je totiz prusec¢ikem polopiimek TT" a CO’, protoze CO' je zaroven
kolma na BC' (AOCO’ je kosoctverec) a je tak obrazem piimky AO ve stejnolehlosti se
stfedem B a koeficientem 2. Uhlopticka BB” rovnobézniku BT B"V (na niz lezi téznice
trojuhelniku BT'V') proto urcité protne kruznici k£ uvnitf pasu rovnobézek BV a TT".
Osa thlu pfi vrcholu B v8ak protind kruZnici k ve stiedu M prislusného oblouku AC
a primka OM lezi vné zminéného pésu.

Obr. 8

Predpokladejme tedy, Ze v daném trojuhelniku je pfi vrcholu A tihel mensi nez 60°
a ze stfed S vepsané kruznice pili tsecku V1. Oznacme @ stied tsecky BT, Sy bod do-
tyku vepsané kruznice se stranou AC a U patu kolmice z bodu 7" na vysku BV (obr.9).
Usecky TU a @Sy jsou ziejmé piicky trojuhelniku BByB; rovnobéziné s odpovidaji-
cimi stranami By By a BB ve dvoutretinové vzdalenosti od protéjsich vrcholt. Je tedy




také USy || QT (body U, Sy totiz déli orientované tse¢ky BBy, resp. By By ve stejném
poméru 2 : 1), a protoze bod Sy lezi zfejmé na Thaletové kruznici s prumérem @B
a zaroven bod U lezi na Thaletové kruznici s primérem BT, je QU SyT kosoctverec.
Trojuhelnik A;50S je rovnoramenny a z rovnosti obvodovych uhla piislusnych tétive TU
kruznice s priumérem BT plyne |XTA1U| = |xTBU| = [xQSoU|. Kdyby body A, U
a Sy nelezely v pfimce, prusecik U ramen AU, SoU shodnych uhla SA,U, SSoU by
lezel na ose soumeérnosti usecky A;Sy, takze trojuhelnik A;USy by byl rovnoramenny.
Protoze vsak tétive AU prislusi obvodovy thel A3 BU, pro jehoz velikost dle predpo-
kladu plati 90° — v < 30°, je délka této tétivy mensi nez polomér prislusné kruznice
neboli |A1U| < |QT| = |USp|. Vzhledem k uvedenému rozporu musi body A, U a Sy
lezet v pfimce, takze A1Sy je stfedni pfickou trojuhelniku BC B;. Trojthelnik A;S,C
je rovnoramenny, proto je rovnoramenny i trojuhelnik BB;C. Odtud okamzité plyne,
ze b = 2a.
NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Dokazte, ze v kazdém trojuhelniku déli osa uhlu protilehlou stranu v poméru stran
prilehlych. [Jestlize D je prusecik strany C A a osy tthlu CBA, 1ze pomér g obsahti troj-
thelnikia BCD a BAD vyjadfit dvéma zplsoby: ¢ = |BC| : |[BA| (vysky z vrcholu D
maji stejnou velikost) a zarovenn ¢ = |C'D| : |AD| (vysky z vrcholu B splyvaji).]
N2. V rovnoramenném trojihelniku se zédkladnou délky a a rameny delky b vyjadrete veli-
kost poloméru p vepsané kruznice. [p = 7a\/ 4b2 — a2 /(a+2b) = fa\/ (2b—a)/(2b+ a)]

N3. Dokazte platnost sou¢tového vzorce tg(a: +y) = (tgz + tg y)/(l —tgx-tgy).

D1. Na odvésnach délek a, b pravouhlého trojuhelniku lezi postupné stiedy dvou kruznic kg,
kp. Obé kruznice se dotykaji pfepony a prochézeji vrcholem proti preponé. Poloméry
uvedenych kruznic oznaéme gq, 0p. Urcete nejvétsi kladné cislo p takové, ze nerovnost

1 1 1 1

—+—2p(=+7)
%a Qb a b

plati pro vSechny pravouhlé trojahelniky. [58—A-I11-2]



5. Jsou ddny dvé shodné kruznice ki, ko o poloméru rovném vzddlenosti jejich stredd.
Jejich pruseciky oznac¢me A a B. Na kruznici ko zvolme bod C tak, Ze usecka BC
protne kruznici ki v bodé ruzném od B, ktery oznac¢ime L. Primka AC protne
kruznici k1 v bodé ruzném od A, ktery oznacime K. DokaZte, Ze piimka, na niZ
lezi téznice z vrcholu C trojuhelniku K LC, prochdzi pevnym bodem nezdvislym na
poloze bodu C.

RESENT. Ozna¢me S, Sy stfedy kruznic kq, ko. Necht P je takovy bod kruznice k;,
ze PS5 je jejim primérem. Ukazeme, Ze hledanym pevnym bodem je bod P, tj. doka-
zeme, ze stied tsecky KL lezi s body P, C na jedné primce.

Oznac¢me ) bod soumérné sdruzeny s bodem S; podle stfedu S5 kruznice ky. To
znamena, ze S1() je prumérem kruznice ko a thel S1BQ je pravy, BQ je tudiz te¢nou
kruznice k;. Vzhledem k podminkdm tlohy musime bod C' volit uvnitf kratsiho ob-
louku AQ kruznice ks. Z osové soumeérnosti podle osy 5153 je i PA te¢nou kruznice ki,
proto je bod K vnitfnim bodem kratsiho oblouku PA kruznice k; (obr. 10).

K
A
C
P Q
]{?1 k2
B
Obr. 10

Protoze kruznice maji stejné poloméry, jsou trojuhelniky S;S5A4, S152B rovno-
stranné a velikost stfedového thlu BS1A je 120°. Pfislusny obvodovy thel BPA ma
proto velikost 60°. Navic body A, B jsou soumérné sdruzené podle pfimky PS5, takze
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|PA| = |PB| a trojihelnik ABP je rovnostranny.® Viechny obvodové tihly nad shodnymi
tétivami PA, PB, AB maji tedy velikost 60° (jestlize vrchol lezi na delsim oblouku),
resp. 120° (jestlize vrchol lezi na kratsim oblouku). U tétivy AB to plati i pro obvodové
uhly na kruznici ko, protoze obé kruznice jsou shodné.

7 uvedeného dostavame

|XACB| =60°,  |xPLB|=60°, |xPKA|=120°.

Z rovnosti prvych dvou thli plyne rovnobéznost primek PL a KC a z toho, ze soucet
prvniho a tfetiho thlu je 180°, plyne rovnobéinost piimek PK a LC. Ctyiihelnik
PLCK je tedy rovnobéznik, odkud uz pfimo plyne dokazované tvrzeni (thlopficky
rovnobézniku se navzajem puli, takze pfimka PC' prochazi stfedem usecky K L).

JINE RESENI. Oznacéme body stejné jako v prvnim feseni. Jediné, co potiebujeme
dokézat, je, ze PLCK je rovnobéznik.

Body A, B jsou soumérné sdruzené podle pfimky PS5, proto vzhledem k vlastnos-
tem obvodovych a stfedovych thla plati (obr. 11)

1
[XPLB| = |5%PS;B| = ;| xAS:B| = |xACB]

a odtud uz plyne PL || KC.

Ctyithelnik PLAK je tedy lichobéznik (pofadi jeho vrcholt je dano tim, ze bod K
je vnitfnim bodem kratsiho oblouku AP, jak vime z prvniho feSeni), a protoze je tétivovy
(je vepsan kruznici kq), musi byt rovnoramenny. Jeho thlopficky KL, PA jsou tedy
shodné, a protoze z vySe zminéné soumérnosti mame |PA| = |PB]|, plati téz |KL| =
= |PB|. Ctyiahelnik K PBL je tétivovy a jeho protilehlé strany K L, PB jsou shodné,
takZe to rovnéz musi byt rovnoramenny lichob&znik? (obr.11). Odtud uz dostavame
PK | LC.

K

B
Obr. 11

Pozndmka. Dané tvrzeni plati, i kdyz pripustime, Ze kruznice ki, ko maji rtzné
poloméry, pficemz Sy lezi na k1; v druhém uvedeném feseni jsme totiz shodnost kruznic

3 To ostatné plyne i z toho, ze P, B, Sa2, A jsou ¢tyfi ze Sesti vrcholu pravidelného Sestithelniku
vepsaného do kj.

4 Vyplyva to napiiklad z rovnosti obvodovych thldt PLB, K PL nad shodnymi tétivami PB, KL,
anebo jednoduse ze soumérnosti podle osy tsecky BL.
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mlcky vyuzili jen ke zjisténi, na kterém z obloukt AP bod K bude leZet. Na dal$i tvahy
v8ak poloha bodu K nemé podstatny vliv. Podobné lze rozborem nékolika ptipadt
ukazat, ze tvrzeni dlohy plati i v pfipadé, kdy bod L na kruznici k; je urcen jako jeji
druhy prasecik s primkou BC.

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

Dokazte, ze kazdy tétivovy lichobéznik je rovnoramenny. [Jestlize PQRS je tétivovy
lichobéznik se zakladnou PQ, ze st¥idavych Ghla plyne |xQPR| = |xSRP|. Obvodové
uhly nad tétivami QR, PS tedy maji stejnou velikost, a proto museji byt tétivy QR,
PS shodné. Jiny zpusob: Osa kazdé tétivy prochazi stfedem kruznice, proto je osa
strany PQ totozna s osou strany RS (jsou rovnobé&zné a prochazeji spoleénym bodem)
a podle této osy jsou usecky PS, QR soumérné sdruzené, tedy shodné.]

Dokazte, ze ve ¢tyiahelniku se ahlopricky navzajem pili, pravé kdyz to je rovnobéznik.
[Jestlize se v ¢tyfuhelniku ABCD thlopticky puli v bodé S, jsou trojuhelniky ABS,
CDS shodné a ze stiidavych thla AB || CD, analogicky BC || AD. Jestlize ABCD je
rovnobéznik s prusecikem tthlopticek S, plyne ze st¥idavych thlt shodnost trojuhelniki
ABS, CDS, tj. shodnost tsecek BS, SD, resp. AS, SC']

Je dan tétivovy ctyrtuhelnik ABC D. Dokazte, ze spojnice pruseciku vysek trojuhelniku
ABC s prusec¢ikem vysek trojuhelniku ABD je rovnobézna s pfimkou CD. [568-A-1-2]
Je déna kruznice k s tétivou AC, ktera neni prumérem. Na jeji tecné vedené bodem A
zvolime bod X # A a oznac¢ime D prusecik kruznice k s vnittkem usecky XC' (pokud
existuje). Trojuhelnik ACD doplnime na lichobéznik ABCD vepsany do kruznice k.
Urcete mnozinu pruseéniku pfimek BC a AD odpovidajicich viem takovym lichobéz-
niktm. [59-A-I11-4]



3. Oznac¢me k kruznici opsanou danému Sestitthelniku. Protoze AB 1 BD, je k
Thaletovou kruznici nad primérem AD a stied S thlopticky AD je zaroven stfedem
kruznice k.

Dokazeme, ze trojihelnik K LD ma pravy thel pti vrcholu D. Velikost thlu KDL
je souctem velikosti thld K DS a LDS. Trojuhelniky K DS, KBS jsou shodné podle
véty sus: stranu SK maji spolecnou, strany SD, SB jsou obé poloméry kruznice k
a uhel pfi vrcholu S maji trojuhelniky shodny, nebot SK je osou tthlu BSP (obr.1).

Obr. 1




Proto |[<KDS| = |« KBS|. Odtud vzhledem k tomu, ze BK je osou uhlu SBP, plyne
|«KDS| = }|xCBS|.

Vyuzijeme-li analogicky shodnost trojthelnika LDS, LES, dostaneme |[<LDS| =
= 1|<QES]|.

K dokonéeni feseni stac¢i vyuzit zbyvajici predpoklad |BC| = |EF|. Diky nému jsou
BCS, EFS shodné rovnoramenné trojuhelniky (délky jejich ramen jsou rovny poloméru
kruznice k), je tedy |<CBS| = |<FES|. Spojenim ziskanych rovnosti mame

1 1
|xKDL|=|xKDS|+ |xLDS| = 5y{CBS| + §|<):QES] =

1 1 1 1
= §]<FES\ + 5]{@}35[ = 5(|%<FES] + |XQES|) = 3 180° = 90°.

Za Uplné feSeni udélte 6 bodu. Z toho 1 bod za zjisténi, ze AD je prumérem k; 3 body za odvozeni
rovnosti [xKDS| = %|<):C’BS|, |<LDS| = %\{QES| (jestlize ma Fesitel jen jednu z nich, dejte 2 body;
jestlize ukaze jen |<KDS| = |«xKBS| nebo |xLDS| = |xLES]|, dejte 1 bod); 2 body za rovnost
|«CBS| = |<FES| a tspésné dokonceni Feseni.



2. Zjistéte, jaky je nejvétsi mozng obsah trojuhelniku ABC, jehoZ tézinice maji délky
vyhovugjici nerovnostem t, < 2, t, < 3, t. < 4. (Pavel Novotny)

ReSeni. Ozna¢me T t&7isté trojuhelniku ABC a K, L, M stiedy stran BC, CA, AB.
Téznice rozdéluji trojihelnik ABC na Sest mensSich trojihelnikt se stejnym obsahem:
Napftiklad trojuhelnik AMT mé stranu |[AM| = %c a jeho vyska na stranu AM ma veli-
kost %vc, takze Sapyr = % . %c- %vc = é . %c Ve = éSABc, a stejny vysledek analogicky
dostaneme i pro zbylych pét trojuhelniki.

Dana tuloha je tedy ekvivalentni tiloze urcit nejvétsi mozny obsah jednoho ze Sesti

mensich trojihelnikd — vysledek sta¢i vynéasobit Sesti.

Obr. 1

Uvazujme napiiklad trojuhelnik AT'L (obr.1). Pro jeho dvé strany plati

1

AT =Zta = 5, [TL[=th = 1.

W | =~

[SSEI )
w

Proto pro jeho obsah dostavame

1
Sarr = i‘AT‘ . ‘TL| . sin|%:ATL] é

N =
[SCRREN
Wl N



Tim jsme dokazali, ze obsah trojiuhelniku ABC, jehoz
nemuze byt vétsi nez 6 - % = 4. Pfitom rovnost Sy =
kdyZ t, =2, t, = 3 a |[XATL| = 90°.1

Trojahelnik ABC' s témito vlastnostmi dovedeme sestrojit: Nejdfive narysujeme
pravouhly trojuhelnik ATL, v némz znadme délky obou odvésen |AT| = %, ITL| = 1,
a nasledné sestrojime bod C jako obraz bodu A ve stfedové soumérnosti se stifedem L
a bod B jako obraz bodu L ve stejnolehlosti se stfedem T a koeficientem —2 (obr. 2).
Zbyva uz jen ovéfit, ze v takovémto trojihelniku ABC plati t. < 4.

znice splnuji dané nerovnosti,

L
% (tj. Sapc = 4) nastane, pravé

C

Qs

A
Obr. 2

Délku t. lze vypocitat raznymi zpisoby. Napfiklad v pravouhlém trojuhelniku ABT
mé prepona AB podle Pythagorovy véty délku

16 52 2
|AB| = \/|AT]? +|TBJ? = \/QT: \/;: VI,
takze velikost poloméru Thaletovy kruznice nad primérem AB je
1 1
[MT| = S|AB| = 3V13.

Odtud t, = 3|MT| = V13 < 4.2
Odpovéd. Nejvétsi mozny obsah trojuhelniku ABC je 4.



4. Uvnitr rovnobézniku ABCD je ddn bod X. Sestrojte primku, kterd prochdzi bo-
dem X a rozdéluje dany rovnobéznik na dvé cdsti, jejichZ obsahy se navzdajem list
co nejvice. (Vojtech Balint)

Reseni. Protoze soucet obsahti obou &asti, na které p¥imka déli rovnobéznik ABCD,
je stale stejny, budou se nejvice 1isit, pravé kdyz mensi z obsahii bude nejmensi mozny.
Reseni za¢neme pozorovanim, ze pokud je bod X stfedem rovnobézniku ABCD, déli
kazda primka, kterd jim prochézi, rovnobéznik na dvé casti se stejnym obsahem. Obé
¢asti jsou totiz v takovém pripadé shodné — jedna je obrazem druhé ve stredové soumeér-
nosti podle stiedu X (obr.3). V tomto pfipadé je kazda pfimka prochézejici bodem X
feSenim tulohy.

Obr. 3 Obr. 4

Stredovou soumeérnost vyuzijeme i pii obecné poloze bodu X. Ozna¢me postupné K,
L, M, N sttedy stran AB, BC',CD, DA a S stfed rovnobézniku ABC D. Piedpokladejme
nejprve, ze bod X lezi uvniti rovnobézniku AKSN (to znamend, ze bod A’, ktery je
obrazem bodu A ve stfedové soumérnosti podle X, lezi uvniti rovnobézniku ABCD,
obr. 4).

Bodem A’ vedme rovnobézky se stranami rovnobézniku a jejich prusecéiky se stra-
nami AB a AD oznaéme P a Q. Ctyithelnik APA'Q je ziejmé rovnobéznik, jeho
stfedem je bod X. Proto kazd4 pfimka prochézejici bodem X rozdéluje APA'Q na
dva utvary stejného obsahu. Kazdy z téchto dvou ttvart pritom patii do jiné ze dvou
¢asti, na néz uvedend piimka zaroven rozdéluje rovnobéznik ABCD (obr. 5a). To zna-
mena, ze ani jedna ze dvou ¢asti rovnobézniku ABC' D nema obsah mensi nez polovina
obsahu rovnobézniku APA’Q. Nejmensiho obsahu mensi ¢asti proto dosdhneme, kdyz
kromé utvaru pochézejiciho z rovnobézniku APA’Q) nebude tato ¢ast obsahovat uz
zadny jiny bod daného rovnobézniku, coz nastane pravé v pripadé, kdy délici primkou
bude pfimka PQ (obr.5b).

Jestlize bod X lezi uvnitt rovnobézniku K BLS, SLCM ¢ NSMD (obr.4), sestro-
jime délici pfimku obdobnym postupem: Pomoci obrazu bodu B, C' ¢ D ve stfedové

)
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fq / /Q Q A/ /
A P B A P\ B
Obr. 5a Obr. 5b

soumeérnosti podle X sestrojime mensi rovnobéznik, ktery bude cely lezet uvniti rovno-
bézniku ABC D, bude mit stfed X a dvé jeho strany budou lezet na stranach pivodniho
rovnobézniku. Rozdélujici pfimkou pak musi byt jedna z jeho uhlopricek, kterd oddéli
jeho polovinu od zbytku rovnobézniku ABCD.

Zbyva vysetfit piipad, kdy bod X lezi uvnitt jedné z tsecek KM, N L (mimo stied
rovnobézniku ABCD). I v této situaci umime sestrojit mensi rovnobéznik, ktery cely
lezi v rovnobézniku ABCD, bod X je jeho stfedem a strany (tentokrat az tfi) ma na
stranach ptuvodniho rovnobézniku.

Jestlize X lezi uvnitt tsecky K S, je takovym rovnobéznikem ABA’B’, pficemz A’,
B’ jsou obrazy bodu A, B ve stfedové soumérnosti podle X. I v tomto pfipadé musime
délici pfimku bodem X vést tak, aby jedna z ¢asti rovnobézniku ABC D neobsahovala
kromé utvaru pochézejicitho z rovnobézniku ABA’ B’ nic jiného. Je zfejmé, Ze vyhovujici
bude pravé kazda piimka U X, kde U je libovolny bod tsecky AB’ (obr. 6a, b).

D C D C
B/ /v B v
U X X
A B A A B
Obr. 6a Obr. 6b

Analogicky najdeme délici pfimky v pripadé, ze X lezi uvnitt nekteré z tisecek SM,
NS ¢ SL.

Zaver. Jestlize X je stfedem rovnobézniku ABCD, je fesenim libovolna piimka
prochézejici bodem X. Jestlize X lezi mimo tisecky K M, N L, je feSenim jedina pfimka.
Jestlize X lezi uvnitt nékteré z tsecek KS, SM, NS, SL, je feSenim nekone¢né mnoho
primek. V kazdém z téchto pripadti je jejich konstrukce ziejma z predeslych tvah.



2. V roviné uvazujme lichobéznik ABC'D se zakladnami AB a C'D a ozna¢me M stied
jeho uhlopricky AC'. Dokazte, ze plati: Maji-li trojuhelniky ABM a ACD stejné
obsahy, jsou pfimky DM a BC' rovnobézné.



2. Usecka BM je téznici trojuhelniku ABC (obr. 1), déli ho tedy na dva trojihel-
niky se stejnym obsahem. Podle zadani mé jeden z téchto trojuhelnik stejny obsah jako
trojuhelnik AC'D. Proto ma trojuhelnik ABC dvakrat vétsi obsah nez trojuhelnik ACD.
Oba trojuhelniky maji pfitom shodné vysky na strany AB resp. C'D (shodné s vyskou

YN/

uvazovaného lichobézniku). S ohledem na jejich obsahy tedy plati |AB| = 2|CD|.
E D C
M
A B

Obr. 1

Na piimce C'D uvazujme takovy bod FE, ze D je stfedem tsecky C'E. Z odvozené
rovnosti |AB| = 2|C'D| plyne shodnost tseéek CE a AB. Ctytthelnik ABCE je proto
rovnobéznik a bod M (jako stfed jeho thlopticky AC) je soucasné stfedem i jeho tihlo-
pticky BE. Usecka DM je tedy stfedni p¥ickou trojthelniku BCE, je tudiz rovnobézna
s jeho stranou BC', coZ jsme chtéli dokazat.

Pozndmka. Rovnobéznost pfimek DM a BC'lze obdobné dokézat vyuzitim stredu F
zékladny AB uvazovaného lichobézniku ABCD (tim vznikne rovnobéznik AFCD).

Za tplné feseni udélte 6 bodu, z toho 1 bod za pozorovani, ze trojuhelnik ABC ma oproti trojihelniku
ACD dvojnésobny obsah (éi analogicky trojuhelniky AFM a CDM maji stejné obsahy), dalsi 2 body
za odvozeni rovnosti |AB| = 2|CD| (anebo rovnosti |AF| = |C'D| plynouci z toho, ze trojahelniky AF M

a CDM maji shodné vysky z vrcholu M), 1 bod za objev rovnobézniku ABCE (anebo rovnobézniku
AFCD) a posledni bod za dikaz rovnobéznosti DM, BC.



2. Dvé kruznice k1(S1,71) a ka(S2,7m2) se wvné dotykaji a lezi ve ctverci ABC'D

o strané a tak, Ze ki se dotykd stran AD a CD a ko se dotykd stran BC a CD.

Dokazte, Ze asport jeden z trojuhelniki AS1S2, BS1Ss md obsah nejvyse % a?.

RESEN{. Usecky AS, a BS; lezi na thlopfickach daného étverce, jsou tedy navza-
jem kolmé a protinaji se ve stfedu P C¢tverce. Plati

‘Dsl‘ =T \@, ’le\ = (a—ﬁ)\/i ‘Psl‘ = (2 —7’1> \@,

a
CSal =72 V2 |ASo| = (a—ra)V2 |PSe| = (5 —72) V2

Proto mé trojuhelnik AS;S5 obsah

1
Sasis, = 5|ASa| - [PS1] = (a —12) (% - 7“1)

a trojihelnik BS7.S55 obsah

1 a
SBs18; = §‘BSI| [PSa| = (a—r1) (§ _7“2) )

Soucet obou obsahti je

a a 3
S =(a—rs) <§ - 7“1) + (a—1r1) (5 - 7“2) =a? — ga(rl +ry) + 2r179.

Oznacme K bod dotyku kruznice k; se stranou AD, H a L body dotyku kruznice ks
se stranami C'D a BC a M prusecik pfimek KS; a HSs (obr.1).

2
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. k2
P
k1
A B
Obr. 1

Podle Pythagorovy véty pro trojuhelnik S M .Ss je
(a—ry — 7“2)2 +(r, — 7“2)2 = (r1 + 7“2)2-
Odtud dostavame

(a—11 —19)? = dri7o,

a—1ry—1r9 =2 r1ro,
a=r1+r2+2yrirg = (\/E-F\/Ef = 4\/r172

¢ili )
a

riry < —.

2 =16

Délka tsecky DC' ziejmé nemiize byt veétsi nez délka lomené cary K.S;52L, takze
2r1 + 2ry 2 a.

(To vyplyvé iz rovnosti a = ry +re+24/7172, protoze podle AG-nerovnosti je 21/r1ry <
< ry 4+ ry.) Proto

3 3 1 3
S=a*—Za(r, +r 2rire £ a® — ~a* + Sa® = Zd®.

5 (r1+r2)+2rirg < 1 + 3 3
To znamend, ze aspon jeden z obsaht Sags,s,, SBs,s, je nejvyse %az_

Jiné reseni. MuZeme polozit a = 1. Rozdil obsahu trojuhelniki AS;S; a BS1.S;
je (podle vyjadieni z ptivodniho FeSeni)

SAS18, — 5BS, S, = (1—7’2)<% —7’1> - (1 —7’1)<% —7’2> = %(7”2 —71).

Bez jmy na obecnosti 1ze pfedpokladat, ze 1 = ro. Potom Sag, s, < Sps, s, Pocitejme
tedy obsah trojihelniku AS;Ss. Podle Pythagorovy véty je (1 —71 —72)2 + (r1 —re)? =

= (r1 + r2)?, odtud \/E—l— \/E = 1, takze ro = (1 — \/1“71)2 Oznatme r = \/1“71
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a
<z< ﬁ . Obsah trojthelniku AS; S,

z druhé strany plati r; < %, protoze

Z nerovnosti r{ +ry = % ary = re vyplyvary 2 %

kruznice k; lezi ve ¢tverci ABC' D. Odtud plyne %

se 1 1 ry
S 45152 :(1—T2)<§—T1> :5—7“1—54—7“17“2:
:%—a:2—§(1—a:)2+:c2(1 r)? = 4—2x3—%m2+x;
S P N Y P
D) S )]s

diky tomu, ze % <i<z<iV2c % Proto Sas,s, = %.
NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Dokazte, Ze pro poloméry r1, 7o plati nerovnost r1+rg = %a arovnost \/71++/72 = Va.

2. Ozna¢me G ten bod stfedni pricky ¢tverce ABCD rovnobézné se stranou AD, jehoz
vzdalenost od strany AB je trojnidsobkem vzdalenosti od strany C'D. Dokazte, ze G
lezi ve vnit¥ni oblasti kruznice ki, pravé kdyz r1 > %a.

3. Dokazte, ze nemohou soucasné platit nerovnosti r; > %a ary > ia.

4. Dokazte, Ze obsah trojahelniku AS7S2 je mensi nez obsah trojuhelniku BS1S2, pravé
kdyz r1 > ra.

5. Dokazte, Ze aspon jeden z trojuhelnikiu AS;S2, BS1S2 mé obsah nejméné %aZ.

6. Je déna kruznice k1(S1,71) a kruznice k2(S2,7r2), kde r2 < r1. Tyto kruznice maji
vnitini dotyk v bodé A. Sestrojte kruznici k3, kterda ma vnitini dotyk s kruznici ki,
vnéjsi dotyk s kruznici k2 a dotyka se pfimky AS;. [15—-A-1I-3]

7. Dvé kruznice k1(S1,71) a k2(S2,r2) se vné dotykaji a lezi ve ¢tverci ABCD o strané a
tak, Ze k1 se dotyka stran AD a CD a kg se dotyka stran BC a AB. Vypocitejte obsah

trojuhelniku AS1Ss. [%(\/i —1)a?]



5. Oznacéme I stred kruznice vepsané trojuhelniku ABC'. KruzZnice, kterd prochdzi vr-
cholem B a dotykd se primky Al v bodé I, proting strany AB, BC postupné v bodech
P, Q. Prusecik primky QI se stranou AC oznacme R. Dokazte, Ze plati

[AR|-|BQ| = |PIJ.

RESENT. Ozna¢me «, 3, v velikosti vnitinich hlf trojuhelniku ABC' pii vrcholech
A, B, C a J priiseéik piimky Al se stranou BC (obr.2). Uhel PBI je obvodovy tihel
prislusny k tétivé PI a tthel QBI je obvodovy thel ptislusny k tétivé IQ). ProtoZe oba
tyto obvodové tihly maji stejnou velikost % 0B, maji tsecky PI a I() stejnou délku.

C

Obr. 2

Usekovy tihel JIQ je shodny s obvodovym tthlem QBI, jeho velikost je proto % 8. Ze
shodnosti vrcholovych thla potom vyplyva [<RIA| = %ﬁ . Stejnou velikost mé i isekovy
thel PI A, jenz je shodny s obvodovym tthlem PBI. Déle plati |<RAI| = |« PAI| = %a.
Podle véty usu jsou trojuhelniky RIA a PIA shodné, a proto |RI| = |PI|.

Uhel QIB mé tedy velikost

|XQIB| = 180° — |x AIB| — |xJIQ| = 180° — (90° + %) - g _
B oyy_«
=90° — (5 + 1) =7 = |xRAI
%0 (2+2> y = [RRAI

Velikost tthlu QIB se da urdit i nasledovné: Podle véty o usekovém uhlu plati
XAIP| = L3 = |%IPQ|. Ze shodnosti stiidavych thlii vyplyvi AI || PQ. Odtud
|¥QPB| = |<IAB| = ja a ze shodnosti obvodovych thli méme |<QIB| = ;o

Ze shodnosti thlt [<QIB| = |[<RAI| a |<QBI| = |<RIA| vyplyva podobnost
trojahelniki AIR ~ IBQ neboli |[AR|/|RI| = |IQ|/|QB|, takze

|AR|-|QB| = |RI| - [IQ| = |PI*.

K dtkazu podobnosti trojuhelnikt ATR a IB(@ muze poslouzit i rovnoramennost
trojihelniku C'RQ), v némz je totiz osa thlu soucasné téznici.
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NAVODNE A DoPLNuJict ULOHY:
1. Dokazte, Ze v dané situaci plati:
a) |xJIQ| = |¥RIA| = |xPIA| = |xIPQ| = |xPBI| = |xQBI| = 3 4;

b) PQ || AL

) |¥QIB| = |¥QPB| = |xIAP| = |xRAI| = }o;
d) |CR[=|CQ|;

e) |¥BQR| = [xARQ| = 90° + 3.

2. Do kruznice k je vepsan ctyruhelnik ABCD, jehoz uhlopficka BD neni prameérem.
Dokazte, ze prusecik pfimek, které se kruznice k dotykaji v bodech B a D, lezi na
pfimce AC, pravé kdyz plati |AB| - |CD| = |AD| - |BC|. [51-A-1I-3]

3. Je dan rovnobéznik ABCD s tupym thlem ABC'. Na jeho uihlopfiéce AC v poloroviné
BDC zvolme bod P tak, aby platilo |xBPD| = |xABC|. Dokazte, ze pfimka CD je
teénou kruznice opsané trojuhelniku BC P, pravé kdyz tsecky AB a BD jsou shodné.
[69-A-11-2]

4. Necht M je libovolny vnitini bod prepony AB pravouhlého trojuhelniku ABC.
Oznaéme S, S1, S2 stfedy kruznic opsanych po fadé trojuhelnikim ABC, AMC, BMC.

a) Dokazte, ze body M, C, S1,S2 a S lezi na jedné kruZznici.
b) Pro kterou polohu bodu M m4 tato kruznice nejmensi polomér? [56—A-11-3]

5. Necht L je libovolny vnitini bod kratsiho oblouku kruznice opsané ¢tverci ABCD.
Ozna¢me K prusecik piimek AL a CD, M prusecik piimek AD a CL a N prusecik
pfimek M K a BC. Dokazte, ze body B, L, M, N lezi na jedné kruznici. [53—A-III-5]



3. V pravouhlém trojuhelniku ABC s pieponou AB a odvésnami délek |AC| = 4
a |BC| = 3 lezi navzajem se dotykajici kruznice kq1(S1,71) a k2(Se2,72) tak, ze ky
se dotyka stran AB a AC a ko se dotyka stran AB a BC. Urcete poloméry r1 a 79,
jestlize plati 4r; = 9rs.



3. Pfepona AB maé podle Pythagorovy véty délku |AB| = 5. Pfi obvyklém oznaceni
velikosti 1hli a stran proto plati cosa = %, cos 3 = %,

¢ o 1+ cosa 3

CO - = —_—

g2 V 1—cosa ’
I} 1+ cosf

cotg — =4/ ——— =2
2 1—cosf

Protoze podle zadani lezi obé kruznice k1, ko celé v trojuhelniku ABC, museji mit
vnéjsi dotyk — kdyby mély vnitini dotyk (v bodé piepony), byla by vétsi kruznice
protata odvésnou dotykajici se mensi kruznice. Ozna¢me D a E dotykové body kruz-
nic k1 a ko se stranou AB a F kolmy prumét bodu Sy na tsecku S;D (obr. 1, podle
predpokladu je r; > r2). Podle Pythagorovy véty pro trojuhelnik F'S2S; plati

(Tl +’I“2)2 = (Tl —7“2)2 + |DE|2,
odtud |DE| =2+ \/r172.

C
k1
Si
T1 k2
r =S
/2 /\ B/
A D FE B
Obr. 1

Z rovnosti |AB| = |AD| + |DE| + |EB| mame

o
¢ = 71 cotg 3 + 2. /rire + 179 cotgg =3r1 +2-/riry + 2ry,
a protoze r; = %7‘2, dostavame

27
ZTQ + 319 + 2r9 = 5,

a tedy
20 45

T2:Z7, T1:Z7.

Pozndmka. Obé kruznice s ur¢enymi poloméry skutecné lezi v trojuhelniku ABC,
nebot kruznice mu vepsana ma polomér ¢ = ab/(a + b+ ¢) = 1, zatimco obé& hodnoty
r1, T2 jsou mensi nez 1.



Jinou moznost, jak vypocitat hodnotu cotg %oz, poskytuje pravouhly trojithelnik
ATS, kde S je stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC a T bod dotyku této kruznice
se stranou AB. Plati
‘ g_jATy_b+c—a_3.
Y TIST T 20 7

podobné
6 a+c—0D
tg - = —— =2.
cotg 5 50
A dalsi moznost: V pravouhlém trojthelniku X CB s odvésnami délek | XC| = c+b,
|CB| = a mé thel BXC velikost $a (pfi umisténi bodu X na polopfimku CA totiz
vznikne rovnoramenny trojihelnik X BA), a proto
a c+b 6 c+a

tg — = dobné tg — = .
cotg 3 a podobné  cotg 5 2

Za Gplné feseni udélte 6 bodi. Dejte jeden bod za vyjadreni |DE| = 2 - /r1r2, jeden bod za rovnosti
|AD| = ri cotg %a, |BE| = racotg %,8, dva body za vypodet hodnot cotg %a a cotg %ﬁ, jeden bod
za sestaveni rovnosti ¢ = r1 cotg %a + 2. ,/rir2 + ra cotg %B, jeden bod za vypocet poloméra ri, ra.
Ovéreni, ze kruznice s témito poloméry lezi v trojuhelniku ABC, miiZe v jinak Uplném feSeni chybét,
stejné jako ivodni konstatovani o vnéjsim dotyku zkoumanych kruznic.



3. Vrovnobéziniku ABCD se stredem S oznacme O stred kruznice vepsan€ trojuhelniku
ABD a T bod jejiho dotyku s uhloprickou BD. Dokazte, Ze primky OS a CT jsou
rovnobézneé. (Jaromir Simsa)

Reseni. Ozna¢me a = |AB|, b= |AD| a c =|BD)|. Piipad a = b je trividlni (tehdy obé&
piimky OS a CT splyvaji s pfimkou AC'), budeme proto dale predpokladat, ze a > b
(v pfipadé a < b sta¢i vyménit oznaceni vrcholti B a D).

Ozna¢me T’ obraz bodu T' v soumérnosti podle stfedu S (v niz A je obrazem
bodu (). Protoze CT || AT, je nasim cilem dokazat, ze OS || AT'. Dosdhneme toho
ovéfenim stejnolehlosti trojuhelnikit AT'E a OSE, kde FE je priisecik polopiimky AO
s uhlopfickou BD (obr.1). Diky pfedpokladu a > b a tomu, ze AE je osa uhlu BAD,
lezi bod E mezi body S a D stejné jako bod T (ten jakozto kolmy pramét bodu O lezi
mezi body E a D), zatimco bod T” lezi mezi body S a B.

C

Obr. 1

Potfebnou (i postacujici) rovnost poméru
|AO|  |T"S]
|OE|  |SE|
dokézeme tak, ze je vyjadfime pomoci délek a, b, c. Jak je znamo,
b+c—a c b+c—a a-—->b
_ to |T'S|=|TS|= = — = .

Z vlastnosti os thli v trojihelnicich ABD a AED plynou rovnosti
|BE|:|ED| =|AB|:|AD| a |AO|:|OFE|=|AD|:|DE|,

z nichZ postupné dostaneme

|DT| =

ac be
|BE| a+b a |DE| a+b’
ac ¢ cla—Db)
FE|=|BE|—-|BS| = ——=——2Z
|SE| = |- 1B5] a+b 2 2(a+0d)’
|AO| B |AD| b a+b
|OE|_|DE|_ be ¢
a+b

Poslednim zlomkem jsme vyjadfili hodnotu levé strany (1). Ukazme, Ze stejnou hodnotu
ma i prava strana:

a—>b
7'S| 2 _a+b
ISE|  c¢la—b) ¢
2(a+0b)

Tim je dikaz tvrzeni Glohy uzavren.



Jiné Feseni. Oznacéme 7" bod dotyku kruznice vepsané trojihelniku DBC se stra-
nou BD. To je, jak je zndmo, soucasné bod, v némz se strany BD dotyk4 kruznice k'’
pripsana trojuhelniku ABD. Ozna¢me p polomér kruznice k vepsané trojuhelniku ABD
a ¢’ polomér kruznice k’. Bod E leZi na spojnici stfedti kruznic k a &’ i na jejich spole¢né
tecné, je tedy stfedem stejnolehlosti obou kruznic. Proto plati rovnost

ET'| o a+b+c

|ET] o a+b—c
Oznacime-li |ST'| = |ST| =z a |SE| = y, mame
a+b

b
x—l—y:a—l— te a odtud z
r—y a+b—c Y c

takze
|[ET'| x+y a+b+c

\ES| oy c
Oznacime-li v velikost vysky trojuhelniku ABD y vrcholu A, plati
|[EA| v  a+b+c |ET|

|EO| o0 c - |ES|"

Tim je stejnolehlost trojuhelniktt EAT" a EOS, a tedy i rovnobéznost ptimek AT” a OS
dokézana.

Analytické FeSeni. Zvolme kartézskou soustavu soufadnic tak, aby A = [0,0],
B = [1,0], D = [a,}]. Potom C = [a+ 1,b], S = [3(a+1),1b]. Bod O ma stejnou
vzdéalenost od stran trojuhelniku ABD, proto jeho soufadnice vyhovuji soustavé rovnic
_br—ay —brx+(a—-1)y+b
Y va? + b? (a—1)2 4+ b?

Oznacime-li ¢ = \/(a — 1)2 4+ b2, d = Va? + b2, dostaneme

_[ a+d b }
Cle+d+1e+d+11

Déle
d \D-B 1 1—a)? /1-—
1%:B+(1— @t ) — [c+d+a—( @) w( “+1H.
c+d+1 c c+d+1 c c
Ovéreni linearni zavislosti vektoru
a+1 a+d b 2
so- [t bty
2 c+d+1"2 c+d+1

c—l—d+a—(1—a)2/c’b<1_ (1—a)/c+1)]

C—T:[ 1—
@t c+d+1 c+d+1

¢ili rovnosti

Ka+n@+d+1y—M—2@@+d—1;“):

- [(a+1)(c+d+1)—c—d—a+“‘C“)z}(cﬂz—n

je uz rutinni zalezitosti.



5. Je ddn rovnobéinik ABCD takovy, Ze paty K, L kolmic z bodu D po tadé ke
strandm AB, BC jsou jejich vnitinimi body. Dokazte, Ze KL || AC, prdvé kdyz

|<xBCA| + |xABD| = |¥xBDA| + |<ACD|.

(Jan Mazak)

Reseni. Stidavé tthly ABD a CDB jsou shodné (obr. 2), proto |<x BCA| + |xABD| +
+|xBDA|+|xACD| = 180°. Rovnost |x BCA| + |xABD| = |xBDA| + |xACD| tedy
plati, pravé kdyz

|XxBCA| + |£ABD| = 90°. (1)
D C
L
A K B
Obr. 2

Body K a L lezi na Thaletové kruznici s primérem BD. Obvodovy tthel BDK je
tedy shodny s thlem BLK, a proto (vzhledem k rovnosti stfidavych ahla ABD a CDB)

|XBLK| + |<ABD| = |xBDK|+ |xCDB| = 90°.

Piimky KL a BC jsou ovSem rovnobézné, pravé kdyz |<BLK| = |<xBCA]|, coz
je podle pfedchozi rovnosti ekvivalentni rovnosti (1). Tim je pozadovana ekvivalence
dokézana.



1. V obdélniku ABCD o stranach |AB| = 9, |BC| = 8 lezi vzajemné se dotykajici
kruznice k1(S1,71) a ko(S2,r2) tak, ze ki se dotykd stran AD a CD, ko se dotyka
stran AB a BC.

a) Dokazte, ze r1 + 19 = 5.
b) Urcete nejmensi a nejvétsi moznou hodnotu obsahu trojihelniku AS5;S5.



62. ro¢nik matematické olympiady

Resent tiloh klauzurni &sti skolniho kola kategorie A

1. a) Bodem S; vedme rovnobézku se stranou AD a jeji pruseéiky se stranami AB
a C'D ozna¢me M a N. Podobné vedeme bodem S5 rovnobézku s AB a jeji priseciky se
stranami AD a BC ozna¢ime K a L; prusecik pfimek KL a M N ozna¢me P (obr.1).
Podle Pythagorovy véty pro trojihelnik S; PS5 plati

(7’1 —I—T2)2 = (8—7“1 —7'2)2 +(9—7'1 _7“2)2 (1)
a odtud
(r1 +72)% — 34(ry + 7o) + 145 = 0,
(7'1 + 19 —5)(7“1 + 19 —29) = 0.
Protoze 2ry < 8, 2ry < 8 (prumér kruznic, které podle zadéani lezi celé v daném obdél-
niku, nemiize byt vétsi nez délka strany AD), musi platit 7y 4+ ro = 5.
D N C

k1

51

T
ko
J
A M Q B
Obr. 1

K P

b) Ozna¢me @ patu kolmice z bodu Sy na stranu AB, R patu kolmice z bodu S na
stranu AD a T prisecik pfimek @S2 a RSy (obr.1). Obsah S trojuhelniku AS3S; vy-
pocitame tak, ze od obsahu pravothelniku AQT R odecteme soucet obsahi pravotuhlych
trojahelnik AQSs, AS1R a S15:T:

1 1 1
S = (9—7“2)(8—7“1) — §T2(9—7‘2) — 57“1(8—7‘1) — 5(9—’!“1 —7"2)(8—7"1 —7“2) =
1 1 1 1
=72—9r1 — 8rg + 1179 — %7’2 + 57“% —4ry + 57“% — 36 + ?7(7“1 +79) — 5(7“1 +T2)2 =

9 9 1
:36—57“1—47"2:36—57"1—4(5—7“1):16—57“1,

kam jsme pii posledni tpravé dosadili za ro z rovnosti vy + ro = 5. Z ni a z nerovnosti
2r1 < 8, 2ry < 8 dale vyplyva, Ze oba poloméry 71, ro lezi v intervalu (1,4), a proto

1 31
=16 — = <14,*>;
S 6 27‘1 S 9



obsah mé nejmensi hodnotu 14, je-li 11 = 4 a ro = 1, a nejvétsi hodnotu %, jestlize
ry = 1la o = 4.

Jiné FeSeni. a) Oznacme « tthel PS35; (obr. 1). Z rovnosti |[AB| = |KP|+|PSa|+
+ |S2L| plyne 1 + (11 + 72) cosa + 1o = 9 ¢ili

(14+cosa)(ry +r2) =9. (2)
Podobné z rovnosti |AD| = |M P| + |PS1| + |S1N| vyplyva

(1 +sina)(ry +72) = 8. (3)
7 poslednich dvou rovnic vychazi

8(1+ cosa) = 9(1 +sina),

8cosa =1+ 9sina.

Umocnénim této rovnice a vyuzitim identity cos? @ = 1 —sin® o dostavame kvadratickou
rovnici pro sin «,
64(1 —sin® ) = 1 + 18sina + 81 sin® a,

145sin? o + 18 sina — 63 = 0.

Ta m4 diskriminant D = 182 + 4 - 63 - 145 = 9(36 + 28 - 145) = 32 - 212 a dva realné

kofeny —% a % Protoze « je vnitini tihel trojuhelniku, dostavame
. 3
SIn ¢ = 5,
a tudiz
+ 8 5
ry+ry = =
! > 14sina

b) Obsah S trojuhelniku AS5S; lze vypocéitat pomoci vektorového souéinu vektori
Sy — A a S; — A. Kartézskou soustavu soufadnic zvolme tak, aby platilo A = [0, 0, 0],
B =1[9,0,0], D = [0,8,0]. Potom Sy = [9 — ra,72,0], S; = [r1,8 — r1,0] a zkoumany
obsah S je

1 1 1
S = §|(SQ — A) X (Sl — A)| = 5[(9 — 7'2)(8 — 7'1) — T‘17“2] = 5(72 — 97“1 — 87"2) =

9
=36 — §T1 — 47’2.

Dostali jsme stejny vyraz jako v prvnim FeSeni, a tak tymz postupem zjistime, Ze zkou-

many obsah méa nejmensi hodnotu 14 a nejvétsi hodnotu %

Za uplné feSeni udélte 6 bodu. Jeden bod udélte za rovnici (1) nebo za soustavu (2), (3), dalsi bod
za uréeni souctu r1 + r2, tedy za ¢ast a) nejvySe dva body. Dva body dejte za vhodné vyjadieni
obsahu trojuhelniku AS2.S7 a zbyvajici dva body za urceni nejmensi a nejvétsi hodnoty obsahu vyuzitim
nerovnosti 1 Sry £4¢ 1S ry S 4.



3. Oznacéme I stred kruznice vepsané danému trojiuhelniku ABC'. Predpoklddejme, Ze
kolmice na primku C1I vedend bodem I protne primku AB v bodé M. Dokazte, Ze
kruznice trojuhelniku ABC opsand protne usecku C'M wve vnittnim bodé N a Ze
primky NI a MC' jsou navzdjem kolmé.

RESENI. Ukézeme nejdiive dvéma zptisoby, Ze pfimka M, tedy kolmice na p¥im-
ku CI v bodé I, je tecnou ke kruznici ABI (tak budeme znacit kruznice prochézejici
tfemi danymi body). Prvni postup zaloZime na znadmém poznatku, ze AIC a BIC
jsou tupé uhly velikosti 90° + % 3, resp. 90° + %a (ndvodna tloha 1). Proto zkoumana



kolmice M I k pfimce C1 svira s useckami Al a BI ostré uhly % 3, resp. %a,l tedy thly
shodné s obvodovymi ahly IBA, resp. IAB v kruznici ABI (obr. 1). To jiz podle véty
o shodnosti obvodovych a tisekovych thli znamena praveé to, ze primka M1 je te¢nou
kruznice ABI. Stejny zavér plyne ovSem okamzité z poznatku, Ze stfedem kruznice ABT
je stied toho oblouku AB kruznice ABC, ktery neobsahuje vrchol C' a kterym prochézi
pfimka CTI (osa vnitiniho thlu pfi vrcholu C trojihelniku ABC, navodna tloha 2).

Obr. 1

7Z dokézaného dotyku piimky M I s kruznici ABI vyplyvéa, ze bod M lezi na pfimce
AB vné tsecky AB a mé ke kruznici ABI kladnou mocnost m, jez ma dvoji vyjadieni
m = |MI|? = |[MA|-|MB|. Bod M tudiz lezi i ve vn&jsi oblasti kruznice ABC' (nebot
usecka AB je jeji tétiva) a mé k ni tutéz mocnost m = |MA| - |M B|. Tataz hodnota
m = |MI|? je viak mensi nez |[MC|?, jak plyne z pravotihlého trojihelniku C M.
Nerovnost |[MC|? > m tak znamena, Ze polopfimka MC mé s kruznici ABC kromé
bodu C spole¢ny jesté jeden bod N, ktery navic lezi mezi body M a C' (nebot z rovnosti
|MC| - [MN| = m plyne nerovnost |[MN| < |MC|). Prvni ¢ast tvrzeni tlohy je tak
dokéazana.

Nasim druhym tukolem je ukazat, ze tthel CNI je pravy. K tomu na dokizanou
rovnost |[MC| - |MN| = |MI|?> miZeme uplatnit nasledujici ,obraceni“ Eukleidovy
véty o odvésné M1 pravouhlého trojuhelniku CMI. Pata jeho vysky z vrcholu I na
preponu CM je takovy bod X tusecky CM, jehoz poloha je (diky Eukleidové vété)
jednozna¢né uréena rovnosti |[MC|-|MX| = |[MI|?. Je proto X = N a diikaz je hotov.
Bez uziti Eukleidovy véty lze argumentovat takto: Protoze pifimka MI se v bodé I
dotykéa Thaletovy kruznice sestrojené nad primérem C1I, ma bod M i k této kruznici
mocnost m = |MI|?, a proto na ni — diky rovnosti m = |[MC| - |MN| — lezi i bod N,
takze thel CNT je podle Thaletovy véty skutec¢né pravy.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Pomoci vnitfnich dhlad «, 8, 7 obecného trojuhelniku ABC s vepsanou kruznici
o stfedu I vyjadiete velikosti uhlt AIB, AIC, BIC. [Velikosti jsou po fadé 90° + %’y,

90° + %ﬁ, 90° + %a. Plyne to ze souctu vnitinich thla v jednotlivych trojuhelnicich

1 Z uréenych uhlt mezi pfimkou M a use¢kami AI a BI plyne, ze bod M (jehoz existence se
v zadani Glohy predpoklada) skutecné existuje, pravé kdyz plati %a #* %ﬁ neboli a # 3. S ohledem
na symetrii zadani muzeme pfedpokladat, ze plati o > (; bod M pak lezi — jako na nasem

obrazku — na prodlouZeni strany AB za vrchol A a je |[<IMA| = %a — %ﬁ
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AIB, AIC, BIC, nebot polopfimky AI, BI a CI jsou osami vnitfnich thla trojihel-
niku ABC']
Pied fesenim nasledujici tlohy si zopakujte ucebnicové poznatky o stfedovych, obvo-
dovych a tsekovych thlech.
. Pro obecny trojuhelnik ABC' s vepsanou kruznici o stfedu I dokazte, Ze poloptimka CT
protne oblouk AB kruznice opsané v takovém bodé S, ktery mé od bodu A, B, I stejnou
vzdalenost. [Rovnost |SA| = |SB| plyne z rovnosti obvodovych thlat ACS a BCS;
rovnost |SA| = |SI| je disledkem toho, Ze v trojuhelniku AIS maji oba vnitini Ghly
u vrcholi A a I tutéz velikost rovnou %a + %fy neboli 90° — %ﬂ]
Zopakujte si dale ucebnicovy poznatek o vSech se¢ndch dané kruznice prochéazejicich
danym bodem, ktery je vyjadfen veli¢inou zvanou mocnost bodu ke kruznici. Dobré
pouceni a fadu ukazek uziti najdete v ¢lanku T. Nedevova: Mocnost bodu ke kruznici,
Rozhledy matematicko-fyzikalni, roé. 87(2012), ¢. 2, str. 9-17.
. V roviné je dan pravouhly lichobéznik ABCD s delsi zakladnou AB a pravym uhlem
pfi vrcholu A. Oznaéme k; kruZnici sestrojenou nad stranou AD jako nad pramérem
a k2 kruznici prochézejici vrcholy B, C' a dotykajici se pfimky AB. Maji-li kruznice k1,
ko vnéjsi dotyk v bodé P, je pfimka BC' te¢nou kruznice opsané trojuhelniku CDP.
Dokazte. [52-B-11-4]
. Do kruznice k je vepsan ¢tyfahelnik ABC D, jehoz uhlopficka BD neni prumérem. Do-
kazte, ze prusecik primek, jez se kruznice k dotykaji v bodech B a D, lezi na pfimce AC),
pravé kdyz plati |AB| - |CD| = |AD| - |BC|. [51-A-1I-3]
. Je dan rovnobéznik ABCD s tupym thlem ABC. Na jeho tthlopticce AC v poloroviné
BDC zvolme bod P tak, aby platilo | xBPD| = |xABC|. Dokazte, ze pfimka CD je
te¢nou ke kruznici opsané trojuhelniku BC P, pravé kdyz usec¢ky AB a BD jsou shodné.
[69-A-11-2]
. V trojuhelniku ABC, ktery neni rovnostranny, oznacme K prusecik osy vnitiniho
thlu BAC se stranou BC a L prusecik osy vnitfniho thlu ABC se stranou AC. Déle
ozna¢me S stfed kruznice vepsané, O stfed kruznice opsané a V prusecik vysek troj-
thelniku ABC'. Dokazte, ze nasledujici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni:

a) Pfimka KL se dotyka kruznic opsanych trojuhelnikim ALS, BVS a BKS.

b) Body A, B, K, L a O lezi na jedné kruznici. [55-A-III-3]
. Jsou dény kruznice k, I, které se protinaji v bodech A, B. Ozna¢me K, L po tadé
dotykové body jejich spolecné tecny zvolené tak, ze bod B je vnitinim bodem troj-
thelniku AK L. Na kruznicich k a [ zvolme po fadé body N a M tak, aby bod A byl
vnitfnim bodem tsecky M N. Dokazte, ze ctyithelnik K LM N je tétivovy, pravé kdyz
pfimka M N je te¢nou kruznice opsané trojuhelniku AK L. [60—A—1-3]
. Ozna¢me [ stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC. KruZnice, kterd prochéazi vrcho-
lem B a dotyké se pfimky AI v bodé I, protina strany AB, BC' postupné v bodech
P, Q. Prusecik primky QI se stranou AC ozna¢me R. Dokazte, ze plati

|AR| - |BQ| = |PI|*.

[62-A-1-5]



6. V roviné daného trojuhelniku ABC' urcete vsechny body, jejichZ obrazy v osovych
soumérnostech podle primek AB, BC, C'A tvori vrcholy rovnostranného trojuhel-
niku.

RESENI. Vedeni zadanim tlohy, zvolime jakykoliv bod X roviny ABC a sestrojime
jeho obrazy X,, X3, X, v osovych soumérnostech podle pfimek BC, CA, AB (obr.6).
Abychom mohli posoudit otazku, kdy dostaneme rovnostranny trojahelnik X,X,X,,
dokazeme nejprve, ze pro vzajemné vzdéalenosti jeho vrcholu plati obecné (tj. bez ohledu
na volbu bodu X) vzorce

| XoXp| =2|XC|siny, |XoX.| =2|XB|sing, |XpX.|=2|XA|sina, (1)

ve kterych a, (3, v je obvyklé oznaceni vnitinich uhla trojuhelniku ABC.



0O——— —— — — — =

&

Obr. 6

Jisté staci dokazat pouze prvni rovnost v (1). Ta je zfejmé v pfipadé X = C, nebot
tehdy plati X, = X, (= X). V pfipadé X # C je XC prumérem Thaletovy kruznice
z obr.6, na niZz lezi vyznacené kolmé pruméty P,, P, bodu X na pfimky BC, CA.
Protoze tétivé P, P, ptislusi obvodové thly ~ a 180° — +, ze sinové véty plyne rovnost
|P,Py| = | XC|sin~y. S ohledem na to, ze tse¢ka X, X} je zfejmé obrazem tétivy P, P,
ve stejnolehlosti se stfedem v bodé X a koeficientem 2, plati | X, Xp| = 2|P, P/, ¢imz
jsou rovnosti (1) dokazany.

Ze vzorcu (1) vyplyva, Ze nasi tlohou je najit pravé ty body X roviny ABC, pro
néz plati

2| X Alsina = 2|XB|sinf = 2|XC|siny >0
(pravé tehdy je totiz trojuhelnik X,X,X. rovnostranny). Jinak vyjadieno, hleddme

body X, jejichz vzdalenosti od vrcholi A, B, C jsou kladné a splnuji timéru

11 1 1 1 1

XA|:|XB|:|XC| = : : = : :
| [+ [+ | sina sinf siny  |BC| |AC| |AB|

(kvali dalsimu vykladu jsme vyuzili sinovou vétu a presli od sint uhla k délkdm protéj-
sich stran v AABC). Pravé takové body X sestrojime jako spolecné body néasledujicich
t¥1 Apolloniovych kruznic, presnéji mnozin bodd X zadanych rovnicemi

|XB|] _|AB| | XAl |AB| XAl JAC| ()
“ x| JAc|” """ |xc|  |BC|” "¢ |XB| |BC|

pfitom je ziejmé, ze libovolnym priise¢ikem dvou téchto kruznic bude prochéazet i kruz-
nice tfeti.* Z rovnosti v (2) je patrné, ze A € k,, B € ky a C € k.. To usnadiiuje prak-
tickou konstrukci téchto tii kruznic: jsou-li AK, BL, CM pticky trojuhelniku ABC,
na kterych lezi osy jeho vnitinich ahla (obr.7), lezi na kruZnici k, nejen bod A, ale
i bod K (v dusledku dobfe znamé tméry |[KB| : |[KC| = |AB| : |AC|), takze stfed kruz-
nice k, muZzeme sestrojit jako prusecik osy tsecky AK s pfimkou BC (neni-li ovSem

4 Neékteré z téchto mnozin (jedna nebo tfi) mohou byt pfimkami namisto kruznicemi. Budeme se
tomu vénovat pozdéji pfi diskusi o poctu Feseni.
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|AB| = |AC|, kdy k, je osa strany BC'). Podobné uzitim os usec¢ek BL, C'M uréime
stredy kruznic kp, k.. Na obrazku 7 vidime situaci, kdy kruznice k,, kp, k. maji dva
spole¢né body X, Y, a nase tiloha tak m4 dvé feSeni.® Jsou na ném vykresleny i odpovi-
dajici rovnostranné trojuhelniky X, X, X, a Y,Y,Y.. Neni ndhoda, Ze jejich vrcholy lezi
po jednom na odpovidajicich kruznicich k,, k, a k., nebot stfedy téchto kruznic lezi na
osach dotyénych soumérnosti.

\ Ye

Obr.7

I kdyz je zadana tuloha konstrukcéné vyresena, musime jesté posoudit otazku, kolik

mé uloha FeSeni, tedy otdzku poctu spoleénych boda Apolloniovych kruznic ke, kp, ke
(jak vime, stac¢i vzit dvé z nich). Odpovéd podame v nasledujicim oddilu; vypomizeme si
pritom opét poznatkem o existenci pricek vychoziho trojuhelniku ABC, jez jsou zaroven
tétivami zkoumanych kruznic; zachovame i jejich oznaceni AK, BL, CM z obrazku 7.

2)

b)

Diskuse.

Je-1i trojuhelnik ABC' rovnostranny, jsou k, ks, ki osy jeho stran, a tloha tak ma
jediné Teseni, kterym je stfed daného rovnostranného trojuhelniku.

Je-li trojuhelnik ABC rovnoramenny a plati-li napfiklad |AB| # |AC| = |BC|, je
k. osa jeho zékladny AB, kterd protne kruznici k, ve dvou bodech, nebot protina
jeji tétivu AK, a tedy i oba jeji oblouky AK. Pro rovnoramenny trojihelnik ABC),
ktery neni rovnostranny, ma tudiz tloha vzdy dvé feseni.

Je-li trojuhelnik ABC' raznostranny a je-li naptiklad AB jeho nejdelsi strana (jako
na obr. 7), maji kruznice k,, ks, jak ukdzeme, dva spole¢né body. Protoze kruznice k,
je dana rovnici |XB|/|XC| = |AB|/|AC| > 1, lezi bod B v jeji vnéjsi oblasti
a bod C' v jeji vnitini oblasti. Proto ve vnitini oblasti k, lezi i cela tisecka AC
(s vyjimkou bodu A), tedy i jeji vnitini bod L. KruZnice k, tak protina tétivu BL
kruznice kp, a proto se protinaji i obé kruznice. Pro riznostranny trojuhelnik ABC
ma tudiz uloha vzdy dvé feSeni.

Jak uvidime za okamzik, dvé feSeni zadané ulohy budou existovat, kdykoliv vychozi trojuhelnik
ABC nebude rovnostranny. Netrividlnost tohoto poznatku nepfimo podporuje i skuteénost, ze
obé feseni X a Y na obr. 7 lezi vné trojuhelniku ABC.
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NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
Soutézni uloha se vztahuje k studijnimu tématu tohoto ro¢niku MO kategorie A, kterym
jsou Apolloniovy kruznice, neboli kruznice, jez spojujeme s nasledujicim tvrzenim.
Predpokladejme, ze v roviné m jsou dany dva ruzné body A, B a Ze je rovnéz dano
kladné cislo \ # 1. Pak mnozina

M={X ex; |AX|:|BX| = A}

je kruznice se stfedem na piimce AB. Pravé tato mnozina M se nazyva Apolloniovou
kruznici (p¥islusnou danym bodiim A a B a danému poméru ).

Ditkaz uvedeného tvrzeni pfedkladdme nize jako ndvodnou tdlohu 1 (opatfenou Fese-
nim). Dodejme jesté, ze v pfipadé poméru A = 1 je M zfejmé osa usecky AB. Pro
podrobnéjsi sezndmeni s tématem doporucujeme text na str. 11-14. brozurky L. Bocek,
J. Zhouf: Mdte rdadi kruznice?, Prometheus, Praha, 1995.

1. Dokazte vySe uvedené tvrzeni o mnoziné M bodu v roviné. [Nejprve ukdZzeme, Ze pro
libovolny bod X € M, ktery nelezi na pfimce AB, plati: Osy vnitiniho a vnéjsiho
thlu pti vrcholu X trojuhelniku ABX protinaji piimku AB po fadé v bodech P a @,
které nezavisi na vybéru bodu X a které samy patii do mnoziny M (jsou to jediné dva
body z M, které na pfimce AB lezi). Skuteéné, ze sinové véty pro trojuhelniky APX
a BPX plyne |AP| : |AX| = sin %7 :sinp a |[BP| : |BX| = sin %’y : sin(180° — o),
kde v = |XAXB| a ¢ = |XAPX]|, odkud |AP| : |BP| = |AX]| : |BX| = X. Podobné
se odvodi i druhd taméra |AQ| : |BQ| = A. Z dokdzaného tvrzeni o bodech P a @
vyplyva, ze kazdy bod mnoziny M nutné lezi na Thaletové kruznici sestrojené nad
(fixnim) primérem PQ. Zbyva ukdzat opaéné tvrzeni o tom, ze kazdy bod X této
kruznice patfi do mnoziny M, zZe tedy spliiuje uméru |[AX| : |BX| = X. K tomu podle
predchoziho staci predpokladat, ze X nelezi na pfimce AB, a dokazat rovnost velikosti
ahlt v1 = |[XPXA| a v2 = |xPXB)|. Provedeme to v pfipadé A > 1, kdy uvazované
body lezi na p¥imce v poradi A, P, B, Q (pfipad 0 < A < 1 se posoudi analogicky, nebo
se prohozenim bodu A, B piejde od poméru A k poméru 1/)\.) Protoze thly AXQ,
BXQ maji po fadé velikosti 90° + ~1, 90° — ~2, ze sinové véty plynou rovnosti

|AP)| |AX|sin~y1 |AQ| |AX]| cosv1
= = a = = R
|BP| |BX]|sin~y2 |BQ| |BX|cosvy2

ze kterych vychézi tgy1 = tgy2, neboli v1 = 2. Cely dlikaz tvrzeni o mnoziné M je
hotov.]

2. V roviné 7 jsou dény Ctyii rizné body A, B, C, D nelezici na stejné pfimce. Sestrojte
vSechny body X € m, pro néz plati AABX ~ ACDX. [Koeficient A\ = |AB| : |CD]| ky-
zené podobnosti zndme; proto hledané body X sestrojime jako priseciky dvou Apollo-
niovych kruznic: prvni z nich pfislusi bodim A, C' a poméru A, druhd bodum B, D
a témuz poméru \.|

3. V roviné 7 jsou dany ¢tyii ruzné body A, B, C, D lezici v tomto pofadi na jedné pfimce.
Sestrojte vSechny body X € m, pro néz jsou uhly AX B, BXC, CX D navzajem shodné.
[Hledané body X jsou pruseéiky dvou Apolloniovych kruznic: prvni z nich ptislusi
bodiim A, C' a prochézi bodem B (ten tedy urcéuje pfislusny délici pomér), druhd
pfislusi bodum B, D a prochazi bodem C.]
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2. V roviné jsou dany dvé kruznice k1(S1,71) a ko(S2,72), kde |S1S2| > r1+ro. Najdéte
mnozinu vSech bodt X, které nelezi na pfimce 5152 a maji tu vlastnost, ze tsecky
51X, S2X protinaji po fadé kruznice k1, ko v bodech, jejichz vzdalenosti od ptimky
5155 se rovnaji.



2. V prvni casti feseni predpokladejme, ze X je libovolny bod, ktery ma pozadova-
nou vlastnost. Zfejmé musi lezet ve vnéjsi oblasti kazdé z obou kruznic. Body Sp, S2 a X
jsou pak vrcholy trojuhelniku, jehoZz strany S7 X, S2 X jsou protaty po fadé kruznicemi
k1, ko v bodech Y7 a Ya, které lezi na téze rovnobézce s pfimkou 5152 (obr.1). Proto
i body Y7, Ys, X jsou vrcholy trojuhelniku, ktery je podobny trojuhelniku S7.55X podle
véty uu, tudiz pro jejich strany plati Gmeéra

| XY1] _ | XYs| 1)
| XS] | XSa|’
kterou diky rovnostem
|XY1|:|X51|—?"1 a ’XY2|:‘X52’—7"2 (2)

prevedeme na iméru pro délky tsecek X S7 a X Ss:

| XS1| =11 _ | X Sa| — 72

IXS:| XSy
takze
|XSl| T1
=L 3
|X52| T2 ( )

Obr. 1



Mnozinu bodid v roviné s danymi body S; a S, jez maji vlastnost (3), zname:
pro r1 = ry je to osa tsecky S1S52 a pro r1 # ro je to Apolloniova kruznice. Ta je
urcena svym primérem H; Hs na pfimce 5152, na niz jsou H; a Hs jediné dva body X
s vlastnosti (3). Z té navic plyne, Ze jde o stfedy stejnolehlosti kruznic k; a ks.

V druhé casti feseni budeme naopak pfedpokladat, ze bod X je libovolny bod
Apolloniovy kruznice uréené rovnici (3), ktery je rizny od jejich prusecika Hi, Hs
s pfimkou S7.55. Vzhledem k predpokladiim tlohy lezi body H;, Hs ve vnéjsi oblasti
obou kruznic, takze tam lezi i pfislusna Apolloniova kruznice, nebot jeji priumér obsahuje
prumér jedné z danych kruznic (té s mensim polomérem) a s priamérem druhé kruznice
je disjunktni.

Body S1, Sz a X jsou tak vrcholy trojuhelniku, pfi¢emz |X S| > 1 a |XSs| >
> ro. Existuji tudiz body Y7 € ki, Y2 € ko lezici uvniti stran S1.X, SoX trojuhelniku
S152X. Proto pro né také plati rovnosti (2), diky nimz lze pfejit tentokrat od rovnice (3)
k rovnici (1). Jeji platnost znamend, Ze trojihelniky S;5:X a Y7Y2X jsou podobné
podle véty sus, a proto jsou tsecky 5152 a Y1Y5 rovnobézné. Body Y7, Y, tak maji od
primky 5755 stejné vzdalenosti, coz dokazuje pozadovanou vlastnost bodu X.

Odpovéd: Hledanou mnozinou bodit X je Apolloniova kruZnice uréené rovnici (3),
z niz jsou vylouceny oba jeji priseciky s primkou S155. V pfipadé r; = ry je hledanou
mnozinou osa usecky 5155 bez jejiho stredu.

Pozndmka. Potfebnou vlastnost Apolloniovy kruznice lze odvodit pfimo z rov-
nosti (3). Z rovnosti, kterd predchézi rovnost (3) a kterd je s ni ve skuteénosti ekvi-
valentni, pro libovolny takovy bod X plyne, ze oba vyrazy |XSi|—r1 a | X S2| —re maji
stejné znaménko. A protoze podle predpokladu ulohy je

(|X51| —7“1)—|— (|X82| —7“2) > |5152‘ — (7“1 +’I“2) > 0,

je |XS1| > r1 a |XS2| > ra, coZ znamend, ze nalezend Apolloniova kruznice lezi v pru-
niku vnéjsich oblasti obou danych kruznic.

Za uplné feseni udélte 6 bod, z toho za 4 body za diukaz, Ze kazdy vyhovujici bod X lezi na Apolloniové
kruznici a 2 body za obracené tvrzeni. Ze zadani tlohy je ihned patrné, Ze vsechny vyhovujici body X
museji lezet v priniku vnéjsich oblasti obou kruznic k1 a ko. Poznatek, Ze v tomto priniku lezi i nalezené
Apolloniova kruznice, by nemél v Gplném feSeni chybét. Za absenci tohoto poznatku strhnéte 1 bod.
Rovnéz strhnéte 1 bod, pokud fesitel v prubéhu feseni nebo v zavéru opomene situaci, kdy r1 = ra.



2. V roviné, v niZ je dana usecka AB, uvaZujme trojuhelniky XY Z takové, Ze X je
vnittnim bodem usecky AB, trojuhelniky X BY a XZ A jsou podobné (AXBY ~
~ NANXZA) abody A, B, Y, Z lezi v tomto poradi na kruznici. Najdéte mnozinu
stredi vsech usecek Y Z. (Michal Rolinek, Jaroslav Svréek)

Reseni. Podle zadéani lezi body Y a Z ve stejné poloroviné s hrani¢ni pfimkou AB.
Sestrojme obraz Y’ bodu Y v soumérnosti podle pfimky AB. Vzhledem k pfedpoklddané
podobnosti jsou thly X AZ a BY X shodné (obr. 1), takze je také |<BAZ| = |<BY'Z|.
7 této rovnosti ovsem podle véty o obvodovych thlech plyne, Ze na kruznici k£ opsané
trojuhelniku ABZ lezi nejen bod Y, ale i bod Y’. Pfimka AB jakoZto osa tétivy Y'Y’
tak prochéazi sttedem O kruznice k, takze tétiva AB je jeji pramér. Kruznice k = ABZ



tedy na volbé bodu Z nezélezi. Stted M jeji tétivy Y Z proto nutné lezi ve vnit¥ni oblasti
kruznice k. Z pravych ahlat OMZ a OMY (obr. 2) vidime, ze (mensi) tdhly AMO a BMO
jsou ostré, takze bod M nutné lezi v priniku vnéjsich oblasti Thaletovych kruznic nad
pruméry AO a BO. Ukazme, Ze obé nutné podminky na polohu bodu M uz spole¢né
vymezuji hledanou mnozinu.

Y’ Y’
Obr. 1 Obr. 2

Necht M je libovolny bod ve vnitini oblasti kruZnice k, pro néjz jsou oba tuhly
AMO a BMO ostré (tj. bod M lezi vné obou kruhii s praméry AO a BO). Pak zfejmé
kolmice k pfimce OM v bodé M protne kruznici k v poloroviné ABM , takze na jedné
z Thaletovych polokruZnic nad primérem AB vytne tétivu, jejiz krajni body mutzeme
oznalit Y a Z tak, aby A, B, Y, Z bylo pofadim bodi na kruznici k. Je-li Y’ obraz
bodu Y na druhé polokruznici v soumérnosti podle pruméru AB, pak pro prusecik X
usecek AB a Y'Z plati, ze trojuhelniky X BY a XZA jsou podobné podle véty uu.
Dtikaz je hotov.

Zdveér. Hledanou mnozinou je vnitfek kruhu s primérem AB a stfedem O bez obou
kruht s praméry AO a BO (obr. 3).

Obr. 3



5. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC. Oznacme k kruznici s prumérem AB. KruZnice,
kterd se dotykd osy uhlu BAC v bodé A a prochdzi bodem C, protind kruznici k
v bodé P, P # A. Kruznice, kterd se dotykd osy uhlu ABC v bodé B a prochdzi
bodem C, protind kruznici k v bodé Q, Q # B. Dokazte, Ze prisecik primek AQ
a BP lezi na ose uhlu ACB. (Peter Novotny)

ReSeni. Uvazované kruznice APC a BQC ozna¢me po fadé l4, I a viimnéme si tieba
druhé z nich (obr. 4, Ghly trojihelniku ABC znac¢ime obvyklym zpisobem).




Vysvétleme, Ze skutecné plati, co na obrazku vidime. Predevsim bod @) zrejmé lezi
v poloroviné BC'A, nebot pro body X tamniho oblouku BC kruznice g se tthel AX B
zvétsuje od (ostrého) tthlu «y po (tupy) thel 180° — /2, takze nabyva uvniti oblouku hod-
noty 90°. Protoze tisekovy thel pfislusny tomuto oblouku BC kruznice lg je roven /2,
je [«xBQC| = 180° — 3/2. Odtud | < AQB|+|<BQC| = 270° — 3/2 > 180°. Proto bod Q
lezi v poloroviné ACB, a tudiz i uvnitf trojuhelniku ABC, konvexni tthel AQC méa tedy
velikost 90° + 3/2. Oznac¢ime-li I stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC, bude mit
tthel AIC stejnou velikost, | AIC| = 180° — /2 —~/2 = 90° + /2. To ovSem znamena,
ze bod @ lezi na stejném oblouku AC kruznice kg = ACT jako bod I, takze primka AQ
je chordalou kruznic k a kp.

Druhé uvazovana piimka BP je analogicky chordalou kruznic k a k4 = BCI.
Priise¢ik obou primek AQ a BP ma tedy stejnou mocnost ke kruznicim k4 a kg, proto
lezi na jejich chordale, kterou je ptimka CI, tedy osa tthlu ACB. Dtikaz je hotov.

Pozndmka. Jesté jednim zpisobem vysvétlime, pro¢ bod @ lezi v poloroviné BC A.
Prusecik @ kruznic k a l g zfejmé musi lezet v poloroviné ABC' v thlu omezeném te¢nami
obou kruznic v bodé B. Pfitom vrchol C' ostrotihlého trojuhelniku ABC i stied Sp
kruznice Ip zfejmé lezi vné kruhu omezeného kruznici k. V trojuhelniku BSgpC' lezi sice
¢ast kruznice k, ale s vyjimkou bodi B a C' tam urcité nelezi zadny jiny bod kruznice /.
7Z toho je patrné, Ze bod ) musi leZet v poloroviné BC A.



2. Oznac¢me M stfed strany AB libovolného trojuhelniku ABC. Dokazte, Ze rovnost
|s<ABC| + |xACM| = 90° plati, pravé kdyz je trojuhelnik ABC rovnoramenny se
zékladnou AB nebo pravouhly s pfeponou AB.

3. Délky stran pravouhelniku jsou celé ¢isla x a y vétsi nez 1. V pravouhelniku vyzna-
¢ime rozdéleni na z - y jednotkovych ¢tverci a pak z néj svinutim a slepenim dvou
protéjsich stran zhotovime plast rotac¢niho véalce. Kazdé dva vrcholy jednotkovych
¢tvercli na plasti spojime tseckou. Kolik z téchto tsecek prochéazi vnitinimi body
tohoto valce? V pripadé = > y rozhodnéte, kdy bude tento pocet vétsi — bude-li
obvod podstavy valce roven x, anebo y?



2. V prvni ¢asti FeSeni budeme predpokladat, ze |<ABC| + |<ACM| = 90°. Pi
oznaleni ¢ = |[XACM]| a1 = |xBCM]| (obr. 1) je pak splnéna nejen rovnost |<ABC| =
= 90° — ¢, ale také rovnost | BAC| = 90° — 1, jak plyne ze souc¢tu uhla v AABC:

|xBAC| = 180° — |<ABC| — |<ACB| =
= 180° — (90° — ¢) — (p + ) = 90° — 2.

C

Obr. 1
Ze sinové véty pro trojuhelniky ACM a BC'M tak vyplyva

sin(90° — )  |CM|  |CM|  sin(90° — )
sin ¢ - |AM|  |BM| singy

Z porovnani krajnich zlomkt s ohledem na vzorec sin(90° — w) = cosw plyne rovnost
sin ¢ cos ¢ = sin cos 1 neboli sin 2¢ = sin 2¢). Protoze thly ¢ a v jsou ostré, oba thly
2¢p a 21 lezi v intervalu od 0° do 180°. Podle znamé vlastnosti funkce sinus rovnost
sin 2 = sin 21 tak znamena, Ze je bud 2¢ = 21, nebo 2¢+21) = 180°. V prvnim piipadé
(o = 1) je trojuhelnik ABC rovnoramenny se zékladnou AB, ve druhém piipadé (¢ +
implikaci, z nichz je slozena ekvivalence ze zadani tulohy.

Pii dtikazu druhé (snazsi) implikace nejprve predpokladejme, Ze trojuhelnik ABC
je pravouhly s pfeponou AB. Podle Thaletovy véty tehdy plati |[MB| = |MC]|, a tak
jsou shodné thly MCB a M BC' (neboli ABC'), odkud jiz plyne

|<XABC| + |« ACM| = |xMCB| + |« ACM| = |<ACB| = 90°.

Zbyva dokazat stejnou rovnost i za predpokladu, ze trojihelnik ABC je rovnoramenny se
zékladnou AB. Tehdy v8ak jsou trojuhelniky AC M a BC M shodné a maji pii vrcholu M
pravy uhel, takze plati

|XABC| + |[xACM| = [xMBC| + [*BCM| = 180° — |<xBMC| = 90°.

Tim je i dikaz druhé implikace ukoncen a celéd tloha je vyresSena.

Jiné fesSeni. Sestrojme kruznici k£ opsanou danému trojuhelniku ABC a jeho téz-
nici CM prodluzme za bod M do tétivy CC” kruznice k (obr. 2). Ze shodnosti obvodo-
vého tthlu ABC’ s obvodovym thlem ACC’ (neboli thlem AC'M) plyne, Ze soucet thlu
ABC a ACM ze zadani tlohy ma stejnou velikost jako thel C'BC’. Podle Thaletovy
véty je tato velikost rovna 90°, pravé kdyz tétiva CC’ kruznice k je jejim primérem.
To nastane, pravé kdyz stied S kruznice k bude lezet na polopfimce C'M. Pro takovou



situaci rozlisime pfipady S = M a S # M. Prvni pripad podle Thaletovy véty nastane,
pravé kdyz bude trojihelnik ABC pravouhly s pfeponou AB. Druhy piipad (C, M a S
jsou t¥i rtizné body lezici v pfimce) nastane, pravé kdyz bude pfimka M.S, jez je osou
usecky AB, prochéazet bodem C, tedy pravé kdyz bude trojihelnik ABC' rovnoramenny
se zékladnou AB (a pfitom uhel AC' B nebude pravy). Tim je dokadzana celd ekvivalence
ze zadani ulohy.

C’ C’
Obr. 2 Obr. 3

Pozndmka. V predchozim postupu bylo mozné namisto tétivy CC’ kruznice k vy-
uzit jeji te¢nu t v bodé C (obr. 3). Ze shodnosti obvodového tthlu ABC' s vyznacenym
usekovym thlem mezi tétivou AC a tenou t totiz plyne, Ze soucet ihld ABC a ACM
je roven 90°, pravé kdyz je tecna t kolmé k poloptimce C'M, tedy pravé kdyz na této
poloptimce lezi stied S kruznice k.

Za Uplné feseni udélte 6 bodi, z toho 5 bodd za prvni (obtiznéjsi) implikaci a 1 bod za oba ptipady
druhé (snazsi) implikace.

3. Hledany pocet tsecek, které prochazeji vnitinimi body valce, ur¢ime tak, Ze od
celkového poctu sestrojenych tisecek odecteme jednak pocet téch tsecek, které lezi na
plasti valce, jednak pocet téch tisecek, které lezi v nékteré z obou podstav valce.

Vypocet provedeme pro pfipad valce s obvodem podstavy x a vyskou y. Spojované
body jsou tedy na valci rozlozeny na x tiseckach po y+ 1 exemplafich, takze jejich pocet
je x(y + 1). Pro pocéet Py vSech sestrojenych tisecek proto plati vzorec

Py = (m(y—f— 1)) _ 2y +1)(zy+z—1)

2 2 ’

pocet P; tsecek lezicich na plasti mé vyjadieni

1 1
p—a (V7T _zy+ 1)y
2 2

a konecné pocet P» tsecek v obou podstavach je dan vzorcem

&:2-@) = a(x —1).



Odtud jiz pro hledany pocet P tsecek, které prochazeji vnitinimi body valce, dostaneme
hledany vzorec:

1 -1 1
P:PO_Pl_Pzzl’(y+ )(ﬂ;y+w )_w(y;r )y_m(m_l):

r(x —1)(y?+2y—1)
5 )

Pro odpovidajici pocet () tsecek, které prochazeji vnitinimi body druhého valce
s obvodem podstavy y a vyskou z, zfejmé plati analogicky vzorec

y(y — 1) (2% + 22 — 1).

@= 2

Pro porovnéni obou poé¢tit P a @ upravime jejich rozdil P — @ (s védomim, Ze ten
bude nésobkem dvojélenu = — y, nebot pro z = y ziejmé plati P = Q):

2P-Q) = —2)(y’ +2y—1) = (¥ —y)(@® + 22 - 1) =
= (2%y? — 2y + 22%y — 20y — 2?4+ 1) —
— (@ — 2Py + 22y® - 22y — y® +y) =
=3zy(z—y) — (z—y)(z+y)+(z—y) =
=(x—y)Bay—z—y+1).

V ptipadé x > y jako vétsi vyjde éislo P, nebof ukézeme, ze vyraz 3zy —x —y + 1
je kladny: z y = 2 méame 3xy = 6x, a proto

3ay—x—y—125x—y+1>4x+1>0.

Pozndmka. Popisme kratsi zptsob urceni hledaného poctu tsecek, a to opét pro
valec s obvodem podstavy = a vyskou y.

Kolmym primétem kazdé pocitané tsecky do podstavy je jedna z %x(az —1) tsecek,
které spojuji x bodd na hrani¢ni kruznici. Do jedné z téchto tiseCek se vzdy promitne
(y+1)% — 2 = % + 2y — 1 pocitanych tseéek, nebot y + 1 je pocet spojovanych bodt se
stejnym primétem a od soucinu (y + 1)(y + 1) je tfeba odecist ¢islo 2 za dvé spojnice
lezici v podstavach. Hledany pocet P je tedy roven

po =D+

Za Uplné feseni udélte 6 bodd, z toho 4 body za urceni poctu usecek s body uvnitt valce a dalsi 2 body
pak za zdivodnéni, ktery z obou poctl je vétsi. Prvni 4 body lze ¢astecné udélovat takto: po 1 bodu
za urcCeni Cisel Py, P1, P2 a 1 bod za spravny vysledny dopocet P.



2. V rovin€ je ddna primka q a bod A, ktery na ni nelezi. Urcete v této
roviné mnozinu stredu S vsech c¢tvercu ABCD takovych, Ze bod B lezi na
primce q.

RESENT. Uvazujme primku p, ktera prochazi bodem A a je kolmé na piimku
q. Oznac¢me P patu kolmice p. S kazdym c¢tvercem danych vlastnosti lze uva-
zovat Ctverec, ktery je s nim symetricky podle primky p a rovnéz vyhovuje
podminkam tlohy. Odtud plyne, ze vysSetfovand mnozina stredt S vSech ¢tverct
ABCD danych vlastnosti je rovinny utvar, ktery je symetricky podle piimky
p. Uvazujme nyni takovy ¢tverec, jehoz vrcholy jsou oznaceny A, B, C, D proti
sméru chodu hodinovych rucicek.
Dale rozlisime tii pripady polohy jeho vrchold C', D v roviné:

a) oba vrcholy C, D lezi v poloroviné ¢A (obr.2.1),

b) pouze vrchol D lezi v poloroviné gA (obr. 2.2),

¢) zadny z vrcholu C, D nelezi v poloroviné gA (obr.2.3).

V pripadé a) ozna¢me K, L po fadé paty kolmic ze stfedu S uvazovaného
¢tverce ABC' D na primky p, q. Vzhledem k tomu, ze plati [« ASB| = |« KSL| =
= 90°, je pravouhly trojihelnik BSL obrazem pravouhlého trojahelniku ASK
v otoCeni se stfedem S o thel +90°. Proto plati |[SK| = |SL|. Stejny zavér



b
D
C
K S
A B
Pl I B q
Obr. 2.1
b
A p D 0
B %
: C
\] P q
K
S
;A
D 0]
C B q
Obr. 2.3 Obr. 2.4

zdtivodnime obdobné i v pripadech b) a c) (obr. 2.2 a 2.3). Stfed S uvazovaného
¢tverce ABC'D tudiz vzdy lezi na ose o thlu K PL.

Naopak ke kazdému bodu S pfimky o Ize snadno sestrojit ¢tverec ABCD,
jehoz stfedem je bod S a jehoz vrchol B lezi na primce gq.

Zaver: Hledanou mnozinou bodi je dvojice vzajemné kolmych pifimek o
a o', které prochazeji bodem P a sviraji s pifimkami p a g thel 45° (obr.2.4).

JINE RESENI. VyuZzijeme vlastnosti obvodovych thli, a to pro vSechny t¥i
vysSe popsané pripady. I zde ukdzeme teseni pouze pro pripad z obr. 2.1.

Vzhledem k tomu, Ze plati [ ASB| = |<xAPB| = 90°, je mozno ¢tytthel-
niku APBS opsat kruznici. Odtud na zakladé véty o obvodovych thlech do-
stavame |KAPS| = |XxABS| = 45°. Stfed S uvazovaného ¢tyfthelniku ABC'D
lezi tedy na ose thlu APB.

JINE RESENI. Uvazujme libovolny bod B pfimky p (obr.2.5). Ke kazdému
takovému bodu mtzeme sestrojit ¢tverec ABC'D dvéma zptsoby. Protoze troj-

3



Obr. 2.5

thelnik ASB, resp. AS’B je rovnoramenny pravouhly s thlem 45° pfi vr-
cholu A, dostaneme stied S kazdého takového ctverce ABC D slozenim oto-
¢eni kolem stfedu A o tthel +45° a stejnolehlosti se sttedem A a koeficientem

AS 2
ﬁ = \/7_ Stredy S vsech uvazovanych c¢tverci ABCD tedy vyplni dvé
(navzdjem kolmé) prfimky ¢’ = AS a ¢” = AS’, které dostaneme jako obraz

pfimky ¢ v popsanych zobrazenich.

NAVODNA ULOHA:

Je dan ¢tverec ABCD. Uhlopiicka étverce K LM N je shodna se stranou étverce ABC' D
a vrcholy K a M lezi na obvodé ¢tverce ABC D. Urcete mnozinu v8ech vrcholi L vSech
takovych ¢tverca KLMN. [19. MO, B-I-5]



4. Je dan ctyrstén, v nemzZ kazZdé dvé protilehlé hrany jsou shodné. Uvnitr
ctyrsténu existuje bod M, ktery je steyné vzdalen od vsech jeho stén. Do-
kazte, Ze kaZdd vyska daneho ctyrsténu je rovna ctyrndsobku vzdalenosti
bodu M od jeho stén.

RESENT. Uvazujme &tyistén ABCD, pro jehoz délky hran podle zadéni
plati
[AB| = |CD| =p, |BC|=|DA|=gq, |CA|l=|BD|=r.

Stény uvazovaného ctyfsténu jsou tvoreny ¢tyimi shodnymi trojihelniky
(o stranach p, q, r), tudiz ze vzorce pro objem jehlanu plyne, Ze vSechny ¢tyfi
télesové vysky maji stejnou velikost v. Uvazujme déle uvniti ¢tyisténu ABC D
bod M, ktery ma od vSech jeho stén stejnou vzdalenost d. Vzhledem k tomu, ze
ctytsteny ABCM, ABDM, BCDM a CADM maji shodné vysky z vrcholu M
i odpovidajici protilehlé stény, maji i stejny objem, ktery se tudiz rovna ¢tvrtiné
objemu celého ctyrsténu ABCD. Protoze c¢tyistény ABCD a ABCM maji
spole¢nou sténu ABC, musi platit v = 4d. Tim je dukaz ukoncen.

POMOCNE ULOHY:

1. Zopakujte se zaky vzorec pro vypocet objemu V jehlanu o podstavé s obsa-
hem P a vyskou v (V = 3 Pv). Jeho uzitim feste nasledujici tlohy:

2. Necht T je tézisté stény ABC daného ¢tyfsténu ABC D. Dokazte, ze CtyFstény
ABDT, BCDT a CADT maji stejny objem.

3. Je dan pravidelny ¢tyfstén o hrané délky h. Dokazte, ze vSechny jeho vnitini
body maji tyz soucet vzdalenosti od vsech stén daného ¢tyfsténu. Vyjadrete
tento soucet pomoci délky h.



6. Jaky nejvétsi obsah mizZe mit konverni ctyruhelnik, v nemz obé usecky
spojujici stredy protilehlych stran jsou shodné a maji danou delku d?

RESENT. Oznaéme ABCD uvazovany konvexni étyithelnik a K, L, M
a N ozna¢me po fadé stfedy jeho stran AB, BC, CD a DA. Ctyfthelnik
KLMN je vzdy rovnobéznik (nékdy nazyvany Varignontv rovnobéznik Ctyf-
thelniku ABC D), nebot jeho strany K L, LM, M N, N K jsou po fadé stfednimi
prickami v trojthelnicich ABC, BCD,CDA, DAB. Platitedy KL | AC || MN
a LM || BD || NK. Maji-li obé uhlopticky KM a LN v rovnobézniku K LM N
tutéz délku d, je KLM N pravouhelnik, v némz plati KL | LM, a je tudiz
i AC' 1. BD. Dokéazali jsme, ze tthlopricky AC' a BD ¢tytuhelniku ABC'D jsou
navzajem kolmé.

Obsah rovnobézniku KLMN je roven poloviné obsahu c¢tyfuhelniku
ABCD (viz pomocnou tlohu 1), proto mé ¢étyithelnik ABCD nejvétsi ob-
sah, praveé kdyz ma nejvétsi obsah prislusny pravouhelnik K LM N. Mezi vSemi
pravouhelniky o dané thlopiicce d ma nejvétsi obsah ctverec, jehoz obsah je
%dQ. Nejvétsi mozny obsah ¢tyiuhelniku ABCD je tedy d2. Takovy obsah ma
kazdy uvazovany Ctyfihelnik, ktery ma shodné a navzajem kolmé tihlopricky
délky dv/2 (napfiklad ten na obr.6.1).

C
M L
D[] = B
N K

A

Obr. 6.1



POMOCNE ULOHY:

1. Dokazte, ze Varignontiiv rovnobéznik kazdého konvexniho c¢tyruhelniku méa
obsah rovny poloviné obsahu celého ¢tyftahelniku. [Dvojice trojuhelnikt
AKN, CML a BLK, DNM (obr.6.1) maji dohromady obsah i obsahu
celého c¢tyftuhelniku (jak plyne z vlastnosti stfedni pficky trojuhelniku),
takze celkem je obsah vsSech ctyr uvedenych trojuhelniki roven poloviné
obsahu celého ¢tytrtuhelniku.]

2. Ukazte, ze mezi vSemi pravouhelniky o dané délce thlopficky ma nejvétsi
obsah ctverec.

3. Necht kolmé pruméty priseciku thlopficek daného konvexniho &tyithelniku
na jednotlivé jeho strany lezi uvnitt téchto stran. Dokazte, ze uvazované
pruméty lezi na téze kruznici, pravé kdyz stiedy stran daného ctyrihelniku
lezi na kruznici. [30. MO, B-II-2]



2. Popiste konstrukci trojuhelniku ABC, v némz pfi obvyklém oznadceni plati t, = 9 cm,
ty = 12cm a 3¢ = 2t..

4. V daném ostrotihlém trojihelniku ABC ozna¢me A, By paty vySek z vrcholi A, B.
Uréete velikosti jeho vnitinich Ghli pfi vrcholech B a C, je-li velikost ithlu BAC rovna
40° a jsou-li poloméry kruZnic vepsanych trojuhelnikim A;B;C a ABC v poméru
1:2.



minky 3¢ = 2t. plyne 3t. = 3c. Plati tedy |SA| = |SB| = |ST| = 3c. To znamen4, %e bod S
je stfedem kruZnice opsané trojuhelniku ABT, kterd je Thaletovou kruZnici sestrojenou

nad prumérem AB. Plati proto |4 AT B| = 90°. Odtud jiz bezprostiedné plyne konstrukce:
Nejprve podle vty sus sestrojime trojihelnik ABT, v némZ plati

2 2
|AT| = §t“ =6cm, |BT|= §tb =8cm a [JATB|=90°,

a déle uz snadno sestrojime trojuhelnik ABC.
Uloha ma pravé jedno FeSeni.

Za aplné feseni a sestrojeni trojihelniku ABC udé€lte 6 bodu.

4. Oznacme «, (3, v velikosti vnitFnich Ghld trojihelniku ABC. Paty vysSek A; a By
(obr. 3) lezi na Thaletové kruZnici s prumérem AB, ¢tyithelnik ABA; B je tedy t&tivovy
a pro jeho protéjsi uhly plati [SCAB|+ | BA;By| = 180°. Je tudiz |[<B1A:C| = «, takze
trojihelniky ABC a Ay B1C jsou podobné podle véty uu.



Oznacime-li g a 91 poloméry kruZnic vepsanych po fadé trojihelnikim ABC a A, B, C,
plyne ze zminéné podobnosti

TTUBCl T AC] T o 2

takZe v = 60°. Vzhledem k tomu, Ze a = 40°, dostavame konec¢né 3 = 80°.
Tim je tloha vyfeSena.

Za uplné vyreSeni ulohy udélte 6 bodi, pfitom za diikaz podobnosti podob- C
nosti trojihelniki ABC a A1 B1C dejte 3 body.

Obr. 3



2. Necht obé tsecky spojujici sttedy protilehlych stran konvexniho ¢tyfuhelniku ABCD
maji stejnou délku. Dokazte, ze thlopticky AC' a BD jsou navzajem kolmé a ze plati
rovnost

|AB|? + |CD|? = |BC|? + |DAJ?.



2. Ogznacme K, L, M, N po fadé stredy stran AB, BC, CD, DA uvazovaného
konvexniho étyfthelniku ABCD. Ctyfthelnik K LM N je rovnobéznik, nebot kazda z jeho
stran je stfedni prickou v jednom ze ¢tyf trojuhelniki ABC, BCD, CDA a DAB, na néz
jednotlivé thlopticky dany ¢tyithelnik rozdéli, takze KL || AC || MN a LM || BD || MK
(bylo to vyuzito i v tloze B-1-6). Maji-li navic jeho thlopficky KM a LN tutéz délku, je



K LM N pravouhelnik, a proto jsou thlopticky AC a BD daného konvexniho ¢tyithelniku
ABCD navzajem kolmé.

Oznacme P prusecik uhlopticek AC a BD ¢tyruhelniku ABC'D. Uzijeme-li Pythago-
rovu vétu postupné na pravouhlé trojuhelniky ABP, BCP, CDP a DAP, dostaneme

|PA|> + |PB|? = |AB)?,
|PB|* + |PC|* = |BC|?,
|PC|? + |PD|? = |CD|?,
|PD|? + |PA|*> = |DAJ?.

Souctem prvni a tteti, resp. druhé a ¢tvrté rovnosti vyjde
|AB|* 4+ |CDJ? = |PA|* + |PB|* + |PC|* + |PD|* = |BC|* + |DAJ?,
coz jsme méli dokazat.

Za uplné feseni udeélte 6 bodu. Za dikaz kolmosti udélte 3 body, za diikaz uvedené rovnosti udélte 3 body,
i kdyz kolmost tihlopti¢ek je pouze predpokladana (a ne dokazana).



2. UvazZujme shodné polokruznice, které lezi v daném pravém uhlu a jejichZ
koncové body leZi kaZdy na jiném jeho rameni. Urcete mnoZinu, kterou
vyplni body vsech téchto polokruznic.

RESEN{. Oznaéme p, ¢ ramena daného pravého tihlu, O jeho vrchol, P, Q
piisludng koncové body priiméru uvazované polokruznice a |PQ| = 2r. Zvolme
pevné vnitini bod R polokruznice a zkoumejme, jaky Gtvar body R vyplni.
Trojihelniky QPR a PQO jsou pravouhlé, proto body O, P, Q, R lezi na
jedné kruznici (obr.1). Odtud podle vty o obvodovych thlech plyne, Ze

I¥RQP| =[S ROP|.

Jelikoz je |XRQP| pro pevny bod R konstantni, lezi bod R na polopfimce
s po¢atkem O, kterd svird s polopfimkou p thel o velikosti | RQP].

q
QOA k
R
Q =
0 PPy P
Obr. 1 Obr. 2

Pro vzdélenost |OR)| zfejmé plati |OR| < |PQ)|, protoze OR je tétiva kruz-
nice s prumérem PQ).

Vzhledem k tomu, Ze hledand mnozina je ziejmé soumérnd podle osy da-
ného pravého thlu, stadi vySetfit pfipad, kdy |XPOR| 2 45°. V tomto piipadé
je |SRQO| 2 90°, takze |OR| 2 |QR|. Oznalme Py bod polopiimky OP,
pro ktery |OFy| = |PQ|, Ro jeho kolmy priimét na polopfimku OR (obr.1).
ProtoZe trojihelniky OPy Ry a QPR jsou shodné pravothlé trojihelniky, je
|ORo| = |QR)|. Pro vzdélenost |OR| tedy plati |ORog| < |OR| £ 2r. Bod R
tedy leZi v té &asti polopfimky OR, ktera je omezena kruZznici k; nad pramé-
rem OPF, a ¢tvrtkruznici k se stfedem O a polomérem OF,. Analogicky pro
|<POR)| < 45° vyjde, Ze hledané body R lezi v &asti polopiimky OR, ktera je
omezena kruznici ks nad priumérem OQq a ¢tvrtkruznici k.

Zbyva ukézat, ze celd mnozina vysrafovana na obr. 2 je hledanou mnozinou
bodi R. K tomu staéi si uvédomit, ze pokud bod R lezi uvniti ¢tvrtkruz-
nice k a vné aspoi jedné z kruznic k1, ko, existuje asponi jedna (pfipadné dvé,

2



lezi-li bod vné obou kruZnic k1, ko) kruznice s danym primérem 2r prochézejici
body O a R, jejiz stied leZi uvniti Gtvaru omezeného polopfimkami p, g a étvrt-
kruZnici k. Tato kruZnice se bude vnitfné dotykat k a protne kazdou z Gsecek
OPy, OQo. Uvedené pruseciky budou krajnimi body hledané polokruznice ob-
sahujici uvazovany bod R.

Zavér: Hledanou mnozinou bodi je Gtvar (vetné své hranice) vysrafovany

na obr. 2, tj.

¢tvrtkruh se stfedem O a polomérem 2r bez vnitfku ,cocky*

omezené dvéma ¢tvrtkruznicemi o poloméru r.

NAVODNE ULOHY:

1.

2.

DokaZte, Ze souet protéjsich vnit¥nich Ghld v konvexnim ¢étyfahelniku, jemuZ
Ize opsat kruZnici, je 180°.

Urdete mnoZinu stf¥edt vSech tsefek konstantni délky d, jejichZ jeden konec
se pohybuje po jedné a druhy konec po druhé ze dvou vzijemné kolmych
pfimek. [KruZnice se stfedem v priise¢iku pfimek a polomé&rem %d}

. Uvnit¥ pravého thlu je dan bod B. Sestrojte polokruZnici s danym primé-

rem d, kterd prochazi bodem B, jeden jeji koncovy bod leZi na jednom rameni
a druhy na druhém rameni pravého thlu.

. V roviné je dana useCka AB. V jedné z polorovin vytatych p¥imkou AB

uvazujme vSechny pravouhlé trojahelniky ABC s pfeponou AB. Oznac¢me X
patu kolmice vedené bodem B na osu thlu BCA. DokaZte, Ze osy vSech
takovych thld BCA prochéazeji pevhym bodem, a vySetfete mnoZinu vSech
bodt X. [21. ro& MO, C-P-3]

. Je dan rovnostranny trojihelnik PQR. Urlete mnoZinu vSech vrcholt A ta-

kovych trojuhelnikd ABC, jejichZ strany AB, BC, C A obsahuji v uvedeném
poradi vrcholy P, @, R, a pro délky jejich stran plati |AB| 2 |AC| 2 |BC|.
[21. ro¢. MO, C-II-1a]

. Je dédna kruZnice k s primérem AB. Na kruZnici k zvolime bod X # A, B

a na polop¥imce AX sestrojime bod Y tak, aby platilo |[AY | = |[AX|+|X B|.
VySetfete mnoZzinu st¥edt usedek AY pro vSechny takové body X. [24. roé.
MO, C-P-3]



4. Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC. Na stran€ BC najdéte bod P tak,
aby kruznice vepsand trojiuhelniku ABP a kruZnice pfipsand strané PC
trojuhelniku APC byly shodné.

RESENT. Necht a znadi délku strany rovno-
stranného trojihelniku ABC. Déle oznalme délky
asekl teen z bodui A, B, C a P k ob&ma uvazova-
nym kruznicim stejné jako na obr. 3. Poloméry obou
shodnych kruznic ozna¢me r. Z obrazku je patrné,
ze plati

a+z=a—xz+2y, odkud z+z=2y. (1)

Pii vyjadfeni délky a strany BC obdrzime déle

z+2y+z=a. (2)



Ze vztahi (1) a (2) bezprostfednd plyne
a a
= 2 = — t d = —.
T+ 2z Y 2’ edy Yy 4

Déle vidime, Ze plati dvojice vztahi

V3

z=rcotg30°=rvV3 a z=rcotg60° =r3

z nichz plyne

x = 3z. ®)
Dosazenim (3) do (2) dostaneme po snadné Gpravé
g=3c-|-z=3z+z=4,z, odkud z:g.
2 8
Celkové tedy
3 1 5 3
|BP|:x+y=3z+y=ga+Za:ga, |CP\:a7|BP\:§a.

Odtud jiz okamzité plyne konstrukce bodu P.

NAVODNE ULOHY:

1. Konvexnimu ¢étyfahelniku ABCD lze vepsat kruZnici, pravé kdyZ pro jeho
strany a, b, ¢, d plati a + ¢ = b + d. Dokazte.

2. Urcete délky stran pravothlého trojihelniku ABC), je-li polomér jeho opsané
kruZnice r = 5cm a polomér jeho vepsané kruZnice ¢ = 2cm. [6cm, 8 cm,
10cm.]

3. KruZnice vepsana trojihelniku ABC se dotyka strany AB v bodé U, kruZnice
vné pripsana strané AB se ji dotykd v bodé V. DokaZte, Ze pfi obvyklém
znaleni plati:

a B o B
|AU| : |BU| = cotg 5 : cotg 5 |[AV|: |BV| =tg 5 :tg 3

4. Vzajemna poloha rovnostranného trojuhelniku ABC a kruZnice k je znazor-
néna na obr. 4. DokaZte, Ze pro vyznalené délky
plati ¢

at+c+e=b+d+f. f/\e

5. V trojahelniku ABC je sestrojena téZnice C'Ci
a do trojihelniki ACC] a BCC) jsou vepsany
kruZnice. DokaZte, Ze vzdalenost dotykovych bodi
t&chto kruZnic s t&nici CCy je (pii obvyklém ozna-
Zeni stran trojihelniku) %(a —b). d
6. Do lichob&Zniku ABCD ?AB || CD) jsou vepsany
kruZnice k1, ka2, které se v uvedeném poradi doty-
kaji stran a, c, d, resp. a, c, b. JestliZe pro délky Ab ¢ B
stran lichob&Zniku plati a + ¢ > b+ d a jeho vyska Obr. 4
mé délku %(a + ¢ — b — d), pak maji kruZnice ki, ’
ko vné&jsi dotyk. DokaZte. [28. ro¢. MO, C-P-3]




5. Z koule o poloméru R je oddélena kulovd tised o vgsce v (v < R). Této
useci je vepsina koule K o polomeéru %v. Ddle je do usece vepsino osm
shodnijch mensdich kouli, z nich? ka#dd se dotykd koule K. Zddné dvé z nich
nemaji spolecny vnitini bod a kaZdd z nich se dotykd pravé dvou ostatnich.
Urcete pomeér v : R.

RESENT. Ozna¢me S stfed koule, z niZ je Gse¢ odifznuta, O stied koule K
a @ stfed jedné mensi vepsané koule o poloméru r. Patu kolmice z bodu @
na pfimku SO oznaé¢me P. Obr.5 predstavuje fez utvaru rovinou SOQ. Pro
vyznacené Usecky plati

|QO| =§+n |PO| = g —7, |QS|=R—r, |[PS|=R+7r—o.
Z pravouhlych trojihelniki OQP a QS P plynou rovnosti
2 2
(5+7) = (5-7) =1@QPE=(R=1? - (R+r—v)?,
odkud . )
2Rv —v

POI?=2 == " 1

|PQ| ro, T iR (1)
Vzdélenost stfedu kazdé mensi koule je od osy tsede je |PQ|, vzdalenost
stfedi @1, @2 dvou sousednich mensich kouli je 2r. Pouzijeme-li kosinovou
vétu na trojuhelnik Q;Q-P, dostaneme (obr.6)

2 4.2
2|QP? —4r " ©)
2|QP|? v

Jelikoz meng$ich kouli m4 byt osm, je ¢ = 45° a cosp = %\/5 vyjadiime-li
z druhé rovnosti v (1)

cosp =

_2R—v 1
T 4R T 2

)

=<

r 1
v 4

plyne odtud podle (2)

v r
Z=2(1-20) =2(2cosp 1) =2(v2 - 1).
P
o)
Q P
ro
Q
S Qv 2r Q
Obr. 5 Obr. 6



NAVODNE ULOHY:

1. Do polokruZnice ki o priméru 2R je vepsana kruZnice ky o priméru R.
Vypoctéte polomér kruZnice k3, kterd se dotyka vné kruZnice k2 a zevnit¥
polokruZnice kj i jejiho priméru. [%R. Viz té% 38. ro&. MO, C-11-2.]

2. Do mezikruzi o vnitfnim poloméru r a vnéjSim poloméru R je vepsano n
kruZnic ,za sebou“ tak, Ze se kazdé dvé sousedni dotykaji. UrCete vztah mezi

R R 1+ sin %
" an.[r 1—sin%]

3. KruZnice se stiedy A, B, C a poloméry a, b, ¢ se do-

tykaji navzajem i pfimky p podle obr. 7. Vyj g.dfete
< ; ol _ a
polomér ¢ pomoci poloméri a, b. [c = m] B

4. Dv& koule k1(A, a), k2(B,b) se vn& dotykaji a ob&
se je§té dotykaji roviny a. Urfete polomér koule
k3(C, c), ktera se vn& dotyka kouli k1 a ko a ro-
viny a, pfi¢emZ rovina ABC' je kolma na rovinu a.
[Reseni: Stejné jako v tloze 3.] Obr. 7




2. Je dan pravouhly trojthelnik ABC, nad jehoZ odv&snami AB a BC (jako nad pri-
méry) jsou vné trojihelniku sestrojeny po fadé polokruznice k a [. Vrcholem B vedte
primku p, kterd protind polokruznice k£ a [ po fadé v bodech X a Y tak, aby ¢tyiihel-
nik AXY C mél co nejvétsi obvod.

4. Necht A a B jsou rizné body roviny. Déle je ddn orientovany thel w (0° < w < 90°).
Pro libovolny bod X ozna¢me po fadé X4, Xp obrazy bodu X v otocenich kolem
stfedi A a B o thel w. Najdéte vSechny takové body X, pro néz je trojihelnik X X 4 Xp
rovnostranny.



2. Oznatme |AB| = a, |BC| = b a ¢ velikost tthlu X AB (0 < ¢ < 90°, obr. 1). Zfejmé
je také [SCBY| =90° — [SABX| = [< X AB| = ¢. ProtoZe délka strany AC ¢tyfahelniku
AXYC na poloze bodi X, Y nezavisi, staci vySetfovat
délku d lomené ¢ary AXY C, pro kterou plati D %

d=|AX|+|XB|+|BY|+|YC| = -~ b
=acosy+asinp+bcosp + bsing = - 1220

= (a+b)(sinp + cosp) =
= \/i(a—f-b)(gsincp—i— gcosgp) =

= v2(a + b)sin(p + 45°) < V2(a + b).

Obr. 1
Piitom v posledni nerovnosti nastane rovnost, pravé kdyz
@+ 45° = 90°, tj. pravé kdyz ¢ = 45°.
Odtud jednodusSe plyne konstrukce primky p.

Pozndmka. Hodnota d je maximalni, pravé kdyZ je maximalni hodnota d?, proto mii-
Zeme misto d vySetfovat hodnotu d?:

d? = (a+ b)?(sin”® ¢ + 2sin @ cos p + cos? ) = (a + b)*(1 + sin 2¢) < 2(a + b)*.



Odtud vychazi, 7e d < /2(a + b), pfitem? maximalni hodnoty dosahuje d, pravé kdy#
sin2¢p =1, tj. ¢ = 45°.

Jiné FeSeni. Jak jsme uz zjistili vySe, je |[SCBY| = |4 X AB]|, takze oba pravothlé
trojthelniky BCY a ABX jsou podobné s koeficientem podobnosti A = |BC| : |AB| =
= b:a. Pro délku d lomené ¢ary AXYC tedy plati, ze d = (14 A)(|AX| + |XB|) bude
maximdlni, pravé kdyZ bude maximaln{ soucet |AX |+ |X B|. Z rovnosti (JAX|+|XB|)? =
= a? 4+ 2|AX||X B| plyne, 7e uvedeny soufet bude maxim4lni, pravé kdy7 bude maximalni
obsah 1|AX||XB| trojihelniku ABX, tedy pravé kdyZ bude trojihelnik ABX rovnora-
menny, tj. |AX| = | XB| a ¢ = 45°.

Za aplné feseni je 6 bodu. Konstrukce pfimky p neni nutna.



4. Predpokladejme, Ze bod X ma pozadovanou vlastnost, tj. Ze trojuhelnik X X 4 Xp
je rovnostranny. Potom jsou trojuhelniky AX X4 a BX Xp shodné, nebot jsou rovnora-
menné se shodnym vrcholovym tthlem a shodnou zdkladnou
(obr.2). Proto |AX| = |BX|. A protoze |[S X4 X Xp| = 60°, Xapg=— X
je trojuhelnik BX Xp obrazem trojihelniku AX X 4 v oto-
¢eni kolem vrcholu X o thel 60°. V tomto otoceni je obra-
zem bodu A bod B, proto |4 AX B| = 60°. To znamena, 7e
trojuhelnik ABX je rovnostranny. Takové body X existuji
v roviné praveé dva.

Za Uplné reSeni je 6 bodu.

g4

Obr. 2



2. V trojtihelniku ABC zndme a = |BC/|, polomér p kruZnice vepsané a polomér g,
kruznice vné ptripsané strané BC'. Dokazte, Ze vzdalenost stfedd obou kruznic se rovna

Va?+ (ea — 0)*



2. Oznac¢me podle obr.1 odpovidajici dseky tecen k obéma vepsanym kruZnicim

Obr. 1

|AT| = |AR| = z, |BT| = |BS| = y, |BU| = |BV| = z. Navic jesté plati |CR| = |CS]|,
|CW| = |CV|, takze

|AW| = |AR| + |RC|+ |CW| = |AR| + |RC| + |CS| + |SV| =
=z+2|CS|+y—=



a zaroven

|AW| = |AU| =z + y + =.
Je tedy |CS| = z a také

a=|CB|=z+4+y=|TU|=|0OP|.

Z pravouhlého trojuhelniku O PO, podle Pythagorovy véty pak plyne

[004] = VIOP]2 + [PO,|? = v/a? + (¢a — 0)?,

coz bylo dokézati.

Za 1plné feSeni je 6 bodll. Za diikaz vztahu |[TU| = a dejte 4 body. Pokud feSitel pfijde na to, Ze se
kol redukuje na dikaz rovnosti |TU| = a, tu ale nedokaZe, udélte 2 body. Zbyvajici vypolet pouZitim
Pythagorovy véty ocente 2 body.



2. Oznacme S stred kruznice vepsan€ libovolnému trojuhelniku ABC'. DokaZzte, Ze rov-
nost |AS| - |BS| = |CS| - |AB| plati, pravé kdyz je ihel ACB pravy.
Tato uloha patti mezi ty vdécné tilohy, které se daji resit vice zptisoby. My uvedeme
tTi fesSeni.
RESENI 1. Uhly v obecném trojthelniku ABC ozna¢me obvykljym zptisobem, po-

lomér vepsané kruznice oznac¢me r a jeji dotykové body se stranami AB, BC' oznacme
po fadé X, Y (obr.1).



X
Obr. 1

Usecky AS a BS jsou stranami trojihelniku ASB. Jeho obsah mtizeme vyjadfit
dvéma zpusoby:

1 1
S(ASB) = §|AS|’U = §|AB|7’,
nebot vyska na stranu AB tohoto trojuhelniku je r; pro vysku v na stranu AS pfitom

platiéz = |BS| cos %'y, protoze vedlejsi thel pti vrcholu S ma velikost %oz-i—%ﬁ =90°— %'y.
Je tedy

|AS| - |BS| cos% — |AB|r
a nasledujici rovnosti jsou ekvivalentni:

|AS[ - |BS| = |CS| - |AB|,
|AB|r = |CS| - |AB|cos%,

r= |C’S|cos%. (1)
1 o y . 7oy y . .
V pravouhlém trojuhelniku C'SY vsak plati cos 5 = W, takZe rovnost (1) je ekviva-
lentni rovnosti
r=|CY],

coz znamena, ze trojuhelnik C'SY je rovnoramenny pravouhly a %7 = 45°. Je tedy dand
rovnost ekvivalentni tomu, ze v = 90°.

Tim je tvrzeni tlohy dokazano.

RESEN{ 2. NapiSeme si dany vztah jako rovnost podilfi tak, aby to byly poméry
stran v trojuhelnicich, a budeme se snazit pouzit podobnost nebo sinovou vétu.

AS AB
V naSem piipadé vyjdeme z rovnosti ‘| 8 S|| = ﬁ Trojuhelniky ASC a BSC ale

podobné nejsou, proto zkusime sinovou vétu:

3



AS sin 1 AB
V trojthelniku ASC' plati ||C’S: = singz a v trojuhelniku ASB zase ‘\BS“ =
i ASB
= %ﬂ Odtud dostavame nasledujici ekvivalentni rovnosti:
sin 5«
sing  sin|x<ASB]
sin § N sin ’
Sm% = sin|XASB,
sin% = sin<90O + %),
v Y
— = 1800 _— <900 _)7
2 3
~ =90°.

Tim je tvrzeni tlohy dokazano.
RESEN{ 3. Zkusime vypocitat délky tsecek AS, BS, CS, AB pomoci néktergch
prvki trojihelniku. My si zvolime thly trojihelniku a polomér r.

Ziejmé |CS| = ——, |AS| = —— |BS| = a |AB| = |AX| + |BX| =

sin ini

sin % 5 sin 5
= rcotg %a + r cotg % (. Po dosazeni dostaneme ekvivalentni rovnosti

r r Q@ I} r
T T :(rcotg—-l—rcotg—)- —3 >
sin;a  sin 3 2 2/ singy

smz:cosg-siné-i-cosé-sm
2 2 2 2 2’
in? = sin(% é)
sm2 sin 2+2 ,
0 < ° ’7)
— = 90° — ,
sm2 sin 5
sinlzcosz,
2 2
5
tg - =1
g2 )
v =90°.

Tim je tvrzeni ulohy dokazano.



4. Jsou ddny kruznice k a l s ruznymi poloméry, které se vné dotykaji v bodeé T'. Pri-
secikem M jejich spolecnyjch vnéjsich tecen vedme secnu s obou kruznic. Oznacme
X ten z obou priseciku kruznice k se secnou s, ktery je vzddlenéjsi od bodu M.
Podobné oznacme Y ten z obou pruseciki kruznice l se secnou s, ktery je vzddlenéjst
od bodu M. Necht P je takovy bod, Ze XTY P je rovnobéznik. Urcete mnozinu bodi
P odpovidagicich vsem takovym secnam s.

RESEN{. Ozna¢me S, Z stiedy obou kruznic k, [ a R, r jejich poloméry (bez tjmy na
obecnosti muzeme predpokladat, ze r < R). Oznacme dale C' (D) od T rtzny prusecik
kruznice [ (k) s pfimkou SZ a Ky, Ko, L1, Lo po fadé dotykové body obou spole¢nych
vnéjsich tecen ke kruznicim k a [ (obr. 2).

Obr. 2

Bod M je stiedem stejnolehlosti h obou kruznic s koeficientem R/r. Pfitom je
napiiklad h(Lq1) = K1, h(Z) = S, h(C) =T, (T') = D, h(Y) = X. Odtud plyne, ze
primky CY, TX jsou rovnobézné (h(CY) = TX). Protoze tthel CYT je pravy podle
Thaletovy véty, je také |< YT X | = 90° (TY je pficka rovnobézek CY, T X ). Rovnobéznik
XTYP je tedy vzdy obdélnik.

Zaroven je ziejmé, ze body C, Y, P lezi v pfimce a podobné i body D, X, P lezi
v pfimce. Je tudiz |xCPD| = 90° a bod P lezi na Thaletové kruznici 7 nad primérem
CD. Lezi na ni i vrcholy Py, P> rovnobéznikdt K T L, P;, KyT Lo P>, protoze pro né
muzeme zopakovat predchozi tivahu (jako pro rovnobéznik XTY P).

Nyni uz neni problém ukézat, ze hledanou mnozinou bodi je vétsi z obloukt Py P
kruznice 7 vyjma body P;, P, a D (nebot body Y tvoii vétsi z obloukt L; Lo kruznice
[ vyjma body T, Ly, Lo).

Poznamka. V tomto obdobi vétsina studentii asi jesté nebude mit probrané ucivo
o stejnolehlosti kruznic. Tuto pfekdzku pomohou odstranit navodné tlohy na vlastnosti
stejnolehlosti kruznic.

Jesté naznacime hlavni myslenky jinych dvou ptistupi:
a) Abychom odhadli tvar hledané mnoziny, zvolime nékolik vyznaénych poloh
pifimky XY. Vhodné jsou nasledujici polohy: a) X = K;, Y = Ly (PT je kolmé na
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SZ),b) XS a YZ jsou kolmé na SZ (tehdy vyjde, Ze pata kolmice z bodu P na SZ
lezi ve sttedu J usecky CD a |JC| = |JP|).

7 toho uz se da odhadnout, Ze bod P lezi nejspis na kruznici se stredem J a polo-
meérem —(R + 7). Zbyva uz jen dokézat (tedy obecné vypocitat), ze vzdalenost |P.J| je
rovna % (r + R). (Neni to lehké.)

b) Pomoci shodnych a podobnych zobrazeni je nejelegantnéjsi néasledujici postup:
Pomoci soufadnic (bod M zvolime za pocatek souradného systému) je P = X +Y —

- T=Y+hnY)-T= Y+RY T = (1+R)Y T, bod P tedy vznikne z bodu Y

(a vSechny body Y tvoii vet81 z obloukd L1 Lo kruznlce [ bez boda T', Ly, Ls) slozenim
stejnolehlosti se sttedem M a koeficientem 1 + 7 a posunuti o vektor TM.



Vv v

rovnobéinik ABCD s obsahem 8 cm? a stranou AB délky 2 cm tak, aby body X, Y,
Z, T lezely po Tadé na primkdich AB, BC, CD, DA.

Podstatou feseni jsou nasledujici dvé tlohy, jez mohou slouzit i jako lohy navodné.

A. Jsou déany body K, L. Vedte jimi po fadé rovnobézky k, [, je-li dana jejich
vzdalenost d.

B. Jsou dany body K, L a pfimka m. Vedte body K, L po fadé rovnobézky k, I,
které na pfimce m vytinaji isecku dané délky d.

Reseni tilohy A (obr.4). Necht M je pata kolmice vedené z bodu K na piimku .
V trojuhelniku K LM s pravym tuhlem pfi vrcholu M znadme vrcholy K, L a délku
odvésny |K M| = d, vrchol M tedy umime sestrojit (jako prisecik Thaletovy kruznice ¢
nad primérem KL s kruznici k(K d)). Potom ML je pfimka .

Pokud bychom pozadovali diskusi, vime, Ze pocet feseni zavisi na existenci priisec¢iku
kruznic t a k:

Pokud |KL| < d, nemé uloha FeSeni.

Pokud |KL| = d, mé tloha jedno fesSeni (kolmice na KL).

Pokud |KL| > d, maji kruznice k a t dva pruseciky, takze tloha mé dvé feseni.

n m
K — k KT \
| Tk
|
dl d d
|
A — »— l
M L 'M L
Obr. 4 Obr. 5

Reseni tlohy B (obr.5). Vedme bodem K rovnobézku n s piimkou m a oznaéme
M jeji prusecik s pfimkou [. Potom |[K M| = d, takze konstrukce bodu M je ziejmaé.
Ptimka [ je pak urcena body L a M.

Pokud bychom pozadovali diskusi, snadno zjistime, ze na pfimce n existuji dva
body M pozadovanych vlastnosti, a pocet feSeni zavisi na tom, zda M = L.

Pokud soucasné neplati, ze K L je rovnobézna s m a |K L| = d, ma tloha dvé feseni.

Pokud je KL rovnobéznd s m a |KL| = d, vznikne pro jednu z moznych poloh
bodu M v piedchazejicim pfipadé nekoneéné mnoho feSeni (za piimku | mtzeme vzit
libovolnou pfimku prochazejici bodem L).

RESENT ptivodni tlohy. Z obsahu rovnobézniku ABCD a délky strany AB snadno
vypoéitdme vysku v na stranu AB: je v = 8cm? : 2cm = 4cm. Odtud plyne, Ze
vzdalenost rovnobézek AB a C'D je 4 cm, pfi¢emz zname bod X primky AB a bod Z
piimky C'D. Podle tlohy A tedy umime sestrojit piimky AB a CD.

V poloze, ktera je dana, ma tato cast dvé reseni.
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Kdyz uz mame primku AB, jsou AD a BC dvé neznamé rovnobézky, které pro-
chazeji danymi body 7" a Y a na (zndmé) piimce AB vytinaji usecku dané délky
|AB| = 2cm. Proto mtizeme rovnobézky AD a BC sestrojit na zékladé ulohy B.

Je zfejmé, ze specialni poloha danych bodi X, Y, Z a T nema na postup feSeni
vliv, zarucuje nam vsak snadnou diskusi poctu feseni. Pro obé polohy pfimky AB ma
uloha v dané situaci dvé feseni. Tim je rovnobéznik ABCD sestrojen. (Pfimkami AB,
BC, CD a AD jsou vrcholy A, B, C, D uréeny.) Uloha mé 4 feseni (obr.6).

Obr. 6
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3. Je dan lichobéznik ABC'D, v némz |AB| = 8cma |[{ABC| = 90°. Jeho obvod je 28 cm.
Polokruznice k s primérem AB se dotyka strany C'D. Vypoctéte délky zbyvajicich
stran daného lichobézniku, je-li strana AB jeho

a) zakladnou,
b) ramenem.

4. Je dan obdélnik KLM N, |KN| > |KL|. Sestrojte rovnoramenny trojuhelnik ABC' se
zékladnou AB délky |KL| tak, aby jeho vyska v, obsahovala body K, N, vyska v,
bod L a vyska v, bod M. (Vyskami zde rozumime piimky.)



3. Oznacme S stied strany AB a T bod dotyku polokruznice k se stranou C'D. Jestlize
je AB zakladnou daného lichobézniku, je CD || AB a |AB|+|BC|+|CT| = 2|AB| = 16 cm
(obr.2). Ozna¢me A; kolmy prumét vrcholu A na ptimku CD. Protoze |T'D| + |DA| =
= 28cm — 16cm = 12cm > |AA;| + |A1T| = 8cm, lezi vrchol D na polopfimce T'A;
za bodem A;. Ozna¢me velikost |A1D| = zcm, |DA| = dcem. Pro disla z, d dostavame
soustavu rovnic d +x = 8, d> = 22 + 4% (Pythagorova véta pro trojihelnik AA; D), kterou
snadno upravime na tvar d+x = 8, (d — z)(d+ x) = 16, tj. d+x = 8, d — x = 2. Soustava
ma jediné feseni d = 5, x = 3. Zbyvajici strany daného lichobézniku maji tedy velikosti
4cm, 11cm a 5cm.

b—d|

Obr. 2 Obr. 3

Je-li AB ramenem daného lichobézniku ABCD, je AB L BC' || AD (obr. 3), takze obé
zdkladny BC a AD se dotykaji polokruznice k v odpovidajicich vrcholech B a A. Ozna¢me
b shodné useky tecen z vrcholu C' a d shodné tseky tecen z vrcholu D k polokruznici k.
Ze znalosti obvodu tak dostdvame (v centimetrech) rovnost 28 = 8 + 2b + 2d, neboli
b+ d = 10. Z rovnobéznosti BC' || AD plyne |b —d| = /(b+ d)?2 — 82 = 6. Vzhledem
k soumérnosti podle osy dané polokruznice k staci uvazovat jen jednu z moznosti, napf.
b > d. Soustava b +d = 10, b —d = 6 méa jediné Teseni b = 8, d = 2, takze zbyvajici
strany daného lichobézniku maji v tomto piipadé velikosti 8 cm, 10cm a 2cm, coz plati
i v pfipadé b < d.

Za uplné feseni je 6 bodu, za kazdé spravné feseni 3 body.

4. Podle zadani zndme pfimku K N, na niz lezi vyska v,. Protoze vyska v, je soumérné
sdruzend s v, podle osy zdkladny AB hledaného rovnoramenného trojuhelniku ABC', na
niz zaroven lezi jeho tieti vyska v., pokusime se najit prisecik V téchto vysek. Ten ma tu
vlastnost, ze bod L lezi na pfimce soumérné sdruzené s v, = KN podle VM = v, (obr.4).
Jakmile bod V' najdeme, budeme zaroven znat polohu vSech t¥i vysek trojahelniku ABC,
takze aZ na podobnost miiZzeme sestrojit i hledany trojihelnik ABC.

Predpokladejme, ze bod V na pfimce KN mé pozadovanou vlastnost (obr.5). Ze
soumérnosti piimek VL a VN podle VM plyne rovnost vyznacenych thla s vrcholem V.
Z rovnobéznosti pfimek KN a LM dostavame, Ze stejnou velikost méa i thel LMV, takze
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Obr. 4 Obr. 5

trojahelnik MV L je rovnoramenny se zakladnou MV. Je tudiz |LV| = |LM| a bod V
najdeme jako pruseéik pfimky KN s kruznici k = (L, |LM|). ProtoZe dle predpokladu je
|KL| < |KN| = |LM]|, existuji takové priseciky dva.

Nyni dokonéime konstrukci trojuhelniku ABC. Nejprve sestrojime pomocny troj-
uhelnik A’B’C’, ktery bude stejnolehly s hledanym trojihelnikem ABC, a to tak, Ze na
pfimce KN libovolné zvolime bod A’ # V' (na obr. 6 je jako bod A’ zvolen dany vrchol K),
sestrojime bod B’ soumérné sdruzeny s bodem A’ podle VM a vrchol C’, v némz kolmice
na B’V vedend bodem A’ protne pfimku V M. ProtoZze ma platit |AB| = | K L|, trojuhelnik
ABC sestrojime uzitim té stejnolehlosti se stfedem V', ktera znamou tsecku A’ B’ prevede
na hledanou tsecku AB dané délky | K L| (takové stejnolehlosti jsou dvé). Pro kazdy z moz-
nych bodi V tak bude mit tloha dvé feSeni (na obr.6 trojuhelniky A1B1C; a A3 ByCy,
na obr. 7 trojuhelniky AsBsC3 a AyB4Cy) stiedové soumérna podle piislusného priseéiku
vysek.

Za Uplné Teseni je 6 bodu. Ma-li resitel z kazdé dvojice stejnolehlych feseni vzdy jen jedno, strhnéte dva

body.

Bs
Cy B’
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Obr. 6 Obr. 7



2. Je dana usecka X Z délky 7cm a jeji body S, Y tak, ze | XS| = 2cm, |YZ| = 1cm.
Sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC' s preponou AB tak, aby bod S byl stfed kruznice
vepsané trojuhelniku ABC a body X, Y, Z lezely po fadé na pfimkach AC, AB, BC.



2. Predpokladejme, Ze trojuhelnik ABC je fesenim tulohy. Z daného poradi bodu X,
S, Y, Z na jedné primce a z toho, ze bod S je vnitinim bodem trojihelniku ABC, vyplyva,
ze body X a Y jsou vnitfnimi body ptislusnych stran AC' a AB, zatimco bod Z musi lezet
na polopfimce opac¢né k poloprimce BC'. Vrchol C' neznamého trojuhelniku ABC' budeme
hledat jen v jedné z polorovin urc¢enych pfimkou X Z, protoze ke kazdému feSeni existuje
feSeni soumérné sdruzené podle osy X Z.

Vrchol C' trojihelniku ABC' je vrcholem pravého thlu XCZ (obr.2), lezi tedy na
Thaletové kruznici k£ nad pramérem X Z. Protoze bod S je stfedem kruznice vepsané
trojuhelniku ABC)| lezi na ose pravého thlu, takze |<SCX| = 45° a vrchol C' lezi zaroven
na oblouku kruznice [ uréené tétivou SX a obvodovym thlem 45°. (Vzhledem k uvedené
soumérnosti stac¢i uvazovat jen ten ze dvou soumérnych obloukt, ktery lezi ve zvolené
poloroving.) Odtud uz plyne konstrukce trojihelniku ABC":



1. sestrojime kruznici £ nad primérem X Z;

2. v jedné z polorovin urcenych primkou X Z sestrojime vrchol O rovnoramenného pravo-
uhlého trojuhelniku X SO, |xSOX| = 90°, a v téZe poloroviné narysujeme oblouk SX
kruznice 1(O, |OS));

3. vrchol C = kN SX, C # X

4. sestrojime kruznici (S5, g), kde ¢ je vzdalenost bodu S od pfimky C'X (polomér
kruznice vepsané trojuhelniku ABC);

5. bodem Y vedeme tecnu ¢ ke kruznici s tak, aby jeji bod dotyku lezel v poloroviné
opacné k poloroviné X Z (',

6. vrcholy A, B dostaneme jako priseciky primky t s pfimkami X C| resp. ZC.

Z popsané konstrukce je zfejmé, ze pro bod S lezici mezi body X a Z maji kruznice k
a | pravé jeden prusecik rtizny od bodu X. Abychom mohli sestrojit te¢nu ¢, musi bod Y
lezet vné kruhu omezeného kruznici s, musi tedy byt |SY| = p. Aby existoval prisec¢ik
te¢ny t s pfimkou X C uvnitf thlu XCZ, musi byt dokonce |[Y' S| > |X S| > p. V nasem
pripadé je to splnéno a tloha méa dvé shodné feseni soumérné sdruzena podle osy X Z.

Ulohu bychom fesili stejné, i kdyby dané body X, S, Y, Z neleZely na jedné piimce.

Pozndmka. Bod C' mizeme sestrojit i jinym postupem. Protoze body X a Z lezi po
fadé na poloptimkach C'A a CB, je pravy thel XCZ totozny s pravym thlem ACB. Osa
tohoto tthlu prochazi stfedem S kruznice vepsané trojuhelniku ABC| zaroven tato osa
protne kruznici k£ opsanou trojuhelniku XCZ v takovém bodé U # C, ze tétivy XU a UZ
jsou shodné (tyto tétivy jsou totiz z bodu C' vidét pod tymz thlem (45 stupni), obr. 2).
Proto (aniz zname bod C) muzeme bod U sestrojit jako stied oblouku X Z kruznice k
(oblouky XU a UZ jsou tedy ¢tvrtkruznice). Bod C' pak uréime jako prusecéik kruznice k
s poloptfimkou U S.

Za uplné feseni je 6 bodl. Plny pocet bodid dejte i v pripad€, ze soutézici zapomene uvést soumérné
sdruzené reseni.



2. Na povrchu krychle ABCDEFGH je sestrojena lomend cdra sloZend ze ¢tyr shod-
nych usecek ve sténich ABFFE, BCGF, CDHG a GHEF, kterd vychazi z vrcholu
A a konci ve vrcholu E. Urcete, v jakém poméru déli tato lomend édra hranu CG.

RESEN{. Ozna¢me K, L, M body dané lomené ¢ary, jez po fadé lezi na tseckach
BF, CG, GH. Délku hrany krychle poloZzme rovnu jedné a patu kolmice z bodu K na
hranu CG ozna¢me P (obr.1). Pravouhlé trojuhelniky AK B, KLP a EM H se shoduji
v preponach AK, KL a EM a v jednotkovych odvésnach AB, KP a EH. Jsou tedy
podle véty Ssu shodné a plati |BK| = |LP| = |M H| = u. Z pravothlych trojuhelnikia
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LMG a ABK (|GL| = 1 — 2u, |GM| = 1 — u) vyjadfime pomoci Pythagorovy véty

druhé mocniny délek jejich pfepon a porovname je: 1+ u? = (1

—u)? + (1 - 2u)2

Rovnice mé jediny kofen mensi nez 1: w = (3 — /5). Pomér |CL| : |LG| = 2u :

: (1 —2u) = 1(v/5 — 1) je roven poméru zlatého fezu.

Pro polohu bodu L na hrané C'G je jesté jedna moznost, znazornéna na stejné ¢asti
sité krychle na obr. 2. Ziejmé jsou pak body C a L totoiné a w = |BK| = |GM| =

= |MH| =1, pfi¢emz pomér |CL| : |LG| vyjde nulovy.

DopLNuJici ULOHY:
1. Je déna krychle ABCDEFGH, U je stfed jeji horni stény EFGH, V je stfed jeji
predni stény ABFE. Sestrojte na povrchu krychle lomenou ¢aru VXY U slozenou ze
t¥i shodnych tsecek a prochéazejici pres sténu BCGF'.
2. Je dan pravidelny ¢tyfstén ABCD, P je tézisté trojuhelniku ABC, @ stfed tsecky

Gary spojujici po povrchu ¢tyfsténu body P a @, jestlize tato ¢ira prochézi a) pres
stény ABC, ABD, b) ptes stény ABC, BCD, ABD, c) ptes stény ABC, BCD, ACD,
ABD. [Obé tlohy viz Hradecky, Koman, Vysin: Nékolik dloh z geometrie jednoduchych

téles, SMM 1, MF, Praha 1963, 1977.]



4. Necht k je kruznice opsand trojihelniku ABC, D je prisecik téZnice na stranu AB
s kruznici k. Tecny ke kruznici k v bodech A, B, C, D vytvdreji ctyrihelnik PQRS.
Zjistéte, pro které trojuhelniky ABC je ctyruhelnik PQRS tétivovy.

RESENI. Necht O je stied kruznice opsané trojthelniku ABC. P¥i oznaceni podle
obrazku 3 jsou uhly PAO a PDO pravé a velikost stfedového tthlu AOD je dvojna-
sobkem velikosti prislusného obvodového thlu ACD. Ve ¢étytuhelniku APDO je tedy
|XAPD| = 180° — 2|XACD]|. Analogicky | BRC| = 180° — 2|4 BAC|. Ctytahelnik
PQRS je tétivovy, pravé kdyz | SPQ| + |4 SRQ| = 180°, tj. 180° — 2| ACD| +180° —
— 2|94 BAC| = 180°. Odtud vychazi pro to, aby ¢tyithelnik PQRS byl tétivovy, nutna
a postacujici podminka [ ACD|+ |4 BAC| = 90°. Pfi oznaceni podle obr. 3 to znamena



|[SACE| + |9 EAC| = 90°, tj. téznice CD je kolmé na AB, jak je vidét z trojihelniku
ACE. Je tedy |AC| = |BC|, protoze trojihelniky AEC a BEC jsou shodné podle véty

Sus.

Zdveér: Ctyithelnik PQRS je tétivovy jen tehdy, je-li trojuhelnik ABC rovnora-

menny se zékladnou AB.

POMOCNE ULOHY:
1. Dokazte, ze v trojuhelniku ABC je téznice AS kolmé na stranu BC, pravé kdyz plati

|AB| = |AC|. [Je-li AS kolma na BC, jsou trojuhelniky ABS a ACS shodné podle
véty sus, a proto |AB| = |AC|. Plati-li naopak |AB| = |AC|, jsou trojihelniky ABS
a ACS shodné podle véty sss. Pak ale |XASB| = |[XASC| a |[XASB|+|XASC| = 180°.
Tedy |[XASB| = |¥ASC| =90°.]

. Dokazte, ze obrazy ortocentra trojuhelniku v osovych soumérnostech podle jeho stran

lezi na kruznici tomuto trojuhelniku opsané. [Necht P a Q jsou po fadé paty vysek
z vrcholi A a B v ostrouhlém trojuhelniku ABC, jehoz ortocentrum je V. Ta tétiva
kruZnice opsané, kterd lezi na stejné pfimce jako tsecka AV, necht je AD. S vyuZi-
tim vlastnosti obvodovych thli a podobnosti pravouhlych trojuhelnikai ACP a BCQ
dostavame: |¥VBP| = |[XQBC| = |¥PAC| = |DAC| = |¥DBC| = |¥DBP)|. Troj-
thelniky VBP a DBP se tedy shoduji ve vnitfnich thlech pfi vrcholu B, v pravych
thlech pfi vrcholu P a ve spole¢né odvésné BP. Jsou tedy shodné a bod D je obrazem
ortocentra V' v soumérnosti podle primky BC.

V ptipadé, kdy je napfiklad ihel BAC tupy, se postupuje podobné. Je vSak zapottebi si
uvédomit, ze bod D muze lezet uvniti poloroviny AC B, nebo uvnitf poloroviny opacné,
nebo mohou byt body A, D totozné. Pro pravotuhly trojthelnik ABC je dtikaz ziejmy.]

. Uhlopticky daného tétivového étyfuhelniku ABC D jsou navzédjem kolmé a protinaji se

v bodé E. Ozna¢me M prusecik kolmice z bodu E na stranu AB s protilehlou stranou
CD. Uréete pomér obsahii trojahelniki CME a MDE. [44-B-11-4]



6. Sestrojte trojihelnik ABC' s obsahem 18 cm? a ndsledujici vlastnosti: obvod kazdého
pravouhelniku K LM N, jehoZz vrcholy K, L lezi na usecce BC' a body M, N po tadé
na useckach AC, AB, je roven trem pétindm obvodu trojuhelniku ABC'.

RESEN{. Uvazujme dva pravouhelniky K LM N, KL M;N; vepsané do trojiuhel-
A

niku ABC' uvedenym zpisobem. Necht |KL| <
< |K1L4|. Ozna¢me Z prusecik rovnobézky s AC
vedené bodem N s tseckou Ny Mi, QQ patu vysky
z vrcholu A na stranu BC a X, Y priuseciky hranice
pravouhelniku KLMN s tseckou NjM; (obr.4).
Obvody obou pravothelnikt jsou si rovny, pravé
kdyz |N1X| + |[Y M| = |[NX|. To je ekvivalentni
s podminkou |[NX| = |N1Z|, nebot | X Z| = |Y M;|.
Trojuhelniky BCA, N1ZN i NM A si jsou podob-
né, proto a = v,. A protoze S = a - %va = 18 cm?, Ny
plyne odtud rovnost a = v, = 6 cm.

Obvod pravothelniku KLMN je 2|NM| +
+2[KN| = 2|AR[ + 2|RQ| = 2v, = 2a = 12cm. g K,
Obvod 2s trojihelniku ABC' je proto g -12¢m =
=20cm. Odtud b+ c=2s —a =14 cm.

Mame tedy sestrojit trojuhelnik ABC, je-li
dano a, vs, b+ c.

Uvedeme nékolik postupti feseni.

1. moznost: Snadno vypoéteme s = 10 (cm), s —a = 4, s —b = 10 — b, s —
— ¢ = b — 4. Po dosazeni do Heronova vzorce pro obsah trojihelnitku ABC' dostaneme
/40 - (10 —b) - (b — 4) = 18, coz vede po tipravé na kvadratickou rovnici 1062 — 1400 +
+ 481 = 0. Vytesenim obdrzime

3 3 3 3
b=7T+—, ¢c=7——, nebo b=7—-—, c=7T+—.
V10 V10 V10 v 10

Obé feseni vyhovuji a snadno je ze zndmych délek stran sestrojime. Délku d = 3/v/10
nalezneme eukleidovsky jako ¢tvrtou geometrickou timeérnou tak, ze vztah prepiseme



na tvar d : 1 = 3 : /10. Nejdiiv ovsem sestrojime /10 nap¥. pomoci Eukleidovy véty
0 vysce.

2. moznost: Necht k(O,r) je kruznice vepsand trojuhelniku ABC a T jeji bod
dotyku se stranou AC' (obr.5). Pravouhly trojihelnik AOT muZeme sestrojit, nebot
znédme délky jeho odvésen |AT| =z = s —a = 4cm, |[TO| =r = S/s = 1,8cm, dale
kruznici k(O,r) a nad pfeponou AO jesté jeden pravouhly trojihelnik s odvésnou AFE
délky v, —r = 4,2cm. (Tento trojihelnik zfejmé existuje — vypoctem délky piepony
trojihelniku AOT pomoci Pythagorovy véty lze ovéiit, ze |AO| > v, — r.) Usecku AE
doplnime podle obrazku na tsec¢ku AQ délky v,. Kolmice na AQ v bodé @ je pfimka t.
Jeji priseciky s teénami z bodu A ke kruznici k jsou hledané vrcholy B, C. Uloha
mé dvé feSeni. Vzhledem k jednoznacné sestrojenému trojihelniku AOT nalezneme
sice konstrukci pomoci Thaletovy véty dva trojahel-
niky AOF a AOFE;, kazdy z vyslednych trojuhelnikt v
AByCy (k =1,2,3,4) se v8ak v souhlasné oznacenych é
prvcich shoduje s nékterym z prekryvajicich se troj-
thelniku ABlCl, ABQOQ na obr. 5.

A

/<]
Cy =B 13 Q C1 =By B C
Obr. 5 Obr. 6

3. moznost: Usetka CU na obr. 6 mé délku b + c. Trojthelnik UBA je tedy rovno-
ramenny se zakladnou U B, a proto |[{BUC| = %a. Tento tthel umime sestrojit podle
predchoziho postupu, nebot je to thel OAT na obr. 5. Sestrojime tedy nejprve trojihel-
nik CUB, ve kterém zname |BC|, |CU| a |[SCUB|. Bod A je pak prusecik usecky CU
s osou strany BU. Konstrukce vede opét na dvé feseni.

POMOCNA ULOHA:

V trojuhelniku ABC zndme vysku v z vrcholu A a délku strany BC. Urcete obvod obdélniku

KLMN, lezi-li jeho strana KL na tseéce BC, vrcholy M, N na stranidch AC, AB a plati

|KL|:|LM|=3:2.

[10av/(2a + 3v).]



2. Je déan trojuhelnik ABC'. Sestrojte rovnobéznik K LM N tak, aby jeho vrcholy K a L
leZely na strané AB, vrchol M na strané BC, vrchol N na strané AC' a aby trojihelniky
AKN, LBM a NMC mély stejné obsahy.

v e

vysek trojuhelniku PQR, pricemz body P, @), R jsou po fadé pruseciky polopifimek
opacnych k poloptimkam T'A, T B, T'C' s kruznici opsanou trojuhelniku ABC.



2. Predpokladejme, Ze rovnobéznik K LM N mé pozadované vlastnosti. V posunuti
o vektor NM (obr. 1) je obrazem trojihelniku AK N trojtahel-
nik DLM. Vznikly trojuhelnik DBM méa mit (dle zadéni)
dvakrat vétsi obsah nez trojihelnik NMC' a je tomuto troj-
thelniku podobny (véta wu). Koeficient k& podobnosti, ktera
prevadi trojihelnik DBM na trojuhelnik NMC, je odmoc-
ninou z podilu obsahti téchto trojuhelniki a zaroven podilem
délek libovolnych dvou v podobnosti si odpovidajicich Gsecek:

|BM|

k=+2= W7elk
LBM, DLM a AK N, jejichz vysky na strany LB, DL a AK
jsou shodné, navic plyne |LB| = |DL| = |AK]|.

Odtud plyne konstrukce: Na tsec¢ce BC sestrojime bod M A4 YV KD L v B
tak, aby |[BM| : [MC| = v/2 : 1. Rovnobézka s pfimkou AC Obr. 1
vedend bodem M protne tsecku AB v bodé D. Vrchol N na-
lezneme jako prusecik tisecky AC' s pfimkou, kterd prochazi bodem M rovnobézné s AB.
Bod L sestrojime jako stred usecky DB, bod K je pak obrazem bodu L v posunuti o vek-
tor MN.

Vysledkem konstrukce je rovnobéznik K LM N (jediny pro kazdy trojuhelnik ABC),
o némz se snadno presvédcime, ze ma pozadované vlastnosti.

7 podminky rovnosti obsahii trojihelnikt

Jiné teSeni. Z rovnosti obsahi trojuhelniki AKN a LBM se shodnymi vySkami na
strany AK a LB plyne shodnost téchto stran. Ozna¢me (obr.1) |[AB| =¢, [INM| = |KL| =
=z, |[BM|=ma |[MC|=na |LB| = |AK| = y; ziejmé ¢ = 2y + z, takie y = 1(c — z).
Trojthelniky NMC a LBM maji stejné obsahy, je tedy %xn sinff = %ymsinﬂ neboli
xn = ym. Po dosazeni za y a Gpravé mame

x(m + 2n) = me. (1)
Z podobnosti trojihelniki NMC a ABC plyne tméra  : ¢ = n : (m + n) neboli
nc = x(m+n), (2)
takze z rovn‘osti Touéinu levych a soucinu pravych stran vztaht (1) a (2) dostaneme m =
BM

= nv2, tj. W =m :n = V2. Odtud vyplyva konstrukce podobné jako v predchozim

feSeni.



4. Pravouhlé trojahelniky LRP a KQP na obr.2 jsou podobné, protoze maji spo-

le¢ny ostry tihel pfi vrcholu P. Vyuzijeme-li navic, Ze obvo-
dové thly prislusné témuz oblouku jsou shodné, dostavame
4CAP| = |$CRP| = |$LRP| = |4KQP| = |4 BQP| =
= |9 BAP)|. Bod FE je stied usetky BC, tétivy CP a BP
prislugné shodnym obvodovym thlim ACP a BAP jsou
shodné. Trojthelnik CEP je tedy shodny s trojihelnikem
BEP podle véty sss, tudiz thly AEB a BEP stejné jako
uhly AEB a AEC jsou shodné (a pravé). Odtud plyne
i shodnost trojihelniki AEC a AEB podle véty sus. Je
tedy |AC| = |AB|. Analogicky zjistime, ze |AB| = |BC]|.

Zavér: Danym podminkdm vyhovuji jen rovnostranné
trojahelniky ABC.

Pozndmka. Rovnost |CP| = |BP)| lze dokazat i jinak,
napiiklad na zékladé poznatku, Ze obrazy ortocentra v sou-
meérnostech podle stran trojahelniku lezi na kruznici troj-

Q

C

[/

L

A

&// ’
R
Obr. 2

Ve

uhelniku ABC' je zaroven ortocentrem trojihelniku PQR. Proto jsou obrazem usecky TP
v osovych soumérnostech podle pfimek PQ a PR po tadé tsecky CP a BP, které jsou

tudiz shodné.



2. Je dan tétivovy ¢tytthelnik ABC'D. Oznaéme E prisecik primek BC a AD. Lezi-li
prisecik thlopficek AC' a BD na ose tthlu AE B, je trojuhelnik ABFE rovnoramenny.
Dokazte.



2. Oznacme F' pruse¢ik thlopficek AC' a BD (obr.1). Jestlize je pfimka EF osou
uhlu AEB, jsou uhly AEF a BEF shodné. Navic jsou shodné i thly
EAF a EBF, nebot jsou to obvodové thly ptislusné téze tétivé C'D. E
Trojuhelniky AFE a BFE se shoduji ve spoleéné strané EF’, jsou
tedy shodné podle véty usu, |AFE| = |BE| a trojuhelnik ABE je
tudiz rovnoramenny. C

Obr. 1



3. Necht k je polokruznice sestrojend nad prumérem AB, kterd leZi ve ¢tverci ABCD.
Uvazujme jeji tecnu t1 z bodu C (riznou od BC) a oznacme P jeji prusecik se
stranou AD. Necht ty je spolecénd vnéjsi tecéna polokruinice k a kruZnice vepsané
trojuhelniku CDP (riznd od AD ). Dokazte, Ze primky t1 a ta jsou navzdjem kolmé.

RESEN{. Bez tjmy na obecnosti predpokladejme, ze délka strany &tverce ABCD
je 1. Ozna¢me M stied strany AB a U prise¢ik pfimek t1, to (obr.7). Dale ozna¢me [
kruznici vepsanou trojihelniku CDP, S jeji stfed a r polomér. Déale necht @ a R jsou
postupné dotykové body pfimky ¢; s kruZmici | a polokruznici k. Polozme = = |AP)|.
V feseni vyuzijeme znamy fakt, ze vzdalenosti obou dotykovych bodii od priiseciku tecen
jsou stejné. Takto naptiklad dostavame

|CP| =|CR| + |RP| = |CB| +|AP| =1+ z. (+)

Reseni provedeme ve tfech krocich, pfitom kazdy z nich vyplnime vice zptisoby:
1. krok. Vypocet délky x.
2. krok. Vypocet poloméru r.
3. krok. Dikaz kolmosti piimek t1 a to.

D C D C
/er t / .
S
I QLU o B k QLU »
[
B/
i o
P P |
|
- AN k
o b2
A M B A M B

Obr. 7 Obr. 8

1. krok, 1. zpusob.

Uvazujme pravouhly trojuhelnik C'DP. Délka jeho piepony se podle () rovna 1+

a délky odvésen jsou 1 a 1 — x Z Pythagorovy véty tedy dostavame
(1+2)? =12+ (1 —2)

Regenim této (po tpravé linedrni) rovnice je z = 1.

1. krok, 2. zpusob.

Oznacme C’ bod, ktery vznikne oto¢enim bodu C' okolo stfedu M o 90° v kladném
sméru. Potom bod C’ lezi na ptimce p, kterd je obrazem pfimky BC' v uvedeném otoceni
(obr. 8), pficemz rovnobézné usecky C'E a AM maji tutéz délku % Protoze piimka M P
je osou thlu AM R a pfimka M C osou thlu BM R, jsou pfimky M P a MC navzajem

3



kolmé, takze bod C” lezi na piimce M P. Trojthelniky PAM' a PEC’ jsou tedy soumérné
sdruzené podle stiedu P, a proto z = |[AP| = 1|AE| = 1.

2. krok, 1. zpusob.

Je-li o polomér kruznice vepsané trojihelniku se stranami a, b, ¢, je jeho obsah
roven %(a + b+ ¢)o. Pro pravouhly trojiuhelnik CDP, v némz zname délky vSech stran,
tak dostdvame (pfipomeiime, ze |PC| =1+ = 3)

11CD|-|DP| 1

~ L(CD|[+ |DP|+|PC]) 4

2. krok, 2. zpusob.

Necht A”B" je obraz tisetky AB v posunuti ve sméru polopfimky CB o délku 3
(obr.9). Ozna¢me D’ prisecik piimek A”B” a t;. Potom kruznice, jejiz ¢asti je polo-
kruZznice k, je vepsana trojuhelniku D'B”C' a navic jsou trojuhelniky D'B”C a CDP
podobné. Pomér poloméri jejich vepsanych kruznic je tedy roven pomeéru jejich kratsich

1 3.3 1

odvésen. To znamend, ze 5 : 17 = 3 neboli r = 7.

e
8. krok, 1. zptusob.

Podle 2. kroku vime, ze primér kruznice [ je roven poloméru polokruznice k. Proto
primka p (osa tsecky AD) je spole¢nou vnitini teénou polokruznice k a kruznice I
(obr. 10). Pfitom piimka p je kolmé na pfimku AD, kterd je jejich vnéjsi spoleénou
teCnou. V osové soumérnosti podle stfedné SM obou kruznic je obrazem vnéjsi tecny
AD vnéjsi tena to a obrazem vnitini tecny p vnitfni te¢na t;. Jsou tedy navzdjem
kolmé i tecny t; a to.

D C

N\

k
A B b2 /
F k

to
D’ A" B” A M B
Obr. 9 Obr. 10

3. krok, 2. zpusob.
Oznac¢me V prusecik primky to se stranou CD. Protoze délky obou spolec¢nych
vnéjsich tecen (pokud je bereme jako tsecky, jejichz krajnimi body jsou dotykové body)
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polokruznice k a kruznice [ jsou stejné, tj. |AT| = |A’T’|, dostavame na zakladé shodnosti
délek tecen z bodu P ke kruznici [ a shodnosti délek tec¢en z bodu U k polokruznici k

|AT| = [AP| + |PT| = [AP| + |PQ| = 2|AP| + [RQ,
[A'T'| = |[AU+ |UT'| = |RU| + [UQ| = |RQ| + 2|UQ,
coz znamena, ze |[UQ| = |AP| = 1. Déle z rovnosti délek tecen z bodu C k polokruznici k
a kruznici [ dostavame |RQ| = |CR| — |CQ| = |CB| — |CW|=1— 3 = 1. To znamen4,

ze |PU| = 2 = |PD|, takze ¢tyithelnik PUV D je deltoid, a tedy | PUV| = [ PDV| =
= 90°, tj. pfimky #; a t5 jsou navzdjem kolmé.

Tim je dikaz hotovy.



6. Je dan rovnostranny trojihelnik M PQ. Najdéte mnozinu vrcholi C' vsech trojihel-
niku ABC takovych, Ze body P, Q jsou paty vysek z vrcholi A, B a bod M je stied
strany AB.

ez

RESENT. Uvazujme trochu obecn&j§i tlohu. Predpokladejme jen, ze trojihelnik
M PQ je rovnoramenny se zakladnou PQ), pricemz |4 PM Q| = . Ozna¢me standardné
«, (3, v vnitini thly trojihelniku ABC. Body P, Q) jsou paty vySek z bodu A, B, takze
body A, B, P, Q lezi na kruznici se stfedem M (jde o Thaletovu kruznici nad pramérem
AB). To znamena, ze |MA| = |MB| = |MP| =|MQ)|, a tedy trojuihelnik AMQ (pokud
A # @) je rovnoramenny; analogicky trojuhelnik BM P. Potom plati

IXAMQ| = 180° — 2|3 MAQ|,  |¥BMP|=180° — 2|SMBP|, (1)
S PCQ| = 7.

Dale rozeberme nékolik pfipada podle toho, zda ma byt trojihelnik ABC' ostrouhly,
pravouhly, anebo tupotuhly.

Pripad 1. Trojahelnik ABC' je ostrouhly. Ziejmé body M a C' lezi v opa¢nych polorovi-
nach uréenych ptimkou PQ. Navic plati [ MAQ| = «, |[SMBP|=(a|SAMQ|+ ¢+
+ |¥BM P| = 180°, odkud po dosazeni (1) dostavame v = 180° — v — 3 = 90° — £
Pripad 2. Trojuhelnik ABC méa pfi vrcholu A pravy thel. Zfejmé body M a C lezi
v opacnych polorovindch uréenych pfimkou PQ. Dale A = Q a |[SBMP| = 180° — ¢.
Z (1) potom vyplyva § = |[SMBP| = %cp, a tedy v = 90° — %cp. Pokud je pravy thel
pfi vrcholu B, analogicky dostaneme v = 90° — %ap.

Obr. 11 Obr. 12

Pripad 3. Trojuhelnik ABC mé pii vrcholu A tupy thel. Ziejmé body M a C' lezi v opac-
nych polorovinach uréenych pfimkou PQ. Pfitom |4 MAQ| = 180° — «, |[<SMBP| =
ap— |[SJAMQ| + | BMP| = 180°, odkud po dosazeni (1) dostdvame v = 180° — v —
— 3 =90°— %(p. Pokud je tupy tihel pfi vrcholu B, analogicky dostaneme v = 90° — %gp.
Pripad 4. Trojuhelnik ABC ma pii vrcholu C tupy uhel. Zfejmé body M a C lezi
ve stejné poloroviné uréené pifimkou PQ). Déle z pravothlych trojuhelniki ABQ a ABP
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dostavame |[SMAQ| = «, |[MBP| = a|[SJAMQ|+|<BMP| = 180°+¢. Z (1) potom
vyplyva v = 90° + %(p.

Obr. 14

Zt¥ejmé trojuhelnik ABC nemtZe mit pti vrcholu C' pravy thel. Jinak by body C,
P, @ splynuly. Celkové jsme tedy dostali, ze pokud bod C lezi v poloroviné opacné
k polorovinég PQM, je |[<PCQ| = 90° — %cp, a pokud bod C lezi v poloroving PQM, je
| PCQ| =90° + %gp. Mnozinou v8ech takovych bodu C je tedy kruznice, ozna¢me ji k,
nad tétivou PQ s vyjimkou bodu P, @) (kde vétsi oblouk kruznice k je ¢asti mnoziny
viech bodit X takovych, ze [JPXQ| =90 — 1¢).

Obracené necht C € k\ {P,Q} a M PQ je rovnoramenny trojihelnik se zakladnou
PQ. Potom si snadno uvédomime, jako bychom sestrojili body A, B. Bod A leZi na
pfimce CQ a na pfimce, kterd je kolmé na C'P a prochazi bodem P. Analogicky dosta-
neme bod B. V takovémto trojihelniku ABC budou body P, ) patami vysek z vrcholt
A, B. Stadi tedy dokézat, ze M je stted AB. Oznaéme N stied strany AB. DokaZeme,
7ze M = N. Oznacme ¢ = | PNQ)|. Ziejmé bod N lezi v poloroviné PQM a je stiedem
kruZnice, na které lezi body A, B, P, @, takZe trojuhelnik N PQ je rovnoramenny se
zékladnou PQ. Pfitom z vyse uvedenych tvah vyplyva, ze pokud bod C lezi v poloroviné
opacné k poloroviné PQM, je v = 90° — % , a pokud bod C lezi v poloroviné PQM, je
v =90° 4 %d} To znamena, ze b = . Navic oba body M a N lezi na ose tsecky PQ.
Takze nutné M = N, a tedy M je opravdu stied strany AB.

Odpovéd. Hledanou mnozinou v8ech vrcholi C je kruznice k s vyjimkou boda P, Q.
Specialné pro ¢ = 60° je k kruznice soumérné sdruzend s kruznici opsanou trojihelniku
M PQ podle primky PQ.

~evs

si uvédomme, Ze body A, B, P, @ lezi na kruznici se stifedem M. Vzhledem k tomu,
ze M je stied tsecky AB, lezi aspon jeden z bodu A, B nutné v poloroviné PQ M. Bez
jmy na obecnosti necht je to bod B. Potom z véty o obvodovych thlech vyplyva, Ze

9



|$QBP| = L. Déle

14 BCQ| = 90° — |3QBC| = 90° — [XQBP| = 90° — g.

Pokud v < 90°, lezi bod C' v poloroviné opacné k poloroviné PQM a plati v =
= [94BCQ| = 90° — %cp. Pokud v > 90°, lezi bod C' v poloroviné PQM a plati
v =180° — [¥BCQ| = 90° + .

Dalsi postup je uz analogicky jako v prvnim feseni.

Diskusi pripadt v obou feSenich mizeme ¢aste¢né obejit. Staci si uvédomit nékolik
fakt. Pokud V je prusecikem vysek v trojuhelniku ABC, je bod C prusecikem vysek
v trojuhelniku ABV. Proto trojihelnik ABC ma vlastnost ze zadani Glohy, pravé kdyz ji
m4 trojuhelnik ABC’, kde C' = V. Znamena to, ze mnozina vrcholi C' vSech vyhovuji-
cich trojihelnikti je totozna s mnozinou jejich priseciku vysek V. Protoze body C, V lezi
vzdy v opaénych polorovinach uréenych ptimkou PQ a plati |$ PV Q|+ | PCQ| = 180°,
sta¢l najit mnozinu vrcholi C jen v jedné ze zminénych polorovin (jak uz vime, je ji
kruznicovy oblouk), v druhé poloroviné touto mnozinou pak musi byt doplnék toho
oblouku do celé kruznice.
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3. Uvnitt stran AB, BC, C'D a D A konvexniho ¢tyfthelniku ABC D jsou po fadé zvoleny
body K, L, M a N. Ozna¢me S prusecik piimek KM a LN. Je-li moZzno vepsat
kruznice ¢tytahelnikim AKSN, BLSK, CMSL a DNSM, je moZno vepsat kruznici
i ¢tyruhelniku ABCD. Dokazte.



3. Predpokladejme, Ze zminénym Ctyfem ¢tyrthelnikim lze vepsat kruznice. Body do-
tyku téchto kruznic s prislusnymi stranami ¢tyfiahelniki ozna¢me jako na obrazku. Ze sou-

mérnosti tecen sestrojenych z jednoho bodu k téze kruznici plynou rovnosti

|APy| = [APY|, |[BPy| = |BPy|, |CPs| = |CP3], [DPy| = |DPy| (1)

1SQ1] = [SQ1, [5Q2| =[SQ3], |SQs] = [SQ5|, [SQ4| = SQ4]. (2)
Ze soumeérnosti spolecnych vnéjsich tecen dvou kruznic zase plynou rovnosti
|P1Py| = |Q1Qal, |P2P3| = |Q5Qs], [P3Py| = |Q35Qu], |PyP]| = [Q4Q1]. (3)

Podle znamé poucky lze konvexnimu ¢tyfuhelniku ABCD vepsat kruZnici, pravé kdyz
délky jeho stran spliuji podminku

|AB| + |CD| = |BC| + |DA],
kterou lze s ohledem na (1) upravit do tvaru
|PLPy| + |PsPy| = | P2 Ps| + [ PyPy]. (4)
Vsimnéme si, ze podle (2) a (3) plati rovnosti

|P1P3| = |Q1Q2| = Q15| +[SQ2| = [SQ1| + [SQ2],
[P P3| = |Q3Qs3] = |Q35| + [SQs3| = [SQ2| + [SQs],
|P3Py| = |Q3Q4| = |Q3S| + [SQ4| = [SQs| + [SQ4l,
|PyPl| = |Q4Q1| = 1Q4S| +SQ1| = |SQa| + [SQul.

Obé strany (4) se tudiz rovnaji souétu |SQ1| + [SQ2| + [SQs| + |SQ4| a dikaz je hotov.

Za Uplné feseni udeélte 6 bodu.



2. Uvnitt stran BC, C A, AB daného ostrotihlého trojihelniku ABC jsou po fadé vybrany
body X, Y a Z tak, Ze kazdému ze ¢tyfuhelnikit ABXY, BCYZ a CAZX lze opsat
kruZnici. DokazZte, ze body X, Y, Z jsou paty vysek trojuhelniku ABC.



2. V tétivovém ¢&tyfahelniku ABXY oznaéme ¢ = |[SAXB| = |[JAY B| velikost
obou shodnych obvodovych thli nad spoleénou tétivou AB (obr.1). Podobné ozna¢me

C

A A B
Obr. 1

Y = |[9BZC| = |[¥BYC| a w = |[SCXA| = |4CZA]| velikosti shodnych obvodovych
uhli nad tétivami BC' a C'A v tétivovych &tyrfuhelnicich BCY Z a CAZX. ZapiSeme-li



postupné rovnosti pro kazdou ze tii dvojic vyznacenych sousednich thla ve vrcholech X,
Y a Z, dostaneme pro neznamé velikosti ¢, 1) a w soustavu t¥i linearnich rovnic

e+ =m,
Y+w=m,
w+e=m,

kterd ma jediné feseni p = ¢ = w = %TC, jak snadno zjistime napf. odectenim libovolnych
dvou rovnic a dosazenim. Tim je tvrzeni Gllohy dokazano.

Pozndmka. Jsou-li naopak body X, Y a Z paty vysek trojuhelniku ABC, jsou Ctyi-
thelniky ABXY, BCY Z a CAZX tétivové podle Thaletovy véty.

Za aplné feseni je 6 bodu.



3. Je dan trojuhelnik se stranami délek a, b, ¢ a obsahem S. Dokazte, Ze rovnost
2¢ = |a? — b?| plati, pravé kdyz existuje trojuhelnik se stranami délek a, b, 2c
a obsahem 2S.

RESEN{. Bez tjmy na obecnosti pfedpoklddejme, ze plati a > b. Jestlize je ob-
sah trojuhelniku A’B’C’ se stranami délek a, b, 2¢ roven dvojnidsobnému obsahu
trojuhelniku ABC' se stranami délek a, b, ¢, jsou vysky CV a C'V’ téchto troj-
thelnikti shodné. Trojahelniky ACV a A'C'V’ jsou C—c"
tedy shodné podle véty Ssu, proto mizeme oba troj-
thelniky ABC a A’B’C’ premistit tak, aby platilo
B = B,C = C aV = V’/; pak uz ovSem ne- b
muze platit A = A’. Jaké je poloha bodi A a A’ na
pfimce BV'? Protoze b = |AC| = |A'C], je trojihel-
nik AA'C je rovnoramenny a jeho zdkladna AA’ mé ™
stied v bodé V (obr.1). Pfedpoklad a = b znamend, A V=V’ A ¢ B=D
ze |AC| = |A'C| £ |BC|, takze bod B nelezi na tsecce Obr. 1
AA’; protoze |AB| = ¢ a |A’B| = 2¢, lezi bod B na
poloptimce opacné k AA’ tak, ze bod A je stfedem tsecky A’B.

Z pravouhlych trojuhelniki AVC a BV C vyplyva

3 2
#=- (3,

v =0 — <%C>2.

Porovnanim pravych stran dostaneme po tpraveé
a? —bv? =22

Ukéazali jsme tak, ze pokud k danému trojuhelniku ABC existuje trojuhelnik se
stranami a, b, 2c a obsahem 25, pak pro délky a, b, c musi byt splnéna rovnost |a? — b?| =
= 2c2%.

Predpokladejme naopak, Ze pro velikosti stran a, b, ¢ trojuhelniku ABC' plati
la? — b?| = 2c2. Nejprve ukéaZzeme, Ze trojihelnik se stranami a, b, 2c¢ existuje, tj. Ze
plati trojuhelnikova nerovnost

a+b>2c>|a—Dbl

Pro trojuhelnik ABC plati trojahelnikova nerovnost a + b > ¢ > |a — b|. Proto plati
2¢ > ¢ > |a —b|. Vynasobime-li déle obé strany nerovnosti ¢ > |a — b| kladnym vyrazem
a + b, obdrzime nerovnost

c(a +b) > |a® — b?| = 2¢2,
z niz po déleni ¢ vyplyva nerovnost

a+b>2ec.



Predpokladejme nyni, Ze v trojuhelniku A’B’C’ o stranach a, b, 2¢ plati rovnost
2¢? = a? — b? (opét bez Gjmy na obecnosti predpokladdme, Ze a > b — zde nemiize byt
a = b, protoze by bylo ¢ = 0).

Vysvétlime, proé pata V vysky z vrcholu C’ na stranu c
A’B’ padne dovnitf této strany (a ne na jeji prodlou-
zeni). K tomu stac¢i ukazat, ze trojuhelnik A’ B’C” mé ostré
vnitini hly u vrcholic A’ i B’ (obr.2). Uhel A’B'C’ je b

mens$i nez thel B’A’C’, nebot pfedpokldadame, ze a > b. v N

Uhel B’ A'C' je ostry, pravé kdyz plati nerovnost |B’'C’|? <

< |A’B'|? + |A'C’|?, neboli a? < 4¢? + b2. Posledni nerov- AV

nost je ale zarucena rovnosti a? = b? + 2¢2. A’ ¢ A ¢ B’
Z pravouhlych trojuhelniki A’V C’ a B'VC’ plyne, ze Obr. 2

pro délky x = |A'V| a v = |C'V] plati

02 =% — 22,

v? = a® — (2c — x)2.
Porovnanim pravych stran dostaneme po tpraveé
dex = 4c® — (a® — b?)
a dosazenim za a? — b? vyjde
dex = 4c? — 2% =262, tj.x = %c.
Oznacime-li A (ve shodé s prvni ¢asti) stfed strany A’B’, plati
|AC'| = |A'C"| = b,

tudiz trojihelnik AB'C’" mé strany délek a, b, ¢ a obsah rovny poloviné obsahu troj-
thelniku A’B’C’. Tim jsme dokézali opa¢nou implikaci.

JINE RESENI. Z Heronova vzorce pro obsah S; trojuhelniku ABC a pro obsah S
trojuhelniku A’ B’C’ mame

Sy = i\/((a—kb)Q —?) (e = (a —b)?),

Sy = %\/((a +b)2 — 4c?) (4¢® — (a — b)?).

Z podminky S5 = 257 plyne
((a+b)* —4c®) (4> — (a—b)?) =4((a +b)* = ) (¢ = (a — b)?).
7 této podminky po tupravé dostaneme
(a® = b*)? = 4c*, . |a2 - b2‘ = 2¢%.

4



Provedené tpravy jsou ekvivalentni, proto je mozno cely postup obratit. Z rovnosti
la? — b?| = 2¢? vyplyv4, ze trojihelnik A’B’C’ mé dvakrat vétsi obsah nez trojihel-
nik ABC. Existenci trojuhelniku lze dokazat stejnym postupem jako v prvnim feseni.

JINE RESENI. Uvazujme tGsecku BC délky a (a > b) a kruznici & se stfedem v bodé C'
a polomérem b (obr. 3).

Obr. 3

Ve stejné poloroving (s hrani¢éni pfimkou BC) uvazujme body A a A’, pro néz plati
|AB| = ¢, |A'B| = 2¢. Lezi-li body B, A a A’ na téze pfimce, potom obsah trojuhelniku
A’BC je dvojnasobkem obsahu trojuhelniku ABC'. Z mocnosti bodu B ke kruznici k
plyne

|BA| - |BA'| = 2¢* = a® — b,

Je-li naopak splnéna posledni rovnost, protne polopfimka opac¢na k AB kruznici k
v bodé, jehoz vzdalenost od bodu B je rovna 2¢, timto bodem je vSak A’. Odtud jiz plyne
tvrzeni pro obsahy trojihelniki. Existenci trojiihelniki lze dokazat stejnym postupem
jako v prvnim feseni.



5. V roviné je ddn pravouhly lichobézinik ABCD s delsi zdkladnou AB a pravym tuhlem
pri vrcholu A. Kruznice kq sestrojend nad stranou AD jako prumérem a kruznice ks,
kterda prochazi vrcholy B, C a dotykd se primky AB, maji vnéjsi dotyk v bodé P.
Dokazte, Ze ihly CPD a ABC' jsou shodné.

RESEN{. Protoze tisecka AD je priimérem kruznice ky, je ihel APD pravy (obr. 4).
D X C
k1 I

- ————

ko

Obr. 4

Uvazujme spolecnou tecnu ¢ obou kruznic prochazejici bodem P. Oznac¢me po radé
S a X pruseciky tecny t s tiseckami AB a C'D. Ptimka AB je vSak také spole¢nou tecnou
obou kruznic. Plati proto |SA| = |SP| = |SB|. Bod S je proto stfedem Thaletovy
kruznice sestrojené na stranou AB jako primérem. Uhel APB je tudiz stejné jako tihel
APD pravy a bod P je tedy vnitinim bodem tsecky BD.

Trojahelnik BPS je rovnoramenny se zakladnou BP, pro jeho thly tedy plati
|¥SBP| = |4SPB|. Uhel SPB mé4 navic stejnou velikost jako thel DPX (dvojice
vrcholovych thla). Plati proto [ ABP| = | DPX]|. Soucasné vsak je thel X PC' thlem
usekovym pro tétivu C'P kruznice ky. Z rovnosti obvodového a tsekového tthlu mame
|<PBC| = |4XPC|.

Celkové dostavame

|SABC| = |<ABP|+ |<PBC| = |[4DPX|+ |[4XPC| = |xDPC|,

coz jsme chtéli dokazat.



2. Vroviné je dan pravouhly trojuhelnik ABC| na jehoz pfeponé AB uvazujeme libovolny
bod K. Kruznice sestrojend nad tiseckou C'K jako nad primeérem protne odvésny BC
a C'A ve vnitfnich bodech, které oznacime po fadé L a M. Rozhodnéte, pro ktery
bod K ma ¢tyithelnik ABLM nejmensi mozny obsah.

4. V roviné je dan pravouhly lichobéznik ABC'D s delsi zédkladnou AB a pravym thlem
pii vrcholu A. Oznac¢me k; kruznici sestrojenou nad stranou AD jako nad primérem
a ko kruznici prochéazejici vrcholy B, C' a dotykajici se ptimky AB. Maji-li kruznice k1,
ko vnéjsi dotyk v bodé P, je primka BC' tecnou kruznice opsané trojuhelniku C'DP.
Dokazte.



2. Protoze uhly KLC, KMC a LCM jsou pravé (obr.1), je ¢tyfuhelnik K LCM
pravouhelnik a trojihelniky AKM a KBL jsou podobné trojuhelniku ABC. Oznacme

A ke K (1-k)c B

jako obvykle a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB| a polozme |AK| = k¢, kde 0 < k < 1.
Pak ovsem |KB| = (1 — k)c a ze zminéné podobnosti trojihelnikt dostavame vyjadieni
|AM| = kb, |LC| = |KM| = ka, |BL| = (1 —k)a a |[MC| = |KL| = (1 — k)b. Proto plati

1 1
Saprm = Sapc — Spme = 5ab— o -ka- (1 - k)b =

b

1 9 1 1\2 3
= — — = — - — — >
2ab(l k+ k%) 2ab ((k ) + 4) 2

2
1 3 3
> 1.2 225
_2CL 4 4 ABC)



pri¢emz rovnost Sapry = %S Apc nastane, praveé kdyz k = %, tedy pravé kdyz je bod K
stfedem prepony AB.

Jiné feSeni. Ctyithelnik ABLM mAi minimalni obsah, pravé kdyz ma maximalni
obsah trojuhelnik LM C' ktery je ,,polovinou* pravotuhelniku K LC M. Staci proto ukazat,
Ze obsah Sk o je maximalni, pravé kdyz je bod K stfedem prepony AB (kdy zfejmé
SkrLom = %SABC). Je-li bod K vybran tak, ze |AK| < %|AB|,je usecka K L stfedni prickou
lichobézniku AK'L'C, ktery mé o Sk p mensi obsah nez trojihelnik ABC' (obr. 2a), takze
plati

1 1
SkLem = §SAK’L’C’ < §SABC-
Je-li naopak |AK| > 3|AB|, vyuzijeme obdobny lichobé&znik BK’M’C (obr.2b) a usoudi-
me, ze plati

1
SkrLcom = §SBK’M’C < §SABC~

Tim je tvrzeni o maximalnim obsahu Sk o dokazano.

A

K’ K
b)

Obr. 2

Odpovéd. Ctytahelnik ABLM mé nejmensi mozny obsah, pravé kdyz bod K lezi upro-
stfed prepony AB.

Za Uplné reseni udélte 6 bodt. Odvodi-li fesitel pouze funkeéni vyjadreni jednoho z obsahtt Sapra, Srymc,
SKkrLowm, které by umoznilo nalézt jeho extrémni hodnotu, udélte 3 body. Udélte 1 bod, je-li spravna
odpovéd pouze uhodnuta nebo zcela chybné zdivodnéna.



4. Ozna¢me S; a Sy stfedy uvazovanych kruznic (obr.4). Obé tsecky S; A a S2 B jsou
kolmé na primku AB, jsou tudiz rovnobézné a stiidavé uhly PSsB a PS;D shodné. Podle

Do

S2

Obr. 4

véty o obvodovych a stfidavych thlech proto plati
1 1
|<<PCB| = §|<PSQB| = §|<P51D| = |<cPAD)|.
Oba thly APD a ADC jsou vsak pravé, tudiz
|<<PAD| =90° — |<cADP| = |<<CDP|.

Dohromady dostavame, ze thly PC'B a C'DP jsou shodné, coz podle véty o obvodovém
a usekovém uhlu znamen4, ze ptimka BC' je te¢nou ke kruznici opsané trojuhelniku C'DP.

Jiné reseni. Ve stejnolehlosti se stfedem P, pri které kruznice k; prejde v kruznici ko,
musi teéna C'D kruznice k; prejit v rovnobéznou tecnu AB kruznice ko, pritom se bod
dotyku D zobrazi do bodu dotyku B. Bod P tudi# lezi na thlopticce BD (obr.5).! Odtud
plyne shodnost st¥idavych thlt CDP a PBA (mezi rovnobézkami AB a CD). Uhel PBA

D C/ ko

Obr. 5

je ale usekovy tihel mezi tétivou BP a tecnou AB kruznice ks, je tedy shodny s pfislusnym

1 Poznatek P € BD nemusi Fesitelé dokazovat, kdyz se odvolaji na feseni llohy doméaciho kola B-52-1-5,
viz néslednou Poznamku.



obvodovym tthlem PCB. Uhly CDP a PCB jsou proto shodné, coz jsme potiebovali
dokézat (viz zavér predchoziho FeSeni).

Pozndmka. Nékteti Tesitelé se mozna odvolaji na tlohu B-52-1-5, ktera se zabyvala
stejnou situaci a podle které jsou shodné thly ABC a C'PD (obr.6). Protoze jsou shodné

k1

Obr. 6

i stfidavé uhly PEB a PCD, kde FE je priisec¢ik polopfimky C'P se stranou AB, lze kyZenou
shodnost thlt CDP a PC B odvodit z trojihelniktt BCE a PDC'. Reseni, ktera se odvolaji
na shodnost thlt ABC a C'PD na zakladé tlohy domaciho kola, je nutno povazovat za
uplna.

Za Gplné feseni je 6 bodu.



2. Je dén konvexni ¢tyfihelnik ABC'D. Oznacéme P prusecik jeho ithlopficek a () prusecik
spojnic stfedu jeho protéjsich stran. Lezi-li bod ) na thlopricce BD, je bod P stfedem
uhlopficky AC. Dokazte.



2. Stfedy stran étyfuhelniku ABCD oznacme K, L, M, N podle obrizku. Protoze
usecky K'L a M N jsou stiedni pficky trojuhelnikt ABC resp. ACD, plati KL || AC || MN.

Obdobné plati LM || BD || KN, tudiz K LM N je rovnobéznik a bod @ puli usecku K M.
Vsimnéme si nyni trojihelniku KM N. Stfedem @) jeho strany K M prochazi podle pred-
pokladu tdlohy uhlopficka B D, ktera je, jak vime, rovnobézné s druhou stranou K N. Proto
i stfed R tfeti strany M N lezi na thlopficce BD. Protoze tsecka M N je stejnolehlé s tisec-
kou C'A podle stfedu D, pili thlopticka BD nejen tisecku M N (v bodé R), ale i tsecku AC
(v odpovidajicim bodé P).

Za aplné feseni je 6 bodu.



2. V rovnoramenném lichobézniku ABCD plati |BC| = |CD| = |DA| a |<<DAB| =
= |<<ABC| = 36°. Na zdkladné AB je din bod K tak, Ze |AK| = |AD|. Dokazte,
ze kruznice opsan€ trojuhelnikum AKD a K BC maji vnéjsi dotyk.

RESEN. V rovnoramenném trojthelniku AKD zndme tthel DAK proti zaklad-
né K D. Mizeme dopo¢itat zbylé dva thly pii zdkladné (obr.1): |<cADK| = |<cAKD| =
= 1(180° — |« DAK]|) = 72°. Ctyttthelnik AKCD mé prot&jsi strany AK a CD shodné
a rovnobézné, takze se jedna o rovnobéznik, tudiz piimky KC a AD jsou rovnobézné.
Uhly DAK a CK B jsou tedy souhlasné a ihly CK B a KC D sttidavé, proto |<xCK B| =
= |<xKCD| = 36°. Uhel DKC dopliiuje thly AKD a CKB do pfimého thlu, jeho
velikost je tedy |[<cDKC| = 180° — 36° — 72° = 72°.

L
Obr. 1

Na polopfimce opa¢né k polopfimce K D zvolme bod L tak, ze |K L| = |AD|. Potom
|<<LKB| = |<xAKD| =T72° a |<<CKL| = |<<LKB| + |<cCKB| = 108°. Dopo¢itanim
hlt v lichobézniku ABCD dostavame |<cBCD| = 1(360° — 2 - 36°) = 144° a miizeme
vyjadiit velikost uhlu BCK: |<cBCK| = |<cBCD| — |<cKCD| = 144° — 36° = 108°.
Nyni jiz vime, ze |KL| = |CB| a |[<<LKC| = |<xKCB|, coz znamend, ze LBCK je
rovnoramenny lichobéznik, a lze mu tedy opsat kruznici (shodnou s kruZnici opsa-
nou trojuhelniku K BC'). Dale mtzeme z lichobézniku LBCK dopocitat |<<KLB| =
= 1(360° — 2-108°) = 72° = |XKDA|. Z této rovnosti plyne, ze AD | BL, takze
trojuhelniky ADK a BLK jsou vzajemné stejnolehlé podle stiedu K. Stejnolehlé jsou
potom i kruznice jim opsané. Protoze obé prochazeji sttedem K zminéné stejnolehlosti,
maji v tomto bodé vnéjsi dotyk.

Jiné Feseni. Stejné jako v prvnim feseni zjistime, ze |[AKD| = 72°. Ctyithel-
nik AKCD je rovnobéznik (obr.2), takze |CK| = |AD|. Z rovnosti |CK| = |BC|
v trojuhelniku K BC usoudime, 7e |<cCKB| = |<<KBC| = 36°. Proto na zakladné
CD existuje bod X tak, ze |AKX| = 108° (a |<tBKX| = 72°). Pak |<xDKX| =
= |<XxAKX| — |<cAKD| = 108° — 72° = 36°, a tedy |<tDKX| = |<tDAK]|, takze tihel
DK X je tsekovym thlem piislusnym oblouku DAK v kruznici opsané trojihelniku
AKD, to znamena, ze piimka KX je jeji te¢nou. Podobné |XCKX| = |<xBKX]| —

3



— |<cBKC| = 72° — 36° = 36° = | <K BC|, takze KX je i te¢nou ke kruznici opsané
trojuhelniku K BC'. Kruznice opsané trojuhelnikim AK D a K BC maji tedy spolec-
nou tecnu K X prochézejici spoleécnym bodem K. Obé kruznice se tudiz v tomto bodé
dotykaji.

369

Obr. 2

NAVODNE ULOHY:

1. Procvicte definice a vlastnosti obvodovych, stfedovych a tisekovych thla.

2. Dvé kruznice k1 a ko se stfedy S1 a Sz se dotykaji v bodé A. Bodem A vedeme primku,
kterd protind kruznici k1 v bodé A; a kruznici k2 v bodé As. Dokazte, ze primky S1 A1
a S2A2 jsou rovnobézné.

3. T¥i kruznice k1, k2 a ks se navzajem dotykaji vné. Dokazte, ze primky spojujici bod
dotyku kruznic k1 a k2 se dvéma zbyvajicimi body dotyku protinaji dale kruznici ks
v bodech lezicich na priméru této kruznice. [Vyuzijte pfedchozi tlohu.]



5. Je ddna primka p a mimo ni bod A. Sestrojte lichobéznik ABCD s minimdlnim
obsahem a ramenem BC na pFimce p tak, aby |BC| = |AC| a prusecik E jeho
uhlopricek spliioval vztah |BE| = 3|DE).



RESENI. Piedpokladejme, ze ABCD je hledany lichobéznik a K, L jsou paty kolmic
z vrcholt B, D na pfimku AC (obr.3). Z podobnosti pravouhlych trojuhelniki BKFE

Obr. 3

a DLFE plyne, ze délky stran BK a DL, tedy odvésen ve zminénych trojihelnicich,
jsou ve stejném pomeéru jako délky jejich ptepon BE a DFE, tedy 3:1. BK a DL jsou
vSak i vysky v trojihelnicich ABC a AC'D, a to na spole¢nou stranu AC. Obsahy téchto
trojuhelnik jsou tedy také v poméru 3 : 1, takze obsah lichobézniku ABCD je roven %P ,
kde P je obsah rovnoramenného trojuhelniku ABC'. Vyska tohoto trojuhelniku z bodu A
na stranu BC' je dana (vzdalenost bodu A od pfimky p). Obsah trojuhelniku ABC bude
tedy minimélni, bude-li minimalni délka strany BC, tedy i AC, tedy kdyz usecka AC
bude kolma na p.

Konstrukce. Nejprve sestrojime bod C' (pata kolmice z A na p). Vrchol B nalezneme
jako prusecik pfimky p s kruznici k(C,|AC|) (dvé moznosti). Vrchol D je prusecikem
primky m, vedené bodem C rovnobézné s AB, a ptimky n rovnobézné s AC' ve vzdale-
nosti 2|BC| od vrcholu B uvniti poloroviny opa¢né k ACB.

Uloha mé4 celkem dvé feseni soumérné sdruzené podle piimky AC L p (obr. 4).

A
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NAVODNE ULOHY:
1. Z pravouhlych trojihelnikd s danou délkou prepony urcete ten s nejvétsim obsahem.

[Rovnoramenny pravouhly.]
2. Dokazte, ze z trojuhelniki ABC s danym uhlem pii vrcholu A a pevnym obsahem

mé nejmensi délku strany BC' rovnoramenny trojuhelnik se zdkladnou BC'. [Pouzijte
kosinovou vétu.]



4. Je dan ostrouhly trojuhelnik V BA. Sestrojte te¢novy c¢tyiuhelnik ABC'D s minimal-
nim obsahem tak, aby jeho vrcholy C' a D lezely po fadé na poloptimkach opacnych
k polopfimkam BV a AV.



4. Kruznice vepsand hledanému c¢tyithelniku je kruznici k pripsanou strané AB
trojuhelniku BAV. Ten ze dvou pruseciku osy thlu AV B s kruznici k, ktery je déal od
vrcholu V', ozna¢me T (obr.1). Hledané body C a D nalezneme jako pruseiky teény t



v bodé T ke kruznici k po fadé s piimkami V B, VA. Dokazme, ze takto sestrojeny ctyt-
tthelnik mé ze vSech ¢tyruhelnikid vyhovujicich podminkdm tlohy nejmensi obsah.

o C—

- C//

Obr. 1 D'y

Ozna¢me C', D" vrcholy jiného tecnového ¢tyfihelniku s vepsanou kruznici k (pfimka
C'D’ je teénou kruznice k). Bez ijmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze priusecik M
teCen t a C' D’ lezi uvnitf tsecky T'C. To znamend, ze plati |M D| > |MC| (obr. 1). Ozna¢me
C" a D" odpovidajici paty kolmic spusténych z boda C’ a D’ na piimku ¢; bod C” lezi
uvnitt usecky MC a D" na poloptimce M D vné tsecky M D, takze |[MC"| < |[MC| <
< |[MD| < |[MD"| a z podobnosti pravothlych trojuhelniki MC'C” a M D’'D"” plyne
|C'C"| < |D'D"|. Trojuhelnik DM D’ mé tudiz vétsi obsah nez trojihelnik CMC’. Rozdil
jejich obsahi je vSak roven rozdilu obsaht ¢tyfuhelniki ABC'D’ a ABCD, tedy obsah
¢tyfuhelniku ABC’D’ je vétsi nez obsah ¢tyfuhelniku ABCD.

Jiné feSeni. Stejné jako v prvnim FeSeni oznacme C, D pruseciky teény ¢ pripsané
kruznice k s rameny uhlu VB, V A. Jsou-li C’, D’ vrcholy jiného te¢nového ¢tyfuhelniku
s vepsanou kruznici k, plati pro obsahy tecnovych ¢tyfuhelnikt ABCD a ABC'D’

S(ABCD) = S(VCD) — S(VAB), S(ABC'D') = S(VC'D") — S(VAB).
Stac¢i tedy ukézat, ze pro libovolnou takovou te¢nu C’D’, kterd neni kolmé na osu
thlu AV B, plati S(VC'D’) > S(VCD). To je vSak zfejmé z obr.2 (oba Sedé trojtahel-
niky maji diky stfedové soumérnosti stejny obsah a ptitom S(VC'D’') > S(VC1D;) >
> S(VCD)).

Obr. 2 Dypy

Jiné reseni. Obsah tecnového ctyfuhelniku ABCD, jehoZ vepsana kruZnice mé po-
lomér r, je S = 1r(|AB|+ |BC|+ |CD| + |DA|) = ir(2|AB| + 2|CD|) = r(|AB| + |CD)).



Obsah tec¢nového ctytthelniku ABCD spliujictho podminky tlohy bude tedy nejmensi,
pravé kdyz bude nejkratsi tisecka C'D.
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Uvazujme kruznici pfipsanou strané C’D’ trojuhelniku VC'D’ (obr. 3). Z vlastnosti
teCen postupné nahlédneme, ze je |T1C| = 3|CD|, |TnC"| = |C"D"| a také |C'D’| =
= |T1T5|. Posledni rovnost plyne ze znamych vlastnosti vepsané a pfipsané kruznice, totiz
ze jejich body dotyku na spole¢nou stranu jsou soumeérné sdruzené podle stiedu strany;
diikaz ovSsem vyzaduje trochu pocitani:

T3] = |T1C'| + |C'Ta| = |T1C"| + |C'T3| = |T{ T3] + 2|T5C7),
[ULUz| = |[ULD'| + |D'Us| = |T{D'| + | D'Ty| = |TYT5| + 2|T{ D'|.

Ze soumérnosti podle osy thlu AV B plyne |T1T,| = |U1Us|, takze |T5C'| = |T{D’|. Je tedy
C'D| = |T{T3] +2|T3C"| = [T,

Protoze obé kruznice jsou oddéleny spoleénou tecnou C’'D’, nemohou se dotykat, takze
|CD| < |C"D"|, neboli |CTy| < |C"Ts|. To znamena, ze je

|CD| = 2|T,C| < |TLC| + |C"Ty| < |ThTs| = |C'D'|,

coz jsme chtéli dokazat.

Za Uplné feseni udélte 6 bodd, z toho 2 body za urceni kruznice vepsané vsem vyhovujicim ¢tyfuhelnikim
ABCD, dalsi 1 bod za uhodnuti polohy hledané te¢ny C'D a 3 body za diikaz, Ze pfi jiné poloze CD je
obsah ABCD vétsi.



3. Je dan lichobéznik ABCD s ostrymi thly pri zdkladné AB. Na ni existuje bod FE
takovy, ze kruznice opsané trojuhelnikim AED a EBC maji vnéjsi dotyk. Dokazte,
ze bod F lezi na kruznici opsané trojuhelniku C' DV, kde V je prusecik pfimek AD
a BC.



3. Ozna¢me « a (3 po fadé vnitini uhly pii vrcholech A a B (obr.1). Bodem FE
prochézi spole¢nd tecna obou uvazovanych kruznic, ithel DEC' je tedy souctem tsekovych
uhla pfislusnych tétivé DE' v jedné kruznici (s obvodovym thlem «) a tétivé EC v druhé
kruznici (s obvodovym tthlem (3). Jeho velikost je tudiz a+ 3. A protoze velikost thlu CV D
je 180° — (a + 3), zjistujeme, ze ve ¢tyFuhelniku CV DE se uhly u protéjsich vrcholti E
a V dopliuji do 180°. To, jak vime, znamena, ze C'V DFE je tétivovy ctyrtuhelnik, tj. bod £
lezi na kruznici opsané trojuhelniku CDV'.

v

LTS,

Obr. 1

Za Gplné Teseni udélte 6 bodh. Vétsina resitelt asi sahne spis§ k pracnéjsim vypoctim uhli, protoze s Gse-
kovymi thly nemaji mnoho zkusenosti. V takovém pripadé doporucujeme je na vzorové feseni upozornit.



2. Je ddn rovnobéznik ABCD. Primka vedend bodem D protindg usecku AC v bodé G,
usecku BC' v bodé F' a poloprimku AB v bodé E tak, Ze trojuhelniky BEF o CGF
maji stejny obsah. Urcete pomeér |AG| : |GC.

RESENI. Z obr. 1 je vidét, ze trojuhelniky AGD a CGF jsou podobné podle véty

Obr. 1

uu. P¥islusny pomér podobnosti k je roven hledanému poméru |AG| : |GC|. Oznac¢ime-li

proto b = |AD|, x = |DG| a y = |CG|, plati |GF| = z/k a |CF| = b/k, odkud

b b

x x
|DF| = |DG|+ |GF| =z + 7= (k + 1)E'
Z podobnosti trojuhelnikit BEF ~ CDF dostavame
|DF|-|BF| k* -1

EFF| = =
[EF] ICF] K

x.
Z rovnosti obsahi trojihelnikt BEF a CGF vyplyva
|[FB|-|FE|=[FC|-|FG],

odkud po dosazeni vyjde

k-1, K2-1 b
k k Tk

=S

Je tedy k® — k> —k +1 = 1, a protoze k # 0, dostavdme pro hledané k kvadratickou
rovnici k2 — k — 1 = 0. Uloze vyhovuje jeji kladny kofen k = %(1 + \/5)

Jiné FeSeni. Ozna¢me |AG| = z, |GC| = y. Protoze trojuhelniky BEF a CGF
maji stejny obsah, maji stejny obsah i trojihelniky GBE a GBC'. Proto plati EC' || BG.
Z podobnosti trojuhelniki ABG ~ AEC, DFC ~ EFB,CFE ~ BFG a AEC ~ ABG
postupné plyne

z_ |AG)| B |AB| B |DC| B |FC| B |CE] B |AC)| _z+ty
y |GC| ~ |BE| ~ [BE| _|BF|_ |BG|  |AG| T =

2



Z vysledné rovnosti z/y = 1 + y/z dostavame

a protoze z/y > 0, je

NAVODNE ULOHY:
1. Oznacme P prusecik ahlopri¢ek konvexniho ¢tyriuhelniku ABC D. Dokazte, ze trojahel-
niky APD a CPB malji stejny obsah, pravé kdyz AB || CD.
2. Oznacéme P pruseéik thlopficek konvexniho ¢tyfuhelniku ABCD a K, L pruseciky
pfimky vedené bodem P rovnobézné se stranou AB. Dokazte, Ze rovnost | K P| = |PL|
plati, pravé kdyz AB || CD.



4. Oznacme V prisecik vysek a S stred kruznice opsan€ trojiuhelniku ABC, ktery neni
rovnostranny. Pokud md uhel pri vrcholu C velikost 60°, je osa uhlu AC'B osou
usecky VS. Dokazte.

RESENT. Necht napiiklad |AC| < |BC|. Pfedpoklddejme nejprve, Ze trojthel-
nik ABC je ostrouhly. Ozna¢me D stied strany BC a P patu vysky z vrcholu B na
stranu AC (obr. 2). Plati |CP| = |BC|-cos60° = | BC| = |CD|, |xCPV| = |xCDS| =
=90°, |xCVP|=|xCAB| = |xCSD| (obvodovy tihel a polovina stiedového). Ze shod-
nosti trojuhelnikdt CPV a CDS vyplyva |CV|] = |CS|, |<xPCV| = |<DCS|. Trojahel-
nik V.SC' je tedy rovnoramenny, a osa uhlu AC'B je tak i osou thlu VCS a soucasné
osou strany V' S.

Je-li trojahelnik ABC pravouhly (obr. 3), je trojuhelnik V. SC rovnostranny a osa
thlu VCS je i osou strany V' S.

Je-1i trojuhelnik ABC tupothly, dokazeme tvrzeni tilohy stejné jako v pfipadé os-
trothlého trojuhelniku s tim rozdilem, ze bude |<CV P| = |<CSD| = 180° — |xCAB|.

C

/]
A B V=A B

Obr. 2 Obr. 3

NAVODNE ULOHY:
1. Oznacme V prusecik vysek a S stfed kruznice opsané trojihelniku ABC. Vypocitejte
velikost tthlu ACB, jestlize plati [V C| = |SC]|.
2. Necht V je prisec¢ik vysek trojuhelniku ABC. Dokazte, ze body soumérné sdruzené
s bodem V podle stran trojuhelniku ABC' lezi na kruznici opsané tomuto trojuhelniku.



6. Do kruznice k o poloméru r jsou vepsany dve kruznice ki, ko o polomeéru %r, jez se
vzdajemne dotykaji. Kruznice l se vné dotyka kruznic k1, ko a s kruznici k ma vnitrni
dotyk. Kruznice m ma vnéjsi dotyk s kruznicemi ko a l a vnitrni dotyk s kruznici k.
Vypoctéte polomery kruznic l a m.

RESEN{. Oznacéme S, A, B, C, D stfedy kruznic k, ki, ko, [, m a z, y poloméry
kruznic [ a m. Bod C' lezi na pfimce, kterd prochazi bodem S a je kolma na AB (obr. 4).
Z pravouhlého trojuhelniku BC'S mame podle Pythagorovy véty

2 2
(rof = G e
a odtud x = %r. Ozna¢me P, ) paty kolmic z bodu D na ptimky AB a SC a u = |SP|,
v =15Q)|. Jestlize u # %r, je BPD pravouhly trojuhelnik a podle Pythagorovy véty

oo = f-3) »



Tato rovnice plati i v p¥ipadé u = Lr.

Obr. 4

Podobné z pravothlého trojuhelniku QCD (jestlize ) # C) anebo porovnanim
protilehlych stran obdélniku (jestlize @ = C') dostaneme

2 21\ 2
) .
Navic z pravouhlého trojahelniku SPD mame
(r—y)* =u®+v% (3)
Odectenim rovnic (3) a (2) dostaneme 372 — §ry = Zor, tedy v = r — 2y. Podobné

odeétenim rovnic (3) a (1) vyjde 7% — 3ry = ur a odtud u = r — 3y. Dosazenim do (3)
a upravou postupné dostaneme

(r—y)*=(r—3y)>+ (r—2y)°,
r? —8ry + 12y%2 =0,

(r —6y)(r—2y) =0.
Odtud plyne, ze y = %7’ nebo y = %r. Polomeér %r ma kruznice kq, polomér %r kruz-

nice m znazornéna na obr. 4. Kazda z téchto dvou kruznic se dotyka kruznic k, ko a (
pozadovanym zptisobem.

NAVODNE ULOHY:
1. Kruznice k2 o poloméru % se dotyka zevnitf kruznice k1 o poloméru 1. P¥imka p
prochéazi stredy kruznic k1 a k2. Vypocitejte polomér kruznice, ktera se dotyka primky
p a obou dvou kruznic k1 a ks. [%]
2. Kazda z kruznic k1, ka2, k3 se dotyka vné dvou zbyvajicich. Kruznice k1 a k2 maji stejny
polomér r, kruznice k3 méa polomér %7‘. Vsechny kruznice k1, k2, k3 maji vnitini dotyk
s kruznici k o poloméru 1. Vypoététe polomer r. [3]
3. Kazda z kruznic ki1, k2, k3 se dotyka vné dvou zbyvajicich. Kruznice k1 méa polomeér 1,
kruznice k2 ma polomér 2 a kruznice k3 mé polomér 3. Vypocitejte poloméry kruznic,

které se dotykaji vSech tifech kruznic ki, k2, k3. [26—3 a 6]



1. Kruznice k1 o poloméru 1 méa vnéjsi dotyk s kruznici k2 o poloméru 2. Kazdé z kruznic
k1, ko méa vnitini dotyk s kruznici k3 o poloméru 3. Vypocitejte polomér kruznice k,
ktera ma s kruznicemi ki, ko vnéjsi dotyk a s kruznici ks vnitini dotyk.

3. Necht ABC je ostrouhly trojuhelnik. Ozna¢me K a L paty vysek z vrcholi A a B, M
stfed strany AB a V prusecik vysek trojuhelniku ABC'. Dokazte, ze osa thlu KM L
prochézi stfedem tsecky VC.



54. ro¢nik matematické olympiady Reseni tloh II. kola kategorie B

1. Protoze se soucet primeéra kruznic k1 a ko rovnd priméru kruznice ks, lezi jejich
sttedy S1, Sz a S3 v pfimce. Existuji dvé shodné kruznice, které splnuji podminky tulohy,
a jsou soumérné sdruzené podle pfimky S7.55. Ozna¢me k jednu z nich (obr. 1), S jeji stfed
a r odpovidajici polomér.

S
1—|—7’ Y 2—|—7’
3—r
/]
Sl r p 2—x 53 1 52
Obr. 1 Obr. 2

Pro velikosti stran trojuhelniku S7555 plati: [S1S| =147, [S2S| =2+, |S152] =3

a |S3S| = 3 — r Pro bod S5 zdroven plati, ze |S351| = 2 a |S352| = 1. Oznacime-li P
pravothly primét bodu S na pfimku 515 (obr.2) a z = |S1P|, y = |SP|, muzeme podle
Pythagorovy véty psat

(1+7)? =2 +y?

(2+7)%=(B-2)*+¢7

(B-r)?=(2-2)"+y"
Odectenim prvni rovnice od druhé dostaneme 3+2r = 9—6x neboli 2r = 6 — 6z, odectenim

prvni od tfeti 8 — 8 = 4 — 4z neboli 2r = 1 4 x. Porovnanim obou disledki vyjde rovnice
6 —6xr =1+ x, odkud =z = %,7“23—3:(:: g.

Pozndmka. Se znalosti kosinové véty se obejdeme bez pomocného bodu P: staci napsat
kosinové véty pro trojuhelniky 57555 a 51.52S. Dostaneme tak dvé rovnice

B—7r) =4+ 1+7r)?>-2-2(147)cosw,
(2+7)?=9+(1+7)*—2-3(1+7)cosw,

kde w = [x5251S|. Po tpravé a vyjadieni (1 + r)cosw z obou rovnic dostaneme pro r
rovnici 2r —1 =1 — %r, z niz plyne r = g.

Za Gplné Teseni udélte 6 bodua. Za zjisténi, ze stfedy kruznic k1, ke, k3 lezi v pfimce, dejte 1 bod, sestaveni
kvadratickych rovnic pro hledany polomér r ocente 3 body, 2 body dejte za vypocet poloméru 7.



3. Oznalme S stied tsecky C'V (obr.3). Body K a L lezi
na Thaletové kruznici s pramérem AB, takze |ML| = |[MK]|.
Body K a L zaroven lezi i na Thaletové kruznici s pramérem C'V,
takze |SL| = |SK]|. Trojuhelniky SLM a SK M jsou tudiz shodné
(sss), takze [« SML| = |<SM K|, neboli osa thlu LM K prochézi
sttedem S tusecky VC.

Za uplné feseni udélte 6 bodt. Po dvou bodech ocente odvozeni kazdé z rov-
nosti |ML| = |MK| a |SL| = |SK]|, zbylé dva body dejte za dokonéeni
ditkkazu (argumentovat lze nap¥. také tim, ze oba trojahelniky LK M a LKS
jsou rovnoramenné [a LMK S je deltoid]).




2. Necht ABC je pravouhly trojihelnik se stranami a < b < ¢. Ozna¢me (@ stied odvésny
BC a S stied prepony AB. Prusecik osy usecky AB s odvésnou C'A ozna¢me R.
Dokazte, ze |RQ| = |RS|, pravé kdyz



2. Podle Pythagorovy véty je v pravothlém trojthelniku rovnost a? : b% = 1 : 2
splnéna, pravé kdyz b2 : ¢ = 2 : 3. Staci tedy dokézat pozadovanou ekvivalenci jen pro
jednu z rovnosti a® : b2 =1:2,b% : ¢ =2: 3.

Trojahelniky ASR a AC'B (obr. 1) maji spole¢ny thel pfi
vrcholu A a shoduji se v pravych tthlech ASR a AC'B, takze
jsou podobné (uu). Odtud vyplyvé rovnost

B

Q
|AR|  |AB| 1a
|AS| — |AC| 2
C
neboli \AB\ |AS] )
. C
p— A == - = —_—. 1
v =|AR| IAC| 2 (1)

Podle Pythagorovy véty je |RS|* = |AR|?> — |AS|? = 2® — 1c? a |RQ|*> = |QC|* +|CR|* =
= 1a?+(b—x)? = La®+b* —2bx+2?, takze |RQ| = |RS|, pravé kdyz 1a® + 2 +b? = 2bz,
coz po dosazeni z (1) a a? = ¢ — b? po tpraveé dava %bQ = %62, neboli b% : ¢2 =2 : 3. Tim

je pozadovana ekvivalence dokazana.

Jiné ¥eSeni. Podle Pythagorovy véty je (obr.1) |BR|? = |BC|? + |CR|? = a® + 32,
|RS|> = |BR|? — |BS|* = a®> + y* — 3¢, |RQ*> = |QC|? + |CR|* = 1a® + y*. Rovnost
|RQ| = |RS| tedy plati, pravé kdyz a?+y? — 1c? = 2a?+y?, neboli 3a* = ¢2. V pravoihlém
trojihelniku je tato rovnost ekvivalentni s rovnosti 3b% = 2¢?, neboli a? : b2 : 2 =1:2: 3.



Jiné feSeni. Ozna¢me T stied strany AC (obr. 2). Protoze |QC| = |ST| a |[xQCR| =
= |xSTR| = 90°, jsou trojuhelniky QCR a STR shodné,
pravé kdyz |RQ| = |RS| a zaroven pravé kdyz |RC| = |RT).
Rovnost |RQ| = |RS| je tedy ekvivalentni s tim, ze bod R je
stied tsecky CT, tj. x = |RA| = %b. Z podobnosti trojihel- @
niki ABC ~ ARS mame (stejné jako v prvnim FeSeni)

2 C—b neboli  3b2 = 2¢2.

V pravothlém trojthelniku je to dle Pythagorovy véty ekvivalentni s rovnosti 3a? = c?,

nebolia?:b%:c2=1:2:3.

Za Gplné Feseni udélte 6 bodi. 1 bod udélte za zjisténi, Ze stadi dokazovat jen jednu z rovnosti a? : b2 =1 : 2,
b2 : ¢? = 2: 3, 3 body za vyjadfeni délek |RQ|, |RS| pomoci stran trojihelniku ABC. Zbyvajici 2 body
udélte za dokonceni ekvivalence.



2. V daném trojuhelniku ABC oznacme D ten bod poloprimky C'A, pro ktery plati
|CD| = |CB|. Ddle oznac¢me po tadé E, F stredy usecek AD a BC. Dokazte, Ze
|x BAC| = 2|xCEF)|, prdvé kdyz |AB| = |BC)|.

RESEN{. Ozna¢me G ten bod polopiimky opa¢né k polopiimce AC, pro ktery plati
|AG| = |BC| = |CD| (obr. la pro situaci, kdy |AC| > |BC|, a obr. 1b pro situaci, kdy
|AC| < | BC| — sami nakreslete a rozmyslete situaci, kdy |[AC| = |BC|). V trojuhelniku
ABG oznadme jesté ¢ = | X ABG| a 0 = |xBGA]|. Protoze |EA| = |ED| a |AG| = |CD|,
je bod E stied tusecky CG, tudiz usecka E'F je stiedni piicka trojuhelniku BC'G. Plati
proto E'F' || GB a z rovnosti souhlasnych thla BGA a FEC dostavame |<FEC| = é.
Protoze thel BAC' je vnéjsim thlem trojihelniku ABG, pro jeho velikost o = |[< BAC|



Obr. 1a Obr. 1b

plati @ = € + §. To znamena, Ze rovnost o = 26 ze zadani tlohy nastane, pravé kdyz
€4 d = 29, neboli € = §. Z trojuhelniku ABG ovsem plyne, Ze rovnost € = § je splnéna,
pravé kdyz |AB| = |AG|, neboli |AB| = |BC|. Tim je ekvivalence rovnosti o = 26
a |AB| = |BC| dokazéna.

Jiné reseni. Misto ,trikové“ zvoleného pomocného bodu G z prvniho feseni se-
strojime osu o vnitiniho tthlu BAC' daného trojuhelniku ABC' a jeji priisecik se stranou
BC oznacime H (obr.2a a 2b pro situace |AC| > |BC|, resp. |AC| < |BC|). Vyznam
osy o pro feseni nasi ulohy je zfejmy: podle souhlasnych thld CEF a CAH usoudime,
ze rovnost |[XBAC| = 2|<CEF| ze zadani ulohy nastane, pravé kdyz budou usecky
AH a EF rovnobézné, neboli trojuhelniky CAH a C'EF podobné. Podle véty sus jsou
trojuhelniky CAH a C'EF podobné, pravé kdyz je splnéna timeéra

|AC|: |HC| = |EC| : |FC). (+)

Rovnost [« BAC| = 2|xCEF| je tedy ekvivalentni s podminkou (x), kterou nyni pro-
zkoumame.
Délky tsecek zastoupenych v (x) nejprve vyjadiime pomoci délek

a=|BC|, b=|AC|, c¢=|AB|

stran vychoziho trojuhelniku ABC'. Protoze bod F' je stred usecky BC a bod E stied
tsecky AD, plati |FC| = 1|BC| = a a

[AC| +|DC| _ |AC|+|BC| _b+a

EC| =
|EC] 2 2 2

Zbyva vyjadrit délku tsecky HC'. Z rovnosti

\HC| + |HB| =a, |HC|:|HB|=b:c



D
Obr. 2a Obr. 2b

(prvni z nich je trividlni, druhd vyjadiuje zndmy fakt o poméru, ve kterém osa vnitiniho
uhlu déli protéjsi stranu trojuhelniku, viz 3. ndvodnou tlohu) dostaneme po snadném
vypoctu vyjadreni

ab

HC| = )
| | b+c

Dosadme nyni vSsechny urcené délky do rovnosti (*) a pak ji dale ekvivalentné upravuj-

me:

ab a+b a
b: = D=,
b+c 2 2
b—l—c_a—l—b
a  a
b+c=a+b,
c=a.

Dokazali jsme potfebné: podminka (x) plati, pravé kdyz ¢ = a, neboli |AB| = |BC]|.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. K libovolnému trojihelniku ABC sestrojime ten bod D poloptimky CA, pro ktery

plati |[CD| = |CB]|. Vyjadfete velikost thlu ABD pomoci velikosti o = |xBAC|
a B8 = |XABC|. [|[¥xABD| = %|o — B|. Uvaite, ze CBD je thel pii zékladné BD
rovnoramenného trojihelniku BC'D.]

. Ozna¢me obvyklym zpusobem «, (3, v vnitini Ghly trojuhelniku ABC a pro stfed D

strany AC' uvazujme jesté uhly 6 = |XADB| a ¢ = |xBDC|. Dokazte, ze rovnosti
0 = 2v, e = 2a a B = 90° jsou navzdjem ekvivalentni. [Kazdd ze tfi rovnosti je
ekvivalentni s tim, ze |AD| = |BD| = |CD|.]

. Dokazte, ze osa vnitiniho thlu BAC protne protéjsi stranu BC obecného trojuhelniku

ABC v bodé H, pro néjz plati |HB| : |HC| = |AB] : |AC|. [Dvojim zpusobem vyjidiete
pomér obsaht trojuhelnikt ABH a AC H se shodnymi vyskami z kazdého ze spole¢nych
vrcholii A a H.]



5. Kruh o stredu S a poloméru r je rozdelen na ctyri casti dvema tétivami, z nichZ
jedna ma délku r a druhd ma od stredu S vzddlenost %r. Dokazte, Ze absolutni hod-
nota rozdilu obsahi téch dvou cdsti, které maji spolecny pravé jeden bod, a pritom
Zadna z nich neobsahuje stred S, je rovna jedné sestiné obsahu kruhu.

RESEN{. Oznaéme dané tétivy AB a CD jako na obr.3, kde je rovnéz vyznacen
stted P tétivy AB, takZe podle zadani plati [SP| = ir a |CD| = r. Zkoumany rozdil

A
CD

Obr. 3

obsahtl dvou svétle vybarvenych ¢asti kruhu se nezméni, kdyz ke kazdé z nich pfipojime
tutéz (tfeti) ¢ast kruhu, jez ma s jeho hraniéni kruznici spoleény oblouk AC a je na obr. 3
vybarvena tmaveé. Tak vzniknou dvé kruhové tusece, jedna nad tétivou AB, druha nad
tétivou C'D. Jejich obsahy jsou urceny velikostmi thld ASB a C'SD. Z rovnostranného
trojuhelniku C'SD ihned mame |<CSD| = 60°, takze obsah Sy tsece nad tétivou CD

je roven
w?  r2y/3
Sp=—— )
6 4
V pravothlém trojuhelniku APS plati |AS| : |[SP| = 2 : 1, tudiz |<ASP| = 60°,
|<xASB| = 2|<ASP| = 120°, | AB| = rv/3 a obsah S, tisece nad tétivou AB je roven

w2 r2y/3
Sy = — .
3 1

Nyni jiz snadno uréime rozdil Sy — Si:

6 4

-2 r2\/§ -2 r2\/§ o2
Roh={g ) -

coz je prave Sestina obsahu celého kruhu.
NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Necht P je priisecik thlopricek konvexniho ¢tyfahelniku ABCD. Dokazte, Ze trojihel-
niky ADP a BC P maji stejny obsah, pravé kdyz AB || C'D. [Rozdil obsahti trojuhelnikt

8



ADP a BCP je stejny jako rozdil obsaht trojuhelnikt ABD a ABC, které maji spolec-
nou stranu AB, takze maji stejny obsah, pravé kdyz maji shodné vysky z protilehlych
vrcholi D a C\]

. Vypoététe obsah priniku kruht Ki(S1,r) a K2(S2,7V3), je-li |S1S2| = 2r. [%nrz —
— 123

. Kruhy K1, K2, K3 a K4 se shodnym polomérem r maji stfedy ve vrcholech ¢tverce
C o strané rv/2. Kruh K o poloméru 2r ma stied v priseéiku thlopticek &tverce C.
Vypocitejte obsah rovinné mnoziny K — (K1 U K2 U K3 U Ky). [(2n — 4)r?]



3. V lichobézniku ABCD, jehoz zakladna AB ma dvakrat vétsi délku nez zakladna CD,
oznacme F stied ramene BC. Dokazte, Ze kruznice opsana trojihelniku C D FE prochazi
stfedem uhlopticky AC, pravé kdyz strany AB a BC jsou navzajem kolmé.



3. Oznac¢me S stfed thlopficky AC. Usecka SE je stiedni pticka trojiahelniku ABC,
takze |SE| = 1|AB| = |DC|. Navic je SE || AB || DC. Usetky SE a DC jsou rovnobézné
a shodné, proto je SEC D rovnobéznik.

Kruznice opsand trojuhelniku CDE prochéazi bodem S pravé tehdy, je-li rovnobéznik
SECD tétivovy. Ctyrthelnik je tétivovy, pravé kdyz je soucet velikosti jeho protilehlych
uhld 180°. V rovnobézniku jsou ale protilehlé uhly shodné, takze je tétivovy, prave kdyz
to je pravothelnik, neboli kdyz tthel ECD, a tedy i tthel ABC je pravy.

Za uplné feseni udélte 6 bodi, 3 body za dikaz toho, Ze SECD je rovnobéznik a dal§i 3 body za dikaz
kolmosti.



2. Na preponé AB pravouhlého trojuhelniku ABC' uvazujme body P a () takové, ze
|AP| = |AC| a |BQ| = |BC|. Ozna¢me M prusecik kolmice z vrcholu A na pfimku C'P
a kolmice z vrcholu B na pfimku C'(). Dokazte, ze ptimky PM a QM jsou navzajem
kolmé.



2. Podle zadani je trojihelnik APC rovnoramenny, pfimka AM prochézi jeho hlavnim
vrcholem A kolmo k zékladné C' P, je tudiz osou vnitiniho thlu CAP (obr.1). Body C a P
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Obr. 1



jsou proto soumeérné sdruzené podle piimky AM, takze ihly APM a ACM jsou shodné.
(Jinymi slovy trojuhelniky APM a ACM jsou shodné podle véty sus: odpovidajici si
strany AC a AP sviraji se spole¢nou stranou AM tyz thel diky tomu, ze AM je osou thlu
CAP.) Podobné z rovnoramenného trojihelniku BQC odvodime, ze BM je osou thlu
CBQ, takze i thly BQM a BC'M jsou shodné.

Rovnosti [« APM| = |XACM| a |[<BQM| = |<BCM| znamenaji, Ze pro vnitini thly
trojuhelniku PQM pfi vrcholech P, () plati

|<XQPM|+ |xPQM| = |xAPM|+ |xBQM| =
= |XACM| + |xBCM| = |<xACB| = 90°,

tudiz vnitini thel u tfetiho vrcholu M je pravy.

Jiny postup. Bod M jako prisec¢ik os tthli CAB a CBA lezi i na ose pravého thlu
ACB. Proto uhly ACM a BC'M maji oba velikost 45°, takze |[< APM| = | ACM| = 45°,
|xBQM| = |«xBCM| = 45° a trojihelnik PQM je rovnoramenny pravouhly s pravym
thlem pii vrcholu M.

Jiny postup. Ze soumérnosti bodi P a C podle pfimky AM plyne |PM| = |CM|, ze
soumérnosti bodi @ a C podle BM plyne |QM| = |CM]|. Je tudiz |PM| = |QM| = |CM|
a bod M je tak stfedem kruznice opsané trojihelniku PQC. Pritom oznacime-li o a (3
thly pii vrcholech A a B (obr.2), je a4+ 5 =90° a

(90° — 3a) + (90° — 3 3) — [xPCQ| = 90°,

takze |<PCQ| = 45°. To je velikost obvodového thlu nad tétivou PQ) zminéné kruznice.
Velikost odpovidajiciho stfedového tthlu PM @ je tudiz 90°.
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C A
Obr. 2

Za Uplné reseni udélte 6 bodd, z toho 2 body za zdivodnéni, ze bod M je prisecikem os vnitfnich ahld
trojuhelniku ABC.



2. Je dana kruznice k s prumeérem AB. K libovolnému bodu Y kruznice k, Y # A,
sestrojme na poloprimce AY bod X, pro ktery plati |AX| = |Y B|. Uréete mnozinu
vsech takovych bodu X .

RESEN{. Jestlize Y = B, potom X = A.

Necht Y # B. Ozna¢me p piimku prochézejici bodem A a kolmou na AB a C
ten bod primky p lezici v poloroviné ABY', pro néjz plati |[AC| = |AB]| (obr.1). Podle
zadani plati |AX| = |BY|. Uhel AY B je podle Thaletovy véty pravy, proto |XABY| =
=90° — |[XYAB| = |xCAX]|. Trojahelniky ABY a C'AX jsou tedy shodné podle véty
sus. Odtud vyplyva, ze |KCXA| = |<xAY B| = 90°. Bod X proto lezi na Thaletové
pulkruznici nad primérem AC.

Necht naopak X je libovolny vnitini bod této ptlkruznice a Y prusecéik pfimky AX
s kruznici k (Y # A). Trojahelniky CAX a ABY jsou shodné podle véty usu, a proto
|AX| = |BY|. Bod X tedy patii do hledané mnoziny.

Hledanou mnozinou vSech bodt X je sjednoceni dvou ptlkruznic nad praméry AC
a ACs lezicich v téze poloroviné jako bod B; Cy a (s jsou body lezici na kolmici vedené
bodem A k pfimce AB, pficemz |AC;| = |AC3| = |AB| (obr.2). Bod A do hledané
mnoziny patii, body C; a Cs nikoliv.

Cq

C
Y
b
X
Y
A B
X
A B &
k
Cy
Obr. 1 Obr. 2

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:
1. Uvnitf strany BC ¢tverce ABC D zvolme libovolné bod X. Oznaéme P, Q paty kolmic
z bodi B a D na ptimku AX. Dokazte, Ze trojuhelniky ABP a DAQ jsou shodné.
2. Je dan obdélnik ABCD. Dokazte, ze prusecik P kruznic sestrojenych nad priméry AB
a AD (P # A) lezi na tise¢ce BD.



4. V libovolném trojuhelniku ABC oznacme T téziste, D stred strany AC a E stred
strany BC'. Najdéte vsechny pravouhlé trojuhelniky ABC' s preponou AB, pro néz
je ctyruhelnik CDTE tecnovy.

RESENI. Konvexni ¢tyiahelnik je te¢novy, pravé kdyz soucty délek jeho protilehlych

stran jsou stejné.
V pravouhlém trojuhelniku ABC s pieponou AB ozna¢me a = |BC|, b = |AC|

(obr. 3). Podle Pythagorovy véty plati

|BD| = /|BC2 + |CDJ? = /a2 + (g)2 |AE| = /62 + (g)Q
D = %\BD| - % o + (g)2 TE| = §|AE| _ %,/b? + (g)Q




£

Obr. 3 Obr. 4
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Ctytihelnik CDTE je te¢novy, pravé kdyz |CD|+|TE| = |EC|+|TD|, tedy pravé kdyz
b a2 a 1 b\ 2
L ) =5 e O
2+3 2) T2Vt

Je-li a = b, rovnost zfejmé plati.
Je-li a > b, je a® + in > b% 4 %az, takze

b 1 a2 a 1 by 2
AT ) b T ! 9
+ b+(9 >2+3 a+(9.

Ctytahelnik CDTE je tedy tecnovy, pravé kdyz je trojiuhelnik ABC rovnoramenny.

Jiné reseni. Oznacime-li béznym zptsobem a, b, ¢ strany daného trojuhelniku a
ta, tp, te délky jeho téznic, bude ¢tyruhelnik CDTE te¢novy, pravé kdyz

1 1 1 1 1 1

501 + §tb = §b + gta neboli 5(0/ — b) = §(ta — tb) (1)
Ukéazeme, ze uvedend rovnost plati, prave kdyz a = b.
V libovolném trojuhelniku ABC totiz plati
a<b, pravékdyz t,>t. (2)

Vv

urcené osou strany AB jako vrchol C (obr. 4), pfi¢emz \TA] gta, |TB \ 2ty
Je-li a = b, rovnost (1) plati. Naopak je-li napt. a < b, je podle (1) a (2)
1 1
0> §(a—b) = §(ta—tb) > 0,
coz nelze. Proto a = b.
Ctyitihelnik CDTE je te¢novy, pravé kdyz je (pravothly) trojihelnik ABC rovno-
ramenny.



NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Dokazte, ze konvexni ¢tyftahelnik ABCD je teénovy, pravé kdyz |AB|+|CD| = |BC|+
+ |DA]|.
2. Dokazte, ze v trojuhelniku ABC plati v, < vy, pravé kdyz t, < . [Obé nerovnosti
jsou ekvivalentnis a > b.]
3. V rovnoramenném trojihelniku ABC m& zakladna AB délku ¢ = 4 a rameno AC
délku 7. Vypocitejte délky téznic. [to =t, = 3, to = V/45]



6. Je ddna usecka AAg a primka p. Sestrojte trojuhelnik s vrcholem A a vyskou AAy,
jehoz teziste a stred kruznice opsan€ lezi na primce p.

RESENI. Piedpoklddejme, ze ABC' je hledanym trojuhelnikem. Jeho strana BC
lezi na primce ¢, kterd prochazi bodem Ay a je kolmé na tisecku AAy. Na této primce

Vvev

A a koeficientem %, lezi proto na piimce ¢’, kterd je obrazem piimky ¢ ve zminéné

stejnolehlosti. Stied S opsané kruznice lezi na ose o strany BC' ¢ili na primce, ktera
prochézi bodem D a je rovnobézna s useckou AAg (obr.5).

A

N B

Obr. 5

Konstrukce: Bodem Ay vedeme pifimku ¢ kolmou na tsecku AAgy. Sestrojime ob-
raz ¢’ pfimky ¢ ve stejnolehlosti se stifedem A a koeficientem % Oznacime T prusecik
piimky ¢’ s pfimkou p a D pruseéik pfimky AT s piimkou ¢. Bodem D vedeme rovno-
bézku o s AAg a jeji prisecik s primkou p oznac¢ime S. Priseciky kruznice k se stfedem S
a polomérem |SA| s pfimkou ¢ jsou vrcholy B a C hledaného trojahelniku.

Diikaz: Usecka AAg je kolma na stranu BC, je to tedy vyska trojuhelniku ABC.
Bod S lezici na piimce p je stfedem kruznice opsané trojuhelniku ABC'. Ze shodnosti
trojuhelniktt BDS a CDS (Ssu) vyplyvéa, ze D je stied strany BC'. Proto je AD téznice
a T tézisté trojuhelniku ABC (plati totiz |AT| = 2|AD)).

Diskuse: Neni-li pfimka p rovnobézna s tseckou AA( ani na ni kolma, jsou body
T a S jednoznacéné uréeny. V tom piipadé mé tloha prévé jedno feSeni (aZ na oznaceni



boda B a ('), pokud kruznice k protina pfimku ¢ ve dvou ruznych bodech; neprotina-li
k primku p ve dvou rtznych bodech, nemé tloha feseni.

Je-li tsecka AA ¢asti pfimky p, neni bod S jednoznacné urcen; vyhovuji vSechny
rovnoramenné trojuhelniky se zakladnou BC, ktera mé stfed v bodé Ag. Je-li tisecka A A
rovnobéznd s piimkou p, ale nelezi na ni, nem4 tloha reSeni.

Je-li primka p kolmé na tsecku AAj, méa tloha feseni pouze tehdy, jsou-li pfimky
q" a p totozné. To nastane, jestlize pfimka p protind tsecku AAg v bodé V, pro néjz
plati |AV| = 2|AyV|. V takovém pfipadé muzeme bod T zvolit na p kdekoliv a uloha
ma nekone¢né mnoho feseni.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Dokazte, ze v kazdém nerovnostranném trojuhelniku lezi ortocentrum V, tézisté T'
a stfed S opsané kruznice na jedné pfimce, pti¢emz T lezi mezi V a S a plati |TV| =
= 2|ST|. (Pfimka, na niz lezi body S, T a V, se nazyva Eulerova primka.)
2. Jsou dany body A, D a V. Sestrojte trojuhelnik ABC, v némz D je stied strany BC
a V pruasecik vysek.



2. Je dan trojuhelnik ABC' se stranou BC délky 22 cm a stranou AC' délky 19 cm, jehoz
téznice t,, t; jsou navzajem kolmé. Vypocitejte délku strany AB.

4. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC'. Pro libovolny bod L jeho strany AB ozna¢me K,
M paty kolmic z bodu L na strany AC, BC. Zjistéte, pro kterou polohu bodu L je
usecka K M nejkratsi.



2. Oznacme D stied strany AC, E stied strany BC'a T
t€zisté trojuhelniku ABC' (obr. 1). Oznacime-li dale 3z a 3y
délky téznic ¢, a tp, mame |AT| = 2z, |ET| = z, |BT| = 2y,
|DT| = y. Ze zadani plyne, ze trojuhelniky AT D, BET,
ABT jsou pravouhlé, takze podle Pythagorovy véty plati

P+ = (3)

o® +(2y)° = (g)z

(22)% + (29)% = ¢*.

Sec¢tenim prvnich dvou rovnic dostaneme 5(z? + y?) =
= %(a2 + b?) a po dosazeni do tfeti rovnice mame ¢* =
= 4(z*+y?) = £ (a®+b?). Numericky pak vzhledem k tomu,
ze £(22% 4 19%) = 169, vychézi ¢ = 13 cm.

D E
>
2x 2y
A B
Obr. 1

v v

po jednom bodu za pouziti Pythagorovy véty pro trojuhelniky AT D, BET, ABT a dva body za vypocet

délky strany AB.



4. Protoze jsou uhly LKC a LMC pravé, lezi body K a M na Thaletové kruznici
nad prumérem CL (obr.2). Podle véty o obvodovém thlu pfislusi tétivé KM stfedovy

Obr. 2

tihel velikosti 2, proto |[KM| = |CL|siny (v pravothlém trojihelniku KPS, kde P je
stted tsetky KM a S stred usecky CL, je totiz |[KS| = 1|CL|,|xKSP| = ). Usecka KM
je tedy nejkratsi, pravé kdyz je nejkratsi tsecka C'L; to nastava pravé tehdy, je-li L pata
vysky z vrcholu C' na stranu AB.

Za uplné feseni udélte 6 bodia. Dva body dejte za poznatek, ze body K a M lezi na Thaletové kruznici
nad primérem CL, dva body za dikaz rovnosti |[KM| = |CL|sin~y a dva body za uréeni polohy bodu L.



2. V trojuhelniku ABC' ozna¢me D stied strany BC, E stied strany AC a T téziste.
Je-li strana BC' delsi nez strana AC, ma kruznice vepsana trojuhelniku B DT mensi
polomér nez kruznice vepsana trojuhelniku AT E. Dokazte.



2. Polomér kruznice vepsané trojuhelniku je podilem jeho obsahu a polovi¢niho ob-
vodu.

Trojuhelniky ADE a BDFE maji zfejmé stejny obsah, protoze maji spolecnou stra-
nu DFE a shodnou vysku na ni (AB je rovnobézné s DE). Stejny obsah tedy maji i trojuhel-
niky AT E a BDT, protoze obsahy obou trojihelniki se od obsahu zminénych trojihelniki
lisi pravé o obsah ,spoleéného“ trojuhelniku DET (obr.1).

Vv



vzdalenost od bodu A rovna %ta je tedy mensi nez jeho vzdalenost od bodu B rovna %tb.
To znamena, ze t, < t;. Trojuhelnik AT E ma obvod 01 = %b—f— %tb + %ta, trojuhelnik BDT
méa obvod 09 = %a + %ta + %tb. 7 nerovnosti b < a a t, < t, proto vyplyva

1 1
02—01=§(a—b)+§(tb—ta)>(),

neboli 07 < 0s.

Trojuhelniky AET a BDT maji stejny obsah a prvni z nich ma mensi obvod, proto ma
kruznice vepsana trojuhelniku A E'T vétsi polomér nez kruznice vepsand trojuhelniku BDT.
Za tuplné tfeSeni udélte 6 bodu. 1 bod udélte za vyjadieni poloméru vepsané kruznice pomoci obsahu

a obvodu trojuhelniku, 2 body za dikaz rovnosti obsahii trojuhelnikat AET a BDT, 2 body za dikaz
nerovnosti 01 < oz a 1 bod za odvozeni nerovnosti mezi poloméry.



2. V pdsu mezi rovnobézkami p, q jsou dany dva riuzné body M a N. Sestrojte koso-
Ctverec nebo ctverec, jehoZ dve protejsi strany lezi na primkdch p a q a body M a N
lezi po jednom na zbyvagjicich dvou strandch.

RESEN{. V kosoétverci (¢tverci) jsou vzdalenosti protilehlych stran stejné. Nagim
ukolem je tedy vést body M a N rovnobézky, jejichz vzdalenost je rovna vzdalenosti d
rovnobézek p a q. Pata P kolmice z bodu M ke strané hledaného kosoctverce prochézejici
bodem N lezi na Thaletové kruznici nad primérem M N a méa od bodu M vzdalenost d
(obr.1). Odtud plyne konstrukce:

Obr. 1

Sestrojime Thaletovu kruznici k£ nad primérem M N a kruznici [ se stfedem M,
jejiz polomér je roven vzdalenosti d pfimek p a ¢q. Oznac¢ime P prusecik kruznic k a .
Na piimce PN lezi jedna ze stran hledaného (koso)cétverce. Protilehld strana prochézi
bodem M a je s ptimkou PN rovnobézna.

Vznikly rovnobéznik je skuteéné kosoctverec nebo ¢tverec, nebot ze shodnosti vysek
vyplyva shodnost stran.

Diskuse: Existence feseni je podminéna existenci bodu P. Ziejmé pak nemtze byt
NP || g, protoZze by to znamenalo, Ze je |MP| < d, takze rovnobézky prochézejici
body M, N vzdy vytnou pozadovany rovnobéznik. Je-li [M N| > d, maji kruznice k
a | dva ruzné pruseciky P; # P, (obr.2), takze iloha ma dvé feseni. Je-li |[M N| = d,
potom P = N; stranu kosoctverce prochéazejici bodem N sestrojime jako kolmici na
MN a tloha ma jen jedno feSeni. V piipadé |[M N| < d nema tloha FeSeni.

l
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Obr. 2



NAVODNE A PODOBNE ULOHY:

1. V roviné jsou dany body A, B, pfimka p a tsecka délky v. Sestrojte trojuhelnik ABC
jehoz vrchol C' lezi na pfimce p a jehoz vyska na stranu BC ma délku v.

2. V roviné je dana primka p a body M, N, S. Sestrojte pravouhelnik ABCD tak, aby
vrchol A lezel na pfimce p, bod M na primce AB, bod N na pfimce BC a aby S
byl prusecik jeho uhlopiicek. [Uvazte obrazy piimky p a bodu M v otoceni o 90° se
stfedem S, které pfevede stranu AB na stranu BC']

3. V roviné jsou dany tfi rovnobézné pfimky a, b, ¢ a pfimka d s nimi rtiznobézné. Sestrojte
étverec ABCD tak, aby A € a, B € b, C € ¢, D € d. [Sestrojime nejdfiv libovolny
¢tverec ABC D, ktery spliiuje prvni tfi podminky: Zvolme bod B € b, vrchol A takového
¢tverce pak lezi na pfimce a a zaroven na primce ¢ otocené kolem bodu B o 90°.
Hledany ctverec dostaneme posunutim ve sméru rovobézek a, b, ¢, v némz primka
d' || d obsahujici vrchol D piejde v pfimku d.]

4. Najdéte vsechny pravouhlé trojuhelniky s délkami stran a, b, ¢ a délkami téznic t,,
ty, te, pro néz plati a +t, = b+ ty. UvaZujte oba pripady, kdy AB je a) prepona,
b) odvésna.



RESEN{. a) Necht a i b jsou odvésny (obr. 3). Potom podle Pythagorovy véty

ty = /b2 + (3)2 ty = \/a? + (2)2

takze podminka a + t, = b + t, ma tvar

A
b
2
b
2
a
BT :
Obr. 3

Protoze z nerovnosti a > b vyplyva (viz navodnou ulohu 1) ¢, > t,, jsou nésledujici
upravy ekvivalentni:

2a — 2b = \/4a? + b? — \/4b2% + a?,
4a? — 8ab + 4b* = 5a” 4 5b% — 2+/(4a2 + b2)(4b2 + a?),
2v/4at + 17a2b2 + 4b* = a® + 8ab + b,
16a* + 68a2b? + 16b* = a* + 16ab + 66a%b* + 16ab® + b?,
15a* — 16a®b + 2a%b% — 16ab® + 15b* = 0.

Mnoho¢len na levé strané posledni rovnice je ziejmé délitelny dvojcélenem a—b (pro
a = b je totiz roven nule). Délenim zjistime, Ze vysledny mnohoclen t¥etiho stupné ma
opét stejnou vlastnost, takze po opakovaném déleni prevedeme zkoumanou rovnici do
soucinového tvaru

(a — b)*(15a® + 14ab + 15b%) = 0.

Posledni rovnost plati, pravé kdyz a = b, protoze 15a% + 14ab + 150> > 0 pro kazdou
dvojici realnych cisel a, b.

V pfipadé a) miZeme postupovat i nasledovné: Odeétenim rovnosti

2 _ 2 2)2 2 _ 2 (9)2
ta b+<2 s tb CL+ 2

dostaneme



Na obou stranach posledni rovnice jsou rozdily druhych mocnin. Pfevedeme je na souciny
a pak vyuzijeme danou rovnost a + t, = b+ t; upravenou do tvaru t, —t, =b— a:
3
(ta = tp)(ta + 1) = 2 (b= a)(b+a),
3
(b—a)(te +1tp) = Z(b —a)(a+Db).
Kdyby bylo a # b, vyjde t, + tp = %(a + b); to spolu s rovnosti t, —t, = b—a
dava t, = %b — %a, tedy t, < b, coz odporuje tomu, ze t, je pfepona a b odvésna téhoz
pravothlého trojthelniku (obr. 3). Proto musi platit rovnost a = b.

b) Necht napf. a je pfepona (je-li pfepona b, staci strany a, b v nasledujicim textu
navzajem vymeénit). Potom z Thaletovy a Pythagorovy véty plyne

v e (@ e ()

a rovnost ze zadani ma tedy tvar

7 vy (3)°

Protoze pfepona a je delsi nez odvésna b, tedy a > b, jsou nasledujici tpravy ekvivalentni:

3a — 2b = \/4a2? — 302,
9a% — 12ab + 4b* = 4a® — 312,
5a — 12ab + 7b* = 0,
(a —b)(ba — 7b) = 0,
5a — Tb = 0.

Zavéer: Rovnost a +t, = b+ t, plati pro pravoihlé rovnoramenné trojihelniky
s odvésnami a = b a pro pravouhlé trojuhelniky, které maji strany v poméru 5 : v/24 : 7,
a pfitom nejkratsi z nich je (tfeti) strana c.

NAVODNE A PODOBNE ULOHY:

1. Dokazte, ze téznice obecného trojuhelniku (at je pravouhly ¢ nikoliv) maji stejnou
vlastnost jako jeho vysky: ke kratsi strané sméfuje delsi téznice. Odvodte odtud, Ze
rovnost a + t, = b+ tq plati, pravé kdyz a = b. [Nerovnosti mezi stranami a, b a mezi
Castmi téznic %ta, $tp porovnejte na zakladé toho, ze vrchol C'i tézisté T' trojuhelniku
ABC lezi ve stejné poloroviné vytaté osou strany AB.]

2. Vypocitejte délku téznice t; trojuhelniku ABC, plati-li a = 96, b = 144, t, = 107.
[Dokazte, ze v kazdém trojuhelniku plati t2 — 2 = %(b2 —a?)]

3. V libovolném trojuhelniku ABC oznatme T tézisté, D stfed strany AC a E stfed
strany BC'. Najdéte vSechny pravouhlé trojuhelniky ABC' s pfeponou AB, pro néz je
étyfuhelnik CDTE te¢novy. [56-B-1-4]



2. V trojuhelniku ABC ma thel « velikost 20°. Vypocitejte velikosti thld § a v, plati-li
rovnost a + 2v, = b + 2vy.

3. V roviné je dan rovnobéznik ABCD, jehoz uhlopticka BD je kolmé ke strané AD.
Ozna¢me M (M # A) prisecik pfimky AC' s kruznici o praméru AD. Dokazte, Ze osa
usecky BM prochéazi stfedem strany C'D.



2. 7 vyjadreni vysek pomoci thlu v, tj. v, = bsin~y a v, = asin~y, dostaneme dosaze-
nim do predpokladaného vztahu rovnost a 4+ 2bsin~y = b+ 2a siny, ktera plati, prave kdyz
(a —b)(1 —2siny) =0.

Jestlize a = b, vychazi f = a = 20°, takze v = 140°.

Jinak musi byt siny = %, takze v = 30° nebo v = 150°; thel 3 v obou pfipadech
dopocitame jako 3 = 180° — a — 7.

Uloha ma t¥i feSeni: 8 = 20° a v = 140°, B =130° a v = 30°, 5 = 10° a v = 150°.

Jiné feseni. Dvojim vyjadfenim obsahu trojuhelniku ABC dostaneme rovnost av, =
= bvy. Hodnoty ve dvojicich a, 2v, a b, 2v, maji tedy stejné souciny a podle zadani i stejné
soucty, takze to jsou dvojice kofenii téze kvadratické rovnice, proto {a,2v,} = {b,2vy}.
V pripadé v, = v, je a = b, a tedy a = 3, pripad a = 2v, nastane, pravé kdyz ma
velikost 30 nebo 150 stupnd.

Pozndmka. Uvahu o zminéné kvadratické rovnici lze samozfejmé nahradit i pfimym
dosazenim b = a + 2v, — 2v;, do rovnosti av, = bvy; po tpravé vyjde (a —2vp) (v, — vp) = 0.

Za uplné tfeseni udélte 6 bodu, z toho 3 body za nalezeni nékterého ze vztahti vedouciho na vypocet thlu
gamma. Zbylé tii body dejte za tplnou diskusi vSech moznosti. Za opomenuti tupého tthlu gamma strhnéte
bod.

3. Podle Thaletovy véty je tthel AM D pravy, proto je i thel DM C' pravy (obr. 1).
Strany BC' a AD jsou rovnobézné, proto je thlopticka BD kolma i ke strané BC. Body
M a B tedy lezi na Thaletové kruznici s primérem C'D. Maji proto od stfedu tsecky C'D
stejnou vzdalenost, takze zminovany stred lezi na ose tisecky M B.



Obr. 1

Za tuplné feseni udélte 6 bodt. Dva body dejte za zjisténi, ze thly DMC a DBC jsou pravé, dva body za
poznatek, ze body M a B lezi na Thaletové kruznici s primérem C'D a dva body za odtud plynouci zavér.



3. V roviné jsou dany dveé rovnobézky p a q, bod A na pfimce p a bod M lezici uvniti pasu
mezi pfimkami p a q. Sestrojte kosoctverec nebo ¢tverec ABCD tak, aby strana AB
lezela na primce p, strana C'D na pifimce q a aby thlopticka B D prochazela bodem M.



3. Ze shodnosti trojuhelnikit ABM a CBM (sus) vyplyva |CM| = |AM]|; bod C proto
musi lezet na kruznici se stfedem M a polomérem |AM| (obr. 1). Uhlopticky (koso)étverce
jsou na sebe kolmé, proto body B a D lezi na kolmici vedené bodem M na piimku AC.



Obr.1

Konstrukce: Sestrojime kruznici k se stfedem M a polomérem |AM|. Prisecik této
kruznice s primkou ¢ je bod C. Bodem M vedeme kolmici na pfimku AC. Jeji priseciky
s pfimkami p a ¢ jsou body B a D (obr.2). Sestrojeny ¢tyithelnik ma zfejmé vSechny
pozadované vlastnosti.

Obr. 2

Diskuse: Je-li vzdalenost bodu M od pfimky g vétsi nez jeho vzdalenost od bodu A,
nema kruznice k s ptimkou ¢ spolecny bod a tloha nema feSeni.

Ma-li bod M stejnou vzdalenost od primky ¢ jako od bodu A, mé kruznice k s prim-
kou ¢ jediny spole¢ny bod C'. Pokud zaroven bod M nelezi na ose pasu mezi rovnobézkami
p a ¢, neni piimka AC kolma na p, proto kolmice vedena bodem M na prfimku AC neni
s pfimkou p rovnobézna a tloha ma jedno Feseni; pokud ale bod M lezi na ose péasu (je to
tedy prusecik osy pasu s kolmici k pfimce p vedenou bodem A), nem4 tloha feSeni.

Je-li vzdalenost bodu M od pfimky ¢ mensi nez jeho vzdalenost od bodu A, protina
kruznice k pfimku ¢ ve dvou bodech. Pokud bod M lezi na ose pasu mezi rovnobézkami
p a q, lezi jeden z prisecikti na kolmici vedené bodem A na pfimku p a uloha méa jedno
feSeni; nelezi-li M na ose pasu, ma tloha dvé reseni.

Udélte 2 body za sestrojeni bodu C, 2 body za nalezeni bodi B a D a 2 body za uplnou diskusi. Dukaz
spravnosti konstrukce je u vSech t¥i uvadénych feSeni natolik zfejmy, ze muze chybét v jinak uplnych
fesenich hodnocenych 6 body.

Jiné reseni. Prusecik S thlopficek (koso)étverce ABC D musi leZet na ose pasu mezi
rovnobézkami p a q.
Lezi-li bod M na ose pasu, musi platit S = M; bod C' je potom prusecik primek AS



a g, B a D jsou pruseciky kolmice k pfimce AC vedené bodem M s primkami p a ¢. Je-li
pritom AM 1 p, nemé tloha feSeni, jinak ma jedno Teseni.

Nelezi-li M na ose pasu, je uhel ASM pravy. Proto je bod S prisecikem osy pasu
s Thaletovou kruznici nad primérem AM. Body C, B, D potom najdeme stejné jako
v predchozim feSeni. Podle poc¢tu spolec¢nych bodt osy pasu a Thaletovy kruznice ma
potom tuloha dvé feseni, jedno feseni nebo nema zadné reseni.

Za poznatek, Ze bod S lezi na ose pésu, udélte 1 bod. Za vyfeSeni ulohy pro ptipad, kdy M lezi na ose
pasu, dejte 2 body (z toho 1 bod za diskusi). Za vyfeSeni tlohy pro pfipad, kdy M na ose péasu nelezi,
dejte 3 body (z toho 1 bod za diskusi).

Jiné treseni. Bod M lezi na ose tthlu ADC, proto mé od piimek AD a ¢ stejnou
vzdalenost. Pfimka AD je tedy te¢nou kruznice, kterd ma stfed M a dotyka se pfimky q.

Konstrukce: Sestrojime kruznici h se stredem M, ktera se dotyka primky q. Vrchol D
hledaného (koso)ctverce je prusec¢ik pfimky ¢ s teénou kruznice h prochazejici bodem A.
Body B a C' potom uz najdeme snadno.

Diskuse: Ma-li bod M od bodu A mensi vzdalenost nez od pifimky ¢, neprochézi
bodem A Zadna tecna kruZnice h a tloha nema feseni.

Maé-li bod M od bodu A stejnou vzdélenost jako od primky ¢, lezi bod A na kruznici h
a prochazi jim jedna tecna této kruznice. Pokud pritom bod M lezi na ose pasu mezi
rovnobézkami p a ¢, je touto tecnou primka p, kterd primku ¢ neprotina, a tiloha nemé
feSeni. Pokud ale bod M na ose pasu nelezi, tecna je s primkou ¢ riiznobézna a tiloha méa
jedno fesSeni.

Ma-li bod M od bodu A vétsi vzdalenost nez od piimky ¢, existuji dvé te¢ny kruznice h
prochézejici bodem A. Pokud pfitom bod M lezi na ose pasu, je jednou z te¢en pirimka p
a uloha ma jedno reseni; pokud bod M na ose pasu nelezi, jsou obé tecny s ¢ riznobézné
a uloha ma dveé feseni.

Udélte 3 body za sestrojeni bodu D, 1 bod za dokonceni konstrukce a 2 body za diskusi.



3. Na strané BC, resp. CD rovnobéiniku ABCD wurcete body E, resp. F tak, aby
usecky EF, BD byly rovnobézné a trojuhelniky ABE, AEF a AFD mély stejné
obsahy.

RESENT. Ozna¢me a velikost stran AB a C'D a v vzdélenost jejich piimek, ktera
je zaroven rovna vysce trojuhelniku AF'D z vrcholu A (obr.1). Z podminky EF || BD
podle véty uu vyplyva, ze trojihelniky BC'D a ECF jsou podobné; ozna¢me k € (0, 1)
koeficient jejich podobnosti. Jakmile ho vypocteme, bude tloha vyfeSena.

D (Q-ka F ka (

Obr. 1

Protoze |FC| = ka, |FD| = (1—k)a a vysky trojuhelniki ECF, ABE ze spole¢ného
vrcholu F maji velikosti kv, resp. (1 — k)v, pro obsahy trojuhelniki AF'D a ABE plati

1—Ek)av a(l — kv
SAFD:( 2) = ( 5 ) = SABE,

takZe oba obsahy se rovnaji pro libovolné k € (0,1). Protoze obsah trojihelniku EC'F
méa hodnotu Sgop = %ka kv = %kQav a obsah celého rovnobézniku ABCD je dan
vzorcem Sspcp = av, muzeme obsah trojuhelniku AEF vyjadrit takto:

Sagr = Sapcp — SaBe — Secr — Sarp =
=av(1—3(1—k)—ik*—L(1—k)) =av (k- 3K?).

Obsahy trojuhelniki ABE, AFD proto budou shodné s obsahem trojihelniku AEF,
praveé kdyz bude platit

1(1—k)=k—1k* neboli k*>—3k+1=0.

Tato kvadraticka rovnice mé kofeny

3++5
2 b

k12 =

z nichz podmince k € (0,1) vyhovuje pouze kofen k = %(3 — \/3) Dodejme, ze pro
takové k plati
vVE-1 &k

1-Fk= 5 -

4



Odpovéd. Hledané body E, F' jsou uréeny poméry
|CE|: |EB|=|CF|:|FD| = (V5 —1):2.

Poznamka. Rovnost (1 — k) : 1 = k : (1 — k) ze zavéru FeSeni znamena, ze body
FE, I déli prislusné strany rovnobézniku v tzv. zlatém pomeéru. Vyjadiuji to rovnosti

ICE|:|EB|=|EB|:|BC| a |CF|:|FD|=|FD|:|DC].

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Zékladna AB lichobézniku ABCD je tiikrat delsi nez zdkladna C'D. Ozna¢me M stied
strany AB a P prusecik tsecky DM s uhloptickou AC. Vypocitejte pomér obsahu
trojthelniku CDP a étyfuhelniku M BCP. [55-C—1I-1]

2. Je déan lichobéznik ABCD (AB || CD) s jednotkovym obsahem, pro ktery plati |AB| =
= 2|CD|. Oznaéme K, L po fadé stiedy stran BC a CD. Najdéte obsah trojuihelniku
AKL. [Obsahy trojthelniktt ABK, CLK a ADL jsou po fadé 3, 15 a &, tedy obsah

37 12
trojthelniku AKL je 2]
3. Je dén rovnobéznik ABCD. Pifimka vedena bodem D protind tsecku AC v bodé G,

usecku BC' v bodé F' a polopfimku AB v bodé E tak, ze trojuhelniky BEF a CGF
maji stejny obsah. Uréete pomér |AG| : |CG|. [54-B-1-2]



5. Trojuhelniku ABC je opsana kruznice k. Osa strany AB protne kruznici k v bodé K,
ktery lezi v poloroviné opacné k polorovine ABC. Osy stran AC a BC protnou
primku C'K po radé v bodech P a Q). Dokazte, Ze trojuhelniky AKP o KBQ jsou

shodné.
RESEN{. Oznaéme o, 3,y obvyklym zpiisobem velikosti vnitinich hlé trojihelniku

ABC (obr.4). Bod K lezi na ose usecky AB, proto |AK| = |KB]|. Trojthelnik AKB
je rovnoramenny se zakladnou AB, jeho vnitini thly pfi vrcholech A a B jsou tudiz




shodné. Podle véty o obvodovych thlech jsou shodné i thly BCK a BAK, resp. ACK
a ABK, jsou proto shodné i tthly BCK a ACK. Poloprimka C'K je tudiz osou thlu
ACB:

|XACK| = |¥BCK| = %

Protoze bod P lezi na ose strany AC, je trojihelnik AC'P rovnoramenny a jeho vnitini
uhly pfi zakladné AC maji velikost %7, takze jeho vnéjsi thel APK pfi vrcholu P ma
velikost %’y + %fy = 7. Stejné tak z rovnoramenného trojuhelniku BC'Q) usoudime, ze
i velikost thlu BQK je ~. Podle véty o obvodovych thlech jsou shodné thly ABC
a AKC, tedy tthel AKC' (neboli thel AK P) ma velikost (3 a — zcela analogicky — tihel
BKQ ma velikost a.

V kazdém z trojihelniki AKP a BK(Q jiz zname velikosti dvou vnitinich hla
(8, v, resp. a, v), takze vidime, Ze zbyvajici thly K AP a K B maji velikosti a, resp. .

7 predchoziho plyne, ze trojihelniky AKP a KB( jsou shodné podle véty usu,
nebot maji shodné strany AK a KB i obé dvojice k nim pfilehlych vnitfnich ahld.

K uvedenému postupu dodejme, Ze vypocet thlt KAP a KBQ pres uhly APK
a BQK lze obejit takto: shodnost thlt KAP a BAC (resp. KBQ a ABC) plyne ze
shodnosti thla KAB a PAC (resp. KBA a QBC).

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Necht ABC je ostrouhly trojuhelnik. Oznaéme K, L paty vysek z vrcholu A, B, M
stied strany AB a V prusecéik vysek trojuhelniku ABC. Dokazte, Ze osa thlu KML
prochéazi stfedem tusecky VC. [54-B-11-3]

2. V tétivovém c¢tyruhelniku ABCD oznaéme L, M stfedy kruZnic vepsanych po fadé
trojuhelnikiim BC' A, BC D. Déle ozna¢me R prusecik kolmic vedenych z boda L a M po
fadé na pfimky AC a BD. Dokazte, Ze trojuhelnik L M R je rovnoramenny. [56—A—111-2]

3. OznaCme S stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC. Dokazte, ze stfed kruZnice
opsané trojuhelniku ABS lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC. [Pro bod K z fe-
Seni soutézni ulohy plati |KA| = |KB| = |KS|, nebot S € KC a |xKAS| = %(a + ),
takze i | XK SA| = %(a +7).]



3. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC, ktery neni rovnoramenny. Ozna¢me K pruseéik
osy thlu ACB s osou strany AB. Pfimka C' K protne vysky z vrcholi A a B v bodech,
které oznac¢ime po fadé P a (). Predpokladejme, Ze trojuhelniky AK P a BK () maji
stejny obsah. Uréete velikost tthlu ACB.



3. Oznac¢me vnitini thly v trojuhelniku ABC obvyklym zpisobem. Ze shodnosti
obvodovych thlt ACK a BCK v kruznici opsané trojuhelniku ABC plyne shodnost od-
povidajicich tétiv AK a BK, takZe bod K p1uli ten z obloukt AB, ktery lezi proti vrcholu C
(obr. 3). Podle véty o obvodovych thlech jsou velikosti thla AKC a BKC' po fadé rovny

«
K
Obr. 3

8 a a. Oznaéme V,, V,, paty vysek pfislusnych vrcholiim A, B trojuhelniku ABC. ProtozZe
ABC je ostrouhly trojuhelnik, jsou body V, a V} vnitini body odpovidajicich stran. Velikost
thlu APK je shodna s velikosti vnitfniho thlu pfi vrcholu P v pravoihlém trojihelniku
CPV,, je tedy rovna 90° — %'y. Stejnou velikost ma analogicky i ithel BQK.

Trojuhelniky AK P a BK () maji stejny obsah, shodné strany AK a BK, a tudiz i vysky
na né, a navic se shoduji i v tthlu proti nim. Z konstrukce trojihelniku podle dané strany,
vysky na tuto stranu a protilehlého vnitiniho thlu a ze soumérnosti sestrojenych reseni
plyne, Ze trojuhelnik AK P je shodny bud s trojihelnikem K B(Q, anebo s trojuhelnikem
BKQ. Jelikoz trojuhelnik ABC neni rovnoramenny (tj. o # 3), je trojihelnik AK P shodny
s trojuhelnikem K BQ. Velikost vnitfniho thlu pii vrcholu A trojuhelniku PAK je 180° —
- 06— (90Q — %’y) =90° -G+ %fy, takze z uvedené shodnosti plyne

90°—ﬁ—|—%:a neboli 900—1—%:()4—&—6:1800—7.

Odtud dostavame v = 60°. Naopak pokud v = 60°, je [ XAPK| = |XxBQK| = 60° a troj-
thelniky AKP a K BQ jsou shodné podle véty usu, maji tedy stejny obsah.

Zaver: Uhel AC'B ma velikost 60°.

Za tplné feseni udélte 6 bodd, z toho 1 bod za zjisténi, ze K je stfedem oblouku AB (dtikaz neni nutny,
uvede-li student, ze jde o zndmou skutec¢nost). Déle 1 bodem oceiite vyjadfeni velikosti vnitfnich thld
v trojuhelnicich AKP a BK(@ pomoci «, 3, 7. Dalsi 2 body udélte za dikaz shodnosti trojuhelnikia AK P
a BKQ, 1 bod za vypocet thlu v a 1 bod za dikaz, Zze z podminky v = 60° plyne shodnost (obsahil)
trojuhelniki AKP a KBQ.



2. Pro vnitini bod P strany AB ostrouhlého trojuhelniku ABC ozna¢me K a L paty
kolmic z bodu P na piimky AC a BC'. Sestrojte takovy bod P, pro ktery ptimka C'P
puli tsecku K L.



2. Oznacme S stied tsecky CP. Podle Thaletovy véty lezi body K a L na kruznici p
sestrojené nad primérem C'P. Pfedpokladejme, ze bod P ma pozadovanou vlastnost, tj. ze
pramér C'P puli tétivu KL (obr. 1).

C

A P B
Obr.1

Primér libovolné kruznice pili kazdy jiny prameér téze kruznice a také vsechny tétivy
k nému kolmé. A zadnou jinou tétivu ptlit nemiize: kdyz totiz prochazi dvéma riznymi



body jeji osy soumérnosti (totiz stfedem tétivy a stfedem kruznice), musi byt — stejné
jako tato osa — k dané tétivé kolmy.

Tétiva KL ovsem nemuze byt primérem kruznice p, protoze podle Thaletovy véty
by byl thel KCL (a tedy i uhel ACB) pravy, coz odporuje zadani, proto je tétiva KL
k praméru C'P kolmé. V tomto ptipadé jsou trojiuhelniky CK P a C'L P soumérné sdruzeny
podle ptimky C'P, odkud jiz plyne, ze tthly KCP a LCP jsou shodné. Poloptimka C'P je
tedy osou thlu AC'B.

Je-li naopak polopiimka C'P osou tthlu ACB, shoduji se pravouhlé trojuhelniky C K P
a CLP ve spolecné preponé C'P a ve dvou vnitfnich thlech, takze body K a L jsou
soumérné sdruzeny podle primky CP. Proto tétiva C'P puli tsecku K L.

Odpoved. Existuje pravé jeden vnitini bod strany AB ostrothlého trojihelniku ABC),
pro ktery tsecka C'P pili tisecku K L. Je to prisecik osy vnitiniho thlu pfi jeho vrcholu C
se stranou AB.

Za uplné feseni udélte 6 bodi, z toho 4 body dilkaz skute¢nosti, ze bod P musi lezet na ose thlu ACB a 2
body za ovéreni, Ze bod lezici na ose ihlu ma pozadovanou vlastnost. Pokud fesitel bez dikazu uvede, ze

bod P lezi na ose ithlu AC B, udélte jen 1 bod. Tvrzeni o tétivich, jez pramér kruznice puli, lze povazovat za
zrejmé. Naopak strhnéte 1 bod, pokud si resitel neuvédomi, ze tétiva K L nemuize byt primérem kruznice p.



3. V roviné je dana usecka AB. Sestrojte rovnobéznik ABCD, pro jehoZ stredy stran
AB, CD, DA oznacené po tadé K, L, M plati: body A, B, L, D lezi na jedné
kruznici a rovnéz body K, L, D, M lezi na jedn€ kruznici.

RESENI. Ozna¢me a = |AB|, b = |AD| délky stran hledaného rovnobé&Zniku

(obr. 1). Lichobézniku ABLD lze opsat kruznici, proto je rovnoramenny, a tudiz |BL| =
= b. Protoze Gsecky KB a DL jsou rovnobézné a shodné, je K BLD rovnobéznik, a tedy
|KD| = |BL| = b. To znamena, ze trojuhelnik AK D je rovnoramenny, takze bod D musi

lezet na ose jeho zakladny AK.
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Obr. 1



Usecka K L je stiedni piickou rovnobézniku ABCD, proto KL | MD; KLDM je
tedy lichobéznik, a jelikoz se mu da opsat kruznice, je rovnoramenny a odtud |K M| =
= |DL| = %a. Protoze KM je stiedni pricka trojihelniku BDA, méa strana BD délku
2-|KM| = a. Bod D tedy lezi na kruznici se stfedem B a polomérem a.

Konstrukce: Sestrojime stted K tsecky AB, osu o usecky AK a kruznici k se stie-
dem B a polomérem |AB|. Prusecik této kruznice s osou usecky AK je bod D. Bod C
je potom priisecik piimek vedenych body D a B rovnobézné s piimkami AB a AD.

Drikaz Ctyttuhelnik ABCD ma4 protilehlé strany rovnobézné, je to tedy rovnobéz-
nik. Ozna¢me L a M stfedy tsecek C'D a AD. Z toho, ze bod D lezi na ose tsecky AK,
vyplyva |KD| = |AD|. Protoze KBLD je rovnobéznik, plati |BL| = |[KD| = |AD|.
Lichobéznik ABDL je tedy rovnoramenny, a proto body A, B, L, D lezi na jedné
kruznici. Usetka KM je stiedni piicka trojuhelniku BDA, proto |[KM| = %]BD] =
= 1|AB| = |DL|; KLDM je tedy rovnoramenny lichobéznik, takze jeho vrcholy lezi na
jedné kruznici.

Diskuse: Protoze ptimka o ma od bodu B mensi vzdalenost nez bod A, protina
kruznici k ve dvou bodech. Uloha m4 tedy v kazdé poloroviné s hrani¢ni pifmkou AB
jedno Teseni.

JINE RESENI. Stejné jako v prvém feSeni dokazeme, ze |KD| = |AD| a |DB| =
= |AB|. Trojuhelniky AKD a DAB jsou tedy rovnoramenné, a protoze se shoduji
v ahlu u vrcholu A, jsou podobné. Proto |[AK|/|AD| = |DA|/|AB| &li a/b = b/a
a odtud b = %a\/i. Bod D je tedy prisecikem kruznic se sttedy A a K a polomérem

Lava.

NAVODNE A PODOBNE ULOHY:
1. Dokazte, Ze lichobézniku se da opsat kruznice, pravé kdyz je rovnoramenny.
2. Dokazte, ze pro délky stran a, b a délky uhlopficek e, f rovnobézniku plati e + f2 =
= 2a? + 2b2.
3. Strana AB rovnobézniku ABC D mé délku a. Kruznice opsané trojuhelniku ABD pro-
tind poloptimku opaénou k polopfimce CD v bodé L; oznaéme x = |CL|. Vypoditejte
délku tétivy, kterou pfimka C'D vytinad na kruznici opsané trojuhelniku ABC. [|a — z|]



Uvnitr kratsiho oblouku AB kruznice opsan€ rovnostrannému trojuhelniku ABC' je
zvolen bod D. Tétiva C'D protindg stranu AB v bodé E. Dokazte, Ze trojuhelnik se
stranami délek |AE|, |BE|, |CE| je podobny trojihelniku ABD.

RESENI. Vedme bodem E rovnobézku se stranou BC' a oznaéme F jeji prisecik se

stranou AC. Trojtuhelnik AEF je rovnostranny, proto |[EF| = |AE| a také |CF| = |BE]|.
Trojuhelnik FEC ma tedy délky stran |AE|,|BE|,|CE| (obr.2), které nas zajimaj.

Dokazeme, ze je podobny trojihelniku ABD:
C
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Oba trojahelniky se zfejmé shoduji ve vyznaceném tupém uhlu velikosti 120°
(|xADB| = 180° — | < ACBYJ). Uhly ACD a ABD jsou obvodové nad tétivou AD, proto
jsou shodné. Podle véty uu tedy skutecné plati AECF ~ AABD.

JINE RESENI. Obvodové thly DAB a DCB jsou shodné stejné jako thly ADC
a ABC, proto NADFE ~ ACBE. Odtud vyplyva

|AE|  |CE|  |CE|
|AD|  |CB| |AB|




Analogicky jsou podobné i trojuhelniky DEB a AEC, takze

|BE| |CE| |CE]
|\BD|  |AC|  |AB|’

7 rovnosti

|AE| |CE| |BE|
|AD| ~ |AB|  |BD|

pak vyplyva podobnost trojuhelniku s délkami stran |AFE|, |CE|, |BE| a trojthel-
niku ABD.

NAVODNE A PODOBNE ULOHY:

1. Jestlize se tétivy AB a CD kruznice k protinaji v bodé M, jsou trojuhelniky AMC
a DM B podobné. Dokazte.

2. Necht E je vnitfn{ bod strany AB trojuhelniku ABC. Oznaime D (D # C) prisecik
pfimky C'E s kruznici opsanou trojuhelniku ABC'. Déle ozna¢me F' prusecik strany AC
s primkou, kterad prochédzi bodem FE a je rovnobéznd s BC. Dokazte, ze trojuhelniky
ABD a ECF jsou podobné.

3. Necht ABC je trojuhelnik, v némz |AC| # |BC|. Dokazte, Ze osa thlu BC' A se s osou
strany AB protind v bodé, ktery lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC.



1. Kruznice I(T; s) prochézi stfedem kruznice k(S; 2 cm). Kruznice m(U; t) se vné dotyka
kruznic k a [, pficemz US L ST. Poloméry s a t vyjadfené v centimetrech jsou cela
¢isla. Urcete je.

3. V roviné je dan rovnobéznik ABCD. Oznac¢me K, L, M po tadé stredy stran AB,
CD, AD. Predpokladejme, ze body A, B, L, D lezi na jedné kruznici a zaroven i body
K, L, D, M lezi na jedné kruznici. Dokazte, ze |AC| =2 - |AD|.



1. Trojahelnik UST je pravouhly. Jeho prepona UT ma délku s + ¢, délky odvésen
jsou [US| =t + 2, |ST| = s (obr.1). Podle Pythagorovy véty proto plati

(s +1)% = (t+2)* + 5%
Upravami postupné dostavame

24+ 2st+ 12 =t + 4t +4 + 52,
st=2t+ 2,
t(s—2)=2.

Cisla t a s — 2 jsou celd, proto ¢t musi byt délitelem ¢isla 2. Protoze ¢ je kladné, jsou jen
dvé moznosti; jestlize ¢ = 1 cm, potom s = 4 cm, a jestlize t = 2cm, potom s = 3 cm.

Obr. 1

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Udélte jeden bod za vyjadreni délek stran trojuhelniku UST, dva body za
pouziti Pythagorovy véty, jeden bod za tpravu na tvar t(s — 2) = 2 a dva body za nalezeni obou FeSeni.



3. Lichobézniky ABLD a KLDM jsou rovnoramenné, protoze jsou tétivové. Odtud
vyplyva shodnost ramen |AD| = |BL| a shodnost thlopficek |K D| = |LM]| (obr. 2). Stfedni
pricka KL déli rovnobéznik ABCD na dva shodné rovnobézniky, pro jejichz thlopticky
plati | K D| = | BL|. Use¢ka M L je sttedni ptickou trojithelniku ACD, proto |AC| = 2-|M L.
Spojenim vySe uvedenych rovnosti mame |AC| =2-|ML|=2-|KD|=2-|BL|=2-]|AD|.

D L C
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Obr. 2

Jiné fesSeni. Budeme postupovat stejné jako ve druhém feseni tieti ulohy doma-
ciho kola (na doméci kolo se lze odvolat bez dalsiho diikazu): Protoze ABLD je tétivovy
(a tudiz rovnoramenny) lichobéznik, je |KD| = |BL| = |AD|. Podobné je i lichobéznik
K LDM rovnoramenny, takze |[M K| = |DL| a |DB| = 2|MK| = 2|DL| = |DC| = |AB]|.
Z podobnosti rovnoramennych trojuhelnikit AK D a DAB (shoduji se v thlu u vrcholu A
svych zékladen) pak plyne, ze |AK|/|AD| = |DA|/|AB|, odkud po dosazeni |AK| = 1|AB]
vychazi |DB| = |AB| = +/2 -|AD|. Nyni vyuzZijeme znidmou rovnobé&znikovou rov-
nost |AC|?> + |[BD|?> = 2 - |AB|?> + 2 - |AD|?. Dosazenim za |AB| a |DB| dostaneme
|AC|? +2-|AD|? =4-|AD|* +2 - |AD|? a odtud |AC|> = 4 - |AD|? ¢&li |[AC| =2 - |AD|.



Za uplné feseni udélte 6 bodu, z toho jeden bod za poznatek, Ze lichobézniky ABLD a KLDM jsou
rovnoramenné (tuto dobfe znadmou vlastnost tétivovych lichobéznikt neni nutno dokazovat), po jednom
bodu za kazdou z rovnosti |AC| = 2 - |ML|, |AD| = |BL|, |KD| = |LM]|, |KD| = |BL| a jeden bod za
jejich spojeni.

V piipadé druhého postupu dejte 2 body za rovnosti |BD| = |AB| a |AB| = /2 - |AD|, 2 body za
pouziti rovnosti |AC|? + |[BD|? =2 - |AB|? + 2 - |AD|? a dva body za dokonéeni diikazu.



2. Jsou dany délky odvésen a = |BC|, b = |AC| pravotuhlého trojahelniku ABC, pficem?z
a > b. Ozna¢me D stied prepony AB a E (E # C) prisecik strany BC' s kruznici
opsanou trojuhelniku ADC'. Vypocitejte obsah trojihelniku FAD.



2. Oznacme c délku piepony AB, takze |[AD| = |BD| = ic. Ctytthelnik ADEC je
tétivovy a thel FC'A je pravy, proto i protilehly tthel ADE je pravy (obr.1). Pravothlé
trojuhelniky ABC a ED B maji thel u vrcholu B spole¢ny, proto AABC ~ AEBD. Odtud
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Obr. 1
|[ED|  |AC| _be
BD| _ |BO|’ a proto |ED|= 5"

Obsah pravotuhlého trojuhelniku EAD je tak (s vyuzitim Pythagorovy véty)

1 1 ¢ be bc®  bla®+b?
s—Lap|pp=t. ¢ be b _bam+bT)
2 2 2 2a 8a 8a
Za Uplné feseni udélte 6 bodi, z toho dva body za zjisténi, ze thel ADFE je pravy, jeden bod za podobnost
trojuhelniki ABC a EBD, jeden bod za vypocet délky strany ED a dva body za dopocitani obsahu
trojuhelniku FAD.



2. Uvazugme vnittni bod P daného obdélniku ABCD a oznacme po tadé ), R obrazy
bodu P v soumérnostech podle stredi A, C. Predpoklddejme, Ze primka QR protne
strany AB a BC' ve vnitrnich bodech M a N. Sestrojte mnoZinu vsech bodi P, pro
néz plati |[MN| = |AB|.

RESENI. Uhlop¥icka AC daného obdélniku ABCD je ze zadani stiedni piickou
v trojuhelniku PQR, a tedy AC | QR, jinak feéeno AC | MN. Usetka MN je tak
jednoznacné urcena tim, ze je rovnobézna s AC, lezi v opacné poloroviné urcené prim-
kou AC nez bod P a pro jeji délku plati |[M N| = |AB|. Konstrukci boddt M a N lze
provést nékolika zpisoby. Lze k tomu napiiklad vyuzit rovnobéznik AMNE (obr. 1),
v némz plati |AE| = |[MN| = |AB|.

R

Obr. 1

Protoze tsecka M N zaroven urcuje pfimku, na niz lezi strana QR trojihelniku
PQR, je ziejmé, ze vrchol P musi lezet na piimce p, jez je obrazem primky M N v osové



soumérnosti podle pfimky AC (obsahujici stfedni pficku trojuhelniku PQR). Pfimka p
ma s vnittkem daného obdélniku spoleény vnitiek usecky M’'N’ (jeZ je navic obrazem
nalezené tsecky M N ve stfedové soumérnosti podle stfedu daného obdélniku).

Snadno vidime, Ze i naopak ke kazdému vnitinimu bodu P tsecky M’'N’ lezi od-
povidajici body @), R na pfimce M N a body M, N jsou tak priseciky primky QR se
stranami AB, BC, takze vyhovuji podminkam tulohy.

Zaveér. Hledanou mnozinou vsech bodt P dané vlastnosti je tedy vnitiek vyse po-
psané usecky M'N’.

NAVODNE A DOPLNUJICci ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

Je ddna kruznice k s prumérem AB. K libovolnému bodu Y kruznice k, Y # A, se-
strojme na polopfimce AY bod X, pro ktery plati | AX| = |Y B|. Uréete mnozinu vSech
takovych bodi X. [56-B-I-2]

V roviné daného ¢tverce KLMN urcCete mnozinu vSech bodi P, pro néz jsou uhly
NPK, KPL a LPM shodné. [53-A-1-2]

Je dan rovnostranny trojuhelnik M PQ. Najdéte mnozinu vrchold C vsech trojuhel-
nikia ABC' takovych, Ze body P, @Q jsou paty vysSek z vrcholi A, B a bod M je stied
strany AB. [51-B-1-6]

Jsou dany kruznice k a [ s riznymi polomeéry, které se vné dotykaji v bodé T'. Prisecikem
M jejich spole¢nych vnéjsich tec¢en vedme seénu s obou kruznic. Ozna¢me X ten z obou
pruseciku kruznice k se se¢nou s, ktery je vzdalenéjsi od bodu M. Podobné ozna¢me Y
ten z obou prusecikii kruznice [ se se¢nou s, ktery je vzdalené&jsi od bodu M. Necht P
je takovy bod, ze XTY P je rovnobéznik. Uréete mnozinu bodt P odpovidajicich vSem
takovym se¢ndm s. [49-B-I-4]



5. Zabyvejme se otazkou, ktere trojuhelniky ABC' s ostrymi uhly pri vrcholech A a B
magji nasledugici vlastnost: Vedeme-li stredem vysky z vrcholu C tri primky rovno-
bézné se stranami trojuhelniku ABC, protnou je tyto primky v Sesti bodech leZicich
na jedné kruznici.

a) Ukazte, Ze vyhovuje kazdy trojihelnik ABC s pravym whlem pri vrcholu C.
b) Vysvétlete, pro¢ Zadny jing trojuhelnik ABC' nevyhovuge.

RESEN{. IkdyZ doporucujeme fesit obé ¢asti tilohy oddélené (tj. nejprve analyzovat
situaci v pravouhlém trojihelniku), popiseme rovnou jejich spoleéné feseni. Celou tilohu
1ze totiz formulovat jako dtikaz tvrzeni, Ze sestrojenych Sest bodu lezi na kruznici, praveé
kdyz je thel AC' B pravy.

Uvazujme tedy libovolny trojihelnik ABC' s ostrymi thly «, § a oznaCme M stied
vysky CP a D, E, F, G, H, I uvazované pruseciky tak, aby s vrcholy A, B, C' a patou
vysky P lezely na hranici trojuhelniku v potradi

A, D, P, E, B, F G, C, H, I

Z konstrukce plyne, ze body M, D, I jsou stfedy stran pravouhlého trojuhelniku AC'P
a body M, FE, F jsou stfedy stran pravouhlého trojuhelniku BC'P. Oba ¢tytuhelniky
PMID a PMFE jsou tedy pravouhelniky, takze i DEFI je pravouhelnik (obr.2).
Jeho vrcholy D, E, F, I proto vZdy lezi na jedné kruznici a tsecky DF a EI jsou jeji
priumeéry. Nasi tlohou je proto zjistit, kdy na této kruznici lezi i body G a H. To lze
podle Thaletovy véty vyjadiit podminkou, ze thly DGF a EHI jsou pravé. Protoze
DG || AC a EH || BC, jsou oba thly DGF a EHI shodné s tthlem ACB a ekvivalence
s podminkou pravého thlu ACB je tak dokazana.
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Obr. 2

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Ozna¢me S stied kruznice vepsané danému trojuhelniku ABC a P, Q paty kolmic
z vrcholu C k pfimkam, na kterych lezi osy vnitfnich ahla BAC a ABC. Dokazte, ze
piimky AB a PQ jsou rovnobézné. [51-A—S—2]
N2. Uvnitt stran BC, CA, AB daného ostrotihlého trojuhelniku ABC jsou po fadé vybrany
body X, Y a Z. Dokazte, ze kazdému ze ¢tyiuhelnikit ABXY, BCYZ a CAZX lze
opsat kruznici, pravé kdyz body X, Y, Z jsou paty vysek trojuhelniku ABC'. [51-B—-S-2]



3. Necht M, N jsou po fadé vnitini body stran AB, BC rovnostranného trojuhelniku
ABC, pro néz plati |[AM|: |MB| = |BN|: |NC| = 2: 1. Ozna¢me P prusecik piimek
AN a CM. Dokazte, ze pifimky BP a AN jsou navzajem kolmé.



3. Ze zadani plyne, ze |BM| = |CN|, |AC| = |BC| a |[<ACN| = |<xCBM]| = 60°,
takze trojuhelniky ACN a CBM jsou shodné podle véty sus. Proto plati i [<xANC| =
= |<CM B|, takze ¢tyituhelnik BNPM je tétivovy (thel ANC' je doplitkovym tihlem k tthlu
AN B, ktery je protéjsim thlem k thlu CM B ve zminéném ¢tyiuhelniku, obr. 1).
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Obr. 1

Oznacme S stied strany AB daného rovnostranného trojuhelniku ABC'. Protoze
|SB| = 1|AB|, je |SB| : |[MB| = 3 : 2, a protoze je i |CB| : [NB| = 3 : 2, jsou troj-
thelniky SBC a M BN podobné podle véty sus. Protoze thel C'SB je pravy, musi byt
pravy i ihel N M B. Kruznice opsana ¢tytuhelniku BN PM je tak Thaletovou kruznici nad
prumérem BN, a tudiz je pravy i ithel BPN, coz jsme chtéli dokazat.

Za Gplné feseni udélte 6 bodi. Za odvozeni faktu, ze thel BM N je pravy (podobnost trojahelnika SBC

a MBN) nebo za dtkaz toho, ze ¢tyfihelnik BNPM je tétivovy, udélte 2b. Za netplné feseni (napft.
odvozeni obou predchozich tvrzeni bez dokonceni dikazu) vsak neudélujte vice nez 3b.



3. Vné daného trojuhelniku ABC jsou sestrojeny ¢tverce ACDE, BCGF. Dokaite, ze
|AG| = |BD|. Déle ukaizte, ze stiedy obou ¢étverci spolu se stiedy tsecek AB a DG
jsou vrcholy ¢tverce.



3. Protoze oba thly BCG a DAC jsou pravé, uvazujme otoceni kolem vrcholu C
daného trojihelniku, v némz bod B pfejde do bodu G. V ném je zfejmé obrazem bodu D
bod A a obrazem usecky BD tsecka GA (obr.1). Odtud plyne, ze |AG| = |BD|, a také,
ze usecky AG a BD jsou navzajem kolmé.

Obr. 1

Oznacme po tadé K, L, M, N stfedy stran ¢tyftahelniku ABGD. (Body N a L jsou
tedy stifedy uvazovanych ¢tvercti.) Vzhledem k tomu, Ze usecka KL je stfedni ptickou
trojuhelniku AGB a tisecka M N stfedni piickou trojuhelniku AGD, je |[KL| = $|AG| =
= |KL| a zéroveiit MN || AG || KL. Podobné |KN| = 1|BD| = |LM]| a zérovenr KN ||
| BD || LM. To znamend, ze KLM N je rovnobéznik. Protoze v8ak vime, ze |[AG| = |BD)|
a navic AG 1. BD, je KLM N ¢tverec. Tim jsou vSechna tvrzeni tlohy dokazana.



Jiné feSeni. Ulohu vyfesime bez tivahy o otoceni. Pro dfikaz rovnosti |[AG| = |BD|
ukazeme, Ze trojuhelniky ACG a DC B jsou shodné podle véty sus. Skute¢né, |AC| = |DC,
|CG| =|CB| a |xACG| = |<ACB| + |xBCG| = |[xACB| + 90° = |<ACB| + |xACD| =
= |xDCB].

Usecky AG a BD jako strany shodnych trojthelnikii tedy maji stejnou délku. Aby-
chom ovérili, ze jsou navic navzajem kolmé, oznacime P jejich prisecik a porovname vnitini
uhly v trojuhelnicich APQ a DCQ, kde @ je prusecik usecek AC a BD. Pfi vrcholech A a D
jsou thly shodné diky ovérené shodnosti trojihelnikit ACG a DC B, thly pti vrcholu @ se
rovnéz shoduji (jakozto thly vrcholové), takze se shoduji i jejich thly pii vrcholech P a C,
jsou tedy oba pravé.

Z dokazané shodnosti i kolmosti tsecek AG a BD odvodime, ze KLMN je Ctverec
stejné jako v pivodnim TeSeni.

Za Gplné feseni udélte 6 bodu. Za dikaz shodnosti tsecek AG a BD udélte 2 body, za dikaz jejich kolmosti
dalsi 2 body. Za dokonceni dikazu rovnéz 2 body.



2. Je ddn pravouhly trojuhelnik ABC' s pravym uhlem p7i vrcholu C, jehoZ obsah
oznacéme P. Necht F je pata vysky z vrcholu C na preponu AB. Na kolmicich
k primce AB, které prochdzeji vrcholy A a B, v poloroviné opacné k poloroviné
ABC wvazujme po Tadé body D a E, pro néz plati |AF| = |AD| a |BF| = |BE|.
Obsah trojihelniku DEF oznacéme Q. DokaZte, Ze plati P = Q, a zjistéte, kdy
nastane rovnost.

RESENT. Oznacéme tisecky (a jejich délky) ve shodé s obr. 1. Protoze DAF a EBF
jsou pravouhlé rovnoramenné trojuhelniky, maji thly pfi jejich pfeponéch velikost 45°,
takze |<DFFE| = 90° a trojuhelnik DEF je pravouhly s odvésnami, jez jsou zaroven
pfeponami obou rovnoramennych pravouhlych trojihelnikd. Pro obsahy P a @) obou
uvazovanych trojihelnikd proto plati

1 1
Pzi(ca—l—cb)v a in-ca\/i-cb\@.

Obr. 1

Podle Eukleidovy véty o vysce v daném pravouhlém trojuhelniku plati v = /c,cp.
K dikazu dané nerovnosti staci tedy ovérit, ze

1

3 (Ca + Cb)\/Calh = = - CaV2 - V2.

N



Po snadné (ekvivalentni) upravé dostaneme

Cotcy = 2/Cacy  meboli  (y/ea — /)2 2 0.

Protoze posledni nerovnost ocividné plati, je diikaz tvrzeni uzavien. Rovnost pfitom
nastane, pravé kdyz ¢, = ¢, tj. pravé kdyz je dany pravouhly trojuhelnik ABC rovno-
ramenny.

JINE RESENI. Stejné jako v prvnim feSeni vyjdeme ze zfejmého poznatku, Ze troj-
uhelnik DEF je pravouhly. Odvésny obou uvazovanych pravoihlych trojihelniki maji
stejné kolmé pruméty na primku AB, pfitom

|AF| = |AC|cosvy1 = |DF|cos45°, |BF|=|BC|cosvs = |EF|cos45°,

kde 71, 72 znac¢i odpovidajici ¢asti pravého tthlu pri vrcholu C, takze v = 90° — ~1.
Protoze cos45° = %\/2 plyne odtud pro dvojnasobky obou obsahti

45° 45°
9P = |AC| - |BC| = |DF| - |EF| - <222 S8%0
COS7]  COS7Ya

1 1
— 20

=20 > 20

" 2cos ~1 Sin vy " sin 2v1 —
Rovnost P = @) zifejmé nastane, pravé kdyz sin2y; = 1 neboli v; = 2 = 45°, tedy
prévé kdyz je dany trojuhelnik ABC' rovnoramenny.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Dokazte, ze pro kazda dvé kladna realné cisla a, b plati nerovnost \/% + \/E > 2.

2. V obdélniku ABCD s délkami stran |AB| = a,|BC| = b ozna¢me E patu kolmice
spusténé z vrcholu B na thlopticku AC. Uréete délky tusecek AE, CE, BE. [|AE| =

a? b2 ab
= E|= BE| =
/a2 b2 ) |C | /a2 b2 ) | | /a2 b2 ]

3. V pravouhlém trojuhelniku ABC' s pfeponou AB je E pata vysky z vrcholu C, D pata
vysky z bodu E na stranu AC a F pata vysky z bodu E na stranu BC'. Dokazte, ze
obsah ¢tyruhelniku CDEF je nejvysSe roven poloviné obsahu trojuhelniku ABC. Kdy
nastane rovnost? [Protoze trojuhelniky AED a EBF jsou podobné trojuhelniku ABC
s koeficienty podobnosti a a 1 — «, je obsah pravotihelniku CDEF roven S — (a? +
+(1—-a)?)S = 2a(1 —a)S, kde S znadi obsah daného trojihelniku ABC. Pozadovani
nerovnost je tak ekvivalentni nerovnosti a(1 — a) < i neboli (2a: —1)2 2 0.]



4. Jsou dany dvé riznobézky a, c prochdzejici bodem P a bod B, ktery na nich neleZi.
Sestrojte pravouhelnik ABCD s vrcholy A, C' a D po Tadé na primkdch a, ¢ a PB.

RESENT. Ozna¢me S prusecik uhlopiicek AC a BD, ktery ma lezet na piimce b =
= PB. Pfitom nemuze byt S = P, protoze pak by na pfimce a leZel i vrchol C. Takova
moznost odporuje zadani.

Zvolime-li proto na p¥imce b libovolny bod S’, S # P, existuje pravé jedna stejno-
lehlost se stfedem P, kterd zobrazi bod S na S’. V této stejnolehlosti pfejde pravouhelnik
ABCD v pravothelnik A’B'C’ D’ s prusecikem uhlopficek S’, pfitom A’ € a, B', D" € b
a C" € c. Protoze vrcholy A’, C' jsou soumérné sdruzené podle zvoleného stredu S’
(obr. 2), sestrojime bod A’ jako prusecik pfimky a s pfimkou ¢/, ktera je soumérné sdru-
zena s primkou ¢ podle stfedu S’. Pak uz snadno z bodu A’, S’ uré¢ime bod C’ a dale
pak — diky pravym uhlum A’'B'C’ a A’D’'C’ — najdeme body B’, D’ jako pruseciky
piimky b s Thaletovou kruznici nad primérem A’C’. Pfitom tyto dva pruseciky mi-
zeme oznacit jako B’, D’ v libovolném poradi s vyjimkou pfipadu, kdy jeden z prisecikti



splyne s bodem P; v takovém piipadé mize byt jediné D’ = P, nebot z B # P plyne
B’ # P. Nakonec zobrazime pravotuhelnik A’B’C’D’ ve ,zpétné* stejnolehlosti, ve které
B’ — B. Tak dostaneme ¢tyfthelnik ABC D, ktery ma ziejmé vSechny pozadované
vlastnosti.

Obr. 2

Diskuse: Pro zvoleny bod S’ € b, 8" # P, body A’ a (' existuji a jsou jediné
(pfimky a, ¢’ jsou totiz riznobézky a zadné z nich stfedem soumérnosti S’ neprochézi).
Kruznice nad priumérem A’C’ méa kladny polomér, a proto mé s pfimkou b jdouci jejim
stfedem S’ vzdy dva priseciky. Jsou-li oba rizné od bodu P, ma tloha dvé feSeni. Jeden
z téchto dvou prusecikii splyne s bodem P, pravé kdyz bude thel A’PC’ pravy, tedy
pravé kdyz dané pfimky a, ¢ budou navzajem kolmé. V takovém pripadé bude D' = P
a tloha bude mit jediné feSeni (vrchol D splyne s bodem P).

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Jsou dany dvé riznobézky a, ¢ a bod S nelezici na zadné z nich. Sestrojte ctverec
ABCD se stfedem S tak, aby bod A lezel na pfimce a a bod C na pfimce c. [Sestrojime
pfimku o’ jako obraz ptimky a ve stfedové soumérnosti se stfedem S, priinik pfimek
a’, ¢ dava bod C.]

2. Jsou dany dvé riznobézky a, c, jejichz prisecik P je mimo nakresnu, a bod B nelezici
na zadné z nich. Sestrojte pfimku b prochazejici body B, P. [Sestrojime libovolny troj-
thelnik ABC, kde A € a a C € ¢, a pak sestrojime trojuhelnik A’B’C’, ktery bude
jeho obrazem v néjaké stejnolehlosti se stfedem v bodé P.]

3. Je déna tusecka AB. Sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC s preponou AB tak, aby
|AC| = 2 - |BC|. [Sestrojime trojuhelnik A’ B’C’ pozadované vlastnosti a pak pomoci
stejnolehlosti (napt. se stfedem v jednom z vrchold) sestrojime trojthelnik, jehoz pre-
pona bude mit délku |AB]|.]



3. Pravothlému trojuhelniku ABC je vepsana kruznice, ktera se dotyka prepony AB
v bodé K. Usetku AK otoéime o 90° do polohy AP a tsecku BK oto¢ime o 90°
do polohy BQ tak, aby body P, @ lezely v poloroviné opac¢né k poloroviné ABC.

a) Dokazte, Zze obsahy trojuhelniki ABC a PQK jsou stejné.
b) Dokazte, ze obvod trojuhelniku ABC nepievysuje obvod trojuhelniku PQK.
Kdy nastane rovnost?



3. a) Oznacme S stfed a r polomér kruznice vepsané trojuhelniku ABC a L, M
body dotyku této kruznice postupné se stranami BC', C A (obr. 1). Oznacime-li |[AK| =
=z, |[BK| =y, je |AP| = [AM| = z, |[KP| = x\@? |BQ| = |BL| =y, |KQ| = y\@-
Protoze oba uhly AK P, BK(Q maji velikost 45°, je trojuhelnik PQK pravouhly, takze
jeho obsah je

V2 yV2
SPQK:#:(E
C
>N
r L
M /.
r
r .
x S 4
r

Obr. 1



Ctyttahelnik SLCM je ¢tverec se stranou délky r a je |AM| = z, |BL| = y. Obsah
trojuhelniku ABC je roven souctu obsahu trojuhelniki ABS, BC'S a CAS, tedy

(x+y)r+(y+r)r+(x+r)r
2

Obsah trojuhelniku ABC je také roven

SaBc = =(xz+y+r)r

|AC|-|BC| _ (w+r)(y+r) _azy  (z+y+r)r _ay  Sasc
Sapc = = =24 7 7 7 ,
2 2 2 2 2 2
Odsud dostavame Sapc = xy neboli Sapc = Spgk, coz jsme méli dokézat.

b) V trojuhelniku ABC jsou délky stran a =y +r, b =x +r, ¢ = z + y. Obvod
trojihelniku ABC je a + b + |AB|, obvod trojihelniku PQK je xv/2 + yv/2 + | PQ)|.

Ziejmé plati |[AB| < |PQ| (|AB| je vzdalenosti rovnobézek AP, BQ, obr.1). Rov-
nost nastane jediné v piipadé |AP| = |BQ| neboli = = y.

Jesté dokdzeme, ze a+b < xv/2 4 yv/2 neboli ze a+ b < ¢y/2. Posledni nerovnost je
ekvivalentni nerovnosti, kterou dostaneme umocnénim na druhou, protoze obé jeji strany
jsou kladné. Dostaneme tak a2+ b2 +2ab < 2¢2. Jelikoz v pravotihlém trojihelniku ABC
plati a? + b? = ¢?, mame dokazat nerovnost 2ab < a? + b2, ktera je vsak ekvivalentni
nerovnosti 0 < (a — b)2. Ta plati pro vSechna redln4 ¢&isla a, b a rovnost v ni nastane
jediné pro a = b, tj. x = y.

Celkové vidime, ze obvod trojihelniku ABC' je mensi nebo roven obsahu trojthel-
niku PQK a rovnost nastane, pravé kdyz je pravouhly trojihelnik ABC' rovnoramenny.

Za Uplné Teseni udélte 6 bodid. Za opomenuti podminky, kdy nastane rovnost, strhnéte 2 body. Za pouhé
vySetfeni rovnosti udélte 1 bod.



2. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC' s pravym thlem pii vrcholu C. Nechf F je pata
vysky z vrcholu C na preponu AB. Na kolmicich k pfimce AB, které prochazeji
vrcholy A a B, jsou v poloroviné opac¢né k poloroviné ABC zvoleny po fadé body D
a E, pro néz plati |AF| = |AD| a |BF| = |BE|. Ozna¢me déale R stied tsecky DE.
Dokazte, ze plati nerovnost |RF| = |CF|, a zjistéte, kdy nastane rovnost.



2. Protoze DAF a EBF jsou pravouhlé rovnoramenné trojuhelniky, maji thly pfi
jejich preponéch velikost 45°, takze trojuhelnik DFEF' je pravouhly. Oznacme S stied
usecky AB (obr. 1). Protoze stfed pfepony pravothlého trojihelniku je zaroven stfedem
jeho opsané kruznice, zfejmé plati |RF| = 3|DE| a |CS| = 1|AB|. AD a BE jsou dvé
rovnobézné primky, jejichz vzdalenost je rovna |AB|, a proto |DE| = |AB]|. Plati tedy

1 1
|[RF| = |DE| 2 S|AB| = |CS| 2 |CF),

coz jsme chtéli dokazat.



b e
caV/2 co

Obr. 1

Rovnost nastane, pravé kdyz |DE| = |AB| a |CS| = |CF|, tedy pravé kdyz S = F
(pak je i |AD| = |AS| = |BS| = |BE| a |DE| = |AB|) neboli pravé kdyZ je trojahelnik
ABC rovnoramenny.

Jiné Feseni. Oznacme ¢, = |BF| a ¢, = |AF|. Vzhledem k tomu, ze |[AD| = ¢
a|BE| = ¢, (obr. 1), vidime, Ze pro délku pfepony DFE v pravothlém trojihelniku DEF
(viz TeSeni 2. tlohy doméciho kola) dostaneme pouzitim nerovnosti mezi aritmetickym
a geometrickym primérem pro dvojici kladnych ¢isel ¢2 a ¢; a dale Eukleidovy véty
o vysce C'F v pravouhlém trojuhelniku ABC odhad

|IDE| = \/2(c2 4 ¢2) Z V2 2¢cqcp = 2\/cqcp = 2|CF).

Protoze v pravouhlém trojuhelniku DEF plati
uvedené nerovnosti

RF| = %|DE\, dostavame vyuzitim

2|RF|=|DE| 2 2|CF| aodtud |RF|2|CF],

coz jsme chtéli dokazat.
Rovnost nastane, pravé kdyz se obé priimérované hodnoty ¢ a c; rovnaji, tj. kdyz
plati ¢, = c¢p, coz nastane pravé v pripadé pravoihlého rovnoramenného trojihelniku

ABC.

Za tplné feseni udélte 6 bodu. Za opomenuti podminky, kdy nastane rovnost, strhnéte 2 body. Za pouhé
uhodnuti, kdy nastane rovnost, udélte 1 bod.



3. Necht V je prisecik vysek ostroihlého trojiuhelniku ABC. Primka CV je spoleénou
tecnou kruznic k a l, které se vné dotykaji v bode V a pritom kaZdd z nich prochadzi
jednim z vrcholi A a B. Jejich priseciky s vnitrky stran AC a BC oznaéme P a Q).
Dokazte, Ze poloprimka V C' je osou uhlu PV Q a Ze body A, B, P, Q leZi na jedné
kruznici.

RESENI. Ozna¢me velikosti vnitinich @hla trojihelniku ABC obvyklym zptisobem
a Va, Vi, Vo paty jeho vysek po fadé z vrcholit A, B, C (obr.1).

Obr. 1

Trojthelnik AV4C je pravouhly a plati [<V AC| = [<V4AC| = 90° — . Podobné
plati i | XV BC| = |xVpBC| = 90° — ~. Z rovnosti tsekového a obvodového thlu pro
tétivu PV kruznice k vychazi |<CV P| = |xV AC| = 90° —~. A obdobné pro tétivu QV
kruznice | mame |<CV Q| = |<V BC| = 90°—~. Poloptimka V C je tedy osou thlu PV Q,
coz jsme chtéli dokazat.

Druhou ¢ast tvrzeni mizeme dokazat nasledujicim zptusobem. Podle Thaletovy véty
lezi body V4 a Vo na Thaletové kruznici nad praimérem AC. Z rovnosti obvodovych
hli nad tétivou V4C této kruznice plyne |xVaAC| = |xVaVoC| = 90° — ~. Usecky
VaVe a QV jsou tedy rovnobézné, protoze sviraji s pfimkou C'V¢ stejny tihel. Podobné
zjistime, ze i useCky Ve Ve a PV jsou rovnobézné. Odtud vidime, ze trojiuhelnik V Vg Ve
je obrazem trojuhelniku QQ PV ve stejnolehlosti se stfedem v bodé C', ktera zobrazuje
bod Ve na bod V. Proto jsou tsecky V4 Vp a QP rovnobézné.

Podle Thaletovy véty lezi body V4 a Vp na Thaletové kruznici nad pramérem AB,
z vlastnosti tétivového ¢tyfiuhelniku ABV4Vp tak plyne |<PQC| = |xVBVaC| = a,
|xQPC| = |xV4VEC| = 3. Tyto rovnosti uz jak zndmo zarucuji, ze také ctytfihelnik
ABQP je tétivovy, tudiz jeho vrcholy lezi na jedné kruznici, jak jsme méli dokazat.

Pozndmka. Druhd ¢ast tvrzeni téz snadno plyne z vlastnosti mocnosti bodu ke
kruznici: Mocnost bodu C ke kruznici k je rovna |CV|? = |CP|-|C A|. Podobné mocnost
bodu C ke kruznici [ je rovna |CV|? = |CQ)| - |CB|. Proto |CP|-|CA| = |CQ| - |CB|,
coz je ekvivalentni s tim, Ze body A, B, P, @ lezi na téze kruznici.

Totéz miizeme formulovat i bez po¢itani, vyuzijeme-li poznatku o chordalach! tii

1 Chordéla dvou kruznic je mnozina bodt, jez maji k obéma kruZnicim stejnou mocnost, coz v pri-
padé protinajicich se kruznic je jejich spolecna sec¢na.

3



kruznic: Ozna¢me m kruznici opsanou trojihelniku ABP. Protoze CV je chordalou
kruznic k a [ a AC chordalou kruznic k a m, je BC' chordalou kruznic [ a m. Odtud
plyne, Ze kruznice [ a m se protinaji v bodé Q.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

1.
2.

D1.

Da2.

D3.

Zopakujte s zdky vztahy mezi obvodovym, stfedovym a tisekovym thlem a dokazte je.
Necht V4, Vg, Vo znadi paty vysek po rfadé z vrchola A, B, C v daném ostrothlém
trojuhelniku ABC a V prusecik jeho vySek. Dokazte nésledujici tvrzeni:

a) osa usecky V4 Vp prochézi stfedem strany AB,

b) body A, V, Vg, Vo lezi na téze kruznici,

¢) bod V je stfedem kruznice vepsané trojihelniku Vo VpVe.

[a) Podle Thaletovy véty lezi body V4, Vg na kruznici s primérem AB, osa seény V4 Vp
této kruznice prochazi jejim stfedem, coz je stfed AB. b), ¢) Podle Thaletovy véty lezi
body Vg, Vo na raznych polokruznicich s pumérem AV. Podle véty o obvodovém
ahlu |xVBVe V| = |xVBAV| = 90° — ~. Z té&tivového ¢tyiuhelniku BV, V Ve podobné
dostaneme |V Vo V| = 90° — «, tedy V'V je osou thlu V4 Ve V. Podobné dokéze-
me, ze V'V, je osou thlu VgV Ve, tedy V je prisecik os vnitfnich ahlt trojiuhelniku
VaVeVe.]

V roviné je dan pravouhly lichobéznik ABCD s delsi stranou AB a pravym tuhlem
pfi vrcholu A. Oznaéme k; kruznici sestrojenou nad stranou AD jako prumérem a ko
kruznici prochézejici vrcholy B, C a dotykajici se pfimky AB. Maji-li kruznice ki,
k2 vnéjsi dotyk v bodé P, je pfimka BC' te¢nou kruznice opsané trojuhelniku CDP.
Dokazte. [52-B-II-4]

V roviné je dan rovnobéznik ABCD, jehoz uhlopticka BD je kolméa ke strané AD.
Ozna¢me M (M # A) prisecik piimky AC' s kruznici o praméru AD. DokaZte, Ze osa
usecky BM prochézi stifedem strany C'D. [56-B-II-3]

Necht K je libovolny vnitfni bod strany AB daného trojuhelniku ABC. P¥imka CK
protind kruznici opsanou trojihelniku ABC v bodé L (L # C). Oznaéme ki kruznici
opsanou trojuhelniku AKL a ko kruznici opsanou trojuhelniku BK L.

a) Dokazte, ze piimka AC je te¢na kruzmice k1, pravé kdyz piimka BC je teéna
kruznice ks.

b) Predpoklddejme, ze pfimka AC je se¢na kruznice k1. Necht P (P # A) je prisecik
piimky AC s kruznici k1 a Q (Q # B) priseéik piimky BC's kruznici k2. Dokazte,
ze bod K lezi na usecce PQ.

[63-A-1I-3]



5. V rovin€ je dana tdsecka AB. Pro libovolny bod X této roviny, ktery je rizny od
A i B, oznacme X 4, resp. Xpg obraz bodu A, resp. B v 0sové soumérnosti podle
primky X B, resp. X A. Najdéte vSechny takové body X, které spolu s body X 4, Xp
tvort vrcholy rovnostrannéeho trojihelniku.

RESENT. Bod X4 je soumérné sdruzeny s bodem A podle pfimky X B, plati tedy
|XXa| = |XA|l. Podobné plati | X Xg| = |XB|. M&-li byt trojuhelnik X X4 Xp rovno-
stranny, musi platit | X X 4| = | X Xp| neboli | XA| = | XX4| = |XXp| = |XB|. Bod X
proto nutné lezi na ose o useCky AB. Naopak, lezi-li bod X na ose tsecky AB, plati
podle rovnosti z prvnich dvou vét feseni | X X 4| = | X Xp|. Body X, X4 a X pak budou
vrcholy rovnostranného trojihelniku, pravé kdyz velikost tthlu X 4 X X5 bude 60°.



Hledany bod X zfejmé nemuze byt stifedem S tusecky AB, protoze pak by bylo
Xa=A,Xp=Babody X4, X, Xg by leZely na téze pfimce. Hledané body X mohou
tudiz lezet na primce o mimo tsecku AB. Vzhledem ke ziejmé symetrii se dale omezime
jen na body X v jedné z polorovin uréenych pfimkou AB.

Oznacme « velikost ostrého uhlu AXS (obr.2),
ktery zfejmé muze nabyvat libovolné hodnoty z inter-
valu (0°,90°). Ze shodnosti orientovanych thla AX B
a BX X4 plyne, ze orientovany thel SX X4 pak ma
velikost 3. Jak uz vime, bod X bude vrcholem rov-
nostranného trojihelniku X X4 Xp, pravé kdyz bude
pfimka X X4 svirat s osou o thel 30°, coz vzhledem
k nerovnostem 0° < 3a < 270° nastane jediné pro
3a € {30°,150°,210°} neboli a € {10°,50°,70°}.

Xp ' Xa

Obr. 3

Na obr. 3 vidime vSechna t¥i odpovidajici feseni. Jsou to vrcholy rovnoramennych
trojuhelniki se zédkladnou AB a thlem 2o € {20°,100°,140°} pfi vrcholu X. Dalsi
tfi FeSeni (soumérné sdruzenéd podle pifimky AB) existuji v opacné poloroviné uréené
primkou AB.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Necht P je vnitini bod konvexniho tthlu BAC. Oznaé¢me K a M obrazy bodu P v oso-
vych soumérnostech podle piimek AB a AC. Urcete velikost thlu KAM. [|[xKAM| =
= 2|xBAC], kdyz je thel BAC ostry nebo pravy, | <K AM| = 360° — 2|xBAC|, kdyz
je thel BAC tupy.]

2. Necht P je vnitini bod ostrotthlého trojihelniku ABC s danym obsahem S. Oznac¢me
K, L a M obrazy bodu P v osovych soumérnostech podle pfimek AB, BC a CA. Vy-
poctéte obsah Sestithelniku AK BLC'M a zjistéte, kdy je tento Sestitthelnik pravidelny.
[Obsah je vzdy 25, Sestitthelnik je pravidelny pouze v p¥ipadé, kdy je trojuhelnik ABC

Ny

3. Necht P je libovolny vnitini bod rovnostranného trojihelniku ABC. Uvazujme obrazy

6



D1.

K, L a M bodu P v osovych soumérnostech s osami AB, BC a CA. Uréete mnozinu
vSech bodu P takovych, ze trojuhelnik K LM je rovnoramenny. [53—C-I-4]
Necht A a B jsou ruzné body roviny. Déle je ddn orientovany thel w (0° < w < 90°).
Pro libovolny bod X ozna¢me po fadé X 4, Xp obrazy bodu X v otocenich kolem
sttedi A a B o thel w. Urcete vSechny body X, pro které je trojuhelnik XX 4 Xp
rovnostranny. [48-B-II-4]
Necht ABCD je tétivovy ¢tyrtuhelnik, jehoz vnitini thel pfi vrcholu B ma velikost 60°.
a) Jestlize |BC| = |C'D|, pak plati |CD| + |DA| = |AB|. Dokazte.
b) Rozhodnéte, zda plati opacné implikace.
[63—-A-1-5]



4. V roviné jsou dany kruznice m, n, které se protinaji v bodech K, L. Te¢na v bodé K
ke kruznici m protina kruznici n v bodé A # K, tecna v bodé L ke kruznici n protina
kruznici m v bodé C' # K. Bod B # L je prusecik pfimky AL s kruznici m a bod
D # K je prisecik pfimky C'K s kruznici n. Dokazte, ze ¢tyithelnik ABCD je
rovnobéznik.



4. Obvodovy thel K AL a usekovy tthel C LK tétivy K L v kruznici n jsou shodné.
Podobné se shoduji i obvodovy tthel KC'L a tsekovy thel AK L tétivy K L v kruznici m.
Trojuhelniky AKL a LCK se tak shoduji ve dvou vnitinich thlech, a proto se shoduji
i ve t¥etim thlu. Uhly ALK a LKC jsou tudiz shodné, a proto jsou shodné i jejich do-
pliky do 180°, kterymi jsou obvodové uhly ADK, resp. LBC' v uvazovanych kruznicich.
Shodnost thlt ALK a LK C dokazuje rovnobéznost piimek AL a CK (tedy piimek AB
a CD), ktera spolu se shodnosti thlt ADK a LBC znamend, ze i pfimky AD a BC
jsou rovnobézné. Ctyftuhelnik ABCD je tedy rovnobéznik, coz jsme chtéli dokazat.

Obr. 1

Pozndmka. Jakmile pomoci shodnych thlt ALK a LKC' zjistime, Ze pfimky AB
a CD jsou rovnobézné, mizeme konstatovat, Zze oba tétivové ¢tyiuhelniky ADLK
a BLKC jsou bud pravouhelniky, nebo rovnoramenné lichobézniky se shodnymi thly
pii zékladnach. V obou pripadech to uz zfejmé zarucuje rovnobéznost druhé dvojice
primek AD a BC.
Za uplné feseni udélte 6 bodu. Tvrzeni o rovnostech dvojic thla KAL, CLK a KCL, AKL ocente po

1 bodu, za dtikaz rovnobéznosti AB a CD udélte 2 body a za dikaz rovnobéznosti AD a BC dalsi
2 body.



3. Uvazujme dvé kruznice se stfedy S7 a So takové, ze jejich spoleéné vnitini teCny
protinaji jejich spolecné vnéjsi tecny ve ctyfech bodech. Dokazte, ze tyto Ctyfti
pruseciky lezi na Thaletové kruznici nad priumérem S;.55.



3. Ogznacme k; kruznici se stfedem S; a ko kruzZnici se stifedem S5. Pruseciky
vnitfnich a vnéjsich te¢en ozna¢me K, L, M, N (obr.1).

Obr. 1



P1i uvedeném oznaceni jsou ptimky KL a KM te¢nami jak kruznice kq, tak kruz-
nice ko, takze polopfimky KS; a KS3 jsou osami dvou vedlejsich thld se spole¢nym
ramenem K M. Velikost tthlu S K55 je tedy % - 180° = 90°, a proto bod K lezi na
Thaletové kruznici nad primérem S1.55.

Podobnym zpiisobem ukazeme, Ze na této kruznici lezi i body L, M a N. Tim je
tvrzeni tlohy dokazano.

Za uplné reseni udélte 6 bodu. Z toho za konstatovani, ze KS1 je osou thlu s rameny na primkach KL
a KM, udélte 1 bod, za podobné zjisténi pro K.Ss udélte 1 bod. Tyto body udélte i v pripadé, kdy
misto bodu K bude uveden néktery z boda L, M, N. Pozor, toto bodovaci schéma neni aditivni, tj.
v pripadé stejného pozorovani pro vice boda K, L, M, N za né udélte nejvyse 2 body. Za zjisténi, ze
uhel S1KS2 (nebo jiny odpovidajici thel) je pravy, udélte 3 body. Za dokonéeni dikazu udélte 1 bod.



3. Necht D je libovolny vnitini bod strany AB trojihelniku ABC'. Na poloprimkdch
BC a AC zvolme po Tadé body E a F' tak, aby platilo |BD| = |BE| a |AD| = |AF)|.
Dokazte, zZe body C, E, F a stred I kruznice vepsané trojuhelniku ABC leZi na téZe

kruznict.

RESEN{. Pokud néktery z takto setrojenych bodi E a F splyne s vrcholem C, je
tvrzeni Ulohy trivialni. Dale tedy budeme mlcky predpokladat, ze tomu tak neni a ze

pouzivané thly maji smysl.

Nejprve predpokladejme, ze body E a F' lezi po-
stupné na useckdach BC' a AC. Protoze |BD| = |BE|
a bod I lezi na ose thlu ABC), jsou trojuhelniky DBI
a F BI shodné podle véty sus. Podobné to plati i pro
trojuhelniky DAI a FAI, a proto plati (obr. 1)

|XIDB| = |xIEB| a |xIFA|=|xIDA|. (1)

Tvrzeni tlohy, ze body C, E, F a I lezi na jedné
kruznici, je v takovém pripadé ekvivalentni tomu, zZe
soucet velikosti thla CFI a CEI je 180°. S vyuzitim
rovnosti (1) dostavame

C

D B
Obr. 1

|XCFI| =180° — |xIFA| = 180° — |XIDA| = |xIDB| = |xIEB| = 180° — |xCEI],

tudiz soucet protilehlych thla ve ¢tyfthelniku CFIFE je skuteéné 180°.



Pokud je jeden z boda F, F vnitinim a druhy vnéj$im bodem stran BC a AC,
muZzeme bez Ujmy na obecnosti pfedpokladat, ze bod E lezi na tseéce BC' a bod F
lezi na polopfimce opacné k polopfimce C'A. Pro takovou polohu bodda C, E, F a I
nam staci ukazat rovnost thla IFC a IEC. Znovu vyuzijeme rovnosti (1) a dostaneme
obdobné (obr. 2)

|xIFC|

= |xIFA| = |xIDA| = 180° — |¥IDB| = 180° — |xIEB| = |xIEC],

odkud plyne, ze thly IFC a I EC jsou shodné.

F
C

Obr. 2

Tieti moznost, ze by oba body E i F' lezely vné pfislusnych stran trojihelniku
ABC, zfejmé nemuze nastat. V tom pripadé by totiz muselo pro jednotlivé délky platit

|AB| = |AD| + [BD| = |BE| + |[AF| 2 [BC| + [AC],

coz odporuje trojuhelnikové nerovnosti pro strany trojuhelniku ABC.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

Oznac¢me [ stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC a K, L, M postupné jeji body
dotyku se stranami BC', AC, AB. Dokazte, Ze ¢tytuhelniky AMILO, BKIM a CLIK
jsou t&tivové. [CtyFtuhelniky maji dva protilehlé tihly pravé.]

Oznac¢me [ stifed kruznice vepsané trojuhelniku ABC a K, L, M postupné jeji body
dotyku se stranami BC, AC, AB. Dokazte, ze ¢tyfuhelniky AMILO, BKIM a CLIK
jsou deltoidy. [Osy vnitfnich thla trojahelniku ABC déli kazdy ¢étyfthelnik na dva
shodné pravouhlé trojuhelniky.]

Dané kruznice k a [ se protinaji ve dvou bodech B a C. Pfimka p se dotyka kruznice k
v bodé A. Piimky AB a AC protinaji kruznici | postupné v bodech D # B a E # C.
Dokazte, ze pfimky p a DE jsou rovnobé&zné. [Vyuzijte tisekovy thel p#i vrcholu A
a obvodové uhly pfi vrcholech C' a D nad tétivou BE. Je potieba disledné rozebrat
vSechny rtizné polohy bodd B, C, D a E na kruznici [.]

Necht P je bod na strané BC trojuhelniku ABC. Konstruujme postupné tyto body:
Q na strané AB tak, aby |BQ| = |BP|, R na strané AC tak, aby |AR| = |AQ|, P’
na strané BC tak, aby |CP’| = |CR|, Q' na strané AB tak, aby |BQ’'| = |BP’|, R’
na strané AC tak, aby |AR'| = |AQ’|. Dokazte, ze |CP| = |CR/|, a to, ze body P, Q,
R, P', Q" a R’ lezi na jedné kruznici. [Z volby jednotlivjch bodi plynou pro stied I
kruznice vepsané rovnosti |[[P| = |IQ| = |IR| = |IP'| = |IQ'| = |IR’|, takze vSechny
uvedené body lezi na kruZnici se stifedem I. A protoze CI je osou rovnoramenného
trojuhelniku PTR/, je i trojahelnik C PR’ rovnoramenny, tudiz |CP| = |CR'|]



5. V roviné jsou ddny body A, T, U tak, Ze uhel ATU je tupy. Sestrojte trojuhelnik
ABC, ve kteréem T, U jsou po Tadé body dotyku strany BC' s kruznici trojuhelniku
vepsanou a pripsanou. (Kruznici pripsanou tu rozumime kruznici, kterd se kromé
strany BC' dotgkd i poloptimek opacnych k poloprimkim BA a CA.)

RESEN{. Oznaé¢me k,(S,;7,) kruznici vepsanou hledanému trojihelniku ABC
a ky(Sp;rp) kruznici pfipsanou jeho strané BC. Stfedy S, a S, lezi na ose thlu BAC,
jejiz prusecik se stranou BC' jesté oznac¢ime S. Primky AB, AC a BC jsou spoleénymi
te¢nami kruznic k, a kj, které jsou tudiz stejnolehlé podle stfedi A a S (obr. 3). Bod S

Obr. 3

je pritom stfedem vnitini stejnolehlosti, v niz si odpovidaji rovnéz body 1" a U dotyku
kruznic k, a kp s tseckou BC. Podle zadani je ovSem T' # U (pfedpoklada se totiz



existence thlu AT'U), takze stied S vnitini stejnolehlosti kruznic k,, k, je tim bodem
usecky T'U, ktery ji déli v poméru r, : r,, a ten je podle vnéjsi stejnolehlosti roven
poméru |AS,| : |AS,|. Plati tedy

|ST|  |AS,|
ST [ASy|

Ozna¢me nyni A’ kolmy primét bodu A na pfimku BC' a R, a R, kolmé praméty
stfedi S, a Sp na pfimku AA’. Protoze A, S,, S, S, je pofadi bodi na jedné pfimce,
maji jejich kolmé priméty na piimky BC a AA’ poradi A’, T, S, U, respektive A, R,,
A’, R, (obr.3).2 Z pravothelniki S,R,A'T a S,R,A'U zfejmé plyne

[A'T|  |R,S,| _ |AS,|
(AUl [RpSp| |ASy|

Porovnanim odvozenych rovnosti dostaneme uméru |ST|: |SU| = |A'T| : |A’U|. Podle
ni neznamy bod S déli zadanou tsecku TU v poméru uré¢eném bodem A’, jehoz polohu
na poloptimce UT vné tsecky UT zname. A jakmile sestrojime bod .S, mizZzeme sestrojit
i stfed S, ktery lezi na pfimce AS a na kolmici k pfimce T'U vedené bodem T'. Vrcholy
B a C pak ziskdme jako priseéiky tecen z vrcholu A ke kruzmici k,(Sy;7r,=[S,T)
s piimkou TU.

K sestrojeni bodu S vyuzijeme napt. nasledujici postup (obr.4): V poloroviné TU A

Obr. 4

zvolme né&jaky bod Y a k nému uvniti tsecky A’Y sestrojme bod X tak, aby tsecky
TX, UY byly stejnolehlé podle stfedu A’. Ozna¢me X’ bod soumérné sdruzeny s bo-
dem X podle stfedu 7. Prisecik piimek TU a X'Y je pak hledanym bodem S, nebot
je stfedem stejnolehlosti tse¢ek T X’ a UY, takZze podle obou zminénych stejnolehlosti
plati

|ST|  |TX'| |TX| |A'T]

SU|  |uy| |uYy| AU

Diky podmince tupého uhlu ATU padne bod S, vySe uvedenou konstrukci na
pfimku AS do polohy mezi body A a S, tudiz cela uloha bude mit jediné FeSeni
(nehledime-li na moznost prohodit oznaceni vrcholi B a ().

2 Vsimnéme si, ze z pofadi bodtt A’, T, U a kolmosti AA’ L TU plyne, ze tthel ATU je tupy (bez
této podminky by tloha neméla fesSeni).



JINE RESENI. PouZijeme stejné oznaceni jako v predeslém feSeni. Ve stejnolehlosti
se stfedem v bodé A a koeficientem r, /7, se bod T' € k,, zobrazi do bodu 1" € k,, (obr. 5).

Obr. 5

Z vlastnosti pouzité stejnolehlosti vime, Ze te¢na ¢ ke kruznici k, vedena bodem 7" je
rovnobézna s te¢nou ke kruznici k, vedenou bodem 7', coz je pfimka BC. P¥imka S,U
je tedy kolmé nejen na pfimku T'U, ale i na tecnu t, takze tsecka T'U je prumérem
kruznice k,. Odtud plyne nasledujici konstrukce:
1. Bod T” je prusecikem p¥imky AT a kolmice z bodu U na pfimku UT. Protoze thel
ATU je tupy, lezi bod T" v opa¢né poloroviné uréené primkou TU nez bod A.
2. Kruznice k), je kruznice s primérem UT".
3. Body B a C jsou priseciky tecen z bodu A ke kruznici k, s ptimkou TU.
Uloha mé jediné FeSeni.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

Zopakujte si ucebnicové poznatky o stejnolehlosti dvou kruznic a jejim uziti pfi kon-
strukci spole¢nych tecen.

Do pésu ur¢eného dvéma rovnobézkami p || ¢, p # ¢, vepiSme kruznici tak, Ze se
dotykéd obou primek. Dokazte, ze polomér kruznice je polovinou vzdalenosti primek
p a q. [Pramér kruznice, ktery je kolmy na pfimku p, ma délku rovnou vzdalenosti
rovnobézek p a q.]

Je dan trojuhelnik ABC'. Dokazte, ze bod A, stied kruznice trojiuhelniku ABC vepsané
a stfed kruznice pfipsané ke strané BC lezi v piimce. [Ta pfimka je osou thlu BAC']
Na tseéce AB sestrojte bod X tak, aby platilo |AX| : |[BX| = p, kde p > 0 je dané é&islo.
[Na kolmici k pfimce AB bodem A sestrojte bod C tak, aby |AC| = p, a na kolmici
k pfimce AB bodem B sestrojte bod D tak, aby |BD| = 1, pficemz body C a D lezi
v opacnych polorovinach uréenych pfimkou AB. Bod X je prisecik AB a CD.]

Je dan lichobéznik ABC'D, AB || CD. Dokazte, ze prisecik P jeho thlopticek AC a BD
lezi na spojnici stfedd stran AB a C'D. [Prusec¢ik uhlopticek je stfed stejnolehlosti obou
zakladen, takze jejich stfedy si museji odpovidat.]

Oznaéme r polomér kruznice vepsané trojuhelniku ABC. Jeji teény rovnobézné se
stranami daného trojihelniku z néj vytinaji t¥i mensi podobné trojuhelniky, poloméry
jim vepsanych kruznic oznaéime rq, rp a rc. Dokazte rovnost rq + rp + r¢ = 7. [Ti-
bor Fondéd, Milan Maxian: Geometrické perlicky, tloha 3.10. Pf¥i vhodném oznaceni
polomért bude piislusny pomér podobnosti rq/r = (va — 27)/va, kde vq znaéi ve-
likost vysky trojuhelniku ABC na stranu a, a podobné pro strany b a c. Pozadova-
nou rovnost pak dostaneme z nasledujicich rovnosti pro obsah S trojihelniku ABC':
2S=a-va=b-vp=c-ve=r(a+b+c)]



3. Nad stranami BC' a AB ostrothlého trojihelniku ABC' jsou vné sestrojeny polo-
kruznice k a [. Oznaéme postupné D a F pruseciky vysek z vrcholi A a C s polo-
kruznicemi k a [ (vySkami rozumime piimky). Dokazte, Ze plati |BE| = |BD)|.



3. Oznac¢me paty vysek z vrcholt A a C' na strany daného trojuhelniku postupné
K a L (obr.1). Z Eukleidovy véty o odvésné v pravouhlém trojihelniku BC'D vime,
7e |BD|?> = |BK]| - |BC|. Podobné pro pravouhly trojthelnik ABE méame |BE|?> =
= |BL| - |BA|. Trojuhelniky ACK a ACL jsou pravouhlé s pfeponou AC, a proto
body K a L lezi na kruznici s primérem AC. Mocnost bodu B k této kruznici je
|BK| - |BC| = |BL|-|BA|, a tak spojenim s disledky Eukleidovych vét dostavame
|BD|?> = |BK|-|BC| = |BL| - |BA| = |BE|?, a tedy |BE| = |BD|.

Obr. 1

Jiné FeSeni. Pfi oznaceni pat vysek jako v prvnim feSeni (obr. 1) z Pythagorovych
vét v trojuhelnicich BAK, BDK, CAK a CDK dostaneme
|BD” — |BAP® = (|DKJ* + |BK[?) - (|AK|* + |BK|*) = [DK|* — |AK|* =
= (IDK|* + |CK[*) - (JAK|* +|CK|*) = |CDJ* — |CAJ*.
Navic z pravotihlého trojihelniku BC'D vime, ze |CD|? = |BC|? — |BD|?. Dosazenim
do predchozi rovnosti po ipravé dostaneme
|BD? = |BA|* +|CDJ* — |CA]? = |BAP® + (|BC” - |BD|?) — |CAP,
2|BD|* = |[BA]* + |BC|* — |CAP,

2 2 _ 2
p| = | IPAP+ IBOF ~ [P,




Velikost |BE| dostaneme ze symetrie zaménou bodt C' <» A a D > E, takze

_ [|BC)2 + |BA]? — |AC|?
- 2

|BE] = |BD].

Jiné reseni. Oznac¢me H prusecik vysek trojihelniku ABC. Oto¢me trojuhelnik
BCD v prostoru okolo pfimky BC' do polohy BC' D’ tak, aby rovina BH D’ byla kolmé
k roviné ABC, tedy tak, aby kolmy pramét ptimky BD’ do roviny ABC splyval s vyskou
z vrcholu B v trojuhelniku ABC' (obr.2). Protoze DA je vyskou trojuhelniku ABC), je
rovina AH D' kolma k roviné ABC takze ptimka H D’ (prisecnice rovin BHD' a AHD')
je kolma k roviné ABC.

Obr. 2

Piimka BD' je kolma ke pfimce AC i na pfimku CD’ (tthel BD'C se shoduje
s pravym thlem BDC nad primérem BC') — je tedy kolmé k roviné AC'D’. Pak je oviem
pravy i tthel AD’'B. Bod D’ lezi v roviné CH D' kolmé k roviné ABC, pfi¢emz pfimka
CH = CF je vyskou trojuhelniku ABC'. Pfesné tyto vlastnosti ma i bod E’ trojuhelniku
BAF', ktery vznikne otofenim pravotuhlého trojihelniku BAFE kolem piimky BA tak,
aby rovina BHE’' byla kolmé k roviné ABC. Body D’ a E’ tudiz splyvaji, a proto
|BD| = |BD'| = |BE’'| = |BE|.

Jiné resSeni. Oznac¢me H prusecik vysek trojuhelniku ABC a K, M a L paty
vysek postupné z vrcholi A, B a C. Stejné jako v druhém feSeni opakovanym vyuzitim
Pythagorovy véty dostavame

|BD> — |BE|* =

|BD> — |BH|*) + (|BH|* — |BE|?)
(IKD|* + |BK|*) = (IBK|> + [HK|*)) + ((IHL]> + |BL|?) — (|BL|* + |LE|*)) =
KD|* - |HK[*) + ([HL” — |LE|?)
(IKDP? +|CK*) = (ICK|* + [HK[*)) + ((|HL]> + |AL|*) — (JAL]® + |LE|*)) =
(ICD]> = |CH?) + (|AH|? — |AE|?)
=|CD|?>+ |AH|? — |CH|? — |AE|* =
= |CDP + (|AM|? + IMH|?) — (IMH|* + |CM|?) — |AE|* =
= |CD|?> + |AM|> — |CM|? — |AE|? =

(
(
(
(



=|CD* + (|AB]* - [BM[*) — (IBC|* - |BM|*) — |AE|* =
= (IBC|* = |BD*) + |AB[* — | BC|” - (|AB* — | BE|*) =
= —|BD|* + |BEF,

odkud plyne 2|BD|? = 2|BE|?, a tudiz |BE| = |BD|.

Za tplné feseni udélte 6 bodi. Pokud student postupuje podle prvniho reseni, tak za vyuziti Eukleidovy
véty o odvésné udélte 3 body a za vyuziti mocnosti bodu ke kruznici nad primérem BC rovnéz 3 body.



3. Na primce a, na niz lezi strana BC' trojuhelniku ABC, jsou dany body dotyku vsech
tfi mu pfipsanych kruznic (body B a C nejsou znamy). Najdéte na této ptimce bod
dotyku kruznice vepsané.



3. V daném trojihelniku ABC ozna¢me X, Y, Z body dotyku vepsané kruznice
s jeho stranami a = = |AY| = |AZ|, y = |BX| = |BZ|, z = |CX| = CY| shodné
useky tecen k vepsané kruznici z jednotlivych vrchola (obr.1). Oznacéime-li obvyklym

Obr. 1

zpusobem a, b, ¢ délky jednotlivych stran, plati
a=y+z, b=z+xz, c=z+uy.
Sec¢tenim téchto t¥i rovnic dostaneme (pomoci s jako obvykle zna¢ime poloviéni obvod

trojuhelniku)
2s=a+b+c=2x+2y+ 2z,

takze nam vyjde

r+y+z=8 x=8—a, y=s8—b, z=s—c. (1)



Podivejme se nyni na pripsanou kruznici trojuhelniku ABC, jez se dotyka jeho
strany BC' v bodé P a polopfimek AB a AC v bodech R a @ (obr.2). Ze shodnosti
usekt prislusnych tecen k této kruznici mame

|AR| = [AQ], |BR|=[BP|, [CP|=|CQ),
odkud vychézi

2|AR| = |AR| + |AQ| = |AB| + |BR| + |AC| + |CQ| =
=|AB|+ |BP|+ |AC|+|CP|=a+b+c=2s

neboli |[AR| = |AQ| = s. Z této rovnosti ovSem plyne, ze |BP| = |BR| = s — ¢, cozZ je
podle (1) zaroven délka z tsecky C'X, tedy |BP| = |CX]|. To znamend, ze body P a X
jsou soumérné sdruzeny podle stfedu tsecky BC.

Obr. 2

Analogicky bychom odvodili rovnosti |[BK| = s a [CL| = s pro body dotyku K a L
kruznic pfipsanych stranam C'A a AB (obr. 2) trojahelniku ABC's pfimkou a. Z téchto
poslednich rovnosti ovSem vidime, ze |BL| = s — a = |CK], tudiz i body K a L jsou
soumérné sdruzeny podle stfedu tsecky BC.

Body K a L jsou znamy (ze t¥i danych bodi na pfimce jsou ty dva krajni), zname
tedy i stfed S strany BC' (je to st¥ed tsecky K'L) a bod X najdeme jako obraz tietiho
daného bodu P ve stfedové soumérnosti podle stfedu S.

Za uplné feseni udélte 6 bod1, z toho 3 body za urceni stfedu strany BC pomoci soumérné sdruzenych
bodi dotyku kruznic pripsanych ostatnim dvéma stranam. T¥i body rovnéz udélte za poznatek, Ze
také body dotyku pripsané a vepsané kruznice na jedné strané trojuhelniku jsou soumérné sdruzeny

podle stfedu strany. Za pouhé odvozeni vSech vzdalenosti bodu dotyku od vrcholi B a C bez nalezeni
konstrukce udélte 4 body.



2. Najdeéte vsechny trojuhelniky ABC, pro které plati a + v, = b+ vy pri
obvyklém oznacent stran a vysek trojuhelniku.

RESENI. Pro obsah S trojthelniku ABC' plati

§=—2="2 (1)

2S
Po dosazeni do dané rovnosti dostaneme rovnost a+ — = b+ o Jednoduchou
a

, neboli (a — b)(ab — 25) = 0. Je

a—b

upravou odtud dale plyne a — b = 25

’ ab , . , . ,
tedy bud a = b (a tedy v, = vp), nebo S = ry (tj. v = b, thel ACB je pravy
a vp = a). Snadno se presvédéime, Ze oba pripady vyhovuji.

Podmince tlohy vyhovuji vSechny rovnoramenné trojahelniky se zaklad-
nou AB a vSechny pravothlé trojahelniky s pfeponou AB (a zadné jiné).
NAVODNE ULOHY:
1. Uréete vSechny trojuhelniky ABC, pro jejichz obsah S plati 852 = b2c2.
2. Urcete vSechny trojuhelniky ABC, v nichz pro velikosti stran a vysek plati

1 1 1 1
a)a+ — =c+ —; b)a+ —=c+ —.

Va Ve Ve Vq

[a)a:c;b)a:cneboS:%.]

RozS1RuJicI ULOHA:
Je déno pfirozené cislo n. Urcete vSechny trojuhelniky ABC, pro néz plati

a +vup ="+l

[Jediné trojuhelniky, v nichz a = ¢, anebo jez maji pravy thel pfi vrcholu B.]



4. Uwvnitr daného pravouhlého rovnoramenného trojuhelniku ABC s preponou
AB zvolime libovolné bod X . Sestrojime primky p a q, které prochdzeji
bodem X tak, e p || AB a q L AB. Trojuhelnik ABC vytind na primce p
usecku KL, na primce q usecku M N. Urcete vsechny body X, pro které

plati |KL| =2 - |MN|.
C
C
N
E F
K R L
p / e
A M| D B
q q FE
Obr. 1 Obr. 2

RESENT. Ozna¢me R prisecik pfimky p s vyskou C'D trojthelniku ABC
(obr.1) a M prusec¢ik pfimky ¢ s preponou AB. Predpokladejme, ze bod N
lezi na strané AC' (ptipad, kdy lezi na strané BC', vyfesime diky soumérnosti
trojuhelniku ABC podle osy C'D analogicky). Protoze |KL| = 2 - |RC|, poza-
dovana rovnost |K L| = 2-|M N| plati, pravé kdyz |RC| = |M N|, tj. praveé kdyz
MR || NC,tj. pravé kdyz M DRX je ¢tverec. Proto DX je osa tthlu ADC kolmé
na AC, a tedy X lezi uvnitt isecky DFE, kde E je stfed strany AC', neboli uvnitf
stfedni pricky trojuhelniku ABC rovnobézné s BC'. Z uvedeného je jasné, ze
kazdy vnitini bod této pricky vyhovuje zadéani (krajni body D a E nevyhovuji,
protoze nas zajimaji jen body X uvnitt trojihelniku ABC'). Obdobné pro bod
N na strané BC dostaneme vnitiek stiedni pricky DF (obr.1).

Odpovéd: Hledanou mnozinu tvoii vSechny vnitini body dvou stfednich
pricek trojuhelniku ABC, jez jsou rovnobézné s jeho odvésnami.

JINE RESENI. Trojthelnik ABC dopliime na ¢tverec AEBC (obr. 2). Hle-
dame ty body X uvnit? trojuhelniku ABC, pro néz popsané primky p a g
vytinaji na étverci AEBC dvé shodné tsecky KL a NN’. Pak ale musi byt
trojuhelniky K LC' a N'N A dva shodné rovnoramenné pravouhlé trojihelniky,
to znamena, ze primky p a ¢ jsou soumérné sdruzené podle osy strany AC
¢tverce, tj. bod X lezi na této ose. Podobné pro bod N lezici na strané BC
dostaneme, ze bod X musi lezet na ose strany BC.
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NAVODNE ULOHY:

1. Necht S je stfed strany AB rovnostranného trojuhelniku ABC se stranou
a = |BC| = 10cm. Ozna¢me X takovy bod trojuhelniku ABC, ktery je od
pfimek C'S a AB vzdéleny po fadé 2 cm a 3 cm. Vedme bodem X rovnobézky
s AB a C'S. Ty protnou obvod trojuhelniku ABC' ve ¢tyfech bodech. Vypo-
gitejte obsah étyfuhelniku uréeného témito étyimi body. [(15v/3 — 9) cm?]

2. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC' a jeho libovolny bod X. Bodem X vedme
pfimku kolmou na AC a jeji prusecik se stranou AC oznac¢me M. Jeji
druhy prusec¢ik s obvodem trojuhelniku ABC' ozna¢me N. Popiste vSechny
ty body X, pro néz plati |[MX| = |[NX|. [Sjednoceni usecek AU a CU, kde
U je stied vysky z vrcholu B na stranu AC']



6. Sestrojte deltoid se stranami 12 cm a 13 cm, ktery je svyma uhloprickamsi
rozdélen na ctyri trojuhelniky, jez jsou ctyrmi stéenami néjakeého ctyrstenu.
Zhotovte papirovy model tohoto ctyrsténu.

RESENI. Na obr. 3 je znazornén vychozi deltoid, na obr. 4 sif odpovidajiciho
CtyTrsténu. Z pravouhlych trojuhelnik plynou pro tseky z, y a z thlopricek
deltoidu nerovnosti

12 > x, 12 > vy, 13>z > 9. (%)



12 12

13 13

A
Obr. 3

Obr. 4

Nutné tedy musi byt trojuhelnik 73 shodny s trojuhelnikem AED (AB a AD
jsou nejdelsi ze vSech stran uvazovanych trojuhelniki). Mohou nastat dva pfi-

pady:

a) Necht k = z a m = x (obr.5). V tom pfipadé se musi shodovat troj-
thelniky se stranami z, y, 12 a x, z, n. Protoze y < z, musi byt n =y a 2z = 12.

Potom x = v132 — 22 = 5.

Obr. 5

v
12
ENS \B
-/
n
12
13
] z
A b5V
Obr. 6 Obr. 7

Sit pak bude mit tvar uvedeny na obr.6 a kyZzeny ¢tyistén AEBV ziejmé
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existuje: dostaneme ho tak, Ze trojihelnik AEV oto¢ime kolem primky AFE
0 90° (télesova vyska z vrcholu V' bude lezet ve sténé AV E).

Konstrukce odpovidajiciho deltoidu je zifejma, napft.

1. AABE; podle véty sss: |AB| = 13cm, |BE| =5cm a |[FA| = 12cm.

2. AEBC, podle véty Ssu: | xCEB| =90° |BC|=12cm a C ¢ EA.
3. D; E je stted tsecky DB.

b) Necht £k = z a m = z (obr.7). Pak se ale musi rovnoramenné troj-
thelniky o stranach z, z, n a x, , n shodovat s pravouhlym trojuhelnikem
s odvésnami z, y a pfeponou 12. Odtud plyne x =y =z am =n = 12, coz je
ve sporu s nerovnostmi ().

Uloha mé tedy jediné feseni popsané v ¢asti a).

NAVODNE ULOHY:
1. Na nitce je zavéSeno kmitajici zavazi. Siika rozkmitu je 56 cm, vyskovy rozdil
mezi nejnizsi a nejvyssi polohou zavazi je 8 cm. Vypocitejte délku r zavesu.
[r = 53 cm)]
2. Reste ptivodné zadanou tlohu (pro deltoid) pro a) étverec se stranou 12 cm,
b) obdélnik se stranami 12cm a 13cm, c) kosoctverec se stranou 12cm,
d) kosodélnik se stranami 12cm a 13 cm.

RozsiruJict ULOHY:

1. Jenik rozfezal konvexni papirovy mnohostén na jednotlivé stény (podél hran)
a poslal je Frantikovi. Frantik opét z téchto stén slepil konvexni mnohostén. Je
mozné, ze Januv a Frantiskiv mnohostén nebyly shodné? [Uvazte napi. téle-
so, které dostanete spojenim dvou shodnych jehlanti s pravidelnou podstavou,
které vSak nejsou pravidelné (kolmy prumét jejich vrcholu nepadne do stiedu
podstavy).]

2. Nad stranami ostrothlého trojuhelniku ABC' jsou zvnéjsku sestrojeny pul-
kruznice. Oznaéme po fadé K, L, M pruseciky prodlouzenych vysek troj-
thelniku z vrchold A, B, C' s témito ptlkruznicemi. Dokazte, ze obrazec
AMBKCL tvori plast ¢tyfsténu (trojbokého jehlanu s podstavou ABC).
[46-B-1-6]



2. Je dan rovnoramenny pravouhly trojihelnik ABC s pfeponou AB. Najdéte vSechny
body X tohoto trojihelniku s néasledujici vlastnosti: Vedeme-li bodem X pfimku rov-
nobéZnou s AB a primku kolmou na AB, vytne na nich trojihelnik ABC' dvé shodné
usecky.

4. Najdéte v8echny lichobézniky ABC D se zakladnami AB a CD, pro které plati: |[AB| =
=6cm, |CD|=4cm a

|BC| +da = |AD| +dp = |AB| + v,

kde v znaéi vysku lichobéZniku, d4 vzdalenost bodu A od pfimky BC a dp vzdalenost
bodu B od pfimky AD.



2. Ozna¢me D stied strany AB. Predpokladejme nejprve, Ze bod X leZzi uvnit¥
trojihelniku BC'D nebo na jeho hranici. K bodu X sestrojme odpovidajici tisecky po-
psané v tloze a jejich koncové body oznatme P, Q, Y, Z (obr.1). Trojihelnik QXY je
ziejmé pravothly a rovnoramenny, tedy |XY| = |X@Q|. Aby bylo |YZ| = |PQ|, musi
byt |ZX| = |XP|, tedy trojihelnik ZXP musi byt rovnéz pravoihly a rovnoramenny.
V tom pfipadé je také ZP || BC. Ozna¢me dale U patu kolmice z bodu X na AC. Z¥ejmé
2|UP| = 2|XU| = v2|XP| = |ZP| = |PA|. M&-li tedy bod X mit pozadovanou vlastnost,
musi byt

IXU| 1
UA| 3
Tim je jednozna¢né uréen thel X AC, proto vSechny vyhovujici body v trojthelniku BC D
lezi na p¥imce. Jeji priseéik s BC je ziejmé bod E takovy, Zze 2|CE| = |EB|. Oznatme
dale F prisecik pfimky FA s vyskou C'D.

—

C1G 2 A
Obr. 2




Obdobnou uvahou pro trojihelnik AC'D zjistime, Ze v tomto trojihelniku mohou
vyhovovat jen body pat¥ici Gseéce F'G, kde G je takovy bod strany AC, 7e 2|CG| = |GA|
(obr. 2).

Ukéazeme, Ze naopak kazdy bod X lomené ¢ary EF'G ma pozadovanou vlastnost: Pro
libovolny bod X € EF (pfipad X € FG je obdobny) staéi podle pfedchoziho dokazat
rovnost | X P| = |XZ|, kde body Z € AB a P € AC jsou stejné jako piedtim takové, ze
XP | AB, XZ L AB. Pro kolmy prumét U bodu X na stranu AC a pro kolmy prumét V
bodu P na stranu AB plati | XU| = 1|UA]|, proto je |XP| = V2|UP| = 12|AP| =
= |PV|=1|XZ|.

Za Uplné feseni je 6 bodt, 4 body dejte za nalezeni mnoZiny bodt X, 2 body za dikaz, Ze kazdy bod
nalezené mnoZiny ma poZzadovanou vlastnost.



4. Lichobéznik se zdkladnami a, ¢ a rameny b, d existuje a je jediny, pravé kdyz
existuje trojthelnik se stranami |a — c|, b a d (obr. 3).

A c a—c B

Obr.3

Vsimnéme si trojihelniku ABC. Protoze pro jeho vysky na strany BC a AB plati
VAB =V, Vo = d4, je dle pfedpokladu

|BC| +vpc = |AB| +vaB.

Na zékladé vysledku 2. tlohy domaciho kola tedy plati |AB| = |BC| nebo |[<ABC| = 90°.
Analogicky v trojihelniku ABD dostaneme |AD| = |AB| nebo | DAB| = 90°. Proto musi
nastat jeden ze Ctyf pripadi:
1. |[XABC| = |4¥DAB| =90°.
Potom by ale ABC D nebyl lichobéZnik.
2. |AB| = |BC| = |AD| = 6 cm.
Protoze |CD| = 4 cm, existuje takovy lichob&Znik ABCD pravé jeden, nebot existuje
trojuhelnik se stranami délek 6 cm, 6 cm, 2 cm.
3. |AB| = |BC| = 6 cm; |[SDAB| = 90°.
Protoze |CD| = 4cm, tak |AD| = 1/62 — (6 — 4)2 cm = /32 cm. Takovyto lichob&znik
existuje pravé jeden, nebot existuje trojthelnik se stranami 2 cm, 6 cm, /32 cm.
4. |AB|=|AD|=6cm; |[SFABC| = 90°.
Je to analogicky pfipad jako 3 (vyménime ramena AD a BC).
Dané tloze vyhovuji pravé tti lichobéZniky uvedené v bodech 2, 3, 4.

Za uplné feseni je 6 bodu.



3. Je dan rovnoramenny pravouhly trojihelnik ABC s pfeponou AB. Oznacme
P stfed jeho vysky z vrcholu C', M priseéik piimky AP s odvésnou BC' a N priisecik
pfimky BP s odvésnou AC. Dokazte, Ze pravoihelnik KLM N, jehoz strana KL
lezi na preponé AB, je Ctverec.

Reseni 1. Necht D je stied pfepony AB a necht ¢ = |AB|. Ze soumérnosti
podle osy CD plyne M N || AB, tudiz pravothelnik KLM N existuje. Nasi tlohou
je dokézat, ze |KL| = |LM|.

Protoze bod P je stfed odvésny pravouhlého rovnoramenného trojihelniku ACD,
plati rovnosti [DP| = |CD| = 1|AD| = fc. Vsimnéme si nyni navzdjem po-
dobnych pravouhlych trojahelniki ALM a ADP. Pro délky jejich odvésen plati
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|AL| : |[LM| = |AD| : |DP| = (3¢) : (3¢) = 2, odkud |AL| = 2|LM|. Jeliko
|AL| = |AB| — |BL| = ¢— |BL| = ¢ — |LM| (nebot BLM je rovnoramenny troj-
tihelnik), dost4vdme rovnici ¢ — [LM| = 2|LM]|, podle niz [LM| = ic. Plati tedy
|BL| = ic, analogicky se dokéZe rovnost |AK| = zc (kterd plyne téZ% ze soumérnosti
podle osy CD). Pak ale |[KL| = |AB|— |AK|— |BL| =c— %c— %c = %c. Rovnost
|KL| = |LM| je tak dokdzana.

Reseni 2. Protoze M N || AB, pravothelnik K LM N existuje. Vzhledem k rov-
nostem |AK| = |KN| = |[LM| = |BL| je pravoihelnik KLMN d&tverec, pravé
kdyZ jeho vrcholy K a L déli pfeponu AB na t¥i shodné tsecky, tedy pravé kdyz
IMN| = %|AB].

Postup ze zadani tlohy trochu obratme: do trojihelniku ABC nejprve vepiSme
vySe uréenym zpusobem Ctverec K LM N a vysvétleme, pro¢ se pak tsecky AM
a C'N protinaji v takovém bodé P, ktery je stfedem vysky C'D trojuhelniku ABC.
7 osové soumeérnosti podle osy C'D je predné jasné, Ze tento prisecik P na vySce
CD skutecns lezi. Pro odvésny pravothlého trojihelniku ALM plati [ML| = 3|AB]|
a |AL| = 2|AB|, takZe |AL| = 2|M L|; proto i pro odvésny podobného trojihelniku
ADP plati |[AD| = 2|PD)|, coz spolu s rovnosti |[AD| = |CD] jiz vede k zavéru, Ze
|PD| = |PC|. Prise¢ik P tsetek AM a CN je tedy skuteéné stfedem vysky CD.

Regeni 3. Ozna¢me D patu vysky z vrcholu C na pieponu AB a trojuhelnik
CDB doplime na ¢tverec CDBE se stfedem S. Z rovnobézniku AD EC usoudime,
CDE, takze plati |[MC| = 2|CS| = 1|BC|. Z rovnosti [MC| = §|BC| a rovno-
béznosti tseCek M N a AB vyplyva, Ze trojihelniky ABC a NMC jsou podobné
s koeficientem 1. Odtud plyne [M N| = |AB|, takZe pravothelnik K LM N existuje
a je to ¢tverec (viz ivod druhého FeSeni).



2. V obdélniku ABCD plati |AB| > |BC|. Oblouk AC kruznice, jejiz stied
lezi na strané AB, protind stranu CD v bodé M. Dokazte, Ze pFimky AM
a BD jsou navzdjem kolme.

RESENT. Oznacme S stfed dané kruznice a o velikost tthlu CAB, o < 45°
(obr.1). Pak také |[XSAC| = [ SCA| = «, nebot trojihelnik ASC je rovnora-
menny. Jeho vnéjsi thel BSC mé tedy velikost 2a.. Trojuhelnik M SC je rovnéz
rovnoramenny, a proto soumérny podle osy zdkladny M C. Obrazem thlu BSC
v této soumdrnosti je thel ASM, jehoZ velikost je tudiZz také 2a. Z rovno-
ramenného trojthelniku ASM pak mame |[$BAM| = [JSAM| = 1(180° —
— 2a) = 90° — « a odtud je jiz kolmost pfimek AM a BD zfejmé, nebot
|<SABD| = |4<CAB| = a.

JINE RESENf. Ve shodé s obr. 2. ozna¢me AFE primér dané kruznice a N
patu kolmice z bodu M na pfimku AB. Z vlastnosti obdélniku ANMD a ze
symetrie vzhledem k ose strany AE plyne |DM| = |AN| = |BE| a navic jsou
tseCky DM a BE rovnobézné. Proto je BEM D rovnobéZnik. P¥imka BD je
tedy rovnobé&Zznd s pfimkou M E, kterd je kolmé na pfimku AM podle Thaletovy
véty.

NAVODNE ULOHY:

1. Vypocitejte velikosti vSech uhlid, které sviraji pfimky urcené dvojicemi vr-
cholti pravidelného pétithelniku.



M C D__ M C

N ///g"// | \\\\
> /7 I T~
- \/\ / | ~o
ha 20 [& h ~o
S B Ay 3 B L
Obr. 1 Obr. 2

2. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano

a) a, Bym=b—a>0,

b) va, B, m=b—a> 0.
[Navod: a) Naértnéte trojihelnik a na tseéce AC zvolte bod D tak, aby
|[CD| = a. Pak vypocitejte velikosti thla ACB, BDC, BDA a sestrojte
nejprve trojihelnik ABD. Ulohu lze Fedit také vyuZitim podobnosti. b) Na
polopfimce C B zvolte bod D tak, aby |CD| = b, sestrojte nejprve trojihelnik
ABD)

3. Sestrojte lichob&Znik ABCD, jsou-li dany délky jeho zakladen AB, CD a
ahlop¥i¢ek AC, BD. [VyuZijte trojuhelnik s délkami stran |AB|+|CD|, |AC|,
|BD|]

4. ABHK, BCGH a CEFG jsou shodné ¢tverce, z nichZ Zadné dva se nepie-
kryvaji. DokaZte, Ze plati [YABK|+ |[YACK|+ |[YAEK|=90°. [F. Kufina:
Uméni vidét v matematice, p¥iklad 60.]



. Je ddn trojihelnik ABC, v ném# |[{BAC| = 150°, |AB| =4cm a |AC| =
= 6 ¢cm. Sestrojte trojiuhelnik dvojndsobného obsahu, jehoZ dvé strany jsou
shodné s nékterymi dvéma stranami trojuhelniku ABC. Najdéte vsechna
resend.



RESEN{. Trojthelnik ABC snadno sestrojime a tim konstrukéné uréime
jeho vysky i délky vSech stran. Hledany trojthelnik oznaéme LM N. Pti shod-
nych zékladnach obou trojihelniki jsou vysky ptislu$né témto zédkladnidm v po-
méru jejich obsahd, tj. 2 : 1. Trojihelnik LM N je uren délkami m, n stran
LN, LM, které jsou shodné s nékterymi dvéma stranami daného trojihelniku,
a vyskou v,,. Pfehled vSech moZnosti udéva néasledujici tabulka (je tfeba si
uvédomit, ze kazdé z ostatnich situaci vede na trojthelnik shodny s nékterym

predchozim):

I | IT |III
m| a b c
U | 204 | 20p | 20,

n| b c | a

Konstrukci trojahelniku LM N naznacuje obr. 3. Nejprve sestrojime tsecku

NL délky m. Zbyvajici vrchol M je bodem priniku
kruZnice k(L,n) a pfimky p rovnob&zné s pfimkou NL
ve vzdalenosti v,,. Pfitom stac¢i uvazovat Feseni jen
v jedné poloroviné urcené primkou N L. Podle poctu
bodt tohoto priniku mize mit kazda ze situaci I az ITI
obecné 2, 1 nebo 7zadné (uvazujeme jen neshodnd) feSe-
ni. To pfedstavuje az 6 neshodnych trojahelnika K LM.
Ve skutecnosti je jich pro dané ¢iselné zadéni jen pét.
Plati totiz 2v, = 2bsin 150° = ¢, a proto se v pripadé II
kruznice k£ pfimky p jen dotkne.

Vsechna feseni jsou prehledné sestrojena na obr. 4.
Jsou to trojuhelniky CBD, CBE, ACF, BAG a BAH.

NAVODNE ULOHY:

k(L,n)

1. Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC se stranou délky a. Sestrojte trojuhel-

nik polovi¢niho obsahu, jehoZ dvé& strany maji délku a.

2. K danému pravouhlému trojihelniku o odvésnach délek a, b sestrojte rovno-
stranny trojthelnik téhoZ obsahu. [J. Polak: Pfehled stifedoskolské matema-

tiky, tloha 28.9.]






. Zjistéte, které dvojice pravidelnych mnohothelniki maji velikosti vnit¥nich 4hld v po-
méru 2 : 3.

. Sestrojte lichobéznik ABCD, pro ktery plati:
|AC| =8cm, |BD|=6cm, |AB|+|CD|=10cm

a stfed kruznice opsané trojuhelniku ACD lezi na zakladné AB.



1. Pravidelny n-thelnik (n 2 3) se skldd4 z n navzdjem shodnych rovnoramennych
1

trojuhelnikd, které maji pti spole¢ném hlavnim vrcholu thel velikosti —360°. Velikost jeho
n

_9
"7 21800,

1
vnitiniho dhlu je tedy «, = 180° — —360° =
n n

Zadani ulohy tak vede k rovnici
3(n—2)  2(m-2)
n B m

: (1)
kterou upravime na tvar
m
mn=6m—4n neboli n=6-—4—.
n
Odtud plyne, 7e n < 6. Dosazenim n € {3,4,5} najdeme nasledujici t¥i dvojice [n,m] =
= [3,4],[4, 8],[5, 20], jez vyhovuji rovnici (1).
Uloze vyhovuji t¥i dvojice pravidelnych mnohotihelniki: trojihelnik a étverec, étverec
a osmiuhelnik, pétithelnik a dvacetithelnik.

Za 1iplné feSeni je 6 bodd, z toho 3 body za nalezeni vztahu ekvivalentnfho rovnici (1).



3. Piedpokladejme, 7e ABCD (obr.1) je hledany lichobéZnik a posuiime tsecku BD
o vektor DC; obraz bodu B ozna¢me FE.

. \ l
O\ B
Obr. 1

Protoze |BD| = |EC| a |AE| = |AB| + |CD|, mtuZeme trojihelnik ACE sestrojit
podle véty sss. Stfed O kruZnice opsané trojuhelniku ACD pak sestrojime jako pruse-
¢ik osy tusecky AC s primkou AE. Nakonec sestrojime vrchol D jako prisecik kruznice
k(O;|OA|) s pfimkou p vedenou bodem C rovnobézné s AE a vrchol B jako prusedik
kruznice I(D, |CE|) s polopfimkou AE.

Uloha ma4 ve zvolené poloroviné s hrani¢ni pfimkou AE jediné FeSeni.

E

Poznamka. Délky jsou zadany tak, Ze pro strany trojihelniku AEC plati rovnost
|AE|? = |AC|? + |CE|?, takZe trojihelnik AEC je pravoihly a stfed O jeho kruZnice
opsané je stfedem useCky AFE. Toho lze samoziejmé vyuzit ke konstrukci.

Za Uplné reSeni je 6 bodu.



3. V roviné je dan obdélnik ABCD, nad jehoZ stranami AB a BC' (jako nad primeéry)
jsou vné obdélniku sestrojeny po radé polokruznice k£ a [. Najdéte tsecku XY co
nejveétsi délky d tak, aby platilo X € k a Y € [. Délku d pak vyjadiete pomoci délek
a=|AB|ab=|BC|.



3. Stiedy E, F polokruznic jsou totozné se stiedy stran AB, BC (obr.1). Poloméry

D C

Obr. 1

téchto polokruznic jsou %a, %b a z trojuhelniku EBF' snadno pomoci Pythagorovy véty

spocteme
1 1 1
|EF| = 1/Za2 + ZbQ = 5\/a2 + b2

Podle trojthelnikové nerovnosti (obr. 1) zFejmé pro libovolné dva body X, Y takové,
7ze X lezi na polokruznici k a Y na polokruznici [, plati

| XY| < |XE|+ |EY| S |XE|+ |EF|+ |FY|
s rovnosti, pravé kdyz body E, F lezi na tsefce XY. Usefka XY méa tedy nejvétsi délku

pro X = Xy, Y =Y, kde body Xy, Y jsou priseciky polokruznic k, [ s pfimkou FF'. Pro
délku usecky XgYy pak plati

| XoYo| = %a—i— %\/a2+b2+ %b: %(a—}-b—}- Va?+b?).

Za aplné feseni je 6 bodt; 4 body dejte za nalezeni nejdelsi Gisecky a 2 body za urceni jeji délky. Nestrhavejte
body, pokud Fesitel prohldsi za zfejmé (ale nedokdze) tvrzeni, Ze nejdelsi spojnice dvou kruznic lezi na jejich
stfedné.



2. Najdéte vsechny pravouhlé trojuhelniky, ve kterych spojnice stredi vepsané
a opsan€ kruznice svird s preponou uhel 45 stupnii.



RESEN{ samotné alohy by bylo mozné vylozit na nékolika ¥adcich, kdy-
bychom z nasledujiciho textu ,vypreparovali“ nezbytné potiebné poznatky
a uvahy (viz posledni odstavec). Zamérné vSak uvedeme obsirnéjsi vyklad (roz-
¢lenény do tii ¢asti), abychom fFesitele upozornili na obecnéjsi tvrzeni, ktera lze
uplatnit i pii feseni jinych uloh.

Cdst A. Pfedpokladejme, ze kruznice vepsana obecnému trojihelniku ABC
se dotyké stran AB, BC, AC po fadé v bodech P, @ a R (obr.2.1). Z hodin
geometrie zaci vi o soumérnosti obou tecen vedenych z daného bodu k dané

Obr.2.1

kruznici. Use¢ky AP a AR jsou tudiZ shodné, stejné jako tsecky BP a BQ
a usecky C'Q a CR. Ukazeme, jak lze délky

v =|AP| = |AR|, y = |BP| = |BQ], z = |CQ| = |CR|

vyjadrit pomoci délek stran a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB|. Podle obr. 2.1 plati
r+y=c, y+z=a, r+2z2=0>,

coz je soustava tfi linearnich rovnic, z niz snadno plynou uzite¢né vzorce

_b—l—c—a a+c—0>b a+b—c

v 9 YT T AT T

Cdst B. Nyni predpokladejme, ze ABC' je pravouhly trojuhelnik s pfepo-
nou AB. Oznac¢me S stied kruznice vepsané a (), R jeji body dotyku s odveés-
nami BC, AC' (obr.2.2). Protoze SQCR je pravothelnik, jehoZ sousedni strany
S@ a SR jsou shodné (maji délku rovnou poloméru g kruznice vepsané), jedna
se o ¢tverec o strané o. Délku tiseku z = |CQ)| jsme vSak vypocetli v Casti A.
Tak pro polomér p kruznice vepsané pravouhlému trojahelniku s odvésnami a,
b a preponou ¢ dostavame vzorec

a+b—c

0= >



Cdst C. Predpokladejme koneéné, ze ABC je pravouhly trojihelnik s pre-
ponou AB, ktery spliiuje podminku z textu tlohy. Podle Thaletovy véty je
stted O kruznice opsané trojuhelniku ABC' stfedem ptfepony AB. Podle za-
dani ma jeden z thla SOA, SOB (kde S je stied vepsané kruznice) velikost 45°;
necht je to tthel SOB (obr. 2.3), jinak pfehodime oznaceni vrcholi A, B. Bod P,
v némz se kruznice vepsana dotyka strany AB, je pak vnitinim bodem tusecky
OB. Podle Césti A plati vzorec |BP| = 3(a+ ¢ — b), takze

c a—l—c—b_b—a
2 2 2

|OP| =|0B|— |BP| =

Vyjadrili jsme délku odvésny OP pravouhlého trojihelniku SOP. Jeho druha

odvésna SP ma podle Casti B délku |SP| = ¢ = 3(a+b—c). ProtoZe viak thel

SOP méa dle predpokladu velikost 45°, je trojuhelnik SOP rovnoramenny:
b—a a+b—c

|OP| = |SP]|, neboli 5 = 5 neboli 2a = c.

Strany pravouhlého trojihelniku ABC' jsou proto v pomérua : b :c =1 :
: V3 : 2, takze jeho vnitini dhly jsou, jak je dobfe zndmo, 30°, 60° a 90°.
Pro uplnost je tfeba jesté ukazat, ze takovy trojihelnik skuteéné pozadovanou
vlastnost ma. To Ize provést obracenim predchoziho postupu: z rovnosti 2a = ¢
se odvodi rovnost |OP| = |SP|, kterd znamena, ze pravouhly trojihelnik SOP
je rovnoramenny, takze thel SOP ma skutecné velikost 45°.

A A A
O O
Pr Pr
B B B
Obr. 2.2 Obr. 2.3 Obr.2.4

Strucné veseni podle obr.2.4: Usecka SO svira s pfeponou AB thel 45°,
pravé kdyz |OP| = |SP|. Protoze vSak |SP| = |SR| = |QC| a |PB| = |QB|,
je rovnost |OP| = |SP| ekvivalentni s rovnosti |OP| + |PB| = |QC| + |QB|,
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tedy s rovnosti |OB| = |BC|. Podle Thaletovy véty vsak vzdy plati |OB| =
= |0C], takze rovnost |OB| = |BC| nastane, pravé kdyz je trojuhelnik OBC
rovnostranny, tedy praveé kdyz thel ABC méii 60°.

Odpovéd: Pozadovanou vlastnost maji pravé ty pravouhlé trojihelniky,
jejichz ostré vnitini thly maji velikost 30° a 60°.

Pozndmka: Uloha 2 je velmi podobna starsi tiloze MO (21-C-II-1b): Je
dan pravouhly trojuhelnik ABC, bod D je stied jeho prepony AB a bod S
je stfedem jemu vepsané kruznice. Dokazte: Jestlize |C'S| = |DS|, pak jeden
vnitfni tthel trojuhelniku ABC ma velikost 30°.



4. Jirka zhotovil papirovy model pravidelného ctyrbokeého jehlanu ABCDV
s podstavou ABCD. Kdyz pak model podél ¢tyr hran rozrizl, bylo ho mozno
rozvinout (bez prekryti) do roviny. Kolik riznych siti daného jehlanu tak
mohl Jirka dostat? Ukdzalo se, Ze sit, kterou Jirka dostal, méla tvar (ne-
konvexniho) sedmiuhelniku. Vypoctéte uhel AVB v boéni sténé jehlanu.

RESENI. Pocet rtiznych siti daného jehlanu uréime tak, Ze nejprve vSechny
mozné sité nakreslime. Abychom nékterou moznost neopomenuli, méli bychom
do vyctu siti vnést urcity systém. PopiSeme dva pristupy, které takovy systém
vytvéareji (a které budou patrné zaktm nejblizsi).

Pristup 1 (,,0d sité k jehlanu“). Kazda sit bude slozena z jednoho ¢tverce
o strané a a ¢ty rovnoramennych trojuhelnikt o stranach a, b, b, kde a znaci
délku podstavné hrany a b délku bo¢ni hrany daného jehlanu ABCDV . Pre-
myslejme tedy o tom, jak takovy Ctverec a ctyri trojuhelniky ,slepit® podél
shodnych stran do ,,celku“ a zda tento celek skuteéné vytvori sit jehlanu. Je
velmi prirozené rozclenit reSeni tohoto ukolu podle poctu stran ctverce, kterée
budou slepeny (mozné pocty jsou 1 az 4).

Pristup 2 (,,0d jehlanu k siti“). Pfemyslejme o tom, jak rozfiznout dany
jehlan ABCDV podél ¢tyt hran, abychom po rozvinuti dostali jeho sit. (Brzy
si pfi tom uvédomime jeden obecny poznatek: z kazdého vrcholu télesa musi
vychézet aspon jedna hrana fezu.) Protoze ndm jde o pocet ruznych (tj. po
dvou neshodnych) siti, s ohledem na symetrii daného jehlanu neni pfilis vhodné
systematizovat ¢tverice hran rezu podle toho, zda obsahuji nékteré konkrétni
hrany (jako napf. hrany AB, AV apod.). Vyhodnéjsi je rozdéleni téchto ¢tvefic
do skupin podle toho, kolik hran Tezu je v jehlanu podstavnych (a kolik bo¢nich).

Protoze oba popsané pristupy vedou ke shodné systematizaci (je-li prave
k hran fezu podstavnych, je v prislusné siti pravé 4 — k stran ¢tverce slepeno
s trojuhelniky), popiSeme vycet vSech siti jen podle Ptistupu 2:



Vs Vi

Vv Vv
D C A C
V. Vs D Vs
A B A B
[ v
B Vi A B Vs
Obr.4.1 Obr.4.2

. Nelezi-li v podstavé ABCD zadna hrana fezu, je jehlan roziiznut podél

vSech ¢tyf bocnich hran, pfislusna sit je na obr. 4.1.

. Predpokladejme, Ze v podstavé ABCD lezi jedina hrana fezu, naptiklad

hrana AD. Z vrchold B a C' musi vychazet néjaké hrany fezu, mohou to

tedy byt jediné hrany BV a C'V. Tti hrany fezu jsou tedy AD, BV a CV,

s ohledem na symetrii je lhostejno, zda je ¢tvrtou hranu fezu AV nebo

DV | necht je to tedy hrana AV jako na obr.4.2.

. Predpokladejme, ze v podstavé ABCD lezi pravé dvé hrany fezu. Roz-

liSme, zda jsou to hrany sousedni (napif. AB a AD), nebo hrany protéjsi

(napt. AD a BC'); pro vétsi prehlednost oba pfipady posudme v oddéle-

nych odstavcich:

(3a) Je-li podstava rozfiznuta pravé podél hran AB a AD (takze fezem
v podstavé je lomend ¢ara BAD), musi byt tfeti hranou fezu hrana
CV, ¢tvrta hrana fezu je pak jedna z hran AV, BV, nebo DV. S ohle-
dem na symetrii pripadi, kdy je ¢tvrtou hranou rezu BV nebo DV,
uvadime jen obrazky pro hrany fezu AV (obr.4.3) a BV (obr.4.4).

Vs Vi
vV |% B,

A, c Ay c

D i D Vs
c A B c A B

V' A o\
B A B

Obr.4.3 Obr.4.4



(3b) Je-li podstava roziiznuta pravé podél hran AD a BC, je tieti hra-
nou fezu jedna z boc¢nich hran AV, DV a ¢tvrtou hranou fezu jedna
z bocénich hran BV, CV (nemohou to totiz byt ani obé& hrany AV,
DV, ani obé hrany BV, CV). S ohledem na symetrii staci rozlisit jen
dva pripady: bo¢ni hrany fezu jsou bud AV a BV (obr.4.5), nebo AV
a CV (obr.4.6).

Vi Vs
v v
D [C pl— ¢
A B A 1B
Ch
e e
A B Vs A B Vi
Obr.4.5 Obr. 4.6

4. Predpokladejme, ze v podstavé ABCD lezi pravé tfi hrany fezu, napriklad
hrany AB, BC a CD, takze fezem v podstavé je lomena ¢ara ABCD.
S ohledem na symetrii nyni stac¢i rozliSit jen dva ptipady: ¢tvrta hrana
fezu vede do vrcholu V budto z jednoho z obou krajnich vrcholt zminéné
lomené ¢ary ABC D, napiiklad bodu A (obr.4.7), nebo z jednoho z obou
prostfednich vrchold, naptiklad bodu B (obr.4.8).

Vv B Vv Bs
Cl Cl

Vi

Obr. 4.7 Obr. 4.8

Zjistili jsme, ze dany jehlan mé pravé osm ruznych siti. (Vétsina zaki asi
spravné vsech osm siti do svych feSeni nakresli, aniz pociti nutnost vysvétlovat,
proc¢ jiné sité neexistuji. Diskutujme s nimi o této otazce.)
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Prejdéme nyni k druhé c¢asti ulohy, otazce, kdy nékterda ze siti daného
jehlanu ma tvar nekonvexniho sedmitihelniku. Podle obrazkt vidime, ze kazda
sit mé, obecné vzato, osm vrcholtl; jejich pocet se snizi na sedm, pravé kdyz
se thel u jednoho z osmi obecnych vrcholi ,naptfimi“, tj. bude mit velikost
180°. Velikosti vSech doty¢nych uhla lze snadno vyjadrit pomoci w = |<AVB|
a a = |[XBAV|; zjistime tak, popsand situace nastane, jen kdyZ jeden z uhlu

20, «+90°, 200+ 90°, 2w, 3w nebo 4w (%)
bude 180°. Polozme si nyni ponékud obecnéjsi otazku: Jaké hodnoty o a w jsou

pripustné, tj. odpovidaji néjakému jehlanu ABC' DV ? Oznac¢me S stfed ¢tverce
ABCD a E stted hrany AB (obr.4.9), z pravothlého trojahelniku E'VS plyne,

ze |[EV| > |ES| neboli |EV| > |AE|, proto pro thel a v pravoihlém trojihel-
niku AVE plati 45° < a < 90° (pro o = 45° bychom dostali ,,zdegenerovany*
jehlan s nulovou vyskou, pro a = 90° ,,jehlan®“ s nekone¢nou vyskou, tedy hra-
nol). Zaroven je jasné, ze pro kazdé a € (45°,90°) odpovidajici jehlan existuje.
Odtud vzhledem k rovnosti 2a+w = 180° plyne, ze pfipustné hodnoty w zaplni
interval (0°,90°). Proto z thlu (*) mohou byt pfimé jediné thly 3w a 4w. Pro
w = 60° maji tvar sedmitthelniku sité€ z obr.4.4 a 4.5, pro w = 45° sité z obr. 4.7
a 4.8.

Odpovéd': Jirka mohl dostat pravé osm rtiznych siti. Uhel AVB mél velikost
45° nebo 60°.



6. Je dan pravidelny Sestiuhelnik K LM NOP. Sestrojte pravouhly trojihelnik
ABC s preponou AB tak, aby jeho vrchol C lezel na usecce NP, body M,
O, K lezely po Tadé na primkdach AB, BC, CA a aby primka N P rozdélila
trojuhelnik ABC' na dvé casti se stejnym obsahem.

RESENI. Jak je tomu u feSeni konstrukénich tloh obvyklé, naértneme nej-
diive do jednoho obrazku dany Sestitthelnik K LM NOP i hledany trojuhelnik
ABC tak, aby jejich tvar i vzajemna poloha aspon priblizné odpovidaly zadani
(obr.6.1). To se zdkum patrné nepodafi na prvni pokus; pokud jejich nezdary

Obr. 6.1

budou pretrvavat delsi dobu, prozradime jim, Ze specialni poloha danych bodt
K, L, M, N, O, P nebude mit na zptisob konstrukce trojuhelniku ABC zadny
vliv. Proto je mozné k rozboru tilohy vyuzit i takovy nacrtek, do kterého nejprve
nakreslime pravouhly trojihelnik ABC, teprve pak na ptimkach AB, BC, C'A



libovolné vybereme body M, O, K; konecné vybér bodi N a P podfidime
pouze tomu, ze body N, C', P maji v tomto poradi lezet na primce, jez déli
trojihelnik ABC na dvé ¢asti se stejnym obsahem; jde tedy o piimku C'S, kde
S je stred strany AB.

Z obrazku 6.1 je patrné, ze bod C' miizeme sestrojit jako priisecik tusecky
NP s Thaletovou kruznici 7 nad prumérem OK, nebot tthel OCK je pravy.
Jakmile takto nalezneme bod C, sestrojime pfimky a = OC = BC a b =
= K(C = AC. Vsimnéme si nyni trojihelniku SBC'. Podle Thaletovy véty plati
|SC| = |SB], takze pfimka a svird shodné ostré uhly s pfimkami PN a AB (tyto
uhly jsou vyznaceny na obrazku). Protoze piimka a je jiz sestrojena a primka
PN je uréena zadédnim tlohy, ma podle pfedchozi véty (prozatim neznama)
pfimka ¢ = AB jednozna¢né urceny smeér; protoze ma tato primka c navic
prochéazet danym bodem M, mtZeme ji nyni sestrojit. Pak uz urcime vrcholy
A a B jako pruseciky pfimky c po fadé s primkami b a a. Tim je cely postup
konstrukce hotov. Dlikaz spravnosti: vysledkem konstrukce je ziejmé pravouhly
trojuhelnik ABC' s preponou AB, jehoz vrchol C' lezi na tisecce NP a jehoz
strany BC', CA, AB lezi po fadé na primkach a, b, ¢, které prochazeji po radé
body O, K, M; zbyva vysvétlit, pro¢ prisecik S primky PN s preponou AB je
jejim stifedem. To ale plyne z toho, ze podle konstrukce méa trojihelnik SBC
shodné uhly pfi vrcholech B a C.

Ze vzajemné polohy tsecky N P a kruznice 7 nad primérem OK plyne, ze
pro kazdy pravidelny Sestitthelnik K LM NOP ma tloha jediné feSeni.
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1. Ze dfeva je vyrobeno Sest shodnych pravidelnych ¢tyrbokych jehland a krychle. Sténa
krychle je shodna s podstavami jehlant. Urcéete pomér povrchu krychle a télesa, které
vznikne slepenim podstav jehlanti se sténami krychle, je-li pomér objemi téchto téles
1:2.

4. V roviné jsou dany body A, L, M takové, ze |AL| = 6,3 cm, —D:I_
|AM| = 5,6 cm, |[LM| = 1,8 cm. Sestrojte lichobéznik ABCD, jemuz lze vepsat kruz-
nici, ktera se dotykd ramene BC' v bodé L a zdkladny C'D v bodé M (body dotyku
se zékladnou AB a ramenem AD lichobézniku ABCD nejsou dény).



1. Povrch vzniklého télesa je tvoren vSemi 24 boénimi sténami danych Sesti jehlani.
Oznac¢me v vysku téchto jehlant a a délku jejich podstavné hrany (jez je shodné s hranou
dané krychle). Ze zadani tlohy vyplyva, Ze objem jednoho jehlanu je Sestinou objemu
krychle, tedy %a% = %ag, odkud v = %a. Bo¢ni sténa jehlanu je
rovnoramenny trojuhelnik, pro jehoz vysku w z hlavniho vrcholu
(obr.1) plati podle Pythagorovy véty rovnost w? = v? + (3a)?,

odkud po dosazeni v = %a vychazi w = @a. Proto je obsah boc¢ni

stény jehlanu roven %aw = ga? Vysledné téleso ma povrch 24kréat

vétsi, tedy 6v/2a2, zatimco povrch krychle je 6a?.

Odpovéd’: Pomér povrchit pivodni krychle a vysledného télesa je 1 : v/2.

Poznamka. Za danych predpokladi@t vznikne slepenim téleso, které bude mit dva-
nact shodnych stén (tzv. kosoétvereény dvanactistén). Uvedené shodné jehlany maji totiz
v souctu stejny objem jako dand krychle a dostaneme je, kdyz krychli rozdélime na Sest
shodnych jehlanti se spole¢nym hlavnim vrcholem ve stredu krychle.

Za plné feseni je 6 bodi, z toho 3 body za urceni vztahu a = 2v.



4. Ogznac¢me k vepsanou kruznici, S jeji stfed a K bod dotyku kruznice k se zaklad-
nou AB (obr.3). Protoze AB || CD, SK 1. AB a SM L CD, je KM pramér kruznice k.
Proto jsou oba uhly AKM a KLM pravé, bod K tudiz sestrojime jako prisecik Tha-
letovy kruznice 7 nad prumérem AM s piimkou p, jeZ prochézi bodem L a je kolma
na LM. Zbytek konstrukce je snadny: bod S uréime jako stfed usecky KM, sestrojime
kruznici k£ = (5,|SK|) a v bodech L a M po fadé jeji te¢ny b a c. Vrchol B pak urc¢ime
jako prisecik poloptimky AK s pfimkou b, vrchol C jako pruseéik piimek b a ¢, kone¢né
vrchol D sestrojime jako prusecik primky c s te¢nou d kruznice k, jez je soumérné sdruzena
s te¢nou AK podle osy AS. Pro trojihelnik ALM ze zadani ma kruznice 7 s pfimkou p
spole¢né dva body, které jsou na obr.4 oznaceny K, Ko, proto ma tloha dvé feSeni —
lichobéiniky ABlClDl a ABQCQDQ.

Za uplné feseni je 6 bodt. Uvede-li fesitel jen jedno feSeni, strhnéte dva body.
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2. Ctverec ABCD a obdélnik AEF D maji takovou vzajemnou polohu, Ze bod B lezi na
kruznici vepsané trojuhelniku AEF'. Vypoctéte pomér délky a sitky obdélniku AEF' D.



2. Protoze oba pravouhelniky musi leZet ve stejné poloroviné s hrani¢ni pfimkou AD,
lezi bod B na polopiimce AE. Proto se zminéna kruznice dotyka strany AF trojuhelniku
AFEF pravé v bodé B. Body, v nichz se kruznice dotyka stran FF' a F'A, ozna¢me po fadé
G a H (obr.1). Ozna¢me jesté a = |AB| = |EF| a necht |AE| = ka, k > 1. Ze soumérnosti

D Cc F

7N
/

A B E
Obr. 1

G

dvojic tecen ke kruznici plynou rovnosti |AH| = |AB| = a, |EG| = |EB| = |AE|— |AB| =
=(k—1)a, |FH| = |FG| = |EF|—|EG| = (2—k)a, tudiz |AF| = |AH|+ |FH| = (3—k)a.
Pythagorova véta pro trojihelnik AEF tak dava rovnici (3 — k)2 = k? +1, jez je po tpravé
linearni a m4 (jediny) koren k = 2.

Odpovéd': Hledany pomér je 4 : 3.

Za tuplné feseni udeélte 6 bodl, z toho 2 body za spravny nacrtek nebo popis vzajemné polohy obou
pravouhelniki.



2. Sestrojte lichobéznik, jsou-li ddny délky 9 cm a 12 cm jeho dhlopticek, délka 8 cm
stredni pricky a vzddlenost 2 cm stredu uhlopricek.

RESEN{. Zvolme oznadeni podle obr. 1, K P je stfedni piicka v trojuhelniku ACD,

D c C
U
K D0 L
A a B E
Obr. 1

proto | K P| = £|DC|, obdobné |QL| = |DC|, |PL| = $|AB|, takze |PQ| = 3(a — ¢) =
= 2cm. Protoze |KL| = 3(a + ¢) = 8cm, je a = 10cm, ¢ = 6 cm. Nejdfive sestrojime
trojuhelnik AEC podle véty sss, na tseéce AE pak bod B, jim vedeme rovnobézku
s CE. Ta protne pfimku vedenou bodem C rovnobézné s AE v bodé D.

Resitelé by si méli pfipomenout pojem stfedni piicky lichobé&zniku, jejiz délka se
rovna aritmetickému prameéru délek zakladen.

POMOCNE ULOHY:

1. Sestrojte lichobéznik, jehoz thlopficky jsou navzajem kolmé, maji délky 6 cm a 8 cm,
jestlize se délka kratsi zakladny rovna 2 cm.

[Postup feSeni je obdobny, nejdfive sestrojime pravouhly trojihelnik ACE s danymi
odvésnami.]

2. Stfedni pricka déli lichobéznik na dva lichobézniky, pomér jejich obsaht je g. Urcete
pomér délek zékladen lichobézniku. Pro kterd ¢ ma dloha Feseni? (41-C-S-3)
[Oznacime-li a, ¢ délky zakladen, je ¢ = (3a+c) : (a+3c), nebot oba mensi lichobézniky
maji poloviéni vysku nez ptuvodni a délka stfedni pticky, kterd je zékladnou vzniklych
lichobé&znikd, je %(a +c¢). Jepak a:c= (3¢g—1) : (3 —q). Toto &islo je kladné, q je
mensi nez 3 a vétsi nez I, ale rizné od 1 (a je rtzné od c).]

3. Urcete obsah lichobézniku, jestlize jsou dany délky a, ¢ obou jeho zdkladen, délka u
jedné thlopticky a dhlopficky jsou navzdjem kolmé. (36—C—II-1)

[Oznaceni opét jako na obr., trojihelniky CDA, CDB a BEC maji stejny obsah, proto



se obsah lichobézniku rovné obsahu pravouhlého trojuhelniku ACE. Pfepona je a + ¢,
jedna odvésna je u, obsah je %u (a+c¢)2 —u?]

4. Dokazte, Ze pro délky a, b, ¢ stran libovolného trojuhelniku plati
(a2 +b?)c? — (a® — b?)?
abc?

Pro které€ trojuhelniky nastane v predchozim vztahu rovnost?

<2

RESEN{. Uvedenou nerovnost upravime na ekvivalentni tvar
0 < (a® — v*)? — (a® — 2ab + b*)c?,
tj.
0= (a—b)* [(a+b)?—c?.

Protoze a + b > ¢, plati tato nerovnost pro délky libovolného trojihelniku, rovnost
nastane, pravé kdyz a = b, tedy pro rovnoramenné trojuhelniky se zakladnou c.



POMOCNE ULOHY:
1. Odvodte Herontv vzorec: Pro obsah S trojuhelniku s délkami stran a, b, ¢ plati

1652 = (a+b+c)(a+b—c)(b+c—a)lc+a—b).

[Muzeme predpoklddat, ze pii strané a jsou oba uhly

ostré, pata vysky v rozdéli stranu a na usecky délek

a —x, z (obr.). Je tedy 28 = av, 2 + v2 = b?, (a —

— )2 +v? = 2. Z poslednich dvou rovnic vyloué¢ime z

a vyjadiime v. Dostaneme 1652 = 4a2b?—(a?+b2—c?)?

a pouzijeme vicekrat vzorec pro rozdil druhych mocnin. a—x x
2. Dokazte, ze pro délky a, b, c stran trojuhelniku plati

a® + b2 + 2 < 2ab + 2bc + 2ca.
3. Dokazte, ze pro libovolna realna cisla a, b, ¢ plati
2ab 4 2bc 4 2ca £ 2(a? 4 b2 + 2).

[Nerovnost v tloze 2 je ekvivalentni s nerovnosti 0 < (a+b—c)c+(b+c—a)a+(c+a—b)b,
nerovnost v tloze 1 s nerovnosti 0 £ (a — b)2 + (b —¢)? + (¢ — a)2]

Literatura: S. Hordk: Nerovnosti v trojuhelniku, 57. svazek SMM, MF Praha 1986.



6. Do dan€ kruznice s polomérem r vepiste lichobéznik ABCD s kratsi zakladnou C'D
a prusecikem uhlopricek E tak, aby platilo |BC| = |CD| a |AE| =r.

RESENT. Piedpokladejme, Ze jsme jiz lichob&znik sestrojili (obr.2), piimka SE je

Obr. 2

nutné jeho osou soumérnosti. Oznacime-li o velikost thlu AC D, maji stejnou velikost
i ahly BDC, ABD a CAB, jak plyne ze soumérnosti lichobézniku podle pfimky SFE
a z rovnobéznosti piimek C'D a AB. Protoze |BC| = |CD|, je trojuhelnik BC'D rov-
noramenny, a proto se « rovnaji i velikosti thlt CBD a CAD. A protoze |[AE| = |AS]
a AB je kolma na SF, rovnaji se « také velikosti ithli SAB a SBA. Z rovnoramenného



trojuhelniku ASD plyne, ze thly SAD a SDA maji velikost 3a, velikost tthlu SDB
je 2a (trojuhelnik SDB je také rovnoramenny). Z trojuhelniku ACD pak plyne, Ze
8a = 180°, @ = 22,5°. Tim uz je dana konstrukce: zvolime na dané kruznici libovolné
bod A, jim vedeme primku p svirajici s pfimkou AS thel 2a = 45°, p protne kruznici k
v bodé C rizném od A. Na tseéce AC zvolime bod E, |[AE| = r. Body B, D sestrojime
jako body soumérné sdruzené k bodim A, C' podle pfimky SE. Jina volba bodu A by
vedla pouze k Teseni, které by vzniklo otoCenim feseni jiz sestrojeného. Podobné volba
druhé pfimky vedené bodem A pod thlem 45° s pfimkou AS vede k feSeni soumérné
sdruzenému k sestrojenému podle pfimky AS.

POMOCNE ULOHY:
1. Pomoci thld v rovnoramennych trojihelnicich dokazte vétu o obvodovém a stfedovém
ahlu (obr. a). Provedte dukaz také v piipadé, kdy je bod S bodem trojuhelniku ABC.
2. Dokazte také, Ze poloviné stfedového thlu se rovna i thel EAB, kde AFE je tecna
kruznice k (obr. a), tzv. thel usekovy.

3. Ctyithelnik ma t¥i strany stejné dlouhé, délka étvrté strany se rovné délce jedné i druhé

uhlopricky ctyituhelniku. Urcete velikosti vnitinich ahla ¢tyfahelniku. Jaky je to ctyr-
uhelnik? (40-C-S-1)
[Zvolme oznaceni vrcholt tak, ze |BC| = |CD| = |DA| (strany) a |AB| = |AC| = |BD|
(obr. b). Ze shodnosti trojuhelnikit ABC, BAD (podle véty sss) plyne, ze étyithelnik
je rovnoramenny lichobéznik osové soumérny podle osy usecky AB. Oznadime-li o ve-
likost thlu AC D, velikost thlu CBA je 2a a o = 36°. Velikosti vnitifnich Ghla jsou 72°
a 108°.]

Literatura: S. Hordk: Krusnice, 16. svazek SMM, MF Praha 1966.



2. Kruznice k(S,7) a I(O, R) se vné dotykaji v bodé T. Jejich spole¢nd tecna v bodé T'
protina jejich vnéjsi spole¢nou te¢nu v bodé M. Dokazte, ze trojihelnik SOM je
pravouhly, a vyjadiete jeho obsah pomoci polomért r, R danych kruznic.

4. Sestrojte trojuhelnik ABC takovy, Ze vyska a téZnice z vrcholu C' déli téznici z vr-
cholu A na t¥i shodné usecky, je-li ddna délka strany AB a velikost vysky z vrcholu C.



2. Ozna¢me K, L body dotyku té spolecné tecny obou kruznic, na které lezi také
bod M a ktera je rtizna od spolecné teény v bodé T (obr.1). Ze soumérnosti podle pfimky
M S plyne shodnost thld KMS a TMS a ze soumérnosti podle piimky OM plyne shod-
nost thldt LMO a TMO. Soucet téchto ¢ty uhla je 180°, proto |[{SMO| = [ SMT| +
+ |[STMO| = 90°. Tim je vyfeSena prvni ¢ast tlohy.

Obr. 1

Uzitim Pythagorovy véty pro trojihelniky SOM, ST M a OT M dostaneme pro vysku
v = |TM]| trojahelniku SOM rovnost

(r+ R)? = (r? +v?) + (R? +v?),

odkud v? = Rr. (Tento vztah plyne i piimo z Eukleidovy véty pro trojthelnik SOM.)
Obsah trojuhelniku SOM je tedy % (R + )V Rr.



4. Predpokladejme, Ze trojuhelnik ABC spliiuje podminky tlohy. Ozna¢me S stied
strany BC, M stted strany AB, T tézisté trojihelniku, P patu vysky vedené bodem C'; K

|AT| = 2|T'S|, musi byt bod K stfedem tsecky AT (obr.2). Z rovnosti |AK| = |KT| =
= |T'S| navic plyne, ze |AP| = |PU| = |UV|, kde U, V jsou kolmé praméty bodi 7', S na
pfimku AB. Jelikoz S je stfed strany BC, je V stied tsecky PB. Proto |[AP| = %|AB|.
Odtud jiz plyne konstrukce: Sestrojime tsecku AB dané délky, na ni bod P tak, aby
|AP| = L|AB|. Bodem P vedeme kolmici k AB, na ni naneseme od bodu P danou vysku
a dostaneme tak bod C, a tim i trojuhelnik ABC.

B
Obr. 2

Diikaz spravnosti konstrukce. V sestrojeném trojuhelniku ABC uvazujme téznice CM
a AS, tézisté T a prisefik K tsetek AS, CP. Ozna¢me U, V kolmé priméty bodu T,
S na pfimku AB. Protoze |CT| = 2|TM]|, je |PU| = 2|UM|, a proto |PU| = 2|PM]|.
Oznacime-li ¢ = |AB|, je |AP| = ic, |PV| = 3(|AB| - |AP|) = 2¢, |PM| = jc—tc = S,
|PU| = 2|PM| = ica |[UV| =|PV|— |PU| = ic. Protoze |AP| = |PU| = [UV], je také
|AK| = |KT| = |TS|. Tim je spravnost konstrukce dokdzana.



2. V roviné je dan ¢tverec ABC'D. Kruznice k prochazi body A, B a dotyka se pfim-
ky CD. Oznaéme M (M # B) prusecik kruznice k a strany BC'. Urcete pomér |CM| :
: | BM].



2. ProtoZe stfed kruZnice k lezi na ose strany ADB, kterd je zaroven osou i pro-
téjsi strany CD, dotykd se kruznice k tsecky C'D v jejim D g c
stfedu S (obr. 1). Protoze thel ABM je pravy, je AM pramé-

/\
rem kruznice k, a proto je pravy i thel ASM. Odtud plyne, ze /YL)\\g x
/ ~ M
/ e
/ 7

|<DSA| =90°—|XCSM| = |4 SMC]|, proto jsou trojihelniky
SMC a ASD podobné, takze |CM| : |CS| = |DS| : |DA|.

7
Oznaéime-li @ = |DA| a x = |[CM|, je z : 2a = %a : a, tedy / et k
x = 1a. Proto [CM|: |BM|=1:3. /// e
7
Dodejme, Ze rovnost z = ia 1ze odvodit i z Pythagorovy //// g a a
véty pro trojuhelniky AM B, AMS: A B

|AB|? + |BM|> = |AM|*> = |AS|> + |SM?,
. Obr. 1
takze

a® + (a—1z)* = (a® + (3a)°) + ((3a)® + 2?),

odkud po tpraveé

W =

Pozndmka. Pokud zak zné pojem mocnosti bodu ke kruznici, mize napsat |CM| -
-|CB| = |CS|?, odkud ihned plyne |CM| = 1a.



2. Ve ctyruhelniku ABCD se uhlopticky protinaji v bodé P, dhlopticka AC je roz-
délena body P, N a M na ¢tyri shodné useky (|AP| = |PN| = |[NM| = |MC|)
a thlopticka BD je rozdélena body L, K a P na ¢tyri shodné useky (|BL| = |LK| =
= |KP| = |PD]). Urcete pomér obsahi ctyiihelniki KLMN a ABCD.

RESENT. Trojthelniky APD a NPK jsou soumérné sdruzené podle stiedu P
(obr.1), AD a NK jsou tudiz rovnobézné a |AD| = |N K|. Z rovnosti pfislusnych tsecek
déle plyne, Ze trojuhelniky KNP, LM P a BCP jsou podobné, proto NK || ML || BC
a navic |[LM| = 2|KN| a |BC| = 3|KN|. Ozna¢ime-li s obsah trojihelniku APD, je



obsah trojuhelniku NK P roven s a obsah trojuhelniku M LP je 4s (ma dvakrat vétsi
vysku z vrcholu P nez trojuhelnik N K P z téhoz vrcholu a jeho strana M L je dvakrat
vétsi nez strana N K). Obsah lichobézniku K LM N je proto 3s.

C

B
Obr. 1

Strana AP trojuhelniku APD je ¢tyfikrat mensi nez strana AC' trojihelniku ACD,
vysky z vrcholu D jsou v obou trojuhelnicich stejné, proto je obsah trojuhelniku AC' D
roven 4s. Strana PN trojuhelniku PN K je ¢tyfikrat mensi nez strana AC' trojihel-
niku ACB, kdezto vyska trojuhelniku PN K z vrcholu K je trikrat mensi nez vyska
trojuhelniku ABC' z vrcholu B, proto je obsah trojihelniku ACB roven 12s. Obsah
¢tyfthelniku ABCD je roven souc¢tu obsahti trojihelniki ABC' a AC'D, tedy 16s.

Pomér obsahti ¢tytthelnikit KLMN a ABCD je roven 3 : 16.



5. Sestrojte rovnoramenny trojuhelnik ABC se zdakladnou BC' dan€ délky a, je-li dan
stred P strany AB a bod Q (Q # P), ktery je patou vysky z vrcholu B.

RESENI. Uhel BQA je bud pravy, nebo @ = A. Proto bod Q lezi na Thaletové kruz-
nici sestrojené nad priamérem BA. (Na obr.2 je zndzornén piipad ostrothlého i tupo-
uhlého trojuhelniku ABC'.) Protoze P je stied usecky AB, je |PQ)| velikost poloméru
této kruznice, proto velikost priméru |AB| této kruznice je rovna 2|PQ)|. Trojtahelnik
ABC ma délku ramene 2|PQ)|, a protoze zname velikost zékladny, je tim jednozna¢né
urcen.

A

Obr. 2



Odtud jiz plyne konstrukce. Nejdiive sestrojime trojuhelnik A’ B’C’ shodny s troj-
thelnikem ABC o velikostech stran |A’B’| = |A'C’| = 2|PQ| a |B’C’| = a, ktery potom
premistime tak, aby se stfed strany A’B’ zobrazil na bod P a pata vysky z vrcholu
B’ na bod Q. To lze provést jednozna¢né az na osovou soumdérnost podle piimky PQ.
Pokud tedy trojihelnik A’B’C’ existuje, mé tloha dvé feseni soumérné sdruzené podle
osy PQ.

Diskuse je ziejma. Trojuhelnik ABC' lze setrojit pravé tehdy, kdyz lze sestrojit rov-
noramenny trojuhelnik A’B’C’, tj. kdyz a < 4|PQ)| (trojuhelnikové nerovnosti), v tomto
pifpadé mé tloha pravé dvé (shodnd) feseni. Navic pro a < 2v/2|PQ| bude trojihelnik
ABC ostrouhly, pro a = 2v/2|PQ| pravouhly a pro 2v/2|PQ| < a < 4|PQ| tupouhly.
Dikaz spravnosti plyne z rozboru tlohy.

JINE RESENI. Oznac¢me R stied strany BC, ten je zaroven patou vysky z vrcholu A.
Oba body @ a R tedy lezi na Thaletové kruznici nad primérem AB se stfedem P, proto
|PQ| = |PR| = %|AB)|. Jelikoz tthel BQC je pravy, lezi bod Q na Thaletové kruznici
nad priumérem BC se stfedem R, takze |RQ| = %]BC’| = %a. Trojahelnik PQR je proto
podobny trojthelniku ABC' (koeficent podobnosti je 3).

Pii konstrukci nejdiive sestrojime trojuhelnik PQR. Na pfimce rovnobézné se
stiedni pifickou PR prochézejici bodem @ najdeme bod C # Q tak, aby |RC| = %a.
Body A a B pak uZ sestrojime snadno.

Pro dané body P, () mtzeme sestrojit tfeti vrchol R trojuhelniku PQR dvéma
zpusoby. Diskuse je tedy stejnd jako v predchazejicim TeSeni. Dukaz spravnosti plyne
z rozboru ulohy.



2. Nechf kruznice sestrojené nad rameny lichobézniku jako nad priméry maji vnéjsi
dotyk. Dokazte, Zze dotykovy bod téchto kruznic lezi na ose uhlu, ktery obé ramena
lichobézniku sviraji.

4. V roviné jsou dany body C, V, U takové, ze |CV| = 3cm, |[VU| = 3,5cm a |CU| =
= 4,5cm. Sestrojte ostrouhly trojihelnik ABC tak, aby byl V prisecik jeho vysek
a bod U byl soumérné sdruzeny s bodem A podle stfedu kruznice opsané trojuhel-
niku ABC.



2. Necht ABCD je takovy lichobéznik se zédkladnami AB a C'D (obr.1). Ozna¢me
P stfed ramene AD, () stied ramene BC a I dotykovy bod kruZnic sestrojenych nad

Obr. 1

rameny jako pruméry. Bod P je stfedem kruznice sestrojené nad ramenem AD, proto jsou
usecky PA a PI shodné a API je rovnoramenny trojuhelnik se zakladnou AI. Odtud
plyne, ze thly PAI a AIP jsou shodné. Protoze bod dotyku dvou kruZnic lezi na stfedné
téchto kruznic, je I bodem stfedni pricky PQ lichobézniku ABC D, ktera je rovnobézna
s jeho zakladnami. Uhly PIA a IAB jsou stiidavé a maji proto stejnou velikost. Tedy
uhly PAI a IAB jsou shodné a Al je osou thlu DAB. Bod I lezi na ose tohoto thlu,
proto mé stejnou vzdalenost od jeho ramen AD a AB. Podobné se ukaze, Ze I B je osou
thlu ABC a bod I ma stejnou vzdalenost od primek AB a BC. Odtud jiz plyne, ze bod I
mé stejnou vzdalenost od ramen AD a BC, a lezi proto na ose uhlu, ktery tato ramena
sviraji.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Za odhaleni faktu, Zze I je bodem stfedni pricky, udélte 2 body.



4. Necht ABC je ostrouhly trojihelnik, S stfed kruznice k jemu opsané a V' prisecik
jeho vysek (obr.2). Necht U je bod soumérné sdruzeny s bodem A podle S. Bod U lezi
na kruznici k uvnit¥ toho oblouku BC, kterj neobsahuje bod A. Usetka AU je priimérem
kruznice k, proto podle Thaletovy véty jsou thly UCA a UBA pravé. Jelikoz vyska BV je
kolméa na stranu AC' trojihelniku ABC), jsou tsecky BV a UC rovnobézné. Z podobného
dfivodu jsou rovnobézné i tsecky CV a UB, takze BUCV je rovnobéznik. Usecky BC
a UV maji tudiz spolecny stied.

Obr. 2

Odtud jiz plyne konstrukce. Sestrojime bod B soumérné sdruzeny s bodem C' podle
stfedu tsecky UV. Bod A pak uréime jako prusec¢ik kolmice k primce BU prochazejici
bodem B a kolmice k pfimce C'U prochazejici bodem C.

Ukazme nyni, ze takto sestrojeny trojihelnik ABC ma vSechny pozadované vlastnosti.
Bod B je sestrojen tak, ze plati BV || UC a CV || UB. Bod A je sestrojen tak, Ze plati
AB 1 UB a AC 1 UC, coz znamend, ze body B a C lezi na Thaletové kruZnici nad
prumérem AU. Body A a U jsou tudiz soumérné sdruzené podle stfedu této kruznice,
kterd je opsadna trojuhelniku ABC. Ze vztahu AC L UC a BV || UC plyne BV L AC,
takze bod V lezi na vysce z vrcholu B ke strané AC' sestrojeného trojihelniku. Podobné
ze vztahtt AB L UB a C'V || UB plyne, ze bod V lezi na vysce z vrcholu C ke strané AB.
Bod V je tedy prusecik vysek trojuhelniku ABC.

Uloha ma za danjch podminek pravé jedno feseni.

Za uplné feseni véetné konstrukce udélte 6 bodu. Za diukaz toho, ze CV BU je rovnobéznik, udélte 3 body,
2 body za popis konstrukce a 1 bod za dikaz jeji spravnosti.



2. V roviné je dan pravouhly trojuhelnik ABC' takovy, Ze kruznice k(A;|AC|) protina
preponu AB v jejim stfedu S. DokazZte, Ze kruznice opsané trojihelniku BC'S je shodné
s kruznici k.



2. Stred prepony S pravouhlého trojuhelniku ABC je podle Thaletovy véty stfedem
kruznice opsané tomuto trojuhelniku, plati tedy |C'S| = |AS| = |BS| (obr.1). Jelikoz
body C a S lezi na kruznici k, plati |AS| = |AC|, je proto trojuhelnik ASC rovnostranny
a velikost tthlu C'S'B je rovna 120°.

Obr. 1

Je-li M stied kruznice opsané trojuhelniku BC'S, plati |CM| = |SM| = |BM]|, a pro-
toze |CS| = |BS|, jsou CMS a SM B shodné rovnoramenné trojuhelniky se zdkladnami
CS a BS. Velikost uhlu C'SB je souctem velikosti shodnych uhla CSM a M SB, je proto
velikost thlu M S B rovna % -120° = 60°. Trojuhelnik M SB je tedy rovnostranny a plati
|MS| = |BS|.

Polomér kruznice opsané trojuhelniku C'SB je roven |MS| = |BS| = |AS]|, coz je
polomér kruznice k. Kruznice opsand trojihelniku BC'S a kruznice k& maji stejné poloméry,
jsou tedy shodné. Tim je diikaz ukoncen.

Pozndmka: Po zjisténi, ze ASC je rovnostranny trojuhelnik, je mozné dokoncit reSeni
i takto: je-li D bod soumérné sdruzeny s bodem A podle stfedu C, je trojiuhelnik ABC
,polovinou“ rovnostranného trojuhelniku ABD, takze stfed M jeho strany BD ma&a od
bodu B, S, C' stejnou vzdélenost rovnou %|AB|.

Za, uplné feseni je 6 bodu z toho 3 body za zduvodnéni, ze ASC je rovnostranny trojuhelnik.



2. Je ddn trojuhelnik ABC' s ostrymi vnitrnimi uhly pri vrcholech A a B. Oznacme Q
priusecik téznice AD s vyskou CP a E patu kolmice z bodu D na stranu AB. Dadle
necht R je bod na poloptimce opacné k PC' takovy, Ze |PR| = |CQ|. Dokazte, Ze
primky AD a RE jsou ruznobézné a Ze jejich prisecik lezi na kolmici k primce AB
prochdzejici bodem B.

_ , C
RESENI. Ze zadani vime, ze |PR| = |CQ)|, proto je

i |QR| = |CP| (obr.1). Usetka DE je stfedni piickou F
trojuhelniku C'PB, proto je |DE| = %|CP|. Je tedy také

IDE| = 1|QR). Protoze je DE || QR, nemiizou byt tisecky )
RE a QD rovnobézné (jinak by byl REDQ rovnobéznik
a platilo by |DE| = |QR)|). Proto se pfimky RE a QD
protinaji v bodé, ktery je na obrazku oznacen jako F,
a usecka DF je stfedni ptickou trojihelniktit CPB a QRF,
jejichz strany CP a QR lezi na stejné pfimce. Proto je (1 1 R
vzdalenost bodi F' a B od pfimky CR stejna, neboli




pfimky CR a FB jsou rovnobézné, a tudiz pfimka F'B je (stejné jako pifimka CR)
kolmé k pfimce AB.

NAVODNE ULOHY: K L M

1. Na rovnobéznych pfimkach jsou dany body A, B, C, K, L, M ' ' '
podle obrazku a pfitom plati |AB| = |BC| # |KL| = |LM|.
Vysvétlete, pro¢ neplati ani AL || BM,ani BK || CL. Ozna¢me A B C
P prisecik prfimek AL, BM a @ prusecik piimek BK, CL.
Dokazte, ze PQ || KM || AC.

2. Je dan libovolny ¢tyfahelnik ABCD, jehoz zadné dvé protilehlé strany nejsou rovno-
bézné. Oznacme FE stfed strany AB a F stfed strany CD. Protinaji se vzdy pfimky
AD, EF a BC v jednom bodé&?




4. Sestrojte lichobéznik ABCD s vyskou 3 cm a shodnymi stranami BC, CD a DA,
pro ktery plati: Na zdkladné AB ezistuje takovy bod E, Ze tusecka DE ma délku

5 cm a deli lichobéznik na dvé casti se stejnymi obsahy.

RESEN{. Rozbor: Ozna¢ime-li |AB| = a, |CD| = ¢ a vysku lichobé&Zniku v (obr. 2),

D c C
/
c X \e¢
d B
A ¢ B’ E B
a—c
Obr. 2
miizeme pro jeho obsah S psat
5= g(a+o)
= —(a+c)v.
2
Obsah trojuhelniku AED je podle zadani roven
AE|-v 1 , 1 1
5 =3 5—2 2(a+c)v,



odkud plyne, ze |AE| = (a+c) (tj. usetka AE ma délku stejnou jako stiedni pricka
lichobézniku ABCD). Protoze bod E lezi na tsecce AB, plati

1 1
|EB| = |AB| — |AE|=a — E(a—kc) = §(a— ),
takze je a > c¢. Oznac¢ime-li B’ bod tsecky AB, pro ktery je |[AB’| = ¢, bude |B'B| = a—c,
a protoze hledany lichobéznik ABCD je rovnoramenny, je rovnoramenny i trojuhelnik
B’BC, takze stted E tsecky B’B je zaroven patou vysky z vrcholu C' na zdkladnu AB
(obr. 2). Pomoci Pythagorovy véty vypocteme, ze

c=+/|DE|? —v?2 = /52 —-32cm = 4cm.

Popis konstrukce:

ADEC,; |DC| =4cm, |CE| =3cm, |[SECD| = 90°;
p;p| CD, E € p;

k(D,4cm), [(C,4cm);

A; Aepnk, thel ADC je tupy;

B; B € pnl, thel BCD je tupy.

Uloha mé jediné feseni.

Ol N

NAVODNE ULOHY:
1. Sestrojte rovnoramenny lichobéznik ABCD, jehoz zédkladny AB a CD maji délky
|AB| = 4v a |CD| = 2v, kde v je viska lichobézniku, a jeho obsah je 48 cm?.
2. Je dan lichobéznik ABCD, kde |BC| = |CD| = |DA|. Na zakladné AB je dan bod
FE tak, ze obsahy trojuhelnikt AED, CDE a EBC jsou v poméru 3 : 2 : 1. Urcete
velikosti vnitinich thla lichobézniku ABCD.



6. V roviné je ddana primka p a kruznice k. Sestrojte takovy trojuhelnik ABC, aby k
byla kruznici jemu vepsanou, jeji stred leZel ve cturtiné jeho téZnice na stranu AB
a aby vrchol C lezel na primce p. Provedte diskusi o poctu feSeni v zdvislosti na
vzdajemné poloze primky p a kruznice k.

RESEN{. Rozbor: Pfedpokladejme, ze pozadovany trojuhelnik ABC je sestrojen.
Stired kruznice vepsané libovolnému trojuhelniku lezi na osach jeho vnitinich thlia. Podle
zadani lezi stfed kruznice k£ na téZnici t. trojuhelniku ABC', proto osa vnitiniho thlu
pii vrcholu C splyva s téznici t.. Trojuhelnik ABC' je tedy rovnoramenny se zakladnou
AB (obr. 3). Lezi-li stfed S kruznice k s polomérem r ve ¢tvrting téznice t., lezi tedy ve
vzdélenosti r od strany AB a ve vzdélenosti 3r od vrcholu C. (Bod S nemiize mit od
vrcholu C vzdalenost ér, nebot by bod C' lezel ve vnitini oblasti kruznice k, ktera je



vSak trojuhelniku ABC vepsana, tudiz body A, B, C lezi v jeji vnéjsi oblasti.) Bod C
je tedy prusecikem pirimky p a kruznice [ se stredem S a polomérem 3r.

NSOt W=

Obr. 3

Popis konstrukce:

déno: k(S, 1), p;

(S, 3r);

C; Cepnl;

X; X e— C8S, | XC| = 4r;

r; 2l XC, X € x;

te¢ny a, b z bodu C ke k (napf. pomoci Thaletovy kruznice nad priamérem CS);
A, B;Aecxnb, Bezxna.

Diskuse pro ptipad, ze poradi vrcholi A, B, C je proti sméru pohybu hodinovych

rucicek:

uloha mé dvé feseni < |Sp| < 3r,
tloha ma jedno feseni <= |Sp| = 3r,
tloha nema zadné feseni <= |Sp| > 3r.
NAVODNE ULOHY:
1. Jsou dany kruznice k(S,r) a l(O, ), S # O, r > p. Sestrojte rovnoramenny trojuhelnik
ABC tak, aby kruznice k£ mu byla opsana a kruznice [ vepsana.

2. Dokazte, ze v trojuhelniku ABC, ktery neni rovnoramenny ani rovnostranny, lezi osa
vnitiniho thlu vychéazejici z vrcholu C mezi téznici t. a vyskou ve.

Poznamka. V letdku se zadanimi uloh je bohuzel tloha 6 kategorie C zadéana

chybné — v textu chybi podminka, Ze vrchol C md leZet na dané primce p. Upozornéte
laskavé zaky na tento nedostatek.



2. V roviné je dana tusecka AP. Sestrojte pravidelny Sestitthelnik ABCDEF tak, aby
bod P byl sttedem jeho strany DFE.

4. Urcete délku ramen rovnoramenného lichobézniku se zakladnami délek 10 a 12 tak,
aby délky vSech jeho stran i tthlopticek byly vyjadieny celymi cisly.



2. V pravidelném sestitthelniku ABC'DEF se sttedem S, v némz () je stfed strany AB

a P je stfed strany DF, zndme velikost tthlu PAQ (obr.1), nebot vSechny pravidelné

E P D
F g C
A Q B X
Obr. 1

Sestitthelniky jsou navzajem podobné. V pravoihlém trojuhelniku APQ tedy zname délku
prepony AP a velikosti dvou thlt (AQP je pravy thel). Odtud vyplyva postup konstrukce:

1.
2.
3.

N o

usecka AP,

Thaletova kruznice k nad primérem AP,

polopiimka AX | jez svird s tseckou AP thel velikosti PAQ (ten sestrojime pomoci
libovolného pravidelného Sestitthelniku),

bod @ jako prusecik kruznice k s polopfimkou AX,

stted S tsecky PQ,

kruZnice se stfedem S a polomérem |SQ)|,

pravidelny Sestitthelnik ABCDEF'.

Uloha mé dvé FeSeni soumérné sdruzena podle osy AP podle toho, v které poloroviné

s hrani¢éni pfimkou AP sestrojime polopfimku AX (bod 3 konstrukce).

Za tplné feseni je 6 bodi, z toho 2 body za rozbor, 2 body za popis konstrukce, 2 body za diskusi.



4. Oznacme FE patu kolmice spusténé z vrcholu C na zdkladnu AB rovnoramenného
lichobézniku ABCD a jednotlivé délky tiseek ozna¢me takto (obr.2): |[AB| = a = 12,
|BC| = b, |CD| = ¢ = 10, |AC| = u, |CE| = v. Potom je |BE| = +(a —¢) = 1, |AE| =
= 1(a+c) =11

D c C
U vi\b
/]
A %(a—kc) EB



Podle Pythagorovy véty pro trojihelniky AEC a EBC muzeme tedy psat

v =u? - 112 =% — 12, (1)
neboli
u? — b2 =112 — 1?2 = 120.

Odtud je vidét, ze ¢isla u a b jsou zaroven obé sudé, nebo obé licha, proto v rozkladu
(u—>b)(u+b)=120=2-60=4-30=6-20=10-12

prichézeji v ivahu jen uvedené rozklady ¢isla 120 na sudé cinitele.
Uvedenym rozkladiim pak odpovidaji ¢tyti soustavy rovnic pro neznamé u a b:

u—b=2, u—b=4, u—b=06, u—b=10,
u + b = 60; u+ b= 30; u+ b = 20; u+b=12.

Jejich FeSenim (nejlépe tak, ze vidy odefteme druhou rovnici od prvé) dostaneme pro
délku ramene b lichobé&zniku ABC'D ¢&tyti moznosti, b € {29,13,7,1}. Z rovnosti (1) ovsem
vidime, ze musi byt b > 1, tlloze tedy vyhovuji jen prvni t¥i hodnoty.

Odpovéd. Mozné délka ramene lichobézniku je bud 7, nebo 13, nebo 29.

vvvvv

uvedené feseni b = 1.



2. Na strané CD c¢tverce ABCD je zvolen bod FE tak, ze tthel DAE ma velikost 30°.
Bod P je patou kolmice vedené bodem B na ptimku AF, bod ) patou kolmice vedené
bodem C na pfimku BP. Rozhodnéte, zda je obsah lichobézniku PQCFE mensi nez
tfetina obsahu ¢tverce ABCD.



2. Oznaéme a délku strany ¢tverce ABCD. Trojuhelniky AED, BAP a CBQ jsou
podobné podle véty uu, pficemz trojuhelniky BAP a C'BQ jsou dokonce shodné (obr. 1).
Trojuhelnik AED je polovinou rovnostranného trojuhelniku o strané AE. Oznacime-li
|ED| = z, je |AE| = 2.

D x FE C
60°
30°
2z
a a
P
Q
309
60° 309 609
A a B

Obr. 1



V pravotihlém trojihelniku AED plati a = |AD| = \/|AE]2 — |[ED|2 = V422 — 22 =
= z+v/3, odkud =z = @a. (Velikost  mtuzeme také spocitat uzitim goniometrického vzorce
z:a=|ED|:|AD| = tg30° = 2.)

Trojuhelniky BAP a C'B( jsou polovinami rovnostranného trojuhelniku o strané a.

Rovnostranny trojuhelnik o strané délky a mé vysku Vg a jeho obsah je V342, Soudet

2 4
obsaht trojuhelniki AED, BAP a CBQ je tudiz

1 V3 V3, 53,
—-—a-a+—a" = ——a".
2 3 4 12

Jelikoz obsah étverce ABCD je a?, je pomér obsahti lichobé&zniku PQCE a étverce ABCD

roven
a® — %\/§Q2 _ 12 — 53
a? 12 7

coz je ¢islo mensi nez 0,29.
Zavér: Obsah lichobéZzniku PQCE je mensi nez tietina obsahu ¢tverce ABCD.
Pro zajimavost uvedeme jesté jedno reseni, ve kterém ukazeme, ze zkoumany obsah lze
odhadnout pomoci tvah o vzajemné poloze vhodnych bodi (bez vypocétu délek a obsahu).
Jiné fesSeni. ProtoZe nas zajimaji jen poméry obsaht, miZeme piedpokladat, Ze
ABCD je ¢tverec o strané 1. Ve stfedové soumérnosti podle stifedu O ¢étverce prejdou
body E, P a @ v body, které ozna¢ime G, R a S (obr.2). Z pravothlého trojthelniku
AED s Ghlem 60° pfi vrcholu F plyne
1 1 1
DE| = -|AE| > -|AD| = -,
DE| = 5|AB| > S|AD| =
takze pro obsah rovnobézniku AGCE plati nerovnost
1
S(AGCE) < 3"

Zaroven se zda, ze shodné lichobézniky RCES a AGQP maji vétsi obsah nez ¢tverec
PQRS. Pokud tomu tak opravdu je, musi byt S(RCES) > $S(AGCE), takze nutné plati

S(PQCE) = S(AGCE) — S(AGQP) = S(AGCE) — S(RCES) <

2 2 1 1
—S(AGCE) < = - = = —.
< 38( GCE) < 353
Tim bude uloha vyfesena.
D E C D EFE X C
7
/! / S 7
S / 7/
/ 7 X
/ 1/
y Q > v R
/s /
/P / A%,
// / // Q
/ % pd
// v
A G B A X' G B



Strana SR ¢tverce PQRS je soucasné vyskou lichobézniku RCES. Proto bude ne-
rovnost S(PQRS) < S(RCES) dokazana, kdyz ovéfime, Ze strana ¢tverce je kratsi nez
stfedni pricka lichobézniku. Tou je tsecka X 7, kde Z oznacuje stfed usecky SR, coz je
zaroven pata vysky rovnostranného trojihelniku XY D (obr. 3). Ozna¢me U prisecik thlo-
pricky AC daného Ctverce s tseckou P(Q. Timto bodem prochézi i pfimka DY, ktera je
soumérné sdruzend s ptimkou BP pravé podle osy AC, nebot | <Y DA| = |<cABP| = 30°.
To ovSem znamena, ze bod Y, ktery je prusecikem DU a X Z, lezi vné ¢tverce PQRS! Proto
je opravdu | X Z| = |ZY| > |QR).

Obsah lichobézniku PQCFE je tudiZz mensi nez tfetina obsahu ¢tverce ABCD.

Za tplné feseni je 6 bodd, z toho 5 bodi bud za spravné urceni obsahu lichobézniku PQCE, nebo za
vhodny odhad, ktery postaci k rozhodnuti, ktera nerovnost je spravna.



2. Je dan obdélnik ABCD. Necht primky p a q, které prochdzeji vrcholem A, protinaji
polokruznice vné pripsan€ stranam BC a CD daného obdélniku po radé v bodech K
alL (B# K #C # L # D) arovnéz strany BC a CD po 7adé v bodech P a Q tak,
Ze trojuhelnik ABP md stejny obsah jako trojuhelnik KCP a zdroven trojuhelnik
AQD ma stejny obsah jako trojuhelnik CLQ. Dokazte, Ze body K, L, C' lezi na tézZe
primce.

RESEN{. Trojuhelniky ABP a KCP maji podle zadani stejné obsahy; pfipojime-li
ke kazdému z nich trojiuhelnik AC'P (obr. 5), usoudime, Ze stejné obsahy maji i trojihel-
niky ABC a AKC. Protoze strana AC' je obéma témto trojuhelnikim spole¢na, obé k ni
prislusné vysky musi byt shodné. Body B a K tudiz maji stejnou vzdalenost od primky
AC (alezi ve stejné poloroviné touto pfimkou uréené). To znamena, ze BK || AC. Podle
Thaletovy véty ovsem plati BK 1 C'K, takze plati rovnéz AC' | CK.



Obr. 5

Podobné z rovnosti obsahti trojuhelniki AQD, C'LQ a kolmosti primek C'L a DL
odvodime, ze AC' 1. C'L. Dohromady to znamena, ze thel KCL je slozen ze dvou pravych
uhli ACK a ACL. Body K a L tudiz lezi na pfimce, kterd prochazi bodem C' kolmo
k thlopricce AC.

NAVODNE ULOHY:

1. Necht P znadi prisecéik tthlopfi¢ek obecného konvexniho éty¥thelniku ABC D. Dokazte,
ze piimky AB a CD jsou rovnobézné, pravé kdyz trojuahelniky ADP a BC P maji stejny
obsah. [Rovnost obsaht trojuhelniki ADP a BCP je ekvivalentni s rovnosti obsaht
trojuhelnikit ABC a ABD se spolecnou stranou AB.]

2. Sestrojte primku, kterd prochézi vrcholem A daného obdélniku ABC D, protiné stra-
nu BC ve vnitfnim bodé P a polokruznici vné pripsanou strané BC' v bodé K tak, ze
trojuhelniky ABP a KCP maji stejny obsah. [Podle prvni ¢asti feSeni soutézni lohy
odvodte, ze CK L AC]



4. Necht P je libovolny vnitini bod rovnostranného trojihelniku ABC. UvaZujme ob-
razy K, L a M bodu P v osovych soumeérnostech s osami AB, BC' a CA. Urcete
mnoZzinu vsech bodi P takovych, Ze trojuhelnik K LM je rovnoramenny.

RESENT. Ozna¢me a = |<tBAP|, 0° < a < 60° (obr.6). Protoze uhly BAP

C




a BAK jsou soumérné sdruzené podle osy AB, plati rovnéz |<cBAK| = «. Protoze
|<cCAP| = |<cCAB|—|<xBAP| = 60° — a, ze soumérnosti podle osy C'A plyne rovnost
|<cCAM| = 60° — . Pro velikost thlu K AM tudiz plati

|<cKAM| = |<cBAK| + |<xBAC| + |<<CAM| = a + 60° + (60° — o) = 120°.

Ze soumérnosti podle os AB a C'A rovnéZ plynou rovnosti |AK| = |AP| = |AM]|. Proto
je trojuhelnik K AM rovnoramenny a jeho tihel pfi hlavnim vrcholu A mé velikost 120°.
Podobné se zduvodni, pro¢ i trojuhelniky LBK a MCL jsou rovnoramenné a jejich
vnitini thly pfi hlavnich vrcholech B a C maji velikost 120°.

Pti posuzovani podminky, ze trojuhelnik K LM je rovnoramenny, musime rozlisit,
které z jeho stran KL, LM, MK jsou shodné. S ohledem na symetrii rozebereme po-
drobné pouze piipad, kdy |KL| = |MK]|. Z podobnych rovnoramennych trojiuhelnikt
KAM a LBK vyplyva, ze jejich zakladny MK a KL jsou shodné, pravé kdyz jsou
shodn4 jejich ramena AK a BK . ZapiSme to pomoci délek usecek: rovnost |KL| = |M K|
plati, pravé kdyz plati rovnost |AK| = |BK|, neboli rovnost |AP| = |BP|. Posledni
rovnost ovSem nastane, pravé kdyz bod P lezi na ose strany AB. Obdobné se zjisti
podminky ekvivalentni rovnostem |M K| = |LM| a |KL| = |LM|.

Odpovéd: Trojuhelnik K LM je rovnoramenny, pravé kdyz bod P lezi na aspon
jedné z os stran daného rovnostranného trojihelniku ABC. Hledand mnozina je proto
sjednocenim t¥i tsecek — vysek trojuhelniku ABC' (bez jejich krajnich bod).

NAVODNE ULOHY:

1. Necht P je vnitfni bod konvexniho tthlu BAC. Oznaéme K a M obrazy bodu P
v osovych soumérnostech podle pfimek AB a AC. Urcete mozné velikosti thlu K AM
v pfipadech, kdy je thel BAC a) ostry, b) tupy. [a) |[<KAM| = 2 - |<xBAC|,
b) |[XKAM| = 360° — 2. |<xBAC|.]

2. Necht P je vnitini bod ostrothlého trojahelniku ABC' s danym obsahem S. Oznac¢me
K, L a M obrazy bodu P v osovych soumérnostech podle pfimek AB, BC a CA. Vy-
poctéte obsah Sestitthelniku AK BLC' M a zjistéte, kdy je tento Sestitthelnik pravidelny.
[Obsah je vzdy 2.5, Sestitthelnik je pravidelny pouze v pfipadé, kdy je trojuhelnik ABC



6. Ze vsech ctyruhelniku, jez lze vepsat do kruznice o daném poloméru r a které maji
dve strany dane delky m, urcete ten, ktery ma nejvéetsi obsah.

RESENI. V celém feseni budeme piedpokladat, ze dané délky m a r spliiuji ne-
rovnost m < 2r, jinak zadny c¢tyruhelnik pozadovanych vlastnosti neexistuje. Strany
délky m kazdého takového ¢tyrihelniku jsou totiz tétivami kruznice o poloméru r a nej-
vyse jedna z nich mutze byt jejim primérem.

Zkoumané ctytihelniky rozdélime do dvou skupin podle toho, zda jsou jejich strany
dané délky m sousedni, nebo protilehlé.

Libovolny ¢étyftahelnik z prvni skupiny ozna¢ime ABCD tak, aby platilo |AB| =
= |BC| = m. Uhlopf#icka rozdéli tento tétivovy ¢tyithelnik na dva trojihelniky ABC
a ACD (obr.7), pfitom je jasné, Ze prvni z nich, trojihelnik ABC, je polomérem r

D t
D’ k
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A R C
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m | m
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B
Obr. 7

opsané kruznice k a délkou m dvou jeho stran uréen (az na shodnost) jednoznac¢né, takze
ma pevné urceny obsah. Proto bude obsah takového ¢tyiftuhelniku ABC'D maximalni,
pravé kdyz bude maximélni obsah trojuhelniku AC'D. Tento trojuhelnik ma urcenou
délku strany AC, takze jeho obsah bude maximalni, pravé kdyz bude maximalni jeho



vyska vp z vrcholu D. Pti pevné poloze trojuhelniku ABC bod D probihé ten oblouk AC
kruznice k, jenz neobsahuje bod B, takze vyska vp je zfejmé nejvétsi, prave kdyz bod D
je stfedem tohoto oblouku, lezi tedy (stejné jako bod B) na ose tsecky AC. (Tvrzeni
zdtvodnime pomoci tecny ¢ ke kruznici k, jez prochazi nalezenym bodem D rovnobézné
s ptfimkou AC, obr. 7). Tak dochézime k zavéru, Ze v prvni skupiné ma maximélni obsah
ten ¢tyithelnik, ktery je deltoid (je-li m # rv/2), respektive ¢tverec (je-li m = rv/2).

Pfejdéme nyni ke ¢tyithelnikim druhé skupiny. Libovolny z nich ozna¢me ABC D
tak, aby platilo |AB| = |C'D| = m (obr. 8).

Obr. 8

Obrazek ukazuje, jak k takovému ¢tyriuhelniku ABC D sestrojit pomocny ¢tyithel-
nik ABC’D, ktery ma stejny obsah jako ABCD, je vepsan do téze kruznice k a mé
sousedni strany AB a BC’ dané délky m. Konstrukci ted popiSeme a zminéné vlast-
nosti étyfahelniku ABC’D podrobné zdtivodnime. Bod C’ sestrojime jako obraz bodu C'
v soumérnosti podle osy o tsecky BD); protoze je kruznice k£ soumérna podle osy kazdé
své tétivy, plati C’ € k. Trojuhelniky BC'D a DC' B jsou soumérné sdruzené podle osy o,
takZe maji stejny obsah, tudiZ stejny obsah maji i ¢tyfuhelniky ABCD a ABC'D. Ze
zminéné soumérnosti rovnéz plynou rovnosti |CD| = |BC'| a |BC| = |DC’|, takze
¢tyftahelniky ABCD a ABC'D se lisi pouze ,,prohozenim® dvou sousednich stran. Tim
jsou potiebné vlastnosti ¢tyftihelniku ABC’D zdivodnény. Jak uZ vime z pfedcho-
ziho odstavce, ¢étyfthelnik ABC’'D mé nejvétsi mozny obsah, pravé kdyz plati rov-
nost |C’'D| = |AD|, kterou muZeme pfepsat jako rovnost |BC| = |AD|. Ta nastane,
pravé kdyz je ¢tyftuhelnik ABCD rovnobéznik (nebot od pocatku predpokladdme, ze
|AB| = |CD|). Kazdy rovnobéznik vepsany do kruznice je ale pravotuhelnik (soucet pro-
tilehlych vnitinich Ghld tétivového ¢tyithelniku je 180°, takové thly jsou ale v pripadé
rovnobézniku shodné, a tedy pravé). Shriime vysledek tohoto odstavce: ve druhé skupiné
Ctyithelnikii ma maximalni obsah ten ¢tyfuhelnik, ktery je obdélnik (je-li m # rv/2),
respektive étverec (je-li m = rv/2.)

Celkovy zaver: Hledané ¢tyfuhelniky s maximalnim obsahem tvori v pripadé m <
< 2r, m # rv/2, dvé skupiny: skupinu shodnych deltoidt a skupinu shodnych obdélnik;
v piipadé m = r/2 jsou viechny hledané étyithelniky shodné ¢tverce (obr.9). (V pii-
padé m = 2r je mnozina uvazovanych ¢tyfuhelnikti prazdnd).

9



Obr. 9

NAVODNE ULOHY:

1. V kruznici £ o poloméru 7 je dana tétiva AB délky 13. Zjistéte, jaky nejvétsi obsah
mlze mit ¢tyfahelnik AX BY, lezi-li jeho vrcholy X, Y na kruznici k. [Nejvétsi obsah
91 mé deltoid, jehoz uhlopficka XY je prumérem kruznice k.]

2. Do jedné kruzZnice jsou vepsany dva pétithelniky ABCDE a ABFGH, pticemz plati
|AB| =4, |BC| = |GH| =5, |CD|=|BF| =6, |DE|=|HA| =7 a |EA| = |FG| = 8.
Dokazte, ze oba pétithelniky maji stejny obsah. [Rozlozte pétitthelniky na rovnora-
menné trojuhelniky pomoci usecek spojujicich jejich vrcholy se stfedem opsané kruz-
nice.]



1. V roviné je dan obdélnik ABCD, kde |AB| = a < b = |BC|. Na jeho strané¢ BC
existuje bod K a na strané C'D bod L tak, ze dany obdélnik je tseckami AK, KL
a LA rozdélen na ¢tyfi navzajem podobné trojuhelniky. Uréete hodnotu poméru a : b.

3. Do kruznice o poloméru r = 6 vepiste osmitthelnik ABCDFEFGH, jehoz strany AB,
CD, FF a GH maji po fadé délky 3, 4, 5 a 6 a strany BC, DE, FG a HA jsou
shodné.



1. V pravouhlém trojuhelniku ABK ozna¢me a = |XBAK]|, f = |XAKB| =90° — «
(obr. 1). Stejné vnitini thly 90°, o, f maji i trojuhelniky AK L a ADL, nebot jsou dle zadani

D L C
P
b K
3
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A a B
Obr. 1

trojuhelniku ABK podobné. Vsimnéme si jejich (ostrych) thld u spoleéného vrcholu A.
Protoze |<xKAD| = 90° — o = (3, jsou oba thly KAL a LAD mensi nez (3, takze se
rovnaji thlu a. Pravy thel BAD je tedy polopfimkami AK, AL rozdélen na tfi shodné
uhly velikosti «, odkud a = 30° (a § = 60°). Z pravouhlych trojahelniki ADL a ABK
pak vyplyva, ze |AK| = |AB|/cos30° = 2a/v/3 a |AL| = |AD|/cos30° = 2b/+/3. Odtud
s ohledem na podminku a < b plyne nerovnost |[AK| < |AL|, tudiz pfeponou v trojihelniku
AKL je AL (delsi z obou stran AK, AL). Pro pomér délek odvésny AK a piepony AL
pak plati cos30° = |[AK|: |AL| = a: b, takie a : b= /3 : 2.

Ulohu lze Fesit mnoha obménénymi postupy, napiiklad rozlisit dva piipady, kdy troj-
thelnik K AL méa pravy uhel pfi vrcholu K respektive L, a v kazdém z nich vyjad-
Fit vnitfni Ghly vSech ¢tyf podobnych trojihelnikii (ve druhém piipadé pak ale vyjde
a:b=2:+/3>1, coz odporuje zadani ulohy).

Za Uplné feseni udélte 6 bodl; 2 body za urceni Ghld «, 8, 2 body za vypocet poméru a : b, 2 body za
vypodet ¢i avahu vylucujici opacény pomér (tedy moznost |XxALK| = 90°).



3. Rozbor: Kromé hledaného osmitthelniku ABCDFEFGH uvazime jesté pomocny
osmithelnik KLM NOPQR, ktery je rovnéz vepsan do kruznice o poloméru r» = 6 a jehoz
strany spliuji podminky: |[KL| = 3, |LM| = 4, |[MN| = 5, |[NO| = 6, |OP| = |PQ| =

= |QR| = |RK]| (obr.2). Ozna¢me S, resp. T stfed kruznice s vepsanym osmithelnikem
@)
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6
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4
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K
Obr. 2

ABCDEFGH, resp. KLMNOPQR. Podle véty sss plati shodnosti AABS ~ AKLT,
ACDS ~ ALMT, AEFS ~ AMNT, AGHS ~ ANOT, a proto jsou shodné stredové
uhly ASB a KTL,CSD a LTM, ESF a MTN, GSH a NTO. Déle podle véty sss jsou
shodné trojuhelniky BCS, DES, FGS a HAS, stejné jako trojuhelniky OPT, PQT, QRT
a RKT. Ze shodnosti jejich thld pfi hlavnim vrcholu S, resp. T proto plyne

° —|xASB| — D| — |<xESF|— H
wpsc|_ 300~ |xASB] \«054; XESF| — |xGSH| _

360° — |[xKTL| — |XLTM| — |xMTN| — |xNTO| _
- : -

|<OTP|.

Vyuzili jsme toho, ze stfedy S a T jsou wnitinimi body obou osmithelniki (tudiz
soucet vSech osmi stiedovych thld je v obou pfipadech 360°), nebot v opa¢ném piipadé
by jeden z osmi stfedovych 1hld byl roven sou¢tu sedmi ostatnich; musel by to byt ihel
prislusny tétivé délky 6, ten je vSak zfejmé mensi nez soucet uhli prislusnych tétivam
délek 3, 4 a 5. Trojahelniky BC'S a OPT jsou proto shodné podle véty sus, tudiz ¢tverice
shodnych stran obou osmithelniki maji jednu spole¢nou délku. Dokazeme-li proto sestrojit
pomocny osmitthelnik K LM NOPQ R, je konstrukce osmitthelniku ABC' DE FGH nasnadé.

Konstrukce: Na libovolné kruznici ¢(7;6) sestrojime v jednom sméru body K, L,
M, N a O tak, aby |[KL| = 3, |[LM| = 4, [MN| = 5 a [NO| = 6. Uhel KTO (ten,
ktery neobsahuje body L, M, N) pak rozdélime na ¢tyfi shodné dily: nejprve sestrojime
prusecik () kruznice ¢ s osou thlu K'T'O, pak pruseciky P, R kruznice t s osami tthli OT'Q)
resp. QT K. Poté pristoupime ke konstrukci hledaného osmithelniku ABCDEFGH: na
kruznici k(.5,6) zvolime bod A a pak na ni v jednom sméru sestrojime postupné body
B, C, ..., H tak, aby |AB| = 3, |BC| = |OP|, |CD| = 4, |DE| = |OP|, |EF| = 5,
|FG|=|OP|, |GH| = 6.



Diikaz spravnosti: Ze shodnosti sedmi dvojic trojihelniki AABS ~ AKLT, ABCS =~
~ AOPT, ..., AGHS ~ ANOT plyne shodnost thlt HSA a RT K, a tedy i shodnost osmé
dvojice trojuhelnikit AHAS ~ ARKT. Proto maji délky stran sestrojeného osmithelniku
ABCDEFGH (shodné se stranami K LM NOPQR) vSechny potfebné vlastnosti.

Pozndamka: O ¢tytthelniku K LM NOPQR jsme nemuseli v celém feseni viibec mluvit
a vést tvahy takto: thly shodné se stredovymi uhly ASB, CSD, ESF, GSH dokazeme
sestrojit, pro spolecnou velikost w shodnych stfedovych thlia BSC, DSE, FSG a HSA
pak plati rovnice

dw + [XASB| 4 |xCSD| + |<ESF| + |<xGSH| = 360°, (1)

kterou lze snadno konstrukéné vyresit; osmithelnik KLMNOPQR je ovsem k tomuto
ucelu idealni pomuckou.

Za sestaveni rovnice (1) nebo napad s pomocnym osmithelnikem udélte 3 body (z toho 1 bod za spravna
odtvodnéni potfebnych shodnosti thlt a trojuhelniktt pomoci vét sss ¢i sus), dalsi 2 body za popis
konstrukce feSeni. Pokud v jinak Uplném feSeni chybi jakékoli zdivodnéni, Zze bod S je vnitfnim bodem
osmithelniku ABCDEFGH, strhnéte 1 bod. Dikaz spravnosti konstrukce (jez je zfejmé) nmeni nutné
uvadét.



2. Je dan ctverec o strané délky 5cm. Mezi vSemi ¢tyithelniky, které lezi v tomto ¢tverci
tak, ze dvé jejich strany maji délku 2 cm a lezi na hranici ¢tverce, urcete vSechny ty,
které maji maximalni obsah.



2. Ctyiahelnik EFGH mtzeme do daného ¢tverce ABCD umistit tfemi zptisoby:
1. Dvé strany délky 2 cm lezi na protilehlych stranach daného ¢tverce (obr.1). Obsah
kazdého takového ¢tyitihelniku (rovnobézniku) je S =5-2cm? = 10 cm?.

D H G C D C D C

AFE 2cm F B
Obr. 1 Obr. 2

2. Obé strany délky 2cm lezi na sousednich strandch daného ¢tverce a pritom jsou
protilehlymi stranami ¢tyithelniku EFGH (obr.2). Obsah takového ¢tyfuhelniku je

1 1
S = |EF|-|AG| + 5|GH| - |AE| =

—

1
=_—-2cm- ]AGH—§ 2em - [AE| £ (54 (5 —2)) cm? = 8cm?® < 10 cm?.

\)



3. Obé strany délky 2cm lezi na sousednich stranach daného Ctverce a pritom jsou
sousednimi stranami ¢tyftuhelniku FFGH (obr.3). Oznadime-li po fadé = a y vzdalenosti
bodu G od stran AB a AD (tedy vysku trojuhelniku EFG na stranu EF a vysku troj-
thelniku EHG na stranu EH), je obsah takového ¢tyithelniku

1 1 1
S = §|EF|-x+§\AH|-y§2-§ 2.5 =10cm?.
Pfitom rovnost nastane, pravé kdyz x = y = 5cm, tj. pravé kdyz G = C.
Zdvér: Nejvétsi mozny obsah (10 cm?) maji viechny rovnobézniky, jejichz dvé strany
délky 2cm lezi na protéjsich strandch daného ctverce, a ¢tyfi deltoidy, jejichz jedna thlo-

pricka je zaroven uhloprickou daného ctverce.

Za plné feseni udélte 6 bodt. Pfi postupu feseni analogickém uvedenému ocente kazdou ze t¥i moznosti
2 body. Bod strhnéte pii absenci jasného zavéru.



3. Vlibovolném konvexnim ctyruhelniku ABC D oznacme E stred strany BC a F stred
strany AD. Dokazte, Ze trojihelniky AED o BFC maji stejny obsah, pravé kdyz
jsou strany AB a CD rovnobézné.

RESEN{. Piicka EF daného étyfuhelniku ABCD je v kazdém z trojihelniké AED
i BFC téznici (obr. 1), coz znamend, Ze pro jejich obsahy plati

S(AED) = 2S(FED) = 2S(FEA), ,
S(BFC) =2S(FEC) = 2S(FEB). 1)

D C

Obr. 1

Oba trojuhelniky F'E D, F EC maji spole¢nou stranu F'E a jejich obsahy jsou stejné,
pravé kdyz C'D || FE. Podobné i trojuhelniky FFEA, FEB maji spole¢nou stranu FE



a jejich obsahy jsou stejné, pravé kdyz AB || FE. Proto maji-li trojahelniky AED
a BFC stejny obsah, je CD | FE a AB || FE, tedy AB || CD.

Je-li obracené AB || CD, je stfedni pticka E'F lichobé&/niku ABCD rovnobézna
s obéma zakladnami AB a CD, takze dle pfedchozi uvahy S(FED) = S(FEC) a po-
dle (1) také S(AED) = S(BFC). Tim je tvrzeni tlohy dokazano.

NAVODNE ULOHY:
1. Dokazte, ze v kazdém lichobé&zniku ABCD se zakladnami AB a CD jsou si rovny
obsahy trojahelniki ADP a BCP, kde P je prusecik thlopti¢ek lichobézniku. [Uvazte,
Ze pravé o zminéné trojuhelniky se lisi trojuhelniky ABC a ABD.]
2. Dokazte, ze v kazdém trojuhelniku ABC' je obsah trojuhelnika ABP, BCP a CAP
stejny, pravé kdyz P je tézistém trojuhelniku ABC. [S(APC) = S(BPC), pravé kdyz
bod P lezi na téznici z vrcholu C']



6. V trojuhelniku ABC' se stranou BC' délky 2 cm je bod K stredem strany AB. Body L
a M rozdéluji stranu AC' na tri shodné usecky. Trojuhelnik K LM je rovnoramenny
a pravouhly. Urcete délky stran AB, AC vSech takovych trojuhelniki ABC'.
RESEN{. Body L a M na strané AC zvolime tak, aby |[AM| = |ML| = |LC|. Téznice
KO trojahelniku K LM je stiedni pfickou trojithelniku ABC, plati tedy |[KO| = 3| BC|,
|AC| = 6|MO| a |AB| = 2|AK|. Rozlisime t¥1 moznosti:
(a) Necht |[KL| = |[KM]| (obr.2). Pak je |xMKL| = |xMOK| = 90° a |[MO| =

C

Obr. 2



= |KO)|. Z Pythagorovy véty pro trojuhelnik AKO plyne

|AK| = /(3]MO|)? + |[KOJ2 = \/10|KO|? = V10| KO| = 1V/10|BC),
takze

|AB| = 2|AK| = V10|BC| = 2V/10 cm,
|AC| = 6|MO| = 6|KO| = 3|BC| = 6 cm.

(b) Necht |ML| = |[MK]| (obr.3). Pak je |[xKML| = 90° a |[AM| = |ML| =

Obr. 3

= |MK| = 2|MO|. Z Pythagorovy véty pro trojuhelnik K MO plyne

[KO| = /[MOP + (2]MO|)? = V5|MO)|,

takze
6
|AC| = 6|MO| = |BC| = f
\/_
Z Pythagorovy véty pro trojuhelnik AK M plyne
2 V10
|AK| = /|AM? + [MK|2 = V2|MK| = 2v/2|MO| = £|KO\ ——|BC|,
takze /A0
2 44/10
|AB| = 2|AK| = —|BC\ . om
(c) Necht |[ML| = |KL| (obr.4). Pak je | xMLK| = 90°. Je tedy |KL| = |ML| =
C
L
MO
A K B
Obr. 4

=2|LO| =2|MO|a|AL| = |AM|+|ML| = 4MO|. Z Pythagorovy véty pro trojihelnik
K LO tak plyne

[KO| = V/ILOP + (2|LOI)? = V5| LO],

5



takze

|AC| = 6|MO| = 6|/LO)| = ¥cm.

3
—|BC| =
57
7 Pythagorovy véty pro trojuhelnik AK L plyne

|AK| = /AL + |[LK[? = /(4|LO|)? + (2|LO|)? =
= 2V5|LO| = 2|KO| = |BC| = 2 cm,

takze
|AB| = 2|AK| =2|BC| =4cm.

NAVODNE ULOHY:

1. Trojahelnik mé délky stran 4cm, 5cm, 6 cm. Urcete velikosti vysek a téznic tohoto
trojuhelniku. [Navod: Ozna¢me = vzdalenost paty vysky od stfedu strany délky 4, pak
podle Pythagorovy véty (2 + z)2 + 62 = (2 — x)? + 52, atd.]

2. Obdélnik ABCD ma4 strany délek a, b. Bod M je patou kolmice vedené vrcholem B
k uhlopiiéce AC. Vypoéctéte délky tsecek AM, CM, BM. [|[MB| = ab/vVa? + b2,
|[AM| = \/a? — |[M B|2.]



3. Libovolnym vnitfnim bodem P uhlopticky AC' daného obdélniku ABCD jsou ve-
deny rovnobézky s jeho stranami, které protinaji usecky AB, BC, CD a DA po fadé
v bodech K, L, M a N. Dokazte, ze
a) primky LM a KN jsou rovnobézky,
b) vzdalenost rovnobézek LM a KN je konstantni (nezévisi na volbé bodu P),
c¢) pro obvod o ¢étyfahelniku K LM N plati nerovnost o = 2|AC.

4. Popiste konstrukei lichobézniku ABC D se zakladnami AB a C'D, kterému je mozno
opsat kruznici s polomérem r = 5 cm, je-li dana vzdalenost d = 2 cm jejiho stredu od
pruseciku uhlopticek a |[<BAC| = 70°.



3. a) AC a BD jsou uhlopficky obdélniku ABCD, proto jsou thly ABD a BAC
shodné. AP a KN jsou uhlopticky pravoihelniku AK PN, proto jsou uhly AKN, KAP
a APN shodné (obr.1). PC a LM jsou thlopticky pravothelniku PLC M, proto jsou thly
PLM a LPC shodné. Uhly APN a LPC jsou shodné (vrcholové tihly), proto jsou shodné
iahly AKN, PLM a ABD, ptimky LM a KN jsou tudiz rovnobézné s uhloptickou BD
daného obdélniku, a jsou tedy rovnobézné navzajem.

D M C
N ~_|B L
AN
Y AN
AN
N
Q
A K B
Obr. 1

b) Jsou-li X a Y priseéiky pfimek LM a KN s thloptickou AC, je | XY| = |XP|+
+|PY| = 4|CP|+3|PA| = $(|CP|+|PA|) = £|CA|. Usetka XY mé tedy délku nezavislou
na poloze bodu P. Podle a) svira piimka XY s pfimkami KN a LM stejny uhel jako
s primkou BD, takze tento tthel rovnéz nezavisi na poloze bodu P. Proto je i vzdalenost
piimek LM a KN nezavisla na poloze bodu P (a je jednoza¢né urcena velikosti | X Y|
a thlem M X P, pficemz |xM X P| = 2|<ABD)|).



c) KL a BP jsou thlopti¢ky pravothelniku K BLP, jsou proto shodné. Podobné jsou
MN a PD shodné uhlopricky pravothelniku NPM D, LM a PC shodné uhlopficky pra-
vouhelniku PLCM a NK a AP shodné uhlopticky pravouhelniku AKPN. Pro obvod
c¢tyruhelniku K LM N tak plati

o=|KL|+|LM|+|MN|+|NK|=(|[KL|+ |MN|)+ (|[LM|+ |[NK]) =
= (|[BP|+ |PD|) + (|PC| + |AP|) 2 |BD| + |AC| = 2] AC]|,

kde jsme vyuzili trojihelnikovou nerovnost |BP|+|PD| 2 |BD| pro trojici bodu B, D, P.

Za Uplné feseni je 6 bodd, z toho 2 body za dikaz tvrzeni a), 2 body za dukaz tvrzeni b) a 2 body za
diikaz tvrzeni c).

4. Vsimnéme si lichobézniku ABCD, jemuz lze opsat kruznici. Pfimka jdouci jejim
sttedem S kolmo k obéma zakladnam AB a C'D je osou soumérnosti obou tétiv AB a CD,
tedy i osou soumérnosti celého lichobézniku ABC'D. Jeho ramena AD a BC jsou tudiz
shodné a prisecik P thlopricek AC a BD lezi téz na ose tsecek AB a C'D. Jelikoz je podle
zadani [<xBAC| = 70°, je |[<APS| = 20° (obr.2).

Obr. 2

Popis konstrukce: Sestrojime tsecku SP, kde |SP| = d = 2 cm, a kruznici k(5; 5 cm).
Bodem P vedeme polopfimky PX a PY tak, aby |xSPX| = |<SPY| = 20°. Pruseciky
poloprimek PX a PY s kruznici k£ jsou body A a B. Potom priiseciky vnitikd polopfimek
AP a BP s kruznici k jsou body C a D.

Uloha ma4 jediné Fegend.

Za uplné feseni je 6 bodi, z toho 2 body za zdivodnéni toho, Ze body S a P lezi na ose strany AB, 3 body
za popis konstrukce a 1 bod za urceni poctu reseni.



3. Je dana tsecka AB. Sestrojte bod C tak, aby se obsah trojihelniku ABC rovnal
1/8 obsahu S ¢&tverce o strané AB a soucet obsaht ¢tvercti o stranach AC a BC' se
rovnal S. Kolik m4 tloha feSeni pro dané umisténi tsecky AB v roviné?



3. Podminka, ze obsah trojihelniku ABC se ma rovnat % obsahu S ¢tverce o stra-
né AB, znamena, ze vyska trojuhelniku ABC na stranu AB mé délku i|AB|, takze bod C'
musi lezet na jedné ze dvou rovnobézek s piimkou AB vzdalenych %|AB| od primky AB.

Podminka, Ze soucet obsahti ¢tvercu o stranach AC' a BC' se ma rovnat obsahu ¢tverce
o strané AB, znamena podle Pythagorovy véty pro trojuhelnik ABC), Ze je tento trojuhel-
nik pravouhly s pfeponou AB, takze bod C' musi lezet na kruznici se stfedem ve stfedu
piepony AB a polomérem %\AB |.

Konstrukce bodu C' je tedy jednoducha. Obé zminéné rovnobézky ziejmé protnou
kruznici nad prumérem AB ve ¢&tyfech bodech (obr.1). Vzhledem k tomu, Ze se jedna
o polohovou tlohu, mé tloha ¢tyfi reseni.

Obr. 1

Za Uplné feseni je 6 bodd, z toho 2 body za spravné urceni poctu feseni. Za zjisténi, ze bod C lezi na
urcenych rovnobézkach s pfimkou AB, udélte 2 body. Za diukaz, ze bod C lezi na Thaletové kruznici nad
pramérem AB, udélte 2 body. Za uvedeni, Ze tloha ma dvé feseni, udélte 1 bod, za uvedeni, Ze lloha ma
CtyTi fesSeni, udélte 2 body. Pokud nebude uveden zadny pocet feseni, neudélte zadny z 2 bodd urcenych
k tomuto ucelu.



2. Kruznice k, [, m se po dvou vné dotykaji a vsechny tri maji spolecnou tecnu. Po-
lomeéry kruznic k, [ jsou 3cm a 12cm. Vypoctete polomer kruinice m. Najdéte
vSechna Tesent.

RESEN{. Oznaéme po fadé R, S, T stiedy a A, B, C body dotyku kruznic &, [, m na
spolecné teéné a r = 3, s = 12 a t jejich poloméry (délky a obsahy budeme pocitat bez
jednotek kvili jednodussimu dosazovani). V lichobézniku (ktery v pfipadé rovnostir =t
je ovSem obdélnikem) ART'C' (obr. 1) je |RT| = r-+t. Oznacime-li U prusecéik pfimky AR
a piimky vedené bodem T rovnobézné s AC, je |RU| = |r—t|. Z pravothlého trojihelniku
RUT plyne |UT| = |AC| = /(r +t)2 — (r — t)2 = 2v/rt = 21/3t. Analogicky bychom
z lichobé&zniktt CT'SB a ARSB dostali vatahy |BC| = 2v/st = 4\/3t a |AB| = 2\/rs =
=2v3-12 =12




Obr. 1 Obr. 2

Uvazujme nejdiive ptipad, kdy bod C lezi mezi body A a B. Je pak 2v/3t+41/3t =
= 12, odkud t = %. Jestlize bod A lezi mezi body C' a B, dostaneme obdobné rovnici
23t + 12 = 44/3t, odkud t = 12. Rovnice 12 + 4v/3t = 2v/3t, kterou dostaneme pro
polohu bodu B mezi body A a C, nema zjevné 7zadné feseni. Ze takovy piipad neni
mozny, je vidét i z obr. 2, protoze kazda kruznice, ktera se dotyka kruznice £ v bodé X
rizném od A a pritom obsahuje bod C polopfimky opac¢né k polopfimce BA, musi ve
svém vnitfku obsahovat i tétivu kruznice | (vyznacenou na obrazku), takze se ji nemize
dotykat.

Polomér kruznice m je tedy % cm nebo 12 cm.

NAVODNE ULOHY:

1. Urcete polomeéry tii kruznic, jejichz stfedy tvori vrcholy trojihelniku se stranami délek
a, b, ¢, a kazdé dvé maji vnéjsi dotyk.

2. KruZnice k, [ se sttedy K, L a poloméry r, s maji vnéjsi dotyk v bodé T' a kromé spolec¢né
teCny t v tomto bodé se dotykaji jesté dalsi spoleéné teCny: kruznice k v bodé A,
kruznice l v bodé B. Bod C je prusecikem pfimek AB, t. Dokazte, ze trojuhelniky KCL,
AT B jsou pravouhlé. [Ukazte pomoci Pythagorovy véty, ze |CA| = |CT| = |CB| = /Ts,
viz tlohu 50-C-I1-2.]



5. V ostrouhlém trojihelniku ABC oznacme D patu vysky z vrcholu C' a P, @) odpo-
vidagjici paty kolmic vedenych bodem D na strany AC a BC. Obsahy trojuhelniki
ADP, DCP, DBQ, CDQ oznacme postupné S1, Sz, Sz, S4. Vypoctéte Sy : Ss,

jestlize S1: Sy =2:3, S3:5,=3:8.

RESEN{. Ozna¢me x = |AD|, y = |BD|, v =
= |CD| (obr. 3). Z podobnosti trojuhelnikia ADP
a DCP plyne 22 : v?> = 81 : S5 = 2 : 3. Podobné
z podobnosti trojuhelniki DBQ, CDQ plyne v :
cv? =83 :8;, =3:8 Odtud 2% : y? = (2-
+8):(3-3)=16:9, z:y = 4: 3. Trojahelniky
ADC, DBC maji spole¢nou vysku, proto (S +
+53) : (S34+S54) =x:y=4:3 Za Sy sem
dosadime %Sl, za S, dosadime %Sg a po upraveé
dostaneme S : S3 = 88 : 45.

JINE RESENI. Z poméru obsahi trojuhelni-
ku ADP a trojuhelniku CDP se spole¢nou vys-

3r
8s
Sa
Sy
2r & Q
51 2\ 3s

Ss3

A z Y B
Obr. 3

kou DP plyne, ze je |AP| : |[CP| = 2 : 3, takze mizeme psat |AP| = 2r, |CP| = 3r,
podobné |BQ| = 3s, |CQ| = 8s. Ozna¢me z = |AD|, y = |BD|, v =|CD| a z = |PD)|
(obr. 3). Z pravothlych trojiahelniki ADP, ADC, PDC plyne 22 = 4r% + 22, 22 +9r? =
= v? = 25r2 — 22, Odtud 2? = 1672 — 22 = 16r? — (472 + 22), neboli 222 = 12r?%
z = rv6, z = /10, v = /15, S = r2v/6. Analogicky bychom dostali z trojihel-
nikd BDQ, BDC, QDC, 7e v = 25v22, y = 5v/33, S3 = 352V/6, tedy uzitim vztahu
v? = 15r? = 8852 dostaneme vysledek S; : S3 = 88 : 45.



NAVODNE ULOHY:

1. Lichobéznik ABCD se zékladnami AB, CD délek 12cm a 6 cm je svymi thlopfickami
rozdélen na 4 trojuhelniky. Urcete jejich obsahy, jestlize se obsah lichobézniku rovna
45 cm?. [Obsahy jsou 5, 10, 10 a 20 cm?.]

2. Konvexni ¢tyrahelnik je thlopfickami rozdélen na ctyii trojuhelniky, t¥i z nich maji

obsahy 2cm?, 3cm? a 4cm?. Uréete obsah ¢tvrtého. [Vysledek je 6 cm?, %ch nebo
3 ¢cm2. Oznac¢ime-li S1, S2, S3, S4 obsahy trojuhelniki v poradi, v jakém spolu sousedi,
plati S1 - S3 = Sa - 54.]



1. Zakladna AB lichobézniku ABCD je ttikrat delsi nez zdkladna C'D. Ozna¢me M
stfed strany AB a P prisecik tsecky DM s uhloptickou AC. Vypocitejte pomér
obsahtl trojuhelniku CDP a ¢tyithelniku M BCP.

3. Kruznice k, [ s vnéjsim dotykem lezi obé& v obdélniku ABCD, jehoz obsah je 72 cm?.
Kruznice k se pritom dotyka stran CD, DA a AB, zatimco kruznice [ se dotyka stran
AB a BC. Urcete poloméry kruznic k a [, jestlize polomér kruznice k je v centimetrech
vyjadfen celym cislem.



1. Vypocet zalozime na dvou znamych pravidlech: (1) Jsou-li dva trojihelniky po-
dobné s koeficientem podobnosti k, je pomér jejich obsahti roven k2. (2) Lezi-li n&jaké t¥i
body X, Y, Z v jedné pfimce a bod V mimo ni, je pomér obsahii trojuhelniki XYV
a Y ZV roven poméru | XY|: |YZ|.

Ze shodnosti stfidavych thlt mezi rovnobézkami AB a C'D plyne, ze trojuhelniky
AMP a CDP jsou podle véty uu podobné, a to s koeficientem |AM| : [CD| = 2. Ozna-

¢ime-li S obsah trojuhelniku C'D P, je obsah trojahelniku AM P roven (%)25 = %S a Z rov-
nosti |[AP|: |CP| = |MP|:|DP| = 3 plyne, Ze obsah kazdého z trojihelnikt APD a M PC
je roven % obsahu trojuhelniku C'DP, tedy %S . Obsahy trojuhelnikit AMC a BMC jsou
stejné, a rovnaji se tedy %S + %S = %S (obr.1). Odtud plyne, Ze obsah ¢étyfuhelniku

MBCP je %S + 17455 = %TlS, hledany pomér je proto 4 : 21.

Obr. 1

Za uplné teseni udélte 6 bodt, z toho 3 body za uréeni poméru obsaht trojuhelniki AMP a CDP.
Vypocty obsahti se mohou samoziejmé lisit podle volby zdkladniho obsahu, pomoci néhoz vyjadrujeme
obsahy ostatnich trojihelnikd v obrézku. (Pravidla, uvedend v vodu naseho feseni, budou Fesitelé pro
konkrétni dvojice trojuhelniki odvozovat vyjadfovanim jejich obsaht pomoci zdkladen a vysek.)



3. Oznacéme 7, s poloméry kruznic k, [ (v centimetrech) a K, L jejich body dotyku
se stranou AB (obr.2). Je pak |AK| = r, |LB| = s, a jak snadno spo¢teme z Pythagorovy
véty (viz téz 3. tlohu skolniho kola kategorie C)

|KL| = \/(r+s)2—(r—s)2 = 2/rs.

D C

Obr. 2

Pro délky stran obdélniku ABC D plati |AD| = 2r, |AB| = r+2+/rs+s = (\/T+/35)%.
Podle predpokladu mé byt

2r (v +V5) =72,

neboli po zkraceni dvéma a odmocnéni

r+/rs=6.

Odtud plyne, ze r < 6, a pro velikost poloméru s dostavame vyjadireni
rs = (6 — 1),
(6 —1r)2
s=" (1)
7 podminek tlohy dale plyne, Ze s nemitize byt vétsi nez r, protoze jinak by kruznice [
nelezela v daném obdélniku, a protoze i kruznice k musi lezet v daném obdélniku, musi byt
|AB| Z |AD| = 2r. Z nerovnosti s < r podle (1) dostaneme podminku 36 — 12r +r? < 12
tj. 7 = 3. Z nerovnosti |AB| = 2r pak plyne 72 = |AB| - |AD| = 4r?, neboli r? < 18, coz
pro celociselné r znamena, ze r < 4. Pro polomér r ndm tak vychéazeji jen dvé moZnosti,
r € {3,4}, odpovidajici hodnoty poloméru s vypocteme ze vztahu (1).
Uloha ma pravé dvé feseni: r = s =3cm ar =4cm, s = 1 cm.
Za uplné feseni udélte 6 bodu bez ohledu na to, zda fesitel vymezil jediné dvé moznosti vypoctem, nebo
z péti moznosti vyloucil postupné ty, které nevyhovuji danym podminkam. Za kazdé nespravné reSeni
(tfeba kdyz zék uvede jako mozny vysledek r =5, s = %) strhnéte bod.



2. Vrchol C ¢tvercit ABCD a CJK L je vnitinim bodem tsecky AK itsecky D.J, body F,
F', G a H jsou po radé stredy tsecek BC, BK, DK a DC'. Urcete obsah ¢tyituhelniku
EFGH pomoci obsahi S a T ¢tverci ABCD a CJKL.

3. Kruznice k, [, m se dotykaji spolecné tecny ve tiech riznych bodech a jejich stredy lezi
v pfimce. Kruznice k a [ stejné jako kruznice [ a m maji vnéjsi dotyk. Urcete polomeér
kruznice [, jestlize poloméry kruznic £ a m jsou 3cm a 12 cm.



2. Ozna¢me a = /S, b = /T strany &tverctt ABCD, CJK L. Usecka EH je stfedni
prickou trojuhelniku BC'D (obr. 1), tsecka F'G je stfedni ptickou v trojuhelniku BK D,

L K
G b
D
H C r J
“ E
A B
Obr.1

proto je 2|EH| = 2|FG| = |BD| a tse¢ky EH, FG jsou rovnobé&zné s BD. Podobné je
usecka HG stiedni prickou v trojuhelniku DCK a tsecka E'F' je stiedni prickou v trojuhel-
niku BCK. Proto je 2|HG| = 2|EF| = |CK| a usecky HG, EF jsou rovnobézné s CK,
a tedy kolmé na JL a BD. Rovnobéznik EFGH je tudiz obdélnik s obsahem

1 1 1 1
|EF|- |FG| = a§\/§«b§\/§: Sab = 5\/S :

Za plné feSeni udélte 6 bodu. Za objev, ze ¢tyfuhelnik FFGH je obdélnik, udélte 3 body, dalsi 3 body
za urceni jeho obsahu.



3. Vzajemnéa poloha kruznic a jejich spolecné tecny museji vypadat jako na obr. 2,
kde jsme pismeny K, L, M oznacili body dotyku kruznic k, [, m na spolecné tecné, U,

Obr. 2

V, W jejich stfedy a r polomér kruZnice | (v centimetrech). Z pravouhlych lichobé&znikt
KLVU, LMWV, KMWU plyne podle Pythagorovy véty

|[KL|> = (r+3)*— (r —3)> =12r,
LM|?> = (12 +7)? — (12 — r)? = 48r
|

IKM|? = (3+2r +12)% — (12 — 3)? = 472 + 60r + 144.
Jelikoz |K L| + |LM| = |K M|, dostaneme z prvnich dvou vztaht
|KM|? = (|KL|+ |LM|)? = |KL|> + 2|KL||LM| + |LM|? = 60r + 212 - 48 r,
coz spolu s tretim vztahem dava po tpravé pro r rovnici
4r? — 48r 4 144 = 0.
Protoze 47% — 487 + 144 = 4(r? — 12r + 36) = 4(r — 6)2, m4 tato rovnice jediné feseni r = 6

a polomér kruznice [ je tedy 6 cm.

Za tuplné feseni udélte 6 bodl. Za vyjadreni délek tsecek KL, LM, KM pomoci r udélte 3 body, dalsi
3 body za spravny vypocet poloméru r.



2. Najdéte vsechny trojuhelniky, ktere lze rozrezat na lichobézniky se stranami délek
lcm, 1ecm, 1cm a 2cm.

RESEN. Lichobézniky se stranami délek 1cm, 1cm, 1cm a 2cm jsou vSechny na-
vzajem shodné a skladaji se ze tfil rovnostrannych trojihelniki (obr.1la). (Zakladny
kazdého lichobézniku maji dvé rtuzné délky, v nasem pfipadé to musi byt 2cm a 1cm.)
Budeme je nazyvat zdkladni lichobézniky. Rovnostranny trojihelnik s délkou strany 1 cm
nazveme zakladni trojuhelnik.

NTT o
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Obr. 1a Obr. 1b Obr. 2
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Vidime, ze kazdy z hledanych trojuhelnik 1ze roziezat na koneény pocet zakladnich
trojihelnikt. Proto jsou velikosti jeho vnitinich ihld nasobky Sedesati stupnd. Vnitini
uhly kazdého trojuhelniku jsou t¥i a soucet jejich velikosti je 180°, ma tedy smysl hledat
jen trojuhelniky rovnostranné. Z podminky roziezani na konec¢ny pocet zakladnich troj-
thelniki dale plyne, ze délka strany hledaného trojuhelniku vyjadiend v centimetrech
je piirozené ¢islo. Oznaéime-li ji a, lze nas trojuhelnik roziezat pravé na a? zdkladnich
trojihelnikti. To lze odvodit napriklad vydélenim jeho obsahu S, = ia2 3 a obsahu
S1 = 1v/3 zékladniho trojthelniku. Obecnéji plati: dva trojihelniky, které jsou podobné
s koeficientem k, maji obsahy v poméru k2.

Jiné odvozeni poctu zékladnich trojuhelnikti v rovnostranném trojuhelniku se stra-
nou acm plyne z doplnéni trojuhelniku na kosoctverec podle obr. 1b, kde bylo zvoleno
a = 3. Kosoctverec je slozen ze dvou rovnostrannych trojihelniki se stranou délky a cm.
Lze jej tedy roziezat na a? kosoétvercti (jeden je zobrazen v pravé dolni ¢asti obrazku),
z nichz kazdy je slozen ze dvou zakladnich trojuhelniki a kterym rovnéz budeme rikat
zékladni. Odtud plyne, Ze rovnostranny trojihelnik obsahuje stejny pocet zakladnich
trojuhelnikt, jako jemu prislusny kosoctverec obsahuje zakladnich kosoctverci.

Zjistili jsme, ze kazdy z hledanych trojuhelnikt je rovnostranny se stranou délky
acm (a € N) a Ze je slozen z a? zékladnich trojuhelnikt. ProtoZe kazdy zakladni li-
chobéznik obsahuje pravé tii zakladni trojuhelniky, musi byt ¢islo a2, a tedy i ¢islo a
délitelné tfemi. Z obr. 2 pak plyne, ze kazdy rovnostranny trojuhelnik se stranou délky
3ncm, kde n = 1,2, ..., lze rozfezat na zakladni lichobézniky.

Zaver: Podminkdm ulohy vyhovuji jen rovnostranné trojihelniky s délkou strany
a = 3ncm, kde n je pfirozené cislo.

ULOHY K PROCVICENT{:

1. Dany rovnostranny trojuhelnik rozdélte na: a) 18, b) 19, ¢) 20 rovnostrannych, ne nutné
shodnych trojuhelniki. [41-Z7-1I-1]

2. Rozdélte ¢tverec se stranou délky 12cm na tfi obdélniky s co nejmensimi stejnymi
obvody. [49-Z6-1-2]



3. Uréete viechny étverce, které se daji beze zbytku roziezat na T-tetramina (obrazce tth
slozené ze ¢tyf jednotkovych Etverct). [41-Z8-1-6]



6. Je ddn ostrouhly trojuhelnik ABC, v néemz D je pata vysky z vrcholu C o'V prusecik
vySek. Dokazte, zZe |AD|- |BD| = |AB| - |V D|, pravé kdyz |CD| = |AB].

RESEN{. Pii oznaceni podle obr. 4 plati:

|<xADV| = |xCDB| = 90°,
|XVAD| = |xBAE| =90° — 3 = |<xBCD|.

C

Obr. 4

Jsou tedy trojuhelniky ADV a CDB podobné podle véty uu. Z této podobnosti

plyne
|AD| |V D|

|CD|  |BD|

aodtud |AD|-|BD| = |CD|-|V D|. Zduraznéme, ze tato rovnost plati pro kazdy ostrothly
trojuhelnik ABC. Vztah |AD| - |BD| = |AB| - |V D| ze zadani ulohy tedy plati, pravé
kdyz |CD| = |AB|.

ULOHY K PROCVICENI:

1. Uhlopficky konvexniho ¢tyfthelniku ABCD se protinaji v bodé F. Dokazte, Ze strany
BC a AD jsou rovnobézné, pravé kdyz |AE| - |BE| = |CE| - |DE|.

2. Necht V je priseéik vysek trojuhelniku ABC a A’, B’, C' paty jeho vysek z vrcholi
A, B, C. Dokazte, ze plati: |[AV |- |A'V| = |BV|-|B'V|=|CV]|-|C'V].

3. Necht AC je delsi ahlop¥icka rovnobézniku ABCD a body E a F jsou paty kolmic
z vrcholu C na ptimky AB a AD. Dokazte, Ze plati |AB| - |AE|+ |AD| - |AF| = |AC|2.
[Navod: Oznacte G patu kolmice z bodu B na tsecku AC a dokazte nejprve podobnost
trojuhelnikit ABG, ACE a podobnost trojuhelniktt CBG, ACF.]



1. V roviné jsou dany dva rtzné body L, M a kruznice k. Sestrojte trojuhelnik ABC' co
nejvétsiho obsahu tak, aby jeho vrchol C' lezel na kruznici k, bod L byl stiredem strany
AC a bod M stiedem strany BC'.

3. Rovnoramennému lichobézniku ABC D se zakladnami AB, C'D lze vepsat kruZnici se
sttedem O. Urcete obsah S lichobézniku, jsou-li dany délky tsecek OB a OC.



1. Pii rozboru uvazme libovolny trojihelnik ABC' s vrcholem C' na kruznici k, jehoz
strany AC, BC maji stfedy po fadé v bodech L, M (obr.1). Protoze LM je stfedni pFickou
takového trojuhelniku, je jeho obsah roven ¢tyrnasobku obsahu trojuhelniku LM C'. Tento
trojuhelnik ma pevnou stranu LM, takze jeho obsah je nejvétsi, pravé kdyz je nejvétsi jeho
vyska z vrcholu C, tedy vzdalenost d bodu C od pfimky p uréené body L, M.

A
Obr. 1

Dodejme, ze misto srovnani obsahii trojihelniki ABC a LMC dojdeme ke stejné
podmince také takto: trojuhelnik ABC' mé stranu AB pevné délky ¢ = 2|LM]| a vysku
v. = 2d. Proto je jeho obsah %cvc roven 2|LM]| - d, takze je nejvétsi mozny, kdyz je takova
vzdalenost d.

Pro ktery bod C' € k je vzdalenost d nejvétsi? Vedme bodem C' piimku ¢ rovnobéznou
s primkou p. Je-li vzdalenost d nejvétsi mozna, musi celda kruznice k£ lezet ve stejné polo-
roviné s hrani¢éni pfimkou ¢ jako pfimka p (volbou bodu C' € k uvnitf opaéné poloroviny
bychom vzdélenost d zvétsili). P¥imka ¢ je proto nutné te¢nou kruznice k (rovnobéznou
s danou pfimkou p) a bod C' je jejim dotykovym bodem.

Odtud jiz plyne konstrukce: bod C urcime jako ten ze dvou prusecikti kruznice k
s kolmici na pfimku p vedenou stiedem S kruznice k, ktery ma od primky p vétsi vzdalenost
(maji-li ji oba pruse¢iky stejnou, vybereme kterykoliv z nich). Body A, B pak sestrojime
jako obrazy bodu C v soumérnosti podle stfedu L, resp. M.

Diskuse: Tecny kruznice k rovnobézné s primkou LM maji od této primky dvé rizné
vzdalenosti, pravé kdyz stfed S kruznice k na primce LM neleZi; tehdy ma tloha jediné
feSeni. V opac¢ném piipadé, kdy stied S na primce LM lezi, ma tloha dveé feSeni.

Za Uplné feseni udélte 6 bodd, z toho 3 body za nalezeni podminky maximalni vzdalenosti C od LM,

2 body za postup konstrukce a 1 bod za spravné urceni obou moznych pocta feSeni. Intuitivné jasné urceni
nejvzdalengjsiho bodu kruznice k od pfimky LM neni nutné zduvodiovat (tfeti odstavec feSeni).



3. Oznac¢me postupné K, L, M, N body dotyku vepsané kruznice po fadé se stranami
AB, BC,CD, DA (obr.2). Protoze ABCD je rovnoramenny lichobéznik, jeho vnitini ahly
u vrcholtt A4, B, C, D maji po fadé velikosti o, o, 180° — v a 180° — «v. Usecky OA, OB,

D M C

Obr. 2

OC, OD lezici na osach téchto thli proto spolu se ¢tyfmi navzajem shodnymi tiseCkami
OK, OL, OM, ON rozdéluji cely lichobéznik na osm pravouhlych trojuhelniki, které se
shoduji v jedné odvésné a maji ostré vnitini thly %oz a 90° — %a. Téchto osm trojuhelniki
lze tudiz rozdélit do dvou c¢tveric shodnych trojihelniki: jednu z nich tvori trojihelniky



OAK, OAN, OBK, OBL a druhou trojuhelniky OCL, OCM, ODM a ODN. Odtud
plyne, ze obsah S lichobézniku ABCD je roven ¢tyfnasobku souctu obsahi trojuhelnikii
OBL a OCL, tedy ¢tyfnasobku obsahu trojihelniku O BC'. Podle vnitinich thld u vrcholt
B a C vidime, ze trojuhelnik OBC je pravouhly s odvésnami OB a OC, takze ma obsah
2|OB| - |OC| a hledany celkovy obsah S je tudiz S = 2|OB| - |OC].

Poznamka. Mald obmeéna ¢asti predchoziho postupu: je-li O stied kruznice vepsané
te¢novému ctyruhelniku ABCD, je snadné ukazat, Ze jeho obsah je roven dvojnasobku
souctu obsahti trojihelnikit OAB a OCD stejné jako trojihelniki OBC a ODA. Posledni
dva trojihelniky jsou u naseho rovnoramenného lichobézniku ABCD shodné.

Jiné reseni. Pro vysku v a strany a, b, ¢, d lichobézniku ABC'D s vepsanou kruznici
k(O,r) plati rovnosti v = 2r a a+c¢ = b+d. Z prvni z nich plyne, Ze stied O lezi na stfedni
pfi¢ce lichobézniku, jejiz délka % (a + ¢) je podle druhé rovnosti rovna (b + d). V nasem
pripadé ovSem plati b = d, takze stfedni pricka je shodna s obéma rameny a bod O je jejim
stfedem, nebot rovnoramenny lichobéznik je osové soumérny. Dohromady dostavame, ze
bod O lezi na kruznici sestrojené nad primérem BC', a proto je O BC pravouhly trojuhelnik
0 obsahu %\OB |-|OC|. Jeho vyska na preponu BC je vSak polomérem r vepsané kruznice k,
tudiz obsah trojihelniku O BC' je rovnéz roven %b% Porovnanim obou vyjadieni dostaneme
rovnost |OB| - |OC| = b-r. Pro hledany obsah S naseho lichobé&zniku proto plati

s=4FC y—b.2r=2.10B|-|0C).

Za Uplné reseni udélte 6 bodtl, z toho pri prvnim postupu 3 body za zdtvodnéni, ze dany lichobéznik je
sloZen ze dvou ¢tvefic shodnych trojihelniki, nebo za rovnost typu Soap + Socp = Sosc + Sopa. Za
hlubsi poznatek S = 4-Sopc uz udélte 4 body. 1 bodem ocente zjisténi, ze OBC' je pravouhly trojuhelnik,
stejné jako postup, kdy resitel pouze rozdéli dany lichobéznik na Céty¥i dvojice shodnych trojuhelnikt
a dalsiho pokroku v tivahach o jejich obsahu nedosahne.



2. Kruznice k se stfedem S je opsana pravidelnému Sestithelniku ABCDFEF. Tecna
v bodé A ke kruznici k protne primku SB v bodé K a te¢na v bodé B protne primku
SC' v bodé L. Dokazte, ze ctyfuhelniku K LCB lze opsat kruznici, kterd je shodna
s kruznici k.



2. Tec¢na ke kruznici k v bodé A je kolmé na primér AD, a tedy i na stranu BC
daného Sestitthelniku (obr. 1). Zaroven pfimky SB a AB sviraji s BC Sedesatistuptiovy
thel, takZe jsou soumérné sdruzené podle osy BC. Bod K je tudiz soumérné sdruzeny
s bodem A podle osy BC.

'B
S
A [ K
Obr. 1

Podobné tecna BL je kolma na B.S, takze svirda s pfimkou BC thel 30° stejné jako
primka BD. Piimka BL je tudiz soumérné sdruzenda s primkou BD podle osy BC'. Také
piimky SC' a CD jsou soumérné sdruzené dle osy BC, takze bod L je podle téze osy
soumérné sdruzeny s bodem D.

Dostali jsem tak, ze ¢tyfuhelnik K LC B je soumérné sdruzeny s lichobéznikem ADCB,
kterému je opsana kruznice k. Vrcholy ¢tyrtahelniku K LC B proto lezi na kruznici soumérné
sdruzené s kruznici k podle osy BC'. Tim je tvrzeni tlohy dokazano.

Za tuplné teseni udeélte 6 bodt, z toho 2 body za rozhodnuti fesitele dokazovat hypotézu o shodnosti
¢tytuhelniki ABCD a KLCB. Pfi vyuziti osové soumérnosti udélte 2 body za ditkaz sdruzenosti bodu A,



K a 2 body za sdruzenost bodi D, L. Misto soumérnosti lze dokazovat shodnost pfislusnych trojahelniku.
Lze také nejdiive sestrojit obrazy A’, D’ vrchold A a D v soumérnosti podle osy BC a pak ukézat, Ze

A=K aD' =1L.



2. Ctyrihelniku ABCD je vepsdna kruznice se stiedem S. Urcete rozdil |<xASD| —
— |<CSD|, jestlize |<xASB| — |<xBSC| = 40°.

RESENI. Paty kolmic ze stiedu S vepsané kruznice ke strandm AB, BC, CD a DA
ozna¢me po fadé pismeny K, L, M a N (obr.1). Pravoihlé trojuhelniky ASK a ASN
jsou shodné podle véty Ssu. Maji totiz spole¢nou preponu AS a shodné odvésny SK
a SL, jejichz délka je rovna poloméru vepsané kruznice. Ze shodnosti téchto trojihelnikt
plyne jednak znadmé tvrzeni o délkach tecen (|AK| = |AN]), jednak shodnost thlia ASK
a ASN, jejichz spole¢nou velikost oznacime a:

|XASK| = |xASN| = a.
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Obr. 1

Analogicky zjistime shodnost trojuhelniki SBK a SBL, dale pak SCL a SCM,
nakonec SDM a SDN. Na zakladé uvedenych shodnosti zjistime, ze lze polozit

|XBSK|=|xBSL|=p, |xCSL|=|xCSM|=v, |xDSM|=|xDSN|=26.
Odtud a z obr. 1 pak plyne

|XASD|— |xCSD| = (a+0)—(y+d) =a—vy=
= (a+ ) — (v+PB) = [xASB| — |xBSC| = 40°.

Zavér: |xASD| — |xCSD| = 40°.

ULOHY K PROCVICENI:

1. Teény vedené ke kruznici k(O,r) z bodu A se dotykaji kruznice k v bodech T a U.
Dokazte: a) |AT| = |AU]|, b) |xAOT| = |xAOU|.

2. Ctytthelniku ABCD je vepséna kruznice se stfedem O. Dokazte, 7ze a) |xDOC| =
= |xDAO| + |xABO|, b) AB || CD = |XAOD| =90°.

3. Teény vedené ke kruznici k(O, r) z bodu A se dotykaji kruznice k v bodech T  a U. T¥eti
te¢na protind tsecky AT a AU po fadé v bodech B a C. Urcete obvod trojuhelniku
ABC, je-li |AT| = 12cm. [24cm: pro bod V dotyku te¢ny BC plati |CV| = |CU|
a |BV| = |BT]|, takze |BC| = |CU| + |BT|.]



4. Tangram je sklidacka, kterou lze vyrobit z papiru rozrezanim vystriZzeného ctverce
na sedm dili podle c¢ar vyznacengych na obrdzku. Predpokladejme, Ze délka strany

2v2

V2 V2

ctverce je 2v/2 cm. Rozhodnéte, zda lze z dili tangramu sloZit:
a) obdélnik 2 cm x 4 cm,
b) obdélnik /2 cm x 4/2 cm.

RESEN{. a) Obdélnik slozit lze (obr. 2).

4
Obr. 2

b) Celkova délka ,iracionalnich® stran vsech dil@ tangramu je 10v/2cm. Je tedy
rovna obvodu obdélniku, ktery mame slozit. Odtud a z textu pomocné tlohy 1 plyne, ze
vSechny ,iracionalni“ strany dilti tangramu museji byt umistény na hranici skladaného



obdélniku. To vSak neni mozné, nebot protilehlé ,iraciondlni“ strany kosodélnikového
dilu maji vzdalenost mensi nez 1cm, kdezto nejmensi vzdalenost protilehlych stran
obdélniku je v/2 cm.

Zdvér: Obdélnik 2cm x 4cm lze z tangramu slozit, ale obdélnik v/2cm x 4v/2 cm
slozit nelze.

ULOHY K PROCVICENI:

1. Dokazte, Ze pro celd nezdporné Cisla a, b, ¢, d plati: Délku tsecky lze vyjadiit ve tvaru
a + bv/2 a soucasné ve tvaru ¢ + dv/2, pravé kdyz a = c a b = d. [Rovnost a + by/2 =
= c+d/2 je ekvivalentni se vatahem a — ¢ = (d — b)v/2, jehoz leva strana je celé &islo,
kdezto prava strana je pro d # b iracionadlni. Rovnost nastavé, jen kdyz plati a = ¢
ab=4d]

2. Dokazte, ze z tangramu nelze slozit kosodélnik se zakladnou délky 2 cm a vyskou 4 cm.
[Z dil&i tangramu lze sestavit pouze ty Uhly, jejichz velikost je ndsobkem 45°. Proto
mé kosodélnik velikosti vnitinich thla 45° a 135°. Ma-li vysku 4cm, mé jeho delsi
strana délku 4v/2 cm. Tangram mé sedm dilf1, z nich# jeding ¢tverec ma viechny strany
celoc¢iselné délky. Podél obou delsich stran kosodélniku je proto nutno umistit po jedné
siracionalni“ strané kazdého ze Sesti zbyvajicich ,iracionalnich“ dili. Zbydou tak prave
dvé strany délky v/2cm, jez museji byt uvniti skladaného kosodélniku. Jedna z nich
ziejmé patii dilu tvaru kosodélniku (nebot ten nemtize mit pro svou malou vysku
obé protilehlé ,iraciondlni“ strany na hranici sklddaného obrazce), druha dilu tvaru
trojuhelniku s iracionalnimi“ odvésnami. V dutsledku véty z pfedchozi tlohy musi
byt tyto strany umistény podél téze primky. To vSak neni mozné, protoze mohou byt
umistény jediné ve smérech navzajem kolmych.]

3. Uréete vSechny dvojice (a,b) pfirozenych ¢&isel, pro néz plati a + /5 = b+ aV/5.
[66—C—-I-1]

4. Urcete vSechny dvojice (a,b) pfirozenych &isel, jejichz rozdil a — b je pdtou mocninou
nékterého prvoéisla a pro néz plati a — 4vb = b+ 4y/a. [56-C-S-3]

5. Najdéte vSechny dvojice (a,b) nezdpornych realnych ¢&isel, pro které plati

Va2 +b+ Vb2 +a=+a2+b2+Va+b.

[48-C-S-1]



1. Trojuhelnik ABC' splituje pii obvyklém znaceni délek stran podminku a < b < c.
Vepsana kruznice se dotyka stran AB, BC a AC po fadé v bodech K, L a M. DokaZte,
ze z Gsecek AK, BL a CM lze sestrojit trojuhelnik, pravé kdyz plati b + ¢ < 3a.



1. Oznaéme z = |AK| = |AM|, y = |BL| = |BK]|, z = |CM| = |CL| (obr.1) shodné

Obr. 1

useky tecen z jednotlivych vrcholt trojuhelniku k vepsané kruznici. Ziejmé plati:

a=y+z, b=z4z, c=x+y.
Z uvedenych rovnosti vidime, Zze dand podminka
b+c<3a

je ekvivalentni nerovnosti
r<y+z,

coz je nutna podminka existence trojihelniku se stranami délek z, y a z.

(3)

Dosazenim z (1) do podminek b < ¢ a a < b zjistime, Ze z < y a y < x. To znamen4,
ze dalsi dvé trojuhelnikové nerovnosti y < z 4+ z a z < x 4+ y jsou automaticky splnény,
takze nerovnost (3), a tim i (2) je podminkou postacujici. Tim je tvrzeni ulohy dokézano.

Za Uplné Feseni udélte 6 bodi, z toho 1 bod za nalezeni rovnosti (1), 2 body za zjisténi ekvivalence vztaht

(2) a (3) a 3 body za dikaz, ze podminka (3) je nejen nutné, ale i postacujici.



2. V daném rovnobézniku ABCD je bod F stred strany BC' a bod F' lezi uvnitt strany
AB. Obsah trojthelniku AFD je 15 cm? a obsah trojihelniku FBE je 14 cm?. Uréete
obsah ¢tytuhelniku FECD.



2. Oznaéme v vzdalenost bodu C od pfimky AB, a = |AB| a © = |AF|. Pro obsahy
trojuhelnikit AFD a FBE (obr.1) plati: 1z -v =15, 1(a — z) - v = 14. Odtud zv = 30,
av — zv = 56. Seétenim obou rovnic nalezneme obsah rovnobézniku ABCD: Sapcp =
= qv = 86 cm?. Obsah ¢tyruhelniku FECD je tedy SrEcp = SaBcD — (SAFD +SFBE) =
= 57 cm?.

D C D C

A T a—x B

Obr. 1 Obr. 2

Jiné feseni. Trojuhelniky BEF a ECF maji stejnou vysku z vrcholu F' a shodné
zakladny BE a EC'. Proto jsou obsahy obou trojuhelniki stejné. Z obr. 2 vidime, Ze obsah
trojuhelniku CDF je polovinou obsahu rovnobézniku ABC'D (oba utvary maji spole¢nou
zékladnu C'D a stejnou vysku), druhou polovinu tvoii soucet obsahi trojihelnika AF D
a BC’F.QOdtud Srecp = Secr + Scpr = Secr + (Sarp + Sper) = Sarp +3SrBE =
= 57 cm*”.

Jiné feseni. Do rovnobézniku prikreslime usecky F'G a FH rovnobézné se stranami
BC a AB tak, jak znazornuje obr. 3. Rovnobézniky AFGD a FBEH jsou svymi tthlopfic-

Obr. 3



kami DF a EF rozdéleny na dvojice shodnych trojuhelnikt. Je tedy Sgpr = Sarpp =
=15cm? a Syrpr = Sprr = 14 cm?. Ze shodnosti rovnobézniktt HECG a FBEH navic
snadno nahlédneme, Ze vSechny ¢tyfti trojuhelniky FBE, FHF, HEC a CGH jsou shodné,
takze obsah étyituhelniku FECD je Sapp + 3Srpr = 57 cm?.

Za uplné feseni udélte 6 bodu. Za kazdou ciselnou chybu nebo nepodstatnou chybu pfi zdivodnovani

vypoctu nékterého obsahu strhnéte bod, za hrubou chybu p#i zduvodnéni strhnéte dva body. Je-li tloha
nedofesena, udélte dva body za kazdou spravné vypoctenou ¢ast obsahu ¢tyifahelniku FECD.



2. Pravouhlému trojuhelniku ABC' s preponou AB je opsdna kruznice. Paty kolmic
z bodi A, B na tecnu k této kruznici v bodé C oznacme D, E. Vyjadrete délku
usecky DE pomoci délek odvésen trojuhelniku ABC.

RESENT. Oznaéme odvésny trojuhelniku ABC obvyklym zptisobem a, b a protilehlé
uhly «, (. Stfed pfepony AB (stfed opsané kruznice) ozna¢ime O (obr.1).

Vyska v = C'P rozdéluje trojuhelnik ABC' na trojuhelniky AC'P a C BP podobné
trojuhelniku ABC podle véty uu (o + 5 = 90°), tsec¢ka OC' je kolma na DFE a na-
vic |OC| = |OA| = r (polomér opsané kruzmice). Odtud [<xOCA| = |xOAC| = «
a |[xDCA| =90° — |xOCA| = .

Pravouhlé trojiuhelniky ACP a ACD se spole¢nou preponou AC se tudiz sho-
duji i v thlech pfi vrcholu C. Jsou proto shodné, dokonce soumérné sdruzené podle
piimky AC. Analogicky jsou trojuhelniky C'BP a CBFE soumérné sdruzené podle BC.
Je tedy |CD| = |CE| = v, tudiz |DE| = 2v = 2ab/v/a? + b2, nebot z dvojiho vyjadieni
dvojnasobku obsahu trojuhelniku ABC' plyne v = ab/|AB]|, pficemz |AB| = va? + b2.

Pozndamka. Misto dvojiho vyjadfeni obsahu mizeme k vypoctu vysky CP vyuzit
podobnost trojihelniki CBP a ABC: sina = |CP|/|AC| = |BC|/|AB|.

A @) P B
Obr. 1 Obr. 2

JINE RESENI. Usecka OC je stiedni ptickou lichobézniku DABE, nebot je rovno-
bézna se zakladnami a prochazi stfedem O ramene AB. Je proto D obrazem bodu F
v soumeérnosti podle stfedu C'. Obraz F' bodu B v téze soumérnosti lezi na polopfimce
AD za bodem D (obr.2). Je |CF| = |BC| = a, thel ACF je pravy, trojuhelniky AFC
a ABC jsou tedy shodné. Vidime, ze C'D je vyska v trojihelniku AFC' shodné s vys-
kou v, trojuhelniku ABC, a DFE je jejim dvojnasobkem. Velikost vysky v. dopocitame
stejné jako v predchozim reSeni.



Jing RESENI. Usetky CD a CE (obr.3) jsou shodné s vyskami rovnoramennych
trojuhelnikit ACO, BCO na spole¢nou stranu OC'. Protoze tyto dva trojuhelniky maji
ve srovnani s tfetim trojihelnikem ABC polovi¢ni obsah a i jejich spoleé¢né strana OC
je oproti preponé AB polovic¢ni, jsou obé vysky na stranu OC trojuhelniki ACO, BC'O
shodné s vyskou na stranu AB trojuhelniku ABC'. Jeho vysku dopocitame jako v prvnim
FeSeni.

D

Odpovéd. |DE| = 2ab/v/a? + b2.

NAVODNE ULOHY:

1. Vyjadiete vysku v, pravouhlého trojuhelniku ABC s pravym uhlem pfi vrcholu C
pomoci stran a, b, ¢ tohoto trojihelniku.

2. Necht k je kruznice opsand pravouhlému trojuhelniku ABC s preponou AB délky c.
Oznacme S stied strany AB a D a F pruseciky os stran BC' a AC' s tymz obloukem AB
kruznice k. Vyjadiete obsah trojihelniku DSE pomoci délky ptepony c. [c? /8]

3. Vyjadfete obsah rovnoramenného lichobézniku ABCD se zdkladnami AB a C' D pomoci
délek a, c jeho zékladen a délky b jeho ramen. [1(a + ¢)/4b? — (a — c)?]

4. V obdélniku ABCD plati |AB| > |BC|. Oblouk AC kruznice, jejiz stied lezi na strané
AB, protiné stranu CD v bodé M. Dokazte, ze pfimky AM a BD jsou navzijem kolmé.
[48—-C-1-2]



4. Je ddn konvexni pétiuhelnik ABCDE. Na poloprimce BC' sestrojte takovy bod G,
aby obsah trojuhelniku ABG byl shodny s obsahem daného pétiuhelniku.

RESENI. Rozbor: Nejprve uvazme bod F, ktery je prisecikem piimky BC' a rov-
nobézky s FC' jdouci bodem D (protoze E ¢ BC, jsou EC' a BC' ruznobézky, obr.4).
Obsahy trojuhelnikit EC'D a ECF jsou shodné (maji spole¢nou stranu EC' a shodnou
vysku na tuto stranu), obsah pétithelniku ABCDE je tedy shodny s obsahem ¢tyiuhel-
niku ABFFE.

Obr.4

Dale uvazme bod G, ktery je prusec¢ikem primky BC' a rovnobézky s AF jdouci
bodem E. Potom jsou opét obsahy trojuhelniki AFE a AFG shodné, a jsou proto
shodné i obsahy ¢tyfuhelniku ABFE a trojuhelniku ABG. Bod G tak mé pozadovanou
vlastnost.

Hledany bod je na poloptimce BC jediny, nebot pro rtizné body X, Y na polopiimce
BC maji trojuhelniky ABX a ABY riazné vysky na spole¢nou stranu AB, maji tedy
rizné obsahy.

Popis konstrukce:

Lp;pl EC, D € p;

2. F; Fepn BC,

3.¢;q || AF, E € ¢;

4. G; G e qN BC;

Uloha ma jediné Feseni.



NAVODNE ULOHY:

1. Oznac¢me P prusecik uhlopfi¢ek daného konvexniho ¢tytuhelniku ABCD. Dokazte, Ze
ptimky AB a C'D jsou rovnobézné, pravé kdyz trojuhelniky ADP a BC P maji stejny
obsah. [Rovnost obsahti trojihelnikit ADP a BCP je ekvivalentni s rovnosti obsahti
trojuhelniki ABC a ABD se spoleénou stranou AB.]

2. V kruznici o poloméru 2 je dana tétiva AB délky 3. Urcete, jaky nejvétsi obsah muze
mit étyfahelnik AX BY', lezi-li jeho vrcholy X, Y na kruznici k. [Nejvétsi obsah 6 mé
deltoid, jehoz thlopticka XY je primeérem kruznice k.]

3. Je dén obdélnik ABCD. Necht ptimky p a q, které prochéazeji vrcholem A, protinaji
polokruznice vné pfipsané stranam BC a C'D daného obdélniku po fadé v bodech K
alL (B#K# C # L# D) arovnéz strany BC a CD po fadé v bodech P a Q tak, ze
trojuhelnik ABP ma stejny obsah jako trojuhelnik KCP a zaroven trojuhelnik AQD
ma stejny obsah jako trojuhelnik C'LQ. Dokazte, Ze body K, L, C lezi na téze pfimce.
[63-C-1-2]



2. V pravothlém trojuhelniku ABC' s preponou A B oznacme « velikost vnitiniho thlu
pii vrcholu A, ziejmé pak plati [ ACP| = 90° —«, | < PCB| = «. Stfed D kruZnice vepsané
trojtthelniku APC lezi na ose Gthlu PAC, takze | XDAC| = i, a podobné i [¥xPCE| = 1a.
Odtud pro velikost thlu AUC' v trojihelniku AUC', kde U je prusecik poloptimek AD a CFE
(obr. 1), vychézi

|¥xAUC| = 180° — (90° — a + 1) — 2o = 90°.
To znamen4, ze polopfimka AD je kolma na C'E, Gsecka DU je tudiz vyska v trojihel-
niku DEC. Uplné stejné zjistime, ze i polopfimka BE (jinak osa tthlu ABC) je kolma

na C'D. Dostéavame tak, Ze prisecik polopfimek AD a BE, cozZ je stfed kruznice vepsané
trojuhelniku ABC, je zaroven i pruse¢ikem vySek trojuhelniku DEC.

90°—a C

Obr. 1

Jiné fesSeni. Ozna¢me F' a GG odpovidajici pruseciky ptimek C'D a C'E se stranou AB
(obr. 2). Podle tvrzeni 2. tlohy $kolniho kola je trojihelnik C' AG rovnoramenny se zaklad-
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Obr. 2

nou CG. Osa AD thlu CAG rovnoramenného trojuhelniku CAG je tudiz i jeho osou
soumeérnosti a je proto kolmé na zakladnu CG, tedy i na CE. Podobné zjistime, Ze i troj-
thelnik C'BF je rovnoramenny se zakladnou C'F, takze osa BE thlu FBC je kolmé na
CF, tedy i na C'D. Prusecik obou os AD a BFE je tak nejen stfedem kruZnice vepsané
trojuhelniku ABC, ale i priusecikem vysek trojuhelniku CDE, coz jsme méli dokazat.

Za Uplné feSeni udélte 6 bodd. V opac¢ném pripadé ocernite 1 bodem jednotlivé dil¢i poznatky vedouci
k feseni (naptiklad vypocet jednoho z tthla ACP & PCE). Za odhaleni rovnoramenného trojuhelniku
CAG ¢i CBF a odkaz na skolni ulohu udélte 3 body stejné jako za jiny diukaz kolmosti AD a CE ¢i BE
a CD.

4. Oznac¢me O stied opsané kruznice, tedy stied pfepony AB daného pravotuihlého
trojahelniku ABC, a v velikost jeho vysky na pfeponu (obr. 3). Trojihelnik EDO je zfejmé
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rovnéz pravouhly, protoze jeho strany DO a EO jsou kolmé na odvésny trojuhelniku ABC
pritom jeho vyskou na pfeponu je tsecka OC (o velikosti %c) Vzhledem k soumeérnosti
usecky AC podle osy OD plati pro jeho tihel pfi vrcholu D, ze | CDO| = 90° — |« COD| =
= 90°—|XAOD| = «. Trojuhelniky EDO a ABC jsou tudiz podobné (uu). Koeficient k této
podobnosti je ddn pomérem délek odpovidajicich vysek na pfepony, takze k = |OC|/v =

= %c/’u, a protoze ve = 28, je
2

c
k= —.
45
V uvedené podobnosti odpovidé pfeponé AB prepona DE, proto pro jeji velikost plati
3
DE| =kc= —.
|DE| s

Jiné feseni. Ze soumeérnosti tecen z bodu ke kruznici plyne, Ze oba trojuhelniky AC' D
i BCE jsou rovnoramenné, |AD| = |DC|, | BE| = |CE|. Rovnoramenné jsou i trojihelniky
ACO a BCO, kde O je stied pfepony AB (ramena obou trojihelnikt maji velikost polo-
méru kruznice opsané pravouhlému trojuhelniku ABC, coz je %c) Ukézeme, ze jde o dvé
dvojice podobnych trojihelnikii ACD ~ BCO a ACO ~ BCE. K tomu si sta¢i vSimnout,
ze ve ¢tyfuhelniku AOC D, ktery je slozen ze dvou shodnych pravothlych trojihelniki, plati
|xCDA| = 180° — [ AOC| = |[xCOB|. Rovnoramenné trojuhelniky ACD a BCO jsou
tedy podobné podle véty uu. Z této podobnosti plyne rovnost |CD|: |CA| = |CO|: |CB],
takze pii b&Zném oznaceni odvésen dostévame |CD| = 1cb/a, a z podobnosti trojuhelniki
ACO a BCE pak |CE| = jca/b. Celkem tak je
b ca  cb?+ca®  cla®+b0?)

DE|=|D o _ _ o
IDE| = |DCI+|CEl =5+ 5 2ab 229 48

Pozndmky. Podobnost zminénych rovnoramennych trojihelniktt mizeme odvodit také
tak, Ze si vS§imneme rovnosti odpovidajicich ihld ACO a BCE pfi zadkladnéch: oba totiz
doplnuji thel OCB do pravého thlu (ACB, resp. OCE). Proto ACO ~ BCE.

Dalsi moznost skyta objeveni rovnosti [XADO| = |«xBAC| = a (ramena jednoho
thlu jsou kolmé na ramena druhého). Z pravotuhlého trojihelniku ODA tak mame |AO)| :
: |AD| = tg|xADO| = tga = a : b, takie |CD| = |AD| = }cb/a, a analogicky pro
pravouhly trojuhelnik OFB.

Za plné reseni udélte 6 bodu. Za odhaleni vhodné rovnosti thla udélte 3 body, za vypocet délky usecky
DE dalsi 3 body.



2. V pravouhlém trojuhelniku ABC' oznac¢ime P patu vysky z vrcholu C' na preponu AB.
Prusecik usecky AB s primkou, ktera prochazi vrcholem C' a stfedem kruznice vepsané
trojuhelniku PBC, oznac¢ime D. Dokazte, Ze tsecky AD a AC jsou shodné.



2. V pravouhlém trojihelniku ABC' s preponou AB pro velikosti o, # thlt pri
vrcholech A, B plati a+ 5 = 90°, proto je [ KACP| =90°—a = a |xBCD| = |xDCP| =
= 2(90° — 8) = 1a, nebot pfimka CD je osa thlu BCP (obr.1). Pro vngjsi tthel ADC
trojuhelniku BCD tak ziejmé plati [ ADC| = |xDBC| + |¥BCD| = 3+ sa = [xDCA|.

Zjistili jsme, Ze trojuhelnik ADC mé u vrcholi C, D shodné vnitini dhly, je tedy
rovnoramenny, a proto |AD| = |AC].

C




2. Vrcholem C pravoihelniku ABC D vedte pfimky p a q, které maji s danym pravo-
uhelnikem spolecny pouze bod C, pricemz primka p md od bodu A nejvétsi moznou
vzddlenost a primka q vymezuje s primkami AB, AD trojuhelnik co nejmensiho
obsahu.

RESEN{. Pata P kolmice z bodu A na piimku p prochéizejici bodem C lezi na
Thaletové kruznici nad primérem AC'. Vzdélenost bodu A od pfimky p, tj. délka tsecky
AP, je tedy nejvyse rovna velikosti priméru AC'. Pfitom rovnost nastane, pravé kdyz
je pfimka p kolméa na thlopticku AC. Ptitom je ziejmé, ze takova piimka p ma s danym
pravouhelnikem spole¢ny pouze bod C.

Zvolme nyni libovolnou primku g tak, aby méla s pravotihelnikem ABC'D spole¢ny
jen bod C'. Jeji pruseciky s pfimkami AB, AD ozna¢me M a N (v uvedeném pofadi).
Déle ozna¢me M’ obraz bodu M v soumérnosti podle piimky BC a N* obraz bodu N
v soumérnosti podle pfimky C'D. Protoze |<xNCD| + |xMCB| = 180° — |xBCD| =
= 90°, plyne z pravé uvedenych soumérnosti rovnost |[xMCM'| = 2|xMCB| =
= 2(90° — [x NCD|) = 180° — 2|xNCD| = 180° — | xNCN*|. Body C, M’ a N* lezi
tudiz na téze poloprimce s poc¢atkem C. Pro obsah trojuhelniku AM N tak vzdy plati
(obr. 2)

Samn = Sapep + Seyme + Spen = Sapep + Svse + Spn+c 2 2SaBeD,

s rovnosti, pravé kdyz polopfimka CM’ = CN* bude prochazet vrcholem A daného
pravouhelniku, tj. pravé kdyz M’ = A = N* (pak budou BC a CD stfednimi pfickami
trojuhelniku AMN).

TN
a9~ | N
D C D C
M N~ M
A/M' B M A B
N*

Obr. 2



Zavér. Primku ¢, pro kterou je obsah trojuhelniku AM N minimélni, sestrojime
jako pfimku CM, kde M je obraz bodu A v osové soumeérnosti s osou BC'.

Pfimka p s nejvétsi moznou vzdalenosti od bodu A za danych podminek, je kolmice
na usecku AC sestrojend v bodé C.

Poznamka. K pravé uvedenému feseni muize zaky inspirovat aktivita se skladanim
papiru popsana v tloze 2.1. Misto skladanim papiru lze situaci modelovat na pocitaci
v nékterém z nastroji dynamické geometrie, naptiklad v Cabri geometrii nebo v Geo-
nextu.

JINE RESENI. Ozna¢me P patu kolmice z bodu A na hledanou piimku p a ¢ velikost
odchylky pfimek p a AC. Pro vzdalenost d pfimky p od bodu A plati d = |AP| =
= |AC|sinp < |AC/|. P¥imka p mé tedy nejvétsi moznou vzdalenost od bodu A, pravé
kdyz je kolma na AC.

Uvazujme libovolnou pfimku ¢, kterda ma s pravouhelnikem ABCD spolecny jen
bod C, a budeme hledat, za jakych podminek ohranic¢uje spolu s pfimkami AB a AD
trojuhelnik nejmensiho obsahu. PouZijeme oznaceni z obr.2 a zavedeme a = |AB| =
= |DC|, z = |BM]|, b = |AD| = |BC| a y = |DN|. Pomoci téchto veli¢in vyjadiime
obsah trojuhelniku AM N a odhadneme jej uzitim A-G nerovnosti:

SAMN = %(a-ﬁ—x)(b—i—y) = %(ab-ﬁ—xy-l—ay-l—bx) = %(ab-l—xy—i—%/ab-xy). (1)
Z podobnosti trojuhelnikt BMC ~ DCN dostavame |DN|/|BC| = |DC|/|BM|, coz
vzhledem ke zvolenému oznaceni davd zy = ab. Po dosazeni do (1) a po jednoduché
upravé tak dostaneme Syyn 2 2ab = 2Sapcop. Pritom rovnost nastane, pravé kdyz
plati ay = bx. Spolu s podminkou zy = ab pfredstavuji oba vztahy soustavu rovnic
s neznamymi z, ¥y, jejimz vyTesenim dostaneme x = a a y = b. Dospéli jsme tedy ke
stejnému vysledku jako v prvnim feSeni, kde jsme téz uvedli konstrukci primky q.

JINE RESENI. Postupujeme stejné jako v predchozim feSeni s tim rozdilem, Ze nej-
prve z podobnosti trojihelniki BMC ~ DCN uréime y = ab/x a potom odhadneme
obsah trojuhelniku AM N pomoci tvrzeni z tlohy 5.2 takto:

SamMN = %(a—f—x)(b—ky) = %(CH_Q;)(ZH_ %b) —

— %<2ab+bx+ %b) = ab+ %ab(g + g) Z 2ab.

- P . L a .. . ; ;
Rovnost nastava, pravé kdyz — = —, coz je ekvivalentni s podminkou = = a.
a x

ULOHY K PROCVICENI:

2.1. Na list papiru tvaru obdélniku narysujte podle obrazku
pravouhelnik ABCD tak, aby jeho strany AB a AD
splyvaly s okrajem papiru. Pak sestrojte primku, aby
meéla s pravotuhelnikem spoleény jen bod C' a jeji prunik D C
listem papiru tvoril isecku M N, podél niz papir rozfiz- M
néte. Vznikly papirovy model trojihelniku AM N s na-
rysovanym obdélnikem ABCD piehnéte podél tsecek A B
BC a DC'. Tuto ¢innost nékolikrat opakujte, pfitom pro tentyz pravouhelnik ABCD
volte rtizné délky usecky BM. Co lze z vysledku usoudit o poméru obsahii trojahelniku
AMN a pravouhelniku ABC D? Hypotézu dokazte.

2.2. Dokazte, Ze pro libovolna nezaporna cisla a, b plati %(a +b) 2 Vab, pFiéemz rovnost

N

nastane, pravé kdyz a = b. [Zaktim lze poradit substituci a = u? a b = v2 nebo a = m—d
ab=m+d kdem=z(a+b)a0<ld < gm]

3



2.3. Je dan ostry tthel KBL a bod M jeho vnitfku. Sestrojte bodem M pfimku p tak,
aby vytinala z thlu K BL trojuhelnik ABC nejmensiho mozného obsahu. [Kufina, F.:
Uméni vidét v matematice, str. 101]

2.4. Je dan ostry tthel XVY a jeho vnitini bod C. Sestrojte na rameni VX bod A a na
rameni VY bod B tak, aby vznikly trojihelnik ABC mél co nejmensi obvod. [Polék,
J.: Stfedoskolska matematika v tlohach II, str. 262]



4. Kruznice k(S;r) se dotykd primky AB v bodé A. Kruznice l(T;s) se dotykd
primky AB v bodé B a protind kruznici k v krajnich bodech C, D jejtho primeéru.
Vyjadrete délku a usecky AB pomoci poloméri r, s. DokaZte ddle, Ze prusecik M
primek CD, AB je stredem usecky AB.

RESENI. Protoze kruznice | ma za tétivu pramér C'D kruznice k a dané kruznice
nejsou totozné, plati pro jejich poloméry nerovnost s > r. Oznacime-li P patu kolmice
z bodu S na tsecku BT (obr.4), pak z Pythagorovy véty pro pravothlé trojuhelniky

S
C

r

k 9Y
r
A M

Obr. 4
CST a SPT plyne
|ST|2:.92—7“2 a |ST|2: |SP|2+(S—?“)2. (1)

Odtud pro velikost tsecky SP vychazi
ISP = (s —1?) — (s —r)* = 2r(s — 7).
A protoze ABPS je pravouhelnik, dostavame
AB| = |SP| = \/2r(s — 7).
Z pravouhlych trojuhelnikai AMS a MTS dale podle prvni rovnosti v (1) plyne
|AM|* = |SM|?> — 72 = |[MT|? — |ST|?> —r? = |[MT|? — 5,
pritom z pravothlého trojihelniku MBT mame
|IBM|* = |MT|* — s*.
Je proto |AM| = |BM]|, a bod M je tedy stfedem tsecky AB.

Pozndmka. Zavér, ze M je sttedem usecky AB, plyne okamzité z mocnosti bodu M
k obéma kruznicim (bod M lezi na tzv. chordale obou kruznic). Tyto pojmy jsou vSak
pro soutézici kategorie C dosud nezndmé a nebudou nezbytné ani pro feSeni dalsich
soutéznich kol.



ULOHY K PROCVICENT:

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

Kruznice k, [, m se po dvou vné dotykaji a vSechny tfi maji spolecnou tecnu. Poloméry
kruznic k, [ jsou 3cm a 12 cm. Vypoctéte polomér kruznice m. Najdéte vSechna feSeni.
[65—-C-1-2]

Kruznice k, [, m se dotykaji spolec¢né te¢ny ve tfech riznych bodech a jejich stiedy lezi
v pfimce. Kruznice k a [ stejné jako kruznice [ a m maji vnéjsi dotyk. Urcete polomér
kruznice [, jestlize poloméry kruznic k a m jsou 3cm a 12 cm. [55-C—-S-3]

Kruznice k, I s vnéjsim dotykem lezi obé v obdélniku ABCD, jehoz obsah je 72 cm?.
Kruznice k se pfitom dotyka stran CD, DA a AB, zatimco kruznice [ se dotyké stran
AB a BC. Urcete poloméry kruznic k a I, jestlize polomér kruznice k je v centimetrech
vyjadfen celym éislem. [55—C—II-3]

Do kruznice k o poloméru r jsou vepsany dvé kruznice ki, k2 o poloméru %r, jez se
vzajemné dotykaji. Kruznice [ se vné dotyka kruznic k1, ko a s kruznici k mé vnitini
dotyk. Kruznice m ma vnéjsi dotyk s kruznicemi ko a I a vnitini dotyk s kruznici k.
Vypoététe poloméry kruznic I a m. [55-B-1-6]



3. Je déana kruznice k se stfedem S. Kruznice | ma vétsi polomér nez kruznice k, pro-
chazi jejim stfedem a protind ji v bodech M a N. Piimka, kterd prochazi bodem N
a je rovnobézna s primkou M.S, vytind na kruznicich tétivy NP a NQ. Dokazte, ze
trojuhelnik M PQ je rovnoramenny.



3. Polomér kruznice k oznacme r. Oznaceni vrcholi P, () v trojuhelniku M PQ
neni duilezité, proto bez Gjmy na obecnosti oznac¢me jako P ten z bodd pfimky vedené
bodem N rovnobézné s primkou M S, ktery lezi na kruznici k. Bod @) pak lezi na kruznici [
a Ctyftihelnik NQM S je lichobéznik vepsany kruznici [ (obr.1). Je tedy rovnoramenny
s rameny M@ a NS délky r. Navic i tisecky SP a SM maji délku r. Z rovnoramenného
trojihelniku N PS a rovnoramenného lichobézniku NQM S plyne rovnost thli [<SPN| =
= |XSNP| = |xMQP)|. Pticka PQ tedy protina piimky SP a M@ pod stejné velkymi thly,
a proto (podle véty o souhlasnych tihlech) jsou piimky SP a M@ rovnobézné. Ctyithelnik
PQMS je tudiz rovnobéznik, a protoze |SM| = |SP| = r, je to dokonce kosoc¢tverec. Odtud
je jiz ziejmé, ze trojuhelnik M P() je rovnoramenny s rameny P(Q) a MQ délky r.

Obr. 1

Pozndmka. Existence tétiv NP a N@Q v zadani je zarucena diky predpokladu, ze
kruznice | ma vétsi polomér nez kruznice k. Oznacime-li C' stfed tsecky SM a FE ten
prusecik kruznice k s osou usecky S M, ktery lezi v poloroviné SM O, bude stied O kruznice [
lezet na polopiimce C'E az za bodem E (obr.2). Dalsi prusec¢ik N obou kruznic proto

Obr. 2

padne do pasu mezi rovnobézkami SM a NyE v poloroviné OC'S, kde Ny je ¢tvrty vrchol
kosoctverce s vrcholy S, M, E. K tomu stac¢i ukazat, ze kruznice [ protne polopiimku E N,



az za bodem Ny, ze tedy jeji polomér OS je vétsi nez délka tisecky O Ny. Toto srovnani dvou
stran trojuhelniku OS Ny snadno plyne z porovnani jeho vnitinich hla: thel u vrcholu Ny
je nejvetsi, nebot oba thly pfi protilehlé strané O.S jsou mensi nez 60° (trojahelnik ES Ny
je rovnostranny). Snadno nahlédneme, Ze kazdd z rovnobéZzek uvedeného pasu protind
kazdou z obou kruznic ve dvou bodech (vzdy soumérné sdruzenych podle pfislusné osy
kolmé na SM).

Tim je prokazana nejen existence obou tétiv NP a N(Q), ale i to, ze jejich krajni body
P a @Q lezi na stejnou stranu od bodu N (jako na obr.1), nebot oba body zfejmé lezi
v poloroviné opacné ke zminované poloroviné OC'S.
Za Uplné feseni udélte 6 bodi, z toho 2 body za zduvodnéni, ze NQM S je rovnoramenny lichobéznik, 1 bod
za dikaz shodnosti ahla SNP a SPN, 2 body za dtukaz, ze PQMS je rovnobéznik a 1 bod za zdavodnéni

|PQ| = |MQ| = r. Existenci obou tétiv vySetfovanou v zdvéreéné poznamce neni nutné dokazovat, protoze
je predpokladem tulohy.



2. Kruznice k(S;6cm) a I(O;4cm) maji vnitini dotyk v bodé B. Urcete délky stran
trojuhelniku ABC', kde bod A je priisecik piimky OB s kruznici k a bod C' je priisecik
kruznice k s tecnou z bodu A ke kruznici (.



2. Bod dotyku kruznice [ s te¢nou z bodu A ozna¢me D (obr.1). Z vlastnosti tecny
ke kruznici plyne, ze thel ADO je pravy. Zaroven je pravy i ihel ACB (Thaletova véta).

Obr. 1

Trojihelniky ABC a AOD jsou tak podobné podle véty uu, nebot se shoduji v tihlech
ACB, ADO a ve spole¢ném tuhlu pfi vrcholu A. Z uvedené podobnosti plyne

|BC| _ |AB| "
OD| ~ 40|

Ze zadanych ¢iselnych hodnot vychézi |OD| = |OB| = 4cm, |OS| = |SB| — |OB| =
=2cm, |OA| =|0S|+|SA| =8cm a |AB| = 12cm. Podle (1) je tedy |BC|: 4cm =12 : 8
a odtud |BC| = 6cm. Z Pythagorovy véty pro trojuhelnik ABC nakonec zjistime, Ze

|AC| = V122 — 62 cm = 6+/3 cm.

Za uplné a spravné zdavodnéné feseni udélte 6 bodh. Z toho 2 body za obrazek a zdtvodnéni pravych
ahld, 2 body za zdtvodnéni podobnosti trojuhelnikt a sestaveni potfebné rovnice, 2 body za dopocitani
délek stran BC' a AC.



3. Mame ctverec ABCD se stranou délky 1cm. Body K a L jsou stredy stran DA
a DC. Bod P lezi na strané AB tak, Ze |BP| = 2|AP|. Bod Q lezi na strané BC
tak, Ze |CQ| = 2|BQ|. Usecky KQ a PL se protinaji v bodé X . Obsahy ctyiihelniki
APXK, BQXP, QCLX a LDKX oznac¢ime postupné Sa, Sg, Sc, Sp (obr. 1).

a) Dokazte, Ze Sp = Sp.
b) Vypoctéte rozdil Sc — Sa.
c) Vysvétlete, pro¢ neplati Sq4 + Sc = S + Sp.

RESEN{. a) Ctyfthelniky ABQK a DAPL jsou shodné (jeden z nich je obrazem
druhého v otoceni 0 90° se stiedem ve stfedu ¢tverce ABCD). Proto maji i stejny obsah,
tedy Sa + Sp =S4 + Sp. Z toho hned dostavame S = Sp.

b) Snadno se ndm podafi vypocitat obsah pravoihlého lichobézniku ABQK , nebot
zndme délky zakladen i vysku. Dostaneme Sy + Sp = (5 + 3) - 5 = 15 cm?. Podobné
vypoétem obsahu lichobézniku PBCL dostaneme Sc + Sp = (3 + 2) - 3 = L em?
7

Odectenim prvni ziskané rovnosti od druhé dostdvame S¢ — S4 = 15 — 1—52 = % cm?.

c¢) Nerovnost mezi obsahy S4 + Sc a Sg + Sp (jejichz pfimé vypocty jsou nad sily
zaki 1. roéniku) mizeme zduvodnit nésledujicim zpisobem. Soucet téchto dvou obsahii
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je 1cm?, takze se nerovnaji, pravé kdyz je jeden z nich mensi nez 1

1
2

Sp + Sp (rovny 2Sp, jak uz vime), kdyz ukdzeme, Ze obsah Sp je mensi nez

cm?. Bude to obsah

2

Zcm.

Udélame to tak, ze do celého ¢tverce ABC'D umistime bez prekryti ¢tyfi exemplaie
dotyc¢ného ctytuhelniku PBQX. Jak, to je patrné z obr. 2, kde M, N znaci stfedy stran

BC, AB a R, S body, jez déli strany CD, DA v poméru 1 : 2.

JINE RESENI ¢asti c). Tentokrat misto nerovnosti Sp + Sp < %ch dokazeme
ekvivalentni nerovnost S4 + S¢o > %cmz. Proto se pokusime ,,premistit® ¢tyrthelnik
APXK tak, aby lezel pti ctyfthelniku XQCL a aby se jejich obsahy daly i geometricky
secist. Uhly AKQ a DLP jsou shodné a |AK| = |DL|, proto miizeme &tyfuhelnik
APX K premistit ve ¢tverci ABCD do jeho ,rohu“ D tak, Ze se ke ¢tyituhelniku XQCL
,primkne“ podél strany LX svou stranou LY, kde Y je prusecik tsecek SM a PL

z puvodniho feSeni (obr.3). Obsah S4 + S¢ je pak obsahem Sestitthelniku DSYXQC.

Proc je vétsi nez % cm?, 1ze zdtivodnit napiiklad takto:

Usecka spojujici bod L se stiedem U tisecky K@ protne tsecku SM v jejim
stfedu V. Ctyfthelnik UQMV mé obsah rovny poloviné obsahu rovnobézniku KQM S,
tedy rovny obsahu trojuhelniku K MS. Proto ma Sestithelnik DSV UQC' obsah rovny
obsahu ¢tyfiahelniku KM CD, tj. poloviné obsahu ¢tverce ABCD. Obsah S4 + S¢ je
jesté vétsi, a to o obsah ¢tyruhelniku XUVY. Je tedy vskutku S4 + S¢o > % cm?.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Je dan lichobéznik ABCD s del$i zédkladnou AB a prusecikem tuhlopficek P. Vime, Ze

obsah trojuhelniku ABP je 16 a obsah trojahelniku BC'P je 10.

a) Vypoditejte obsah trojuhelniku ADP.

b) Vypoéitejte obsah lichobézniku ABCD.
[Trojuhelniky ABC a ABD maji spole¢nou stranu AB a stejné vysky na tuto stranu,
maji tedy stejny obsah. Proto maji stejny obsah i trojihelniky ADP a BCP. Ob-
sah trojuhelniku CDP vypocteme napriklad z jeho podobnosti s trojahelnikem ABP,
pomér podobnosti je |AP|/|CP|= Sapp/Scpp. Dostaneme Sppcp = 169/4.]

N2. Ve c¢tverci ABCD o strané délky 1 oznac¢me K, L po fadé stfedy stran AB, AD.
Primky CK a BL se protinaji v bodé M, piimky C'L a KD se protinaji v bodé N.
Ukazte, ze soudet obsahil trojuhelnikt KBM, KLN a CDN neni vétsi nez 3/8. [P¥imo
vypocitat obsahy jednotlivych trojahelnikt jde jen tézko. Pomohlo by pfemistit tyto
trojuhelniky ,vice k sobé“, aby se jejich obsahy daly geometricky secist. Napiiklad
diky osové soumérnosti podle pfimky AC je trojihelnik K LN shodny s trojuhelnikem
KLM. A obsah trojuhelniku KBL uz vypoditame snadno, je to 1/8. Zbyva ukézat,
ze obsah trojuhelniku DCN je mensi nez 1/4. To je hned vidét z toho, ze trojuhelnik
DCN je &4sti trojuhelniku DCL s obsahem 1/4.]

D1. V ostroahlém trojuhelniku ABC ozna¢me D patu vysky z vrcholu C' a P, @ odpovida-
jici paty kolmic vedenych bodem D na strany AC a BC. Obsahy trojihelnikd ADP,
DCP, DBQ, CDQ oznacme postupné Si, S2, S3, S4. Vypoditejte S1 : Ss, jestlize
S1:82=2:3aS53:854=3:8. [C-55-]-5]

D2. V libovolném konvexnim ¢tyfahelniku ABC D oznacme E stfed strany BC' a F stied

3



D3.

D4.

strany AD. Dokazte, Ze trojuhelniky AED a BFC maji stejny obsah, pravé kdyz jsou
strany AB a C'D rovnobé&zné. [C—54-1-3]

Spojnice stfedd stran AB a C'D konvexniho ¢tyfuhelniku ABCD rozdéli tento ¢tyf-
thelnik na dvé ¢asti o stejném obsahu. Ukazte, Ze pfimky AB a C'D jsou rovnobézné.
[Oznaéme S a T po fadé stiedy stran AB a C'D. Trojthelniky DST a C'ST maji stejny
obsah (stejné dlouhé strany DT a CT, spole¢nou vysku). Proto trojuhelniky ADS
a BCS maji stejny obsah, a protoze maji stejné dlouhé strany AS a BS, museji mit
i stejné vysky, body D a C jsou tedy stejné vzdaleny od pfimky AB.]

Najdéte vSechny konvexni ¢tyituhelniky ABC D s nésledujici vlastnosti: v roviné ¢tyi-
thelniku ABCD existuje bod P takovy, ze kazda pfimka vedend bodem P rozdéli
¢tyfahelnik ABC'D na dvé &asti o stejném obsahu. [49-A-T1-4]



6. Je ddn lichobéinik ABCD. Stred zdkladny AB oznacme P. UvazZujme rovnobézku
se zdkladnou AB, kterd protindg usecky AD, PD, PC, BC postupné v bodech K,
L, M, N.
a) Dokazte, Ze |KL| = |MN|.
b) Urcete polohu primky KL tak, aby platilo i |KL| = |LM|.

RESEN{. a) P¥imky AB, CD a K L jsou rovnobézné, proto v dané situaci dovedeme
najit vicero dvojic trojuhelnikii podobnych vzdy podle véty wu. Tyto podobnosti lze
vyhodné zapsat pomoci poméri vzdalenosti, coz vyuzijeme v diitkazu toho, ze tsecky
KL a MN maji stejnou délku.

Oznac¢me x vzdalenost ptimek AB a KL a y vzdalenost primek KL a C'D. Pomoci
téchto vzdalenosti nyni vyjadiime koeficienty podobnosti odpovidajicich trojuhelnik.



Trojuhelniky APD a K LD jsou podobné, proto

KLy
|AP|  z+vy’

Trojthelniky BPC a NMC jsou podobné, proto

[MN| _ y
|PB| x+vy

Spojenim obou rovnosti dostavame

KLl _ y _ |MN|
|AP|  z+y |PB|’

a protoze |AP| = |PB]|, plyne odtud |KL| = |MN|.

b) Chceme sestrojit bod L tsecky PD takovy, ze |KL| = |LM|. Rozebereme dva
pripady podle toho, zda je ¢i neni pfimka PC rovnobézna s piimkou AD.

Jestlize je primka PC rovnobézna s AD, je APC D rovnobéznik a jediny vyhovujici
bod L je stfed tsecky PD neboli prusec¢ik tthlopti¢ek rovnobézniku APC'D (podminka
|KL| = |LM| tu vyjadfuje shodnost trojuhelniki K LD a M LP, ktera nastane, pravé
kdyz |LD| = |LP|, obr. 4).

R

WANE7ANira
/WBA P B

Obr. 4 Obr. 5

Jestlize se pfimky PC a AD protinaji v néjakém bodé R (obr. 5), bude bod L prise-
¢ikem usecky DP s primkou, na niz lezi téznice trojuhelniku APR z vrcholu R. Plyne to
z poznatku, ze s useCkou AP jsou podle stredu R stejnolehlé vsechny v iivahu pripadajici
usecky K M, a proto stiedy vSech téchto tisecek lezi na pfimce jdouci bodem R a stfedem
usecky AP.

7 uvedenych konstrukci plyne, ze vyhovujici bod L je vzdy jediny, existuje tudiz
praveé jedna rovnobézka s primkou AB s pozadovanymi vlastnostmi.

Pozndmka. Jak jsme uvedli v feSeni, pokud jsou pfimky PC a AD rovnobézné,
je hledanym bodem L, pro ktery plati |KL| = |LM|, prusecik thlopfi¢ek rovnobéz-
niku APCD. Pokud ptimky PC a AD rovnobézné nejsou, tj. APCD je lichobéznik, je
i v tomto pripadé prisecik jeho uhlopricek vybornym kandidatem pro takovy bod L.
Vypoctem s vyuzitim podobnosti se da ukézat, ze tomu tak vskutku je, takze hleda-
nym bodem L je v kazdém prfipadé prusecik thlopticek ¢tyithelniku APCD (viz téz
ulohu N1).



NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

V lichobézniku ABCD s pruseCikem tuhlopficek P sestrojme rovnobézku se zaklad-
nou AB prochézejici bodem P. Tato pfimka protne ramena AD a BC' v bodech K a L.
Ukazte, ze bod P je stfedem usecky K L. Vypocitejte délku tsecky K L, jestlize vite, ze
|AB| = a, |CD| = c. [Vyuzijeme podobnost dvojic trojuhelniki DKP a DAB, CPL
aCAB, PAB a PCD. Oznac¢ime-li v1 vysku trojuhelniku PAB a vg vysku trojihelniku
PCD, je |[KP|=|LP|=a-v2/(v1 +v2). Odtud |KL| = 2ac/(a + c).]

Je déan lichobéznik ABCD s delsi zédkladnou AB. Necht X, Y jsou po fadé pruseciky
dvojic pfimek AD a BC, AC a BD. Dokazte, ze body X, Y a stfedy zakladen lichobéz-
niku ABCD lezi na jedné piimce. [Stejnolehlost se stifedem v bodé X zobrazujici tsecku
AB na tse¢ku CD zobrazi stfed jedné zakladny do stfedu druhé zakladny, proto stiedy
zakladen a bod X lezi v pfimce. Analogicky lezi v pfimce stfedy zakladen a bod Y. Je
vhodné zkusit i feseni vyuzivajici jen podobnost trojihelniki bez odkazu na vlastnosti
stejnolehlosti.]

Je dén lichobéznik ABCD se zédkladnami AB a C'D. Ozna¢me E stted strany AB, F
stfed tsecky DE a G prusecik usecek BD a CE. Vyjadrete obsah lichobézniku ABC'D
pomoci jeho vysky v a délky d tusecky F'G za predpokladu, Ze body A, F, C lezi na
jedné piimce. [56-C—I1-4]

Sestrojte lichobéznik ABCD s vyskou 3cm a shodnymi stranami BC, CD a DA, pro
néjz plati: Na zakladné AB existuje bod E takovy, ze tsecka DE méa délku 5cm a déli
lichobéznik na dvé ¢asti se stejnymi obsahy. [52—-C—1-4]



3. Lichobéznik ABC'D ma zakladny AB a C'D po fadé délek 18cm a 6 cm. Pro bod F
strany AB plati 2|AE| = |EB|. Tézisté trojuhelnikat ADE, CDE, BCFE, jez oznadime
po tfadé K, L, M, tvori vrcholy rovnostranného trojuhelniku.

a) Dokazte, ze pfimky KM a C'M sviraji pravy uhel.
b) Vypoctéte délky ramen lichobézniku ABCD.



3. Ctytthelnik AECD je rovnobéznik, protoze jeho strany AE a C'D jsou rovnobézné
a stejné dlouhé (obé méfi 6 cm). Na jeho thlopficce AC' tak lezi téznice trojuhelniku ADE
z vrcholu A i téZnice trojuhelniku CDFE z vrcholu C, a proto na této pfimce lezi i body

Vv

jsou usecky AK, KL a LC stejné dlouhé.

D C

Obr. 1

Bod L je stfedem usecky K C, proto na ose soumérnosti usecky K M lezi nejen vyska
rovnostranného trojuhelniku K LM, ale i stfedni pricka trojuhelniku KMC'. Proto je
primka C'M kolmé na K M.

Zbyva vypocitat délky ramen lichobézniku ABCD. Ozna¢me P stfed tsecky EB.
Protoze CM je kolmé na KM, je téznice C'P kolma na EB, takze trojihelnik EBC je
rovnoramenny, a tudiz i dany lichobéznik ABC'D je rovnoramenny. Délku ramene BC
nyni vypocteme z pravouhlého trojuhelniku PBC', v némz zname délku odvésny PB. Pro
druhou odvésnu CP zfejmé plati

V3

3
[CP| = 5|CM| =3 - |[KM],



jak snadno plyne z vlastnosti trojihelniku K M C'. A protoze |K M| = %|AP | z podobnosti
trojuhelnikt KMC a APC, je (pocitano v centimetrech)

2 2
cP|=3- \[|KM|—3 f 31API = \/§-§|AB|:12\/§.

Potom

|BC| = \/|PBJ2 + |PC|2 = /36 4+ 122 -3 = 6v/1 + 12 = 6/13.
Ramena daného lichob&zniku maji délku 6v/13 cm.

Alternativnt diukaz kolmosti primek KM o CM: Protoze bod L je stiedem tsecky KC
a zaroven |LK| = |LM]|, nebot trojuhelnik K LM je rovnostranny, lezi bod M na Thaletové
kruznici nad primérem KC|, takze trojuhelnik K M C' je pravouhly.

Za Gplné reseni udélte 6 bod, z toho 3 body za diikkaz kolmosti pfimek KM a CM a 3 body za vypocet délek
obou ramen lichobé&zniku ABC D. Netiplné feSeni hodnotte podle pokroku, kterého zék dosdhl. V uvedeném
feseni by rozdéleni bodt bylo nasledujici: dikaz kolmosti KM a CM — 3 body, z toho 1 bod za odivodnéni
toho, Zze bod L je stfedem tsecky KC; vypocet délky tsecky KM — 1 bod; vypocet délky jednotlivych
ramen — po 1 bodu.



2. Je dan ctverec se stranou délky 6 cm. Najdéte mnozinu stfedi vsech pricek ctverce,
které ho déli na dva étyiahelniky, z nichz jeden ma obsah 12 cm?. (Pfickou étverce
rozumime tusecku, jejiz krajni body lezi na stranach Gtverce.)



2. Jestlize pricka déli ¢tverec na dva ctyrahelniky, museji jeji koncové body lezet
na protilehlych stranach ¢tverce. V takovém ptipadé€ jsou oba ¢tyruhelniky lichobézniky
nebo pravothelniky (pro potieby tohoto feSeni budeme pravouhelnik povazovat za spe-
cidlni lichobéznik). Oznac¢me dany ¢tverec ABCD, koncové body pricky ozna¢me K a L.
Ptredpokladejme, ze bod K lezi na strané AD, potom bod L lezi na strané BC'. Jeden ze
¢tyiahelniktt K ABL a K DCL mé podle zadani obsah 12 cm?; necht je to napt. lichobéznik
KABL.

Obsah lichobézniku vypocteme jako soucin jeho vysky s délkou stfedni pricky. Vyska
je v nasem pripadé rovna délce strany ctverce, tedy 6 cm. Jeho stfedni pricka ma tudiz
délku 2 cm. Z toho plyne, ze stied tsecky K L musi lezet na ose strany AB ve vzdalenosti
2 cm od stfedu strany AB. Plati to i naopak: jestlize stfed tsecky K L lezi v popsané poloze,
bude étyiuhelnik K ABL lichobéZnik s obsahem 12 cm?.

Budeme-li misto lichobézniku K ABL uvazovat lichobéznik K DCL, vyjde stied pfic-
ky KL na osu usecky C'D ve vzdéalenosti 2cm od stiedu strany CD.

Pokud pticka KL spojuje body na stranach AB a C'D, dostaneme dalsi dva mozné
body lezici na spojnici stfedt tsecek AD a BC'. Hledanou mnozinu tedy tvori ¢tytfi body,
které lezi na prickach spojujicich stredy protilehlych stran ctverce ve vzdalenosti 1cm od
jeho stredu.

Za uplné reseni udélte 6 bodu. Jestlize resitel nezduvodni, ze nalezené body maji pozadovanou vlastnost

(m4 jen dikaz nutné podminky), udélte nejvyse 5 bodt. Za objeveni jednoho z bodi zkoumané mnoziny
bez dtikazu spravnosti dejte jen 1 bod a za popis spravné mnoziny bez dikazu spravnosti 2 body.



2. Délky stran trojuhelniku jsou v metrech vyjadreny celymi cisly. Urcete je, mad-li
trojuhelnik obvod 72 m a je-li nejdelsi strana trojuhelniku rozdélena bodem dotyku
vepsané kruznice v poméru 3 : 4.

RESEN{. Vyuzijeme obecného poznatku, ze body dotyku vepsané kruznice déli hra-
nici trojuhelniku na Sest Gisecek, a to tak, ze kazdé dvé z nich, které vychazeji ze stejného
vrcholu trojihelniku, jsou shodné. (Te¢ny z daného bodu k dané kruznici jsou totiz
soumérné sdruzené podle spojnice daného bodu se stfedem dané kruznice.)

V nasi tloze je nejdelsi strana trojuhelniku rozd€lena na tuseky, jejichz délky ozna-
¢ime 3z a 4z, zatimco délku tsekt z vrcholu oproti nejdelsi strané oznacime y (obr. 1).
Strany trojuhelniku maji tudiz délky 7z, 4x + y a 3z + y, kde x,y jsou neznama
kladn4 ¢isla (délky bereme bez jednotek). Ma-li byt 72 délka nejdelsi strany, musi platit
Tx > 4x + y neboli 3z > y. Zdiraznéme, ze hledana ¢isla z, y nemuseji byt nutné cela,
podle zadani to vSak plati o ¢islech 7x, 4 +y a 3x + y.

3z 4x

3z 4z
Obr. 1

Udaj o obvodu trojahelniku zapi$eme rovnosti
72=Tr+ Bx+y)+ (4x+y) neboli 36="Tx+y.

Protoze 7x je celé Cislo, je celé i ¢islo y = 36 — Tx; a protoze podle zadani i ¢isla 4x + y
a 3z +y jsou cela, je celé i ¢islo x = (4o +y) — (3z+y). Proto od této chvile uz hledame
dvojice celjch kladnych cisel z, y, pro néz plati

3>y a Tx+y=36.

Odtud ovsem plyne 7x < 36 < 7x + 3z = 10z, tedy = < 5 a soucasné x = 4.

Prox =4 jetak y = 8 a (Tx,4z + y,3x + y) = (28,24,20), proxz =5 jey = 1
a (Tz,4z + y,3x + y) = (35,21,16). Strany trojuhelniku tedy jsou (28,24,20) nebo
(35,21,16). (Trojuhelnikové nerovnosti jsou zfejmé splnény.)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Pomoci délek a, b, ¢ stran obecného trojuhelniku vyjadrete délky tsecek, na které jsou
tyto strany rozdéleny body dotyku kruznice, kterd je doty¢nému trojihelniku vepsana.
Na prikladu pak ukazte, ze tyto délky nemuseji byt vyjadieny celymi Cisly, i kdyz strany
trojuhelniku takova vyjadieni maji. [Jedna se o dvé usecky délky = = %(a +b—c), dvé
tsecky délky y = %(b + ¢ —a) a dvé usecky délky z = %(C + a —b). Tyto délky nejsou
celociselné, jsou-li napiiklad vSechny t¥i délky a, b, ¢ vyjadfeny lichymi ¢isly.]

2. Sestrojime-li ze t¥i tsecek jakychkoliv délek p, g, r isecky délek a = p+q, b=q+r
a ¢ = r+p, budou tyto tii nové tisecky délkami stran n€kterého trojuhelniku. Vysvétlete
a pak uvedte, jaky vyznam v takovém trojuhelniku budou mit ptvodni délky p, q, 7.
[Oveérit algebraicky trojuhelnikové nerovnosti a + b > ¢ > |a — b| je trividlni, nebot jde
o zfejmé nerovnosti p+2g+r > p+r > |p—r|. V trojuhelniku o stranach a, b, ¢ jsou



délky p, q, r délkami tsecek, na které jsou strany a, b, ¢ rozdéleny body dotyku vepsané
kruznice, jak plyne z vysledku tlohy 1.]

. Trojuhelnik ABC spliiuje pii obvyklém znaceni délek stran podminku a < b < c.
Vepsané kruznice se dotyka stran AB, BC a AC po fadé v bodech K, L a M. Dokazte,
ze z useCek AK, BL a CM lze sestrojit trojuhelnik, pravé kdyz plati b + ¢ < 3a.
[67-C-II-1]

. Dokazte, ze v kazdém pravouhlém trojuhelniku je soucet polomért vepsané kruznice
a opsané kruznice roven aritmetickému praméru délek obou odvésen. [Prvni feseni tllohy
59-A-S-2.]

. Urcete délku prepony pravouhlého trojahelniku, znate-li polomér r kruznice vepsané
a polomér R kruznice pfipsané k pieponé tohoto trojuhelniku (tj. kruznice, kterd se
dotyka zvnéjsku prepony a prodlouZeni obou odvésen trojuhelniku). [45—C-I1-6]



5. Je ddn rovnoramenny trojihelnik se zdkladnou délky a a rameny délky b. Pomoct
nich vyjadrete polomér R kruZnice opsané a polomér r kruZnice vepsané tomuto
trojuhelniku. Pak ukazte, Ze plati R = 2r, a zjistéte, kdy nastane rovnost.

RESEN{. Ozna¢me S stfed zédkladny BC daného rovnoramenného trojihelniku
ABC, O stifed jeho opsané kruznice, M stfed vepsané kruznice a P patu kolmice
z bodu M na rameno AC' (obr.2).

Obr. 2

Z pravouhlého trojihelniku BSA umime pomoci Pythagorovy véty vyjadiit veli-
kost v vysky AS, pfiCemz v pravouhlém trojuhelniku BSO s preponou délky R pro
odvésnu OS plati |OS| = [|AS| —|AO|| = |[v — R| (musime si uvédomit, ze v tupotihlém
trojuhelniku ABC bude bod S lezet mezi body A a O!). Dostdvame tak dvé rovnosti

[\

RQZ%—F(U—R)Q,



jejichz sectenim vyjde
v> + R* =0+ (v— R)* neboli b*=2uR.

Dosazenim z prvni rovnice v = £1/4b2 — a? do posledni rovnosti dostaneme hledany
vzorec pro R.

Dodejme, Ze rovnost b> = 2vR, kterou jsme pravé odvodili a z niZz uz snadno
plyne kyzeny vzorec pro polomér R, je Eukleidovou vétou o odvésné AB pravothlého
trojuhelniku ABA’ s pfeponou AA’, jez je pramérem kruZnice opsané trojihelniku ABC
(obr.2).

Nalezeny vzorec pro polomér R zapiSeme piehledné spolu s druhym hledanym vzor-
cem pro polomér r, jehoz odvozeni se teprve budeme vénovat:

b2 av4b? — a?
R=—F—e—=—x= a 1= ———+—. ()
42 — o2 2(a + 2b)

Druhy ze vzorcu (x) lze ziskat okamzité ze zndmého vztahu r = 25/(a + b+ ¢) pro
polomér r kruznice vepsané do obecného trojuhelniku o stranach a, b, ¢ a obsahu S;
v nasem pripadé staci pouze dosadit b = ca 25 = av, kde v = %\/ 4b2 — a? podle tvodni
Casti Teseni.

Dalsi dva zptsoby odvozeni druhého ze vzorcu (x) zalozime na Gvaze o pravouhlém
trojahelniku AM P, jehoz strany maji délky

|AM|=v—r, |[MP|=r, !APIZ!AC’|—]PC|:b—\SC|:b_%

Pro tento trojuhelnik miizeme zapsat Pythagorovu vétu, nebo vyuzit jeho podobnost
s trojuhelnikem ACS, konkrétné zapsat rovnost sini jejich spole¢ného thlu pii vr-
cholu A. Podle toho dostaneme rovnice
2
v—r)=r b—— resp. =
( ) + ( 2/ P v T
jez jsou, jak snadno nahlédneme, obé lineadrni vzhledem k neznamé r a maji feseni
v 1 a\2 av
r:f——'<b—7>, resp. r = .
2 2u 2 a+2b

Po dosazeni za v v obou piipadech obdrzime kyzeny vzorec pro r. Ve druhém ptipadé
je to zifejmé, v prvnim to predvedeme:

N

v 1 (b a>2_v2—b2—|—ab—}1a2_2ab—a2
T 2) = % T W
a(2b —a) av2b—a  av4b® —a?

T2/ _a)2bta) 22ta 2at20)

Jesté zbyva dokdzat nerovnost R = 2r. Vyuzijeme k tomu odvozenych vzorca (x),
ze kterych dostavame (pfipominame, ze 2b > a > 0)

R 1 b? a+2b b2

2r = o \/4()2 — a2 . a,\/4b2 — a2 - a(2b—a)'
Nerovnost R = 2r tudiz plati, pravé kdyz b2 = a(2b — a). Posledni nerovnost je ovsem
ekvivalentni s nerovnosti (a—b)? 2 0, jejiz platnost je uz ziejma. Tim je diikaz nerovnosti
R = 2r hotov. Navic vidime, Ze rovnost v ni nastane jeding v p¥ipads, kdy (a — b)? =
= 0 neboli a = b, tedy pravé kdyz je vychozi trojahelnik nejen rovnoramenny, ale
i rovnostranny.




NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

1.

Pro obecny trojuhelnik ABC o stranéch a, b, ¢ a obsahu S plati pro polomér r kruznice
vepsané vzorec r = 2S5/(a + b + ¢). Dokazte. [Stied M vepsané kruZznice rozdéluje
uvazovany trojuhelnik ABC na t¥i mensi trojuhelniky BCM, ACM, ABM o obsazich
%ar, 5br, Ler, jejichz soudet se rovna S, odkud plyne dokazovany vzorec.]

Kruznice k%S; 6 cm) a [(O;4cm) maji vniténi dotyk v bodé B. Uréete délky stran troj-
thelniku ABC, kde bod A je prusecik pfimky OB s kruznici k a bod C je priseéik
kruznice k s te¢nou z bodu A ke kruznici . [59-C-S-2]

Kruznice [(T; s) prochézi stfedem kruznice k(S; 2 cm). Kruznice m(U;t) se vné dotyka
kruznic k a [, pficemz US L ST. Polomeéry s a t vyjadiené v centimetrech jsou celd
¢isla. Urcete je. [59-B-1I-1]

. Pravouhlému trojahelniku ABC' s pfeponou AB je opsana kruznice. Paty kolmic z boda

A, B na te¢nu k této kruznici v bodé C' oznaéme D, E. Vyjadifete délku tsecky DFE
pomoci délek odvésen trojihelniku ABC'. [58—C-1-2]

Pravouhlému trojuhelniku ABC s preponou AB a obsahem S je opsana kruznice. Te¢na
k této kruznici v bodé C protiné tecny vedené body A a B v bodech D a E. Vyjadrete
délku use¢ky DE pomoci délky ¢ prepony a obsahu S. [58—-C-11-4]

Rovnoramennému lichobézniku ABCD se zékladnami AB, C'D lze vepsat kruznici se
stfedem O. Urcete obsah S lichobézniku, jsou-li dany délky tusec¢ek OB a OC. [56—C-
I1-3]

Kruznice k, [, m se po dvou vné dotykaji a vSechny tfi maji spole¢nou tec¢nu. Poloméry
kruznic k, [ jsou 3cm a 12 cm. Vypoctéte polomér kruznice m. Najdéte vSechna feseni.
[65—-C-1-2]

Kruznice k, | s vnéj$im dotykem lezi obé v obdélniku ABCD, jehoz obsah je 72 cm?.
Kruznice k se pfitom dotyka stran CD, DA a AB, zatimco kruznice [ se dotyka stran
AB a BC'. Urcete poloméry kruznic k a [, jestlize polomér kruznice k je v centimetrech
vyjadfen celym cislem. [55-C-II-3]



3. Protoze ¢tyruhelnik ABCFE je podle zadani teCnovy, pro délky jeho stran plati
znadmé rovnost!

|AB| + |CE| = |BC| + |AE|.

V nasi situaci pii oznaceni a = |AB| plati |BC| = |AD| = 2a a |CE| = |DE| =
(obr. 1), odkud po dosazeni do uvedené rovnosti zjistime, ze [AE| = Sa.

D 3¢ E 30 (O
|
:\
|

30 P 30

|
:/
1

A a B

Obr. 1
Nyni si vSimneme, Ze pro délky stran trojuhelniku ADFE plati
|AD|: |DE|: |AE|=2a: 3a:5a=4:3:5,

takze podle (obracené ¢asti) Pythagorovy véty méa trojuhelnik ADE pravy thel pii
vrcholu D, a tudiz rovnobéznik ABCD je obdélnik. Teéna BC' kruznice vepsané Ctyr-
thelniku ABCE je tedy kolmé ke dvéma jejim (navzajem rovnobéznym) te¢nam AB
a CE. To uz zfejmé znamend, ze bod dotyku tecny BC je stfedem tsecky BC' (plyne to
ze zjisténé kolmosti vyznaceného pruméru kruznice k jejimu vyznacenému poloméru).

Jiné resSeni. Ukazeme, Ze pozadované tvrzeni lze dokazat i bez povSimnuti, Ze
rovnobéznik ABCD je v dané tuloze obdélnikem. Misto toho vyuzijeme, ze tsecka C'E

1 Rovnost se odvodi rozepsanim délek stran na jejich iseky vymezené body dotyku vepsané kruznice
a naslednym vyuzitim toho, Ze kazdé dva z téchto usekd, které vychazeji ze stejného vrcholu
¢tyiahelniku, jsou shodné.



je stfedni pfickou trojihelniku ABF', kde F' je prusecik polopfimek BC a AE (obr. 2),
nebot CE || AB a [CE| = |AB|. Ozna¢me proto a = |AB| = 2|CE|, b= |BC| = |CF|

F

Obr. 2

ae=|AFE| = |EF| (rovnost 2a = 3b uplatnime az v pravy ¢as). Stejné jako v pivodnim
feSeni vyuzijeme rovnost b +e = a + %a (: %a), jez plati pro délky stran te¢nového
¢tyttuhelniku ABCE. KruZnice jemu vepsana se dotyka stran BC, CE, AE po fadé
v bodech P, ), R tak, Ze plati rovnosti

|CP|=|CQ|, |EQ|=|ER| ataké |FP|=|FR|.
Pro soucet shodnych délek |F'P| a |F'R| tudiz plati

|F'P|+ |FR| = (b4 |CP|) + (e + |ER|) = (b+e¢) + (|CP| + |ER|) =
= 30+ (|CQ| + |EQ|) = 3a+ fa = 2a,
coz znamena, ze |FP| = |FR| = a.

Ted uz FeSeni tilohy snadno dokon¢ime. Rovnost |[BP| = 1b, kterou méme v nasi
situaci dokézat, plyne z rovnosti

|BP| = |BF| - |FP| = 2b— a,

kdyz do ni dosadime zadany vztah a = %b.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu, z toho 2 body za uziti kritéria te¢novosti ¢tyithelniku ABCE k vyjadfeni
délky strany AFE.



2. Oznacme S stfed zakladny AB daného rovnoramenného trojuhelniku ABC'. Pred-
pokladejme, ze kruznice vepsané trojuhelnikim ACS, BC'S se dotykaji primky AB
v bodech, které déli zakladnu AB na t¥i shodné dily. Vypoctéte pomér |[AB| : |C'S]|.



2. Diky soumeérnosti podle pfimky C'S se obé vepsané kruznice dotykaji vysky C'S
ve stejném bodé, ktery oznac¢ime D. Body dotyku téchto kruznic s tiseckami AS, BS,
AC, BC ozna¢ime po fadé F, F, G, H (obr.1). Pro vyjadfeni vSech potfebnych délek
jesté zavedeme oznaceni x = |SD| ay = |CD].

)

A 22 ET ST F 2 B
Obr. 1

S ohledem na symetrii te¢en z daného bodu k dané kruznici plati rovnosti
|SD| = |SE|=|SF|=2 a |CD|=|CG|=|CH|=y.

Usecka EF mé proto délku 2z, jez je podle zadani rovnéz délkou tiseek AE a BF,
a tedy i délkou tsecek AG a BH (opét diky symetrii te¢en). Odtud jiz bezprostiedné
plynou rovnosti

|AB| =6z, |AC|=|BC|=2zx+y a |CS|=2z+y.

Zavislost mezi délkami x a y zjistime uzitim Pythagorovy véty pro pravouhly troj-
thelnik AC'S (s odvésnou AS délky 3x):

(22 +y)? = (32)° + (z +y)*.
Roznasobenim a dalsimi Gpravami odtud dostaneme (z a y jsou kladné hodnoty)

422 + dzy + y* = 922 + 22 + 2zy + o2,
22y = 622,
y = 3.



Hledany pomér tak ma hodnotu
|AB|: |CS|=6z:(z+y)=6x:40=3:2.

Poznamenejme, ze prakticky stejny postup celého feseni lze zapsat i pti standardnim

oznaceni ¢ = |AB| a v = |CS|. Protoze podle zadéni plati |[AE| = 3¢, a tudiz | SE| = gc,

z rovnosti |SD| = |SE| plyne |CD| = |CS| — |SD| = v — gc, odkud

|AC| = |AG| + |CG| = |AE| +|CD| = gc + (v — ge) = v + ge,

takze z Pythagorovy véty pro trojihelnik AC'S
(v+ 20)* = (30)* + 07

vychézi 3v = 2¢ neboli ¢: v =3 : 2.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Za vyjadieni potfebnych délek pomoci dvou parametra (z,y nebo ¢, v)
udélte 3 body, dalsi 2 body pridejte za efektivni vyuziti Pythagorovy véty a 1 bod za kone¢né urcéeni
hledaného poméru.



3. Je ddn obdélnik ABCD s obvodem o. V jeho roviné najdéte mnozinu vsech bodi,

jejichz soucet vzdalenosti od primek AB, BC, CD, DA je roven %0.

RESENI. Pozadovanou hodnotu souctu étyi vzdalenosti zapiseme ve tvaru

go:éo+;0:éo+\AB|+\BC|. (1)
Pro libovolny bod v pasu uréeném primkami AB a C'D plati, Ze soucet jeho vzda-
lenosti od téchto dvou rovnobézek je roven jejich vzdalenosti, tj. |BC|. Pro libovolny
bod vné tohoto pasu je soucet dvou uvazovanych vzdalenosti roven sou¢tu hodnoty
|BC| a dvojnéasobku vzdalenosti od blizsi z obou rovnobézek. Podobné dvé tvrzeni plati
pro soucet vzdalenosti libovolného bodu od rovnobézek BC' a AD ve vztahu k jejich
vzdalenosti |[AB|. S ohledem na vyjadfeni (1) tak muzeme uc¢init prvni dva zavéry.
(1) V péasu mezi pfimkami AB a CD jsou hledanymi body pravé ty, jejichz soucet
vzdalenosti od piimek BC a AD je roven o+ |AB|. Jsou to tedy body, které lezi



vné pasu urceného piimkami BC' a AD a maji od blizsi z nich vzdalenost rovnu
%o 12 = éo. Mnozinu hledanych bodt v pasu mezi AB a C'D tak tvori dvé tsecky
B1C:1 a A1 D; znézornéné na obr. 1. Jejich krajni body A;, By lezi na pfimce AB
vné tsecky AB tak, ze |AAi| = |BB;| = 1—120; krajni body C7, D; lezi na pfimce
CD vné usetky CD tak, ze |CCy| = |DD;| = $50.

Do Cs
7 N
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Dy, p c NGO
N 7
N s
N 7
A2 B2
Obr. 1

(2) V péasu mezi pfimkami BC a AD jsou hledanymi body pravé ty, jejichz soucet
vzdalenosti od pfimek AB a CD je roven go -+ |BC|. Jsou to tedy body, které lezi
vné pasu urc¢eného primkami AB a C'D a které maji od blizsi z nich vzdalenost %o.
Mnozinu hledanych bodt v pasu mezi BC' a AD tak tvori dvé usec¢ky A3 By a Co Do,
pfitom krajni body Bs, Cy lezi na pfimce BC vné tsecky BC tak, ze |BBs| =
= |CCy| = %0 a krajni body As, Dy lezi na primce AD vné tsecky AD tak, ze
|AAs| = |DDsy| = %o.
Zbyva najit hledané body mimo sjednoceni obou uvazovanych pasti, tedy body

lezici v nékterém ze Ctyf pravych ahld Ay AAs, B1BBy, C1CCy & DyDDs. 7 vySe

provedenych avah vyplyva, ze v kazdém z téchto Ghlta hleddme pravé ty body, jejichz
1

soucet vzdalenosti od obou ramen uhlu je roven hodnoté 15o.

S ohledem na symetrii ukdzeme pouze, Ze takové body tihlu Ay

A1 AAs vyplni Gsecku A;As; v ostatnich tiech thlech to pak X T~__ X

budou tsec¢ky By Bg, C1C3, D1 D5 (obr.1). I d, 2N\
Vsimnéme si nejprve, ze body Ai, As jsou jediné body // \

na ramenech tthlu A; AA,, které maji pozadovanou vlastnost. ;o \\

Pro libovolny vnitini bod X thlu A; AA; ozna¢me jako dy, ds // < \

vzdalenosti bodu X od ramen AA;, resp. AAs. Hledame pak A X z‘\h

pravé ty body X, pro néz plati di + do = 1—120 (obr. 2). Tuto

yrovnici nyni vyfesime tivahou o obsahu S utvaru AA; X A, Obr. 2

ktery je bud trojihelnik, nebo konvexni ¢i nekonvexni ¢tyfthelnik.
Obsah S je vzdy roven souctu obsahii dvou trojuhelnikia AA; X a AA>X:

1 1 1 1
S = Saa,x +Sa,x = 5|AAldy + S|AAsldy = - - —o0- (dy + da).
2 2 2 12
Rovnice di + ds = ﬁo je tak splnéna, pravé kdyz obsah S mé stejnou hodnotu jako
obsah Sy pravouhlého trojuhelniku AA; Az, jehoz obé odvésny maji shodnou délku %o.

)



Hledané body X jsou tudiz pravé ty, pro néz je utvar AA; X As trojahelnik; je-li totiz
AA; X Ay konvexni, resp. nekonvexni Ctyfuhelnik, plati zfejmé S > Sy, resp. S < Sp.
Hledané body X uhlu AA; Ay proto skutecné tvori iiseCku A As.

Odpovéd: Hledand mnozina je sjednocenim osmi tisecek, jez tvori hranici osmithel-
niku AlAQBQBlClCzDQDl.

Pozndmka. Z obr. 2 je také patrné, Ze rovnice di + do = ¢, kde ¢ = |AA;| = |AAs],
bude splnéna, pravé kdyz bude |X1A1| = di a |X2As| = da, tj. pravé kdyz budou oba
trojahelniky X X1 A1 a X X5 A5 rovnoramenné. To zfejmé nastane, pravé kdyz bude tihel
A1 X As pfimy, protoze | AAq Ag| = 45°.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. V roviné je dano k navzajem rtznych rovnobézek. Které body této roviny maji nejmensi
soucet vzdalenosti od zminénych k rovnobézek? Odpovéd promyslete nejdiive pro malé
hodnoty k = 2,3,4, ... a pak podejte zobecnéni. [V pfipadé sudého k jde o body pésu
mezi dvéma ,,prostfednimi“ rovnobézkami, v pripadé lichého k jde o body na prostifedni
rovnobézce.]

2. Je dan pravouhly rovnoramenny trojuhelnik ABC s odvésnami AC, BC délky 1cm.
V pravém thlu AC B urcete vSechny ty body, jejichz soucet vzdalenosti od ramen C A,
CB je roven a) lcm, b) 3cm. [V pfipadé a) pro hledany bod X porovnejte obsah
utvaru vzniklého slepenim trojuhelniki ACX a BCX s obsahem trojuhelniku ABC
a vyvodte odtud, ze vyhovujici body X vyplni tsecku AB. V pfipadé b) zaméite body
A, B vhodnymi body A’, B’ na ramenech C A, resp. CB a uZijte stejny postup jako
v piipadsé a).]

3. V roviné jsou dany dvé rovnobézky a a b vzdalené 1 cm a primka c k nim kolma. Urcete
vSechny body roviny, jejichz soucet vzdédlenosti od piimek a, b, ¢ je roven 2 cm. [Rozliste
pripady, kdy takovy bod lezi v pasu urc¢eném piimkami a, b a kdy lezi v jednom ze ¢tyr
pravych Ghli tvofenych pfimkou ¢ a jednou z pfimek a éi b.]

4. Je déna usecka AB. Sestrojte bod C tak, aby se obsah trojuhelniku ABC rovnal 1/8
obsahu S ¢tverce o strané AB a soucet obsaht ¢tverct o stranach AC' a BC se rovnal S.
Kolik ma tloha feSeni pro dané umisténi tsecky AB v roving? [C-54—-S-3]

4. Rozhodnéte, zda z libovolnych sedmi vrcholi daného pravidelného devatendctithel-
niku lze vZdy vybrat ctyri, které jsou vrcholy lichobézniku.

RESEN]. Ozna¢me S stfed daného pravidelného 19-thelniku A;As...A9. Osa
kazdé tsecky A;A; je primka, kterd kromé bodu S prochazi jesté jistym vrcholem Ay
(diky tomu, ze ¢islo 19 je liché). Proto lze vSechny tsecky A;A; rozdélit do 19 skupin
navzajem rovnobéznych tsecek se spolecnou osou, kterou je vzdy jedna z pfimek SAjg.
V kazdé skupiné je pfitom ziejmé (19—1) : 2 = 9 tsecek a kazdé dvé z nich jsou zaklad-
nami lichobézniku (nemiize jit o rovnobéznik, nebot zadna z tsecek A;A; neprochézi
stfedem S, opét diky tomu, ze ¢islo 19 je liché).

Pocet vsech tisecek A;A; s krajnimi body v libovolné vybrané sedmiprvkové mno-
ziné vrcholu je (7-6) : 2 = 21 > 19, takze dvé z téchto tsecek lezi ve stejné z 19 popsanych
skupin. Tim je existence kyZzeného lichobézniku dokazana, at je sedmiprvkova mnozina
vrcholti zvolena jakkoliv.

Pozndamka. Vstupni tivahu o ose tsecky A;A; lze vynechat. Misto toho lze rovnou
popsat onéch 19 devitiprvkovych skupin navzajem rovnobéznych tisecek a pak konsta-
tovat, ze jde o vSechny mozné usecky A;A;, nebot téch je (19 -18) : 2 = 19 -9, tedy
pravé tolik co tisecek v popsanych 19 skupinach.

JINE RESENI. Zatimco v ptivodnim feSeni jsme uvazovali o zdkladnach hledaného
lichobézniku, nyni se zamérime na jeho ramena ¢i thlopticky. V obou ptipadech musi jit
o dvé shodné tsecky, nebot kazdy lichobéznik, kterému lze opsat kruZnici, je rovnora-
menny. Osy jeho zakladen totiz museji prochézet stfedem opsané kruznice, takze splyvaji
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a tvofi tak osu soumérnosti celého lichobézniku. Naopak kazdé dvé tétivy téze kruznice,
které maji stejnou délku kratsi nez primér kruznice, nejsou rovnobézné a nemaji spo-
leény krajni bod, tvofi bud ramena, nebo thlopficky (rovnoramenného) lichobézniku
(staci si uvédomit, ze libovolné dvé shodné tétivy téze kruznice jsou soumérné sdruzené
podle pfimky prochézejici stfedem zminéné kruznice a priuseéikem odpovidajicich secen).

V pravidelném 19-thelniku A; A, ... A9 maji zfejmé vSechny tsecky A;A; dohro-
mady pouze 9 riznych délek. Ve vybrané sedmiprvkové mnoziné vrcholti ma oba krajni
body celkem (7-6) : 2 = 21 tsecek. Protoze 21 > 2-9, podle Dirichletova principu nékteré
tfi z téchto usecek maji stejnou délku (tj. jsou shodné). Kdyby kazdé dvé z téchto tii
tsecek mély spoleény vrchol (a vime, Ze z libovolného vrcholu vychazeji nejvyse dvé
shodné strany ¢i thlopficky), vytvorily by tyto tfi isecky rovnostranny trojthelnik, coz
neni mozné, nebot 3 1 19. Proto nékteré dvé z téchto t¥i shodnych tsecek nemaji spole¢ny
krajni bod, takZe to jsou bud ramena, nebo thlopficky rovnoramenného lichobézniku
(protéjsi strany rovnobézniku to byt nemohou).

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
Uziteény Dirichletiv (prihrdadkovy) princip se nejéastéji uvadi s dvéma prirozenymi
Cisly k£ a n takto: ,,Je-li alespoit nk + 1 pfedméti rozdéleno do n prihradek, je v nékteré
z nich alesponl k+1 z téchto pfedméta.“ I kdyz jde o velice jednoduché tvrzeni (zdavod-
néte ho sami), nachédzi icelné uplatnéni v mnoha situacich (¢asto dokonce s hodnotou
k=1).

1. Z libovolnych 82 prirozenych ¢isel Ize vybrat dvé ¢isla tak, aby jejich rozdil byl délitelny
¢islem 81. Dokazte. [Rozdélte ¢isla do skupin podle jejich zbytku p¥i déleni ¢islem 81.]

2. Vybereme-li z mnoziny {1,2,3,...,100} libovolné 12 riznych &isel, pak rozdil nékterych
dvou z nich bude dvojmistné ¢islo zapsané dvéma stejnymi ¢islicemi. Dokazte. [Rozdélte
¢isla do skupin podle jejich zbytku p#i déleni ¢&islem 11.]

3. Dokazte, ze ze 111 riznych celych Cisel se vzdy da vybrat jedenact takovych, ze jejich
soucet je délitelny jedendcti. [Vyuzijte toho, Ze soudet 11 ¢isel se stejnym zbytkem pti
déleni ¢islem 11 je nésobkem éisla 11.]

4. 7Z4dné z danych 17 celych ¢isel neni délitelné ¢islem 17. Dokazte, Zze soucet nékolika
z téchto danych cisel je nasobkem éisla 17. [Dan4 éisla oznadte jako a1, .. .,a17 a uvazte
zbytky 17 souétti s; = a1 +a2 +...+a; (¢ =1,2,...,17) pii déleni ¢islem 17; neni-li
zadny z nich roven 0, davaji dva ze souctli s; < s; stejny zbytek modulo 17, takze je
¢islem 17 délitelny rozdil s; — s; pro nékterd i < j.]

5. Tabulka 6 X 6 je zaplnéna Cisly —1, 0, 1. SeCteme ¢isla v jednotlivych fadcich, sloupcich
i obou thloprickach. Dostaneme 6 4+ 6 + 2 = 14 soucti. Dokazte, ze nékteré dva z nich
se sobé rovnaji. [VSechny soucty lezi v mnoziné celych éisel z intervalu (—6, +6), kterd
ma jen 13 prvku.]

6. Jaky nejvetsi pocet krali mtzeme umistit na sachovnici 8 X8, aby se zadni dva navzajem
neohrozovali? [16. Rozdélte celou Sachovnici na 16 dilt 2 x 2.]

7. Vybereme-li v rovnostranném trojihelniku o strané a libovolné 10 bod1i, pak vzdalenost
nékterych dvou vybranych bodu je nejvyse a/3. Dokazte. [Cely trojuhelnik rozdélte na
9 rovnostrannych trojihelnikd o strané a/3.]

8. Deset rodin z jednoho domu travilo dovolenou v zahrani¢i. Kazda jela jinam a po-
slala domti pohlednice péti z ostatnich rodin. Dokazte, ze nékteré dvé rodiny si po-
slaly pohlednice navzajem. [Vsech pohlednic bylo 50, raznych dvojprvkovych mnozin
{odesilatel, adresat} je nejvyse (10-9) : 2 = 45.]

9. Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte co nejvétsi pocet Cisel tak, aby soucet zadnych
dvou vybranych &isel nebyl ndsobkem jedenacti. (Vysvétlete, pro¢ zvoleny vybér mé
pozadovanou vlastnost a pro¢ zadny vybér vétsiho poctu ¢isel nevyhovuje.) [58-C—1-5]



6. Uvniti pravidelného Sestitihelniku ABCDEF s obsahem 30 cm? je zvolen bod M.
Obsahy trojihelniki ABM a BCM jsou po Tadé 3 cm? a 2 cm?. Urcete obsahy
trojuhelnika CDM, DEM, EFM a FAM.

RESENI. Uloha pojednéva o obsahu Sesti trojiihelniki, na které je dany pravidelny
Sestithelnik rozdélen spojnicemi jeho vrcholii s bodem M (obr.3). Cely Sestitithelnik
o daném obsahu, ktery oznac¢ime jako S, lze rovnéz rozdélit na Sest rovnostrannych
trojuhelniki o obsahu S/6 (obr. 4). Oznac¢ime-li r jejich stranu, v vzdalenost rovnobézek
AB, DFE a vy vzdalenost bodu M od pfimky AB, dostaneme

1 1 1 S
Sapm + Sepm = 5101+ ir(v —v) ==rv= "=,

2 2 3
nebot S/3 je soucet obsahti dvou vybarvenych rovnostrannych trojthelniki. Diky sy-
metrii maji stejnou hodnotu S/3 i souéty Spon + Serav a Scpm + Sran. Odtud jiz
dostavame prvni dva neznamé obsahy Sppy = S/3 — Sapy = 7Tem? a Sppar = S/3 —
— Spom = 8cm?.

B D E D

Obr. 3 Obr. 4



Jak urcit zbyvajici dva obsahy Scpa a Span, kdyz prozatim zname pouze jejich
soucet S/3? VSimnéme si, Ze soufet zadanych obsahu trojuhelniki ABM a BCM mé
vyznamnou hodnotu S/6, kterd je i obsahem trojthelniku ABC (posledni plyne opét
z obr.4). Takova shoda obsahti znamena pravé to, ze bod M lezi na thlopticce AC.
Trojahelniky ABM a BCM tak maji shodné vysky ze spole¢ného vrcholu B a totéz
plati i pro vysky trojthelnikt CDM a FAM z vrchola F a D (bodd, jez maji od
piimky AC stejnou vzdélenost). Pro poméry obsahti téchto dvojic trojuhelniki tak

dostavame
Scom  |CM|  Spem 2

Sranm |AM|  Sapm 3

V sou¢tu Scpar + Sranm o hodnoté S/3 jsou tedy séitanci v poméru 2 : 3. Plati proto
SCDM = 4cm2 a SFAM = 6cm2.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. V daném rovnobézniku ABCD je bod E stied strany BC a bod F' lezi uvnitf strany AB.
Obsah trojtihelniku AFD je 15 cm? a obsah trojtihelniku FBE je 14 cm?. Ur&ete obsah
étyttuhelniku FECD. [57-C—S-2]

2. V ostrothlém trojuhelniku ABC' ozna¢me D patu vysky z vrcholu C a P, @ odpo-
vidajici paty kolmic vedenych bodem D na strany AC a BC. Obsahy trojahelnikt
ADP, DCP, DBQ, CDQ ozna¢me postupné S1, S2, S3, S4. Vypoctéte S : S3, jestlize
S1:82=2:3, S3:54=3:8. [55-C-I-5]

3. Zakladna AB lichobézniku ABCD je tiikrat delsi nez zakladna C'D. Ozna¢me M stied
strany AB a P prusec¢ik usecky DM s uhloptickou AC. Vypocitejte pomér obsahi
trojahelniku CDP a &ty¥tahelniku M BCP. [55—-C-11-1]



2. Uvnitf rovnobézniku ABCD je dan bod K a v pasu mezi rovnobézkami BC a AD
v poloroviné opac¢né k C DA je dan bod L. Obsahy trojuhelniki ABK, BCK, DAK
a DCL jsou Sapx = 18cm?, Spcx = 8cm?, Spax = 16cm?, Spcor, = 36cm?.
Vypocitejte obsahy trojuhelniki CDK a ABL.

4. Urcete nejmensi celé kladné ¢islo v, pro které plati: Mezi libovolnymi v vrcholy
pravidelného dvacetithelniku lze najit tfi, jez jsou vrcholy pravoihlého rovnora-
menného trojihelniku.



2. Trojahelniky ABK a CDK maji shodné strany AB a C'D a soucet jejich vysek
vy a vg (vzdélenosti bodu K od pfimky AB, resp. C'D) je roven vySce v rovnobézniku
ABCD (vzdalenosti rovnobéznych piimek AB a CD, obr. 1). Proto soucet jejich obsaht
dava polovinu souctu obsahu daného rovnobézniku:

1 1 1 1 1
SaBrK +Scpk = §’AB‘U1 + §|CD’U2 = i‘AB‘ . (Ul —|—U2) = §|AB| U= §SABCD-
Podobné i Specx + Sparx = %SABCD7 tudiz

Scpk = Spok + Spak — Sapkx = 6 cm?.

Obr. 1

Trojuhelniky ABL a DCL maji shodné strany AB a CD. Znaci-li vs prislusnou
vysku druhého z nich, je vyska prvniho z nich rovna v + vz, takze pro rozdil obsahti
téchto trojuhelnikd plati

1 1 1
Sapr — Spcr = §’AB’ . (U+U3) - EICD’ - U3 = §|AB’ . (U—f-vg —Ug) =

1 1
= §|AB’ v = §SABCD = Spck + Spak.
Odtud plyne
Sapr = Spck + Spax + Spor, = 60cm?,

Za tplné feseni udélte 6 bodi. Za uréeni kazdého z obsahi udélte 3 body. Za pouhé objeveni (a dikaz)
faktu, ze soucet obsahu ,,protéjsich“ trojuhelniki ABK a CDK ¢i BCK a AK D dava polovinu obsahu
celého rovnobézniku, udélte 2 body.



4. Necht A;A, ... Ay je pravidelny dvacetitthelnik. Podle Thaletovy véty jediné
néktery z deseti priaméra Ay A11, A Ao, ..., A1gAsg opsané kruznice muze byt prfeponou
kyzeného pravouhlého trojuhelniku, takze zkoumané tvrzeni neplati pro v = 10 (ani
pro zadné v < 10): sta¢i vybrat po jednom z vrcholi na riznych primérech a nebude
existovat zadny pravouhly trojuhelnik s takto vybranymi vrcholy.

Ve druhé casti feseni ukazeme, ze vyhovuje v = 11. VSech 20 vrchold dvacetitihel-
niku rozdélime do pétl ¢tveric vrchold ¢tverct A1A6A11A16, A2A7A12A17, A3A8A13A18,
A AgA14A1g a A5A19A15A20. Vybereme-li nyni libovolné 11 vrchold, budou diky ne-
rovnosti 11 > 5-2 mezi vybranymi aspon tii vrcholy nékterého z péti uvedenych ctverci
(Dirichletuv princip). Zbyva dodat, ze jakékoli tii vrcholy étverce zfejmé tvoii pravotuhly
rovnoramenny trojuhelnik.

Odpovéd. Hledané nejmensi ¢islo v je rovno ¢islu 11.

Za plné feseni udeélte 6 bodd, z toho 2 body za jakykoliv spravny protiptiklad pro v = 10 a 4 body za
dikaz vlastnosti pro v = 11.



1. Danému rovnostrannému trojihelniku vepisme a opisme kruznice. Ozna¢me S ob-
sah vzniklého mezikruzi a T' obsah kruhu, jehoz primér je shodny s délkou strany
daného trojuhelniku. Ktery z obsahu S, T' je vétsi? Svou odpovéd zdiuvodnéte.



1. Ukazeme, Ze se oba obsahy rovnaji. Ozna¢me A, B, C vrcholy daného troj-
thelniku a r a R odpovidajici poloméry jeho vepsané a opsané kruznice; délku jeho
strany ozna¢me a. Obé zminéné kruznice maji spolec¢ny stied S. Oznacme jesté P bod
dotyku vepsané kruznice se stranou AB. Protoze trojuhelnik ABC je rovnostranny, je P
zaroven stfedem strany AB. Uzitim Pythagorovy véty v pravotuhlém trojihelniku PSB
dostavame

B == (o)’

coz je ekvivalentni s dokazovanym tvrzenim S = n(R? —r?) = = (%a)2 =T.

Pozndmka. Rovnostranny trojuhelnik o strané ¢ ma vysku velikosti v = %a\/g,
takze zkoumané poloméry jsou R = 2v (= 1aV/3) ar = 3v (= ¢aV/3), a proto

S=r(R? =) =}~ PP =7} e =x(}a) =T

Za Gplné feseni udélte 6 bodu.



. Vroviné jsou dany body A, P, T neleZici v primce. Sestrojte trojuhelnik ABC' tak,
aby P byla pata jeho vysky z vrcholu A a T bod dotyku strany AB s kruznici mu
vepsanou. Provedte diskusi poctu veSeni vzhledem k poloze danyjch bodii.

RESENI. Vrchol B je uréen polopiimkou AT a kolmici p k vysce AP v bodé P
(obr.1), na niz lezi strana BC. Pfitom bod T musi byt vnitfnim bodem tsecky AB.
Stied S kruznice trojuhelniku ABC' vepsané pak dostaneme jako prusecik kolmice ¢




k primce AT v bodé T s osou uhlu ohrani¢eného pfimkou p a polopfimkou BA. Jeji
polomér bude mit velikost |ST|.

Zbyvéa sestrojit vrchol C' hledaného trojuhelniku ABC'. Ten bude lezet jednak na
pfimce p, jednak na druhé tecné vepsané kruznice z vrcholu A, ktera je soumérné sdru-
zené se stranou AB podle pfimky AS. Stac¢i tedy sestrojit bod U dotyku strany AC
s kruznici vepsanou jako obraz bodu T v uvedené osové soumeérnosti.

Odtud plyne konstrukce:

p: Pepapl AP;

B: B e AT Np, bod B musi lezet na polopfimce AT za bodem T’

q: T eqaq L AT;

u1,uz: dvé (navzajem kolmé) osy riznobézek AB, p;

S1,59: 51 € gNug, So € gNusg;

U1, Us: obrazy bodu T v soumérnostech podle pfimek AS; a ASs;

C1, Cy: pruseciky primky p s polopfimkami AU; a AUs;

trojuhelniky ABCy a ABCS.

Diskuse. Bod B konstruovany v 2. kroku existuje, jen kdyz tthel PAT je ostry (jinak
ani polopiimka AT neprotne piimku p) a zaroven bod T lezi uvniti poloroviny pA, coz je
ekvivalentni tomu, Ze i thel APT je ostry. Body S1, So existuji vzdy a jsou rtizné, nebot
lezi v opa¢nych polorovinach uréenych primkou AB. Ovsem kruznice vepsana lezi cela
v trojihelniku ABC', a tedy i v pasu uré¢eném primkou p a pfimkou s ni rovnobéznou, jez
prochazi vrcholem A, takze stied S vepsané kruznice musi padnout do pasu tvoreného
pfimkou p a piimkou p’ s ni rovnobéznou, jez puli vysku AP. V takovém priipadé tecna
ke kruznici (S;]ST|) (soumérné sdruzend s tecnou AB podle pifimky AS) nepochybné
protne pfimku p v hledaném vrcholu C.

Diskusi shrneme takto: Jestlize pro vnitini ahly trojuhelniku APT plati |« PAT| =
2 90° nebo |XAPT| 2 90°, nemé uloha FeSeni. Pokud plati [<PAT| < 90° a zaroven
|5 APT| < 90°, je pocet feseni 0 az 2 podle toho, kolik ze sestrojenych bodii S; a So
lezi mezi rovnobézkami p a p'.

O NSOt W=

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Sestrojte trojuhelnik, jsou-li ddny body dotyku jeho stran s kruznici mu vepsanou.

2. V trojahelniku ABC ozna¢me po fadé P, @, R paty vysek z vrcholu A, B, C. Dale
postupné ozna¢me T', U, V body dotyku kruZnice vepsané se stranami BC, CA, AB.
Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano:

a) A’ C’ V’

b) A, U, R,

C) A7 P7 Q7

d) A, B, R.
[V a) i b) umime sestrojit vepsanou kruznici; v ¢) sestrojime AB jako primér kruznice
uréené danymi body. Uloha d) nem4 feSeni, pokud R nelezi na pfimce AB. Jestlize R
lezi na pfimce AB, mé uloha nekone¢né mnoho feseni.]



4. Ve c¢tverci ABCD oznacme K stied strany AB a L stved strany AD. Usecky KD
a LC se protinaji v bodé M a rozdéluji ctverec na dva trojuhelniky a dva ctyrihel-
niky. Vypocteéte jejich obsahy, jestlize usecka LM md délku 1 cm.

RESENI. Plati |AK| = |DL| a |AD| = |DC| = 2|AK]| (obr.2), takZe pravoihlé
trojuhelniky AKD a DLC jsou shodné podle véty sus. Kromé toho jsou trojthelniky
MLD a AKD podobné podle véty wu, nebot |<LDM| = |«xKDA| a |xDLM| =
= |XDLC| = |<AKD)|. Analogicky lze ovétit i podobnost trojuhelniki M DC a AKD.
Z podobnosti trojuhelniki AKD, MLD a MDC plyne, ze |[MD| = 2|ML| = 2cm
a |[MC|=2|MD|=4cm. Obsahy atvarat M LD, MDC a AKML jsou

1-2 ) 2.4 )

SMLD:T::lCIIl, SMDC:T:4CH1

2
SAKML = SAKD - SMLD = SDLC - SMLD = SMDC =4cm”.

Nakonec pomoci Pythagorovy véty dostavame Sapcp = |DC|? = |[DM|* + |CM|* =
= 20 cm?, takze

Sksem = Sapep — (Surp + Supc + Saxmr) = 11cm?.

Zdver. Obsahy trojihelniki M LD, MDC a ¢tytthelniki AKML, KBCM jsou
po fadé 1cm?, 4cm?, 4cm? a 11 cm?.
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Obr. 2 Obr. 3

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Dva shodné pravouhlé trojuhelniky ABC a DEB jsou umistény podle obr.3 a plati
|BD| = 10cm, |CD| =20 cm.
a) Urcete délky stran trojuhelniku ABC. [10, 30, 104/10]
b) Dokazte, ze trojuhelniky DBF, ABC a BEF jsou navzajem podobné.

c) Uréete délky stran trojuhelnikih DBF a BEF. [10, 3v/10, 1/10; 30, 94/10, 31/10]



d) Urcete obsahy trojuhelnikit ABC, DBF a BEF. [150, 15, 135]

e) Urcete obsah étyfahelniku AFDC. [135]

. Dva shodné pravouhlé trojuhelniky ABC a DEB jsou umistény podle obr. 3. Trojahel-

nik BEF m4 obsah 30 cm?. Uréete obsah étyithelniku AFDC. [30]

. Dokazte véty:

a) Maji-li dva trojuhelniky stejnou vysku, pak pomeér jejich obsaht se rovnd poméru
délek prislusnych zakladen.

b) Maji-li dva trojihelniky shodné zakladny, pak pomér jejich obsahli se rovna po-
meéru prislusnych vysek.

. 'V rovnoramenném pravothlém trojuhelniku ABC s pfeponou BC je |AB| = 12cm.

Oznaéme K stied strany AB a L takovy bod strany BC, pro néjz plati |CL|: |LB| =

= 1 : 2. Urcete obsahy utvart, které vzniknou rozfezadnim trojihelniku ABC podél

use¢ek KC a AL. [Nakreslete si obrazek, oznacte M prusecik use¢ek KC a AL, dokres-

lete tsecku BM a pomoci vét z predchozi tlohy spocitejte nejprve obsahy vSech péti

trojuhelniki, které maji spoleény vrchol M.]

.V daném rovnobézniku ABCD je bod E stted strany BC a bod F lezi uvnitf strany AB.

Obsah trojthelniku AF D je 15cm? a obsah trojihelniku FBE je 14 cm?. Uréete obsah

étytthelniku FECD. [C-57-S-2]



4. Je dan konvexni Ctyfuhelnik ABCD s bodem FE uvniti strany AB tak, Ze plati
|<xADE| = |xDEC| = |<ECB]|. Obsahy trojuhelniki AED a CEB jsou po fadé
18 cm? a 8 cm?. Urcete obsah trojthelniku ECD.



4. Hledany obsah trojthelniku ECD ozna¢me S. Uhel DEC je st¥idavy s tihly
ADE a ECB, odtud AD || EC a ED || BC (obr.1). Trojahelniky EDA a EDC maji

D

Obr. 1

spole¢nou stranu F D, pomér jejich obsaht je tedy roven poméru prislusnych vysek. Kdyz
navic po fadé oznac¢ime P, () a R kolmé praméty vrcholi A, B a C na piimku DFE a ozna-
¢ime v = |AP|, w = |BQ| = |CR|, dostaneme z podobnych pravothlych trojuhelniki
AEP a BEQ tmeéru

18 v |AE|
S w |EB|
Analogicky pro trojuhelniky EC'D a ECB zjistime, Ze
8 |EB|

S |AE|



(V obr. 1 jsou pfislusné praméty jen naznaceny, ale jde o tyz vypocet jako v predeslém
odstavci, jen v ném zaménime odpovidajici body A <> B, C < D a prislusné obsahy
trojthelniktt AED a BEC'.) Dohromady tedy je S : 8 = 18 : S neboli S? = 144, takze
trojuhelnik EC'D mé obsah S = 12 cm?.

Jiné FeSeni. Stejné jako v prvnim feSeni zjistime, ze AD || EC a ED || BC. Odtud
plyne podobnost trojuhelnikit AED a EBC'. Oznacime-li k ptislusny pomér podobnosti
(obr. 2), plati pro obsahy doty¢nych trojuhelnikt

18 = %absin'y, S = %ka ~bsiny, 8= %ka - kbsin~y,

takze ziejmé plati 18 -8 = S2. Pro obsah trojihelniku ECD tak dostavame S = 12 cm?.

D

Obr. 2

Za uplné feseni udélte 6 bodt, z toho 2 body za zdivodnéni vztaht AD || EC a ED || BC.



3. Je dan trojuhelnik ABC' s pravym thlem pfi vrcholu C. Stfedem [ kruZnice troj-
thelniku vepsané vedeme rovnobézky se stranami C'A a C B, které protnou pireponu
po fadé v bodech X a Y. Ukaite, 7e plati |AX|> + |BY|? = | XY |2



3. Trojuhelnik AIX je rovnoramenny, nebot [</AX| = |<IAC| = |x<AIX|. (Prvni
rovnost plyne z podminky, ze bod I lezi na ose thlu BAC, druha pak z vlastnosti
stfidavych ahld, obr.1.) Je tedy |AX| = |IX]|. Analogicky zjistime, ze |BY| = |YI]|.
Protoze tsecky IX a IY sviraji (stejné jako s nimi rovnobézné tsecky C'A a C'B) pravy
thel, podle Pythagorovy véty pro pravouhly trojuhelnik XY plati

[AX|* + |BY [ = [IX|* + [VI|* = |XY*,

coz jsme meli dokézat.

Obr. 1

Za tplné feseni udélte 6 bodd, z toho 4 body za zdivodnéni rovnosti a |BY | = |YI| a |AX| = |IX].



