Chordéla je primka

M. Zamboj

Definice 1. Mnozina vSech bodu, které maji stejnou mocnost ke dvoum kruznicim se nazyva jejich chordala.

Zkusme nejdiive provést konstrukei nékolika takovych bodu:
Jsou tedy dény dveé kruznice k;(S1,71) a ko(Se, r2) a predpokladejme, Ze se neprotonou v zadném bodé a jsou

vzajemné vné. Hledamé body X pro, které plati
M(X, k) = M(X, ko)

neboli

151X 2 — 1] =S5 X|* — 13

Pro ruzné volby |S1 X | lezi bod X na kruznici [; (51, [S1.X]) a dle vztahu vyse muzeme dopocitat vzdalenost

1SX| = \/ISiX[2 — 2 402,



ktera bude polomérem druhé kruznice Il se stiedem v Sy. Aby se kruznice protly ve dvou bodech, musi
jesteé platit trojuhelnikova nerovnost pro S1.52 X (obecné staci volit dostatecné velké | Sy X|). Takto vytvorend

mnozina napadné pripomind primku.
Hledejme bod D s takovou vlastnosti na primce S1.55. Pro bod D tedy plati
|S1D* — 1] = [S2D|* — 1}

. Navic, protoze predpokladame, Zze se kruznice kq, ks neprotnou, lze napi. z toho ze vzdalenost bodu D od

bodu dotyku tecen z néj vedenych ke kruznicim kq a ko urcit, ze bod D lezi mezi S; a Si, neboli
[S1D[ + |52 D] = | 515,
a muzeme po dosazeni dopocitat

‘5152’2 + T% — 7’%
2|51,

1S1D| =

Pro kruznice v nichz je jedna kruznice uvniti druhé, lze dedukovat podobné jako vyse. Rozdil je v tom,
ze D bude vnéjsim bodem usecky 515 (hrani¢ni piipad, kdy D je vnitinim, resp. vnéjsim bodem je, kdyz
pruseciky kruznic a Sy, Sy tvoii pravouhly trojihelnik).

Pro sousttedné kruznice chordédla nebude existovat (projektivné by to byla fievlastni pfimka).

Pro kruznice, které maji jeden, nebo dva spolecné body lze trivialné urcit body s nulovou mocnosti.

Pro totozné kruznice je chordélou libovolna piimka.
Véta 1. Chorddla je primka kolmd k stredné (spojnici stiedu,).

Budeme dodrzovat vyse uvedené znaceni. Vétu dokazme jen pro piipad neprotinajicich se kruznic, které
jsou vzajemné vné. Ostatni piipady lze dokazat obdobné. Vyse jsme uvedli konstrukei bodu D, pro ktery
plati M (D, k) = M(D,ks) a lezi na stredné, hledand piimka tedy musi byt kolmice k stfedné prochéazejici
bodem D. Oznac¢me ji d. Protoze dokazujeme vétu o mnozinach bodu, ktera je ekvivalenci, rozlozime ji na
dva pripady:

,= Splnuje-li bod X vlastnost M (X, k1) = M (X, kz), pak lezi na piimce d.

Pro bod X plati predpoklad
1S X 2 —r?=|SX|? — 2.

Déle plati cos(<X DS;) = —cos <(X DSs).
Dle kosinové véty pro AX DS7, AX DS, plati:

|S1X|> =|S:D]* + |DX|? — 2|8, D||DX | cos(«X DS))

1S9 X |> = |SoDI*+| DX |*—2| Sy D||DX | cos(<X DSy) = | Sy D|*+|DX|*+2(]S1S2|—|S1D|) | DX | cos(<X DS})



a po odectent:

|S1X |2 — |So X > = |S1DJ? — |SoD|? + 2|55, || DX | cos(<X DSy).

Pro bod D vsak plati, ze M(D, k) = M(D, ky), t.j. |S1D|* —r? = |S2D|* — r3 a po tpravé
|81D|2 — |SQD|2 = T% — T% = |81X|2 — |S2X|2
Po dosazeni do vztahu odvozeného z kosinové véty dostaneme, ze plati

0= 2|5182||DX| COS(QXDSl).

Obé vzdalenosti jsou nenulové, a tedy nutné |<XDS;| = g

Z toho plyne, ze kazdy bod, ktery mé uvedenou vlastnost lezi na pfimce d. Zatim vSak nevime, zda

tyto body pokryvaji celou piimku d (nebo jenom jeji podmnozinu).

Lezi-li bod X na piimce d, pak plati, ze M (X, k1) = M (X, ks).

V tomto pripadé muzeme rovnou uvazovat pravouhlé trojuhelniky AS; DX, ASyDX. Plati pro né

Pythagorova véta:
[S1X|* — [S1D* = |[DX|* = |9, X |* — [S: D%,

7 toho
1S1X |2 — S, X|? = |S1D? — | S, D?|.

Ale pro bod D plati z mocnosti |S; D|? — |SaD]? = r? — r3 a po dosazen{ a tpravé mdme |S; X|*> — r? =
1S X |2 — 12, coz jsme chtéli dokdzat. Dokdzali jsme, Ze kazdy bod na piimce d mé danou vlastnost (v

této ¢asti vsak nedokazujeme, ze nemuze lezet mimo piimky d).



