Planimetrie
7S 2024/25

3. série domécich tukolu
termin odevzdéni: 5. 1. 2025 / a soucasné alespon tyden pied psanim zavérecného testu

Priklady jsou rozdéleny do t¥i skupin. Pro splnéni domaciho 1ikolu je nutno odevzdat 4 ptiklady za podminky, ze z kazdé
skupiny vypracujete alespon jeden. Odevzdavejte, prosim, pravé 4 ptiklady. Ostatni si klidné udélejte jako doporucené cviceni.
Opakujete-li predmét, odevzdejte jiné priklady nez minule.

Resen{ odevzdavejte do moodle jako jeden soubor ve formatu .pdf: budto ¢itelné napsané + vyrazné narysované + kvalitné
naskenované, nebo vypracovano v néjakém textovém (napt. BTEX, nebo MS Word) a grafickém editoru (napt. GeoGebra).

Pozn. 1.: Mate-li problém se znatenim a diskuzi u rysovacich ptikladu, pouzijte pro jednotnost ucebnici P. Leischner: Metody
feSeni planimetrickych tloh

Pozn. 2.: Najdete-li chybu, nevéhejte mi napsat, muze to usetfit tdpani Vasich kolegu.

Pozn. 3: Slouceni skenu do .pdf je soucasti bézné dostupného softwaru, obycejné postacuje kvalita 200-300dpi. Dalsi moznost
je pouzit fakultni pocitace v R319, na kterych je nainstalovana verze Adobe Acrobat Pro, ve které je mozné vytvorit slou¢ené
.pdf z ruznych vstupnich souboru (obrdzky, dokumenty). V MacOS je mozné jednoduse pouzit ke stejnému ti¢elu zabudovany
program Preview.

Rysovani

1. V roviné je dana pifimka p a kruznice ki, ks podle obrazku. Sestrojte rovnostranny trojihelnik jehoz vrcholy lezi na
zadanych tvarech (p, k1, ko) a soucasné plati, ze zadné dva vrcholy nelezi na jednom z danych dtvaru.

kl ks

2. V roviné jsou dany piimky p,q a kruznice k& podle obrazku. Sestrojte rovnostranny trojihelnik jehoz vrcholy lezi na
zadanych tvarech (p, ¢, k) a soucasné plati, ze zddné dva vrcholy nelezi na jednom z danych utvart.



3. Je dén trojihelnik ABC a usecka délky k podle obrazku. Sestrojte rovnostranny trojihelnik K LM se stranami délky k,
jehoz vrcholy lezi na strandch trojihelniku ABC. Konstrukei proved'te do zadani.

4. V roviné je dana tsecka BBj. Sestrojte trojuhelnik ABC), je-li ddna délka strany c a délka vysky v. na stranu c.

5. Jsou dany piimky p,q a pravoihly trojuhelnik ABC' s pravym thlem ve vrcholu A podle obrdazku. Sestrojte trojihelnik
K LM s pravym thlem ve vrcholu K, ktery je shodny s trojihelnikem ABC, odvésny KM a AC jsou rovnobézné a vrcholy
K, M lezi na piimkéch p, ¢ (v libovolném poradi).




10.
11.

. V roviné je dana tsecka BC'. Sestrojte trojihelnik ABC, jsou-li dany délky vysek v, na stranu a a v, na stranu b.

Sestrojte tétivovy étyithelnik ABCD, je-li ddno: a = AB,b= BC,c = CD,a = <DAB. Proved'te naért a rozbor, postup
konstrukce, konstrukci a diskuzi existence a poctu fesendi.

. Proved'te naért, rozbor a diskuzi konstrukéni tdlohy: V roviné je ddna pifmka p, kruzmice k a bod M. Sestrojte

kosoc¢tverec nebo ¢tverec ABCD tak, aby jeho uhlopticka AC byla ¢asti primky p, bod M byl stfedem strany BC' a aby
bod B lezel na kruznici k.

. Proved'te naért, rozbor a diskuzi konstrukéni tlohy: V roviné je déna dsecka AB a kruZnice k(S,r). Sestrojte

rovnobéznik ABC D tak, aby body C a D lezely na kruznici k.
Zkonstruujte pravidelny pétithelnik, zdivodnéte konstrukci a popiste jeji postup.

Vyfeste Apolloniovu tdlohu pkk, t.j. najdéte kruhovy tdtvar dotykajici se piimky p a kruznic k(Sk,7x),1(S;, 1), pro Sx #
Sy = r;. Napovéda: vyuzijte bud dilataci, nebo kruhovou inverzi. Konstrukci odivodnéte v rozboru a udélejte diskuzi
vzhledem k zadanym parametrum.



12. Reste Apolloniovu tlohu kkk pro kruznice k; (S1,71); ko(S2,72); k3(Ss,73). Kruznice k1 a ks maji vnitin{ dotyk v bodé Ss.



13. Reste Apolloniovu tlohu ppk pro pifmky p, ¢ a kruznici k(S,r). Primky p a ¢ se protinaji v bodé S.




14. Na obrézku je pldn parku v némz je rotunda s kruhovym pudorysem a rovny chodnik, jez se rotundy okrajem dotyka.
Dopliite do pldnu nékres kruhového jezera, na jehoz hranici lez{ bod piivodu vody (P) a dotykajictho se okraje chodniku
a pudorysu rotundy. Na vedlejsi papir udélejte naért a rozbor s hlavnimi body konstrukce. Do zadani provedte konstrukci
vSech Feseni takovych, aby rotunda nelezela uvnitt jezera.

—

[ rotunda )

s

®P — ptivod vody



15. Meésic byl tu noc v upliku. Mlady student geometrie dojizdél na zkousku noénim vlakem. Po zopakovani si vSech typu
Apolloniovych uloh se podival do okna svého kupé, ve kterém se obrys mésice dotykal spodniho okraje okna a souCasné
obou ¢asteéné odhrnutych zavésu tvoricich kruznicové oblouky. Sestrojte vSechny moznosti obrysu kruhového mésice tak,
aby ho bylo v okné cely vidét.

Udélejte nacrt a rozbor s hlavnimi body konstrukce.




16. V roviné je dan trojihelnik AABC a piimka o podle obrazku. Urcete smér osové afinity s osou o, ktera zobrazi trojihelnik
AABC na trojihelnik AA'B'C’, v némz |[<C'A'B'| : |[<A'B'C'| : |[<B'C'A'| = 1: 2 : 3. Uvedte viechna fesen.
Konstrukci proved'te do zadani.



17. V roviné je dan ¢tyiihelnik ABC'D v némz uhlopficka AC puli ihlopticku BD, podle obrazku. V elaci s osou o rovnobéznou
s piimkou BD sestrojte deltoid A’B’'C’'D’, ktery je obrazem étyiihelniku ABCD. Konstrukci proved'te do zadéni.

18. V roviné je dén lichobéznik ABCD podle obrazku. Oznatme E prusecik piimek BC N AD a F prusecik thlopticek
AC N BD. Dourcete smér osové afinity s osou EFF a charakteristikou kK = —1 a sestrojte obraz lichobézniku ABCD tak,
aby se zobrazil na rovnoramenny lichobéznik A’B’C’D’. Konstrukci proved'te do zadéni.

Piiklady na uziti vét a zobrazeni

19. Urcete velikosti vnitinich ihla trojihelniku jehoz vrcholy lezi na ciferniku hodin na cifrach 2, 7 a 11.

20. Je ddna kruznice k o poloméru r = 6em a bod X. Z bodu X vedeme libovolnou secnu kruznice k, kterd ji protne v
bodech A, B. Nad delsi z usecek AX, BX sestrojime obdélnik o stranidch AX x BX. Jaky méa obdélnik obsah, pokud je
|XS| = 10em?
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Jsou dény nesoustiedné kruznice ki, ko a piimka p. Najdéte na pifmce p bod X tak, aby |XT)| = |XTz|, kde T}, T3 jsou
dotykové body tecen vedenych z bodu X ke kruznicim k1, k5.

Popiste a zduvodnéte alesponi 3 rizné konstrukce teény ke kruznici danym bodem.

Vypocitejte obvod pravotuhlého trojihelniku, je-li ddn polomér kruznice opsané r = 5 a polomér kruznice vepsané p = 2
tomuto trojihelniku.

Teény kruznice o poloméru r sviraji tihel velikosti 108°. Urcete délky oblouku vymezenych dotykovymi body danych tecen.

Je dén étverec ABCD o strané délky 10e¢m. Ctvrfkruznice o stiedech A, B, C' a D a poloméru 10c¢m rozdéli ¢tverec ABC' D
na 9 casti. Vypoctéte jejich obsahy.

Na obdélnikovém kuleé¢nikovém stole jsou bild a ¢erna koule. Urcete smér, ve kterém je potieba posunout bilou kouli, aby
narazila do ¢erné a pred tim se odrazila od a) jedné, b) dvou, ¢) ti{ stén.

Doplitte rovnostranny trojihelnik tak, aby vysledny utvar byl stfedové soumérny a mél co nejmensi obsah.

V rovnobézniku ABCD jsou M a N po fadé stiedy stran DC a BC. Dokazte, Ze tisecky AM a AN déli ihlopticku BD
v bodech P, (Q na tii shodné ¢ésti, viz obrazek.
b M c

Q

A
Stredy stran libovolného ¢tyiihelniku tvoii rovnobéznik. Dokazte.
Obé uhlopticky rozdéluji lichobéznik na ¢tyfi trojuhelniky. Vyjadiete jejich obsahy pomoci zakladen a,c a vysky v.

Prusecik uhlopiicek lichobézniku lezi na téznici trojuhelniku, ktery vznikne prodlouzenim jeho nerovnobéznych stran.
Dokazte.

V roviné je dan lichobéznik ABCD se zdkladnou AB a piimka p rovnobézna s /@ Ozna¢me pruseciky: jﬁ Np=FE;
mﬁp:F;%ﬂp:G;mﬁp:H. Dokazte, ze |EF| = |GH|.

Urcete obsah bicentrického ¢tyiihelniku.

Je déan pulkruh nad prumeérem AsBs a konvexni ¢tyftuhelnik KiLiM;Ni. Sestrojte ¢tyithelnik KoLoMsNo podobny
ctyfuhelniku Ky Ly M7 Ny tak, aby jeho vrcholy KsLo lezely na pruméru AsBs a vrcholy Ms Ny na kruznici ohranic¢ujici
pulkruh.

Dokazte, Ze ihlopiiéky v konvexnim étyftihelniku o stranéch a, b, ¢, d jsou na sebe kolmé prave tehdy, kdyz je a®+c? = b>4-d2.

V roviné je dén ctyfthelnik ABCD, ve kterém plati |AB| = |BC| =z a |CD| = |DA| = y. Urcete nutnou podminku pro
to, aby jeho obsah byl S = zy. Své tvrzeni zduvodnéte.

Mame za tikol pletivem vymezit pozemek ve tvaru pravoihelniku tak, Ze jednu stranu pozemku tvoif (rovnd) zed vedlejstho
pozemku. Jaké maji byt rozméry pozemku, aby jeho plocha byla co nejvétsi, mame-li k dispozici 36m pletiva?

Je dén lichobéznik ABC'D, v némz je |[<BAD| + |[<ABC| = 90°. Stiedy zdkladen AB a C'D jsou po fadé M a N. Urcete
délku tsecky M N, je-li |[AB| =a a |CD| =c.

Je dén lichobéznik ABCD, v némz je |[<BAD| + |[<ABC| = 90°. Stiedy zékladen AB a CD jsou po fadé M a N. Urcete
délku tsecky M N, je-li |AB|=a a |CD|=c.

Na uhlopti¢ce obdélniku urcete bod, ktery po spojeni useckami se tfemi jeho vrcholy, rozdéli obdélnik na tii utvary
0 shodném obsahu.

Je dan pétidhelnik, jehoz vnitin{ Gihly jsou shodné a po sobé nasledujici strany maji délky 2,3 a 4. Urcete délky zbyvajicich
stran.

Pravidelny mnohouhelnik vepsany kruznici poloméru r mé 20 thlopficek. Urcete jeho obsah.
Dokazte, ze obsah pravidelného osmithelniku je roven souc¢inu nejkratsi a nejdelsi jeho thlopticky.

Je ddn AABC.



45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

93.

54.

55.

(a) Sestrojte jeho obraz v kruhové inverzi, kde fidici kruznice, je kruznice trojuhelniku vepsand.
(b) Sestrojte déle obraz kruznice opsané v dané kruhové inverzi.

(¢) Urcete poloméry kruznic, které jsou obrazy piimek jﬁ , %’ , j@ a kruznice opsané AABC.

Stereografickd projekce v roviné je zobrazeni, ve kterém se z bodu na kruznici promitaji body dané kruznice na néjakou
pifmku (neprochédzejici bodem promiténi) v rovineé.

Necht je ddna Fidici kruznice z(S, r) a pfimka p prochézejici stiedem S. Krajni body priméru kruznice z kolmého k pfimce
p oznacme A, B. Na kruznici zvolme libovolny bod Py # A, B a sestrojme jeho obrazy P, P’ v stereografickych projekcich
kruznice z z bodu A, B na piimku p. Dokazte, Ze body P, P’ tvor{ odpovidajici si par v kruhové inverzi s fidici kruznici z.

Je déna fidic{ kruznice z(S, 7). Pro libovolny bod X # S, x ¢ z a jeho obraz X’ v kruhové inverzi podle z urcete dvojpomeér
—

(A, B; X, X’), kde body A a B jsou pruseciky piimky X X’ a kruznice z.

Pozn. pozor na orientaci v definici dvojpomeéru.

Jsou dany soustifedné kruznice ki a ko. Diskutujte vzdjemné vztahy obrazu téchto kruznic p#i ruznych volbach kruhové
inverze.

V roviné je dana kruznice se stfedem S o poloméru r a jeji vnéjsi bod A. Vyjadiete vzdalenost dotykovych bodu tecen
vedenych z bodu A ke kruznici k.

V roviné je dan rovnostranny trojihelnik o délce strany a. Urcete, v jakém poméru jsou obvody: kruznice opsané; kruznice
vepsané; a utvaru, ktery je obrazem stran daného trojihelniku v kruhové inverzi podle kruznice jemu vepsané.

V roviné je dan tétivovy lichobéznik, jehoz zédkladna AB dané délky a je primérem kruznice opsané. Délka kratsf zékladny
je polovinou délky delsi zakladny. Urcete soucet délek obrazu stran BC,CD a DA v kruhové inverzi podle kruznice
lichobézniku opsané.

V roviné jsou dany kruznice ki, ke o ruznych polomérech protinajici se ve dvou ruznych bodech A, B. Body A,B
vedme rovnobézné pifmky a, b, které jsou seénami obou kruznic v bodech C, D, E, F. Dokazte, Ze CDEF jsou vrcholy
rovnobézniku.

V roviné je dan ¢tverec JABCD. Dokazte, ze délka obrazu thlopficky ¢tverce v kruhové inverzi podle kruznice ¢tverci
vepsané je polovinou délky puvodni whlopficky.
(a) Urcete, co musi platit pro ¢étyiihelnik, aby stfedy jeho stran byly vrcholy ¢tverce. Své tvrzeni dokazte.

(b) Existuje nekonvexn{ ¢tyfihelnik, ktery spliiuje vlastnost uvedenou v (a)?
V piipadé, ze ano, narysujte jej.
V piipadé, Ze ne, tak odpovéd zdtvodnéte.

Kruznice k1 a ko s vnéjsim dotykem v bodu A maji poloméry r; = 4 a ro = 2. Spole¢nd te¢na obou kruznic, neprochazejici
bodem A se dotkne k1 a ko v bodech B a C. Urcete polomér kruznice opsané trojihelniku AABC.

Na obrézku je biliardovy stul ve tvaru obdélniku ABCD a bod P, v némz je umisténa koule.
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(a) Urcete, zda je mozné, aby koule po odrazu jenom od horni a pravé stény prosla znovu bodem P. Své tvrzeni
zduvodnéte.

(b) Uvazujme, ze koule po odrazu od horni stény v bodé M, od pravé stény v bodé N a od spodni stény v bodé O projde
puvodnim bodem P. Urcete typ ¢tyftuhelniku MNOP a své tvrzeni zduvodnéte.

Pozn. predpokladdame, ze koule se od stén stolu dokonale odrazi, neztraci svoji rychlost a nepodléha pusobeni boéni rotace.

V roviné je dén trojihelnik AABC a kruznice k, kterd prochézi bodem B a protind pifmku AB v bodé D, piicemz
|<<ADC| = 90°. Déle ozna¢me T bod dotyku teény vedené z bodu A ke kruznici k. Dokazte, ze pokud je trojihelnik
AABC pravothly pak |AC| = |AT|. Zduvodnéte, zda plati obrdcend implikace?

V roviné je dédn ¢tyithelnik ABCD. Oznatme E pruseéik piimek BC N AD a F prusecik os stran BC a AD. Dokazte,
ze kdyz ABCD je lichobéznik, kde AB || CD, tak body E, F a stiedy stran BC a AD lez{ na spoleéné kruznici. Déle
zduvodnéte, zda plati obracend implikace?

V roviné je dan kosoctverec ABC'D. Osy stran kosoc¢tverce tvoii ¢tyiuhelnik KLM N. Dokazte, ze ¢tyituhelniku K LM N
Ize vepsat kruznici.

V roviné je dén trojihelnik AABC a kruznice k, kterd prochézi bodem B a protind pifmku AB v bodé D, piicemz
|<ADC| = 90°. Daéle oznac¢me T bod dotyku teény vedené z bodu A ke kruznici k. Dokazte, ze pokud je trojiihelnik
AABC pravouhly pak |AC| = |AT|. Zduvodnéte, zda plati obrdcend implikace?

Lichobézniku Ize opsat kruznici pravé tehdy, kdyz jsou jeho uhlopticky shodné. Dokazte.

Mnoziny boda

V roviné jsou dany ruzné body A, B. V z&dvislosti na parametru k € R sestrojte mnozinu vSech bodu X, pro které plati:

(a) |AX|+ |BX| = k.
(b) |AX| —|BX| = k.
(c) |AX|*|BX|=k.
(d) |AX|/|BX| =k (s dukazem dle materidlu) .

V roviné je déna piimka d a bod F, ktery na ni nelezi. Sestrojte mnozinu vSech bodu X pro které plati |[FX| = |X,d|
Uréete mnozinu v8ech bodt, které maji stejnou mocnost od dvou ruznych nesoustiednych kruznic v rovineé.

V roviné jsou ddny shodné tisecky u, u’ podle obrdzku. Uréete vSechny nepfimé shodnosti, které zobrazi u na u’. Dohledejte
charakteristické prvky téchto shodnosti, tj. osy, smér a velikost posunuti, stted apod., (dle typu shodnosti).

i~

Je ddna kruznice k se stifedem v bodé S a polomérem r a jeji teéna ¢t dotykajici se k v bodé T. Na te¢né ¢ zvolme bod
P # T a vedme pifmku ﬁ , kterd protne kruznici k v bodech A a B.
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a) Na primce % urcete body @ # P takové, ze pro mocnosti bodu @ a P ke kruznici k plati
w(P, k) = —p(Q, k).
b) Dokazte, ze pro poméry obsaht trojihelniku plati vztah

Sapr  Saor

Sgpr  Seor

V roviné je ddna jednotkovd kruznice k se stfedem v poc¢dtku a na nf body A[—1,0] a B[0, 1]. Na kruznici zvolme libovolny

—
bod M rizny od A a B a na polopifmece BM sestrojme bod C rizny od B tak, aby |[BM| = |[CM]|. Bod C spojme se
stitedem O tétivy AB. Urcete mnozinu vSech prusec¢iku P piimek AM a CO, jestlize se bod M pohybuje po kruznici k.

V roviné jsou dany bod B a piimka p, kde B ¢ p. Popiste konstrukci mnoziny vsech bodu X, pro které plati:

IBX| 2

p. X| 3

(kde |p, X| znaci vzdélenost bodu od piimky). Sestrojte alespori 10 ruznych bodu této mnoziny a zbytek mnoziny nacrtnéte.
V roviné jsou dédny bod B a pifmka p, kde B ¢ p. Popiste konstrukci mnoziny vSech bodu X, pro které plati:
IBX| 2

p, X| 3

(kde |p, X| zna¢i vzdélenost bodu od piimky). Sestrojte alesponi 10 ruznych bodu této mnoziny a zbytek mnoziny nacrtnéte.
V roviné jsou ddny bod B a pifmka p, kde B ¢ p. Popiste konstrukci mnoziny vSech bodu X, pro které plati:
|BX| 3

p. X| 2

(kde |p, X| znaci vzdélenost bodu od pifmky). Sestrojte alespori 10 ruznych bodu této mnoziny a zbytek mnoziny nacrtnéte.
1
V roviné jsou ddny body A, B, C na pifmce tak, ze (BA;C) = 1 Urcete mnozinu v8ech bodu X pro které plati podminka:
<JAXB =<«BXC.

(a) Sestrojte alespon 6 bodu dané mnoziny.

(b) Dokazte, Ze mnozina, kterou jste urcili je ekvivalentn{ dané podmince.



