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Kruhova inverze

Definice (Kruhova inverze)

Je dana kruznice z(S, r) v roviné p. Kruhova inverze je
zobrazeni v roviné p \ {S}, které kazdému bodu X # S

prifazuje bod X’ polopfimky S—)>( tak, ze plati
|SX| - |SX'| = r2.

Kruznice z se nazyva fidici kruZnice.

Pozn. nékdy se definuje |SX| - |SX’| = |A|. Body se pro A < 0 zobrazuji na opacnych
polopfimkach.
Pozn. nékdy se bodu S prifazuje (pravé jeden) bod v nekonecnu.

Samodruzné body: body fidici kruznice.

Samodruzné primky: pfimky prochazejici bodem S (bez
bodu S).

Vnitfni body kruznice z se zobrazuji na vnéjsi a opacné.
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Kruhova inverze

Konstrukce (Sestrojte z, je lidano S, X, X’)

Z Eukleidovy véty o odveésné:
O (S, X)
®/1LSX, X el
® Zclnk

0 z(S,|5Z])

(resp. zaménit X, X’)
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Zobrazeni pfimky

Véta (Obrazem pfimky S ¢ p je kruznice)

Obrazem pfimky p, neprochazejici sttedem S fidici kruZnice
z(S, r) kruhové inverze, je kruzZnice p', prochazejici bodem S
(ale bez bodu S).

Dukaz

Dokazujeme vlastne dvé implikace:

1) Najdeme kruZnici, na které leZi obrazy bodu pfimky v inverzi:
Sestrojime patu P kolmice na pfimku p vedené bodem S.
Najdeme obraz P’ bodu P a sestrojime Thalétovu kruZnici k;
nad primérem SP_’.>

Necht X' = k; N SX, kde X je libovolny bod na pfimce p.
Pravouhlé trojuhelniky ASPX ~ ASX'P’ jsou podobné dle

(u, u) a pro kazdy bod X plati: r?> = |SP| - |SP'| = |SX| - |SX|.
Body X' jsou obrazy bodt X z definice kruhové inverze.
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Zobrazeni pfimky

Véta (Obrazem pfimky S ¢ p je kruznice)

Obrazem primky p, neprochazejici sttedem S fidici kruZnice
z(S, r) kruhové inverze je kruZnice p', prochazejici bodem S
(ale bez bodu S).

Dikaz

2) Dokazeme, Ze obraz kaZdého bodu pfimky p leZi na néjaké
KruZznici K':

Z inverze mame |SX| - |SX'| = |SP| - |SP’| a plati rovnost
pomeért % = fg;,'l

Trojuhelniky ASPX a ASX'P’ maji spolecny uhel a jsou si
podobné dle (s, u, s).

Uhel pfi vrcholu X' v ASX'P’ je tedy taky pravy a bod X' lezi
na Thalétove kruznici nad priuméerem SP'.

L
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Zobrazeni pfimky

Dusledek: Kruhova inverze nezachovava kolinearnost bodu.
Zachovava se incidence.
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Zobrazeni kruznice

Véta (Obrazem kruznice S € k je pfimka)

Obrazem kruZnice k, prochazejici sttredem S Fidici kruzZnice
z(S, r) kruhové inverze, je prfimka p, neprochazejici bodem S.

Dukaz

Staci si uvédomit, Ze kruhova inverze je involuce. Potom je to
dusledek predesié vety.

Michal Zamboj Planimetrie



Zobrazeni kruznice
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Véta (Obrazem kruznice S ¢ k je kruznice)

Obrazem kruZnice k, neprochazejici stfedem S Fidici kruZnice
z(S, r) kruhové inverze, je kruZnice k', neprochazejici
bodem S.

Dukaz

Znovu dokazujeme dvé implikace: 1) Najdeme kruZnici, pro kterou to plati:

Oznacéme P, Q body kruZnice k, které leZi na jejim priméru prochdzejicim stfredem S
fidici kruZnice a urceme jejich obrazy P, Q'.

Z inverze plati: |SP| - |SP'| = |SQ) - |SO’\ = r? a sestrojime kruZnici k' nad pramérem

P'Q'". Necht X’ je libovolny bod kruznice k' a Y’ druhy prisecik k' n SX’, SX/ a pruseciky

kN S_X> Jsou Y, X.
Z mocnosti bodu S ke kruZnici k plati: |SX| - |SY| = m = |SP| - |SQ).

|

/
Plati, Ze kruZnice k, k' jsou ve stejnolehlosti se stredem S. Plati tedy: || S\Ff,‘\ \é)c()/: .
Dosazenim napf. pro |SY| do vztahu pro mocnost:
P| - |SX’
|SX|%C‘)‘:§;| =|SP|-|SQ|— |SX| - |SX'| = |SQ| - |SQ'| = r?

A body X" € k' jsou obrazy bodi X € k.
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Véta (Obrazem kruznice S ¢ k je kruznice)

Obrazem kruZnice k, neprochazejici sttedem S Fidici kruzZnice
z(S, r) kruhové inverze, je kruZnice k', neprochazejici
bodem S.

Dukaz

2) Dokazeme, Ze obrazy bodu kruznice k v inverzi leZi na néjaké kruznici k’.
Stejné jako v 1) oznacme P, Q body kruZnice k, které leZi na jejim priméru
prochazejicim stredem S Fidici kruZnice a uréeme jejich obrazy P, Q'.

Necht X je libovolny bod kruznice k a Y druhy prisecik k N SX, jejich obrazy jsou

X', Y.

Z inverze plati: @ _ IsXIl ata @ _ 15X
Pt Sx 18P BARE

APSX ~ AX'SP' a AQSX ~ AX'SQ@' se spolecnym tihlem ve vrcholu S jsou si

podobné.

Plati tedy, Ze

|<@X'P'| = |<SX'P'|~|<SX'Q'| = |<SPX|—|<SQX| = 7~ |<QPX|—|<PQX| = .

Bod X' tedy leZi na Thalétové kruZnici nad prdmérem P'Q'.

a dvojice trojuhelniki

A
—~
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Zobrazeni kruznice
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Samodruzné kruznice

Véta (Samodruzné kruznice)

Ridici kruZznice a kruZnice, které jsou kolmé na Fidici kruznici,
Jsou samodruzné v kruhové inverzi.

Dukaz

Necht' T je prisecik kruZnice k a ridici kruZnice z.

ST je tecna kruZnice k.

Bodem S ved'me libovolnou se¢nu s kruznice k : X, Y € kN s.
Z mocnosti bodu S ke kruznici k plati |SX| - |SY| = |ST|? = r?.
Bod X je v inverzi obrazem bodu Y a opacne.
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Samodruzné kruznice
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Kruhova inverze

Véta (Konformita kruhové inverze)

Kruhova inverze je konformni zobrazeni, t.j. zachovava uhly.
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Kruhova inverze
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Kruhova inverze
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Kruhova inverze
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Kruhova inverze

Je dana fidici kruznice z(S, r), kruznice n(N, ), ktera je uvnitf
z a S € nakruznice m(M, ry), kterd ma vnéjsi dotyk s kruznici
n. Sestrojte obrazy kruznic m, n v kruhové inverzi.
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Kruhova inverze

Priklad (2 - cv.)
Je dan AABC.

© Sestrojte jeho obraz v kruhové inverzi, kde fidici kruznice,
je kruznice trojuhelniku vepsana.

@® Sestrojte dale obraz kruznice opsané v dané kruhove
inverzi.

©® Urcete poloméry kruznic, které jsou obrazy pfimek
f@, ?C)D, % a kruznice opsané AABC.
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