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Uhly v kruznici

Véta (O obvodovém a stiedovém Uhlu)

Velikost stfedového uUhlu je rovna dvojnasobku velikosti
kaZdého obvodového uthlu pFislusného k témuz oblouku.

Dikaz (Vyctem moznosti)

<AVB - obvodovy uhel
<ASB - stfedovy uhel

a)SeAV

ABSV - rovnoramenny
Q |<SBV| = |<BVS| = «

|<BSV| =7 — 2«

|<<BSA| = 2a
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Uhly v kruznici

Véta (O obvodovém a stiedovém Uhlu)

Velikost stfedového uUhlu je rovna dvojnasobku velikosti
kaZdého obvodového uthlu pFislusného k témuz oblouku.

Dikaz (Vyctem moznosti)
<AVB - obvodovy uhel
<ASB - stfedovy uhel

b) S je vnitrni bod konvex.
3 uhlu <AVB
CeSVnk
prevedeme na uhly
<AVC,<BVC
|<AVB| = |<AVC| + |<BVC]
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Uhly v kruznici

Véta (O obvodovém a stiedovém Uhlu)

Velikost stfedového uUhlu je rovna dvojnasobku velikosti
kaZdého obvodového uthlu pFislusného k témuz oblouku.

Dikaz (Vyctem moznosti)
<AVB - obvodovy uhel
<ASB - stfedovy uhel

c) S je vnéjsi bod konvex. uhlu
<AVB
CeSVnk

v prevedeme na uhly
<AVC,<BVC
|<<AVB| = |<BVC| — |<AVC]
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Uhly v kruznici

Véta (O obvodovém a stiedovém Uhlu)

Velikost stfedového uUhlu je rovna dvojnasobku velikosti
kaZdého obvodového uthlu pFislusného k témuz oblouku.

Dikaz (Vyctem moznosti)
<AVB - obvodovy uhel
<ASB - stfedovy uhel

d) pro tupy <AVB
CeSVnk

prevedeme na uhly
<AVC,<BVC

|<AVB| = |<BVC| + |[<AVC|
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Uhly v kruznici

Véta (O usekovém ahlu)

Usekovy tihel daného oblouku je shodny se véemi obvodovymi
uhly prislusnymi k danému oblouku,

Dukaz

|<tAB, t| - Usekovy uhel
AABS je rovnoramenny
ADBS je pravouhly

SD je osa uhlu <ASB
|<DSA| = |<DSB| = «
|<DBS| =5 — «

|<AB, t| = a
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Uhly v kruznici

Aplikace:
mnozina G vSech vrcholl V Uhlu <AVB o velikosti «, jejichz
ramena prochazeji body A # B.

konstrukce te¢ny danym bodem
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Obvod a obsah

Obvod kruznice: 0 = 2xr
Obsah kruznice: S = rr?

Délka oblouku kruznice: | = 0 = 2% _ o
2m 2m ) )
Obsah kruhove vysece: Syysete = dg_Tar _ar
2m 2m 2

Obsah kruhové Usece:

Sisete = Syysete — SA = —— — I sina = ~r*(a —sinw
Usece vysece A P P ) ( )
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Mocnost bodu ke kruznici

Definice (Mocnost bodu ke kruznici)

Mocnosti bodu A ke kruznici k(S, r) nazyvame Cislo

M(A, k) = |AS]? — r2.

M(A,k) >0 < Ajevné k
|AS? —r2 = |AT|2 >0

MAK) =0& Ack
|IAS? —r2 =0

M(A, k) < 0 < Aje uvnitf k
|AS|? —r? = —|AD|? < 0
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Mocnost bodu ke kruznici
Véta (Mocnost a se€na)

Je dana kruznice k a bod A. Bodem A ved'me libovolnou secnu
S kruZnice k. Pruseciky secny s a kruZnice k oznacme X, Y.
Pro body X a'Y plati:

M(A, k) pokud A€ k nebo Ajevnék (1)

|AX||AY| = . .
—M(A, k) pokud A je uvniti k (2)

(1)

|AX||AY| = (|AP| — | XP|)(|AP| + [ YP])
|AX||AY| = |AP|2 — | XP|2

|AX||AY| = |AS|? — [SPJ? — (r* — |SP|?)
|AX||AY| = |AS|? — r2 = M(A, k)

Michal Zamboj Planimetrie



Mocnost bodu ke kruznici
Véta (Mocnost a se€na)

Je dana kruznice k a bod A. Bodem A ved'me libovolnou secnu
S kruZnice k. Pruseciky secny s a kruZnice k oznacme X, Y.
Pro body X a'Y plati:

|AX||AY| = M(A, k) pokud A € k nebo Ajevnék (1)
| =M(A, k) pokud A je uvnitf k 2)

(2)

|AX||AY| = (IXP| — |AP|)(|AP| + [ YPI)
|AX||AY| = | XP|2 — |AP|2

|AX||AY| = r2 — |SP|? — (|AS|* — |SP|?)
|AX||AY| = r? — |AS|? = —M(A, k)
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Mocnost bodu ke kruznici

Konstrukce (Dano: kruznice k, X, Y € k, M(A, k) > 0. Sestrojte

bod A € XY)
Pro M(A, k) > 0 plati M(A, k) = |AS|2 — r?
Bod A lezi na XY a na kruznici I(S, |AS| = \/M(A, k) + r?).

Postup:
© t tjeteCna ke k vbode X
@ ki; ki (X, /M(A K))
® QQctnk
0 /1(S,SQ)|)
O Acin W
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Mocnost bodu ke kruznici
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Mocnost bodu ke kruznici

Konstrukce (Dano: kruznice k, X, Y € k, M(A, k) < 0. Sestrojte

bod A € XY)
Pro M(A, k) < 0 plati —M(A, k) = r?> — |AS|?
Bod A lezi na XY a na kruznici I(S,|AS| = \/r?> + M(AK)).

Postup:
O ki ki(XS)
@ ki ki(X,/—M(A k))
O QQckrnk
0 /1(S,SQ)|)
O Acin W
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Mocnost bodu ke kruznici

4

m=-
®
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O&A

Kruznice opsand k(Sy, r)

ABSoSC — S|n'y - %
_ ¢ _ _b a

T siny T sing ~ Sina
Sh = %absiny
__ abc
Sn =%
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O&A

Kruznice vepsana k(Sy, p)

SABC

\/(s— (s — b)(s— c)

Ssu (|ASy|,p, %)
= |AT¢| = |ATp| = x
|BT:| = |BTy| =y
|CTal = [CTp| =2z
at+b+c=2x+2y+2z

S=Xx+y+z
Sasc = SAL?SV + SBCSV +1SACS./ s_a—x
Sasc = 3pC+ 3pa+ 3pb B Xyz
Snsc = pEHEE = ps P\ x¥y+z
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O&A

Kruznice pfipsané kg, kp, k¢
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Vzajemnd poloha 2 O

Definice (Soustfedné kruznice)

Dvé kruznice se nazyvaji soustredné kdyz maji spole¢ny stred.

Definice (Strednd)
Spojnice stfedl dvou kruznic se nazyva jejich stfedna.

totozné soustfedné ko uvnitt ky

S =5 S1=5 S1 #S
rn=r rn#r 1S1S2| < |r — 12
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Vzajemnd poloha 2 O

vnitfni dotyk ky a ko se protinaji ve 2 bodech vnéjsi dotyk

Si # S S1 # S S1# S
[S1S2| = [ — 12 rn—r| <SS <n+r [S1Sel =r + 12
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kq a ko lezi vzajemné vné

S1 # S
[S1S2| > 1 + 12
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Vzajemnd poloha 2 O

Definice (Ortogonalni kruznice)

Dvé kruznice, které se protinaji, se nazyvaji vzajemné kolmé
(ortogonailni), jsou-li vzajemné kolmé jejich tecny ve
spole¢nych prusecicich.

(Y
(¥

Si# S
| Sy 82|2 = I’12 + I’22
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Stejnolehlost dvou kruznic

Véta (Stejnolehlost dvou kruznic)
Necht jsou dany dvé kruznice ki(Sy, 1), ko(Sz, r2). Plati, Ze:
® jsou-li ky, ko soustifedné, potom mezi nimi existuji 2
stejnolehlosti s opacnymi koeficienty.
e jsou-li Sy # S, a soucasné ry = r», potom mezi nimi
existuje 1 stejnolehlost (a 1 posunuti).

® jsou-li S; # S, a soucasné ry # r», potom mezi nimi
existuji 2 stejnolehlosti.
Vnitini stejnolehlost se stfedem | na tuseéce S1S..
Vinéjsi stejnolehlost se stfedem E vné usecky S;Ss.
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Stejnolehlost dvou kruznic

Véta (Stejnolehlost dvou kruznic)

81 - 82 — H(S17%)7 H(S17_f_2)

n

Si # S A =nr — H(I(stfedS1 Sp), —1)
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Stejnolehlost dvou kruznic

Véta (Stejnolehlost dvou kruznic)
Si#SAn#n

S2
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Stejnolehlost dvou kruznic

Véta (Stejnolehlost dvou kruznic)
Si#SAn#n
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Stejnolehlost dvou kruznic

Véta (Stejnolehlost dvou kruznic)
Si#SAn#n
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Stejnolehlost dvou kruznic

Véta (Stejnolehlost dvou kruznic)
Si#SAn#n
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Stejnolehlost dvou kruznic

Aplikace: sestrojeni teCen dvou kruznic.
S1#SAn #r
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Mongeova véta

Véta (Mongeova véta)

Jsou-li ky, ko, ks kruZnice s nekolinearnimi riznymi stredy a

raznymi poloméry, pak plati pro vnejsi a vnitini stfedy
stejnolehlosti kaZdych dvou z téchto kruznic:

[

e vSechny 3 vnejsi stredy stejnolehlosti (E12, Exs, Eq3) leZi v
pfimce

® kaZde dva vnirni stfedy stejnolehlosti a jeden vnejsi leZi v
pfimce

* 3 vnitini stfedy stejnolehlosti (2, kg, l13) nelezZi v pfimce
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Mongeova véta




Mongeova véta

Véta (Mongeova véta)

Pouzijeme viastnosti Mongeovy grupy
VnéjSvf stejno/ehlost mezi k1 a k2 je H12(E12, %)
Vnitini stejnolehlost mezi ky a ky je H{,(li2, —%).

Vnéjsi stejnolehlost mezi ko a ks je Hoz(Eza, %).
Vnitini stejnolehlost mezi ky a k3 je Hys( /23, _%)'

Vv

Vnéjsi stejnolehlost mezi ki a ks je Hia(Eis, 7).
Vnitini stejnolehlost mezi ky a k3 je Hyi;(hs, —%).

H13 = H23 o H12 a E13 lezi na pf/'mce E12E23
Hi, = Haz o H}, a l13 leZi na pfimce Iy, Ep3 atd.
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Mongeova véta

Véta (Mongeova véta)
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Mongeova véta

Véta (Mongeova véta)
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Stejnolehlost - kruznicovy dodatek

Kazdou primou vlastni podobnost Ize rozloZit na stejnolehlost a
otoCeni se stejnym stfedem.

Dukaz

PFima viastni podobnost je zadana 2 pary odpovidajicich si
bodu X, Y — X', Y.

1) XY || X'Y’, potom existuje <_s_z‘ﬂnoleh/ost

)XY Y XY = IK e XY N X'V,

Sestrojime kruZnice opsané ky(XX'K), ky(YY'K):

2a) ky, k, maji spolecny pravé bod K a plati (stejnolehlost ky a
k), Ze KX _ |KY|

TRX'T = TKY7|
rotace se sttedem K : X — Xi, Y — Y; a nasledné
stejnolehlost se stredem K : Xy — X', Y1 — Y'.

|

L
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Stejnolehlost - kruznicovy dodatek

Véta

KaZdou pfimou vlastni podobnost Ize rozloZit na stejnolehlost a
otoCeni se stejnym stfedem.

Ddkaz

2a)
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Stejnolehlost - kruznicovy dodatek

Kazdou primou vlastni podobnost Ize rozloZit na stejnolehlost a
otoCeni se stejnym stredem.

Dukaz

2b) ky, k, maji spolecné body K, S — obvodové uhly

|<SXK| = |<SX'K|; |<SYK| = |<SY'K|, a ASXY ~ ASX"Y’
(podle uu), takZe pouzijeme rotaci se stfedem S o uhel
<XSX': X — X1, Y — Yi. a potom stejnolehlost se stfredem
S:X1 —)XI, Y1 — Y.

A
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Stejnolehlost - kruznicovy dodatek

Véta

KaZdou pfimou vlastni podobnost Ize rozloZit na stejnolehlost a
otoCeni se stejnym stfedem.

Ddkaz

2b)
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Stejnolehlost - kruznicovy dodatek

Véta
Kazdou nepfimou viastni podobnost Ize rozloZit na stejnolehlost
a 0sovou soumernost, jejiz osa prochazi stredem stejnolehlosti.)

Véta
Kazda vlastni podobnost ma pravé jeden samodruzny bod.

Dikaz

Dusledek predeslych dvou vét je, Ze existuje alespori jeden
samodruzny bod. Kdyby existovali dva samodruzné body, tak
jejich vzdalenost se zachovava a jde o shodnost.

A
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Chordala dvou kruznic

Definice (Chordala)

Mnozina vSech bodu, které maji stejnou mocnost k dvoum
nesoustfednym kruznicim se nazyva chordala.

Chordala je pfimka kolma ke stfedné (bez dikazu).

Konstrukce
ki N ko ve dvou bodech

AN
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Chordala dvou kruznic

Konstrukce

ki N ko v jednom bodé

k
&2

AN N
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Chordala dvou kruznic

Konstrukce

ki a ko nemaji spole¢ny bod

Pouzijeme treti kruznici, kterd ma 2 spolecné body s obéma
kruznicemi. Prisecik jejich chorddl se nazyva potencni stred a
lezi na chordale k; a ko.
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Apolloniova kruznice

Véta (Apolloniova kruznice)

Necht jsou v roviné dany dva rizné body A, B a Cislo
0<A#1.

MnoZinou vsech bodi X dané roviny, pro néz plati

|AX| : |BX| = ), je kruZnice k sestrojend nad pramérem CD,
kde C a D jsou body piimky AB, spifiujici vztah

[AC| _ |AD] _

|BC| |BD|
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Apolloniova kruznice

Véta (Apolloniova kruznice)

1. najdeme body C, D na pfimce fﬁ splriujici H % =\
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Apolloniova kruznice

Véta (Apolloniova kruznice)

2. necht pro X plati % = \. DokazZeme, Ze X leZi na
Thalétové kruZnici nad primérem CD .
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Apolloniova kruznice

Véta (Apolloniova kruznice)

Bodem B vedeme rovnobézku s AX — AXYZ.
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Apolloniova kruznice

Véta (Apolloniova kruznice)

AACX % ABCY = 8% = 4S = \ = & = |BY| = | BX|
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Apolloniova kruznice

Véta (Apolloniova kruznice)

AADX < ABDZ = 2% = 48 = A = 2% = |BZ| = | BX|

Michal Zamboj Planimetrie



Apolloniova kruznice

Véta (Apolloniova kruznice)

2<(BXC) + 2<«(BXD) = 180 = X leZi na Thalétové kruZznici.
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Apolloniova kruznice

Véta (Apolloniova kruznice)

Necht X leZi na kruZnici nad priimérem CD.
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Apolloniova kruznice

Véta (Apolloniova kruznice)

Ze stejnych trojuhelniku jak v ,= “ plati |BY | = |BZ| a tedy X
leZi na Thalétove kruZnici se stfedem B a polomérem
|BY| = |BZ| = |BX|.
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Apolloniova kruznice

Véta (Apolloniova kruznice)

|AX]  |AX|

Konecne \ = BY| = BX|
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