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Ctyfahelniky

Definice (CtyFuhelnik)

Jsou dany ¢tyfi body A, B, C, D v roviné, z nichz zadné tfi
nejsou kolinearni.

Ctyruhelnik ABCD je sjednoceni dvou trojuhelniki ABC a ACD,
které maji spole¢nou pouze stranu AC (a zadny dalsi bod).

Pozor, zadefinovali jsme jenom "neprekryvajici se"Ctyruhelnik, obecnéji
mnohouhelnik o 4 vrcholech a 4 stranach...
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Ctyfuhelniky a incidence

Véta (Menelaova véta pro Ctyfuhelniky)

Je dén Gtyfuhelnik ABCD. Na pfimkéch AB, BC, CD, DA le2i po
fadé body A', B', C', D', které jsou vSechny rizné od vrcholti
ABCD. Body A", B', C', D' leZi na jedné pfimce pravé tehdy,
kdyZ na strandch Ctyrfahelniku leZi bud’ Ctyri (v nekonvexnim
pfipadé) nebo dva z nich nebo Zadny a plati

(AB; A')(BC; B')(CD; C')(DA; D') = 1

|AA'| |BB'| |CC'| |DD'| _
|BA'| |CB'| |DC'| |AD'| —

nebo s vyuZitim vzdalenosti:
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Ctyfuhelniky a incidence

Véta (Menelaova véta pro Ctyfuhelniky)
(AB; A)(BC; B')(CD; C')(DA; D) = 1

Ddkaz (=)

LN
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Ctyfuhelniky a incidence

Ddkaz (Jen pro =)
Jsou-li A', B', C', D' na pfimce pak plati rovnost.

Menelaova véta pro

AABC : (AB; A')(BC; B')(CA; X) =1

AACD : (AC; X)(CD; C')(DA; D') = 1

(AB; A')(BC; B')(CD; C')(DA; D) =

(AB; A")(BC; B')(CA; X)(AC; X)(CD; C")(DA; D') = 1
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Ctyfuhelniky a incidence

Definice (Klasifikace ¢tyfuhelnik podle rovnobéznosti)

e Obecny - zadné dveé strany nejsou rovnobézné

e [ichobéznik - dvé protéjSi strany jsou rovnobézné

® Rovnobéeznik - obé dvojice protéjSich stran jsou vzajemné
rovnobézné
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Ctyfuhelniky a incidence

Véta (Uhlopfigky v lichob&zniku)
Prisecik uhlopricek lichobézZniku leZi na tézZnici trojuhelniku,
ktery vznikne prodlouZenim jeho nerovnobéZnych stran.

Cviceni. Napf. pres obsah /\. (obecné Ize napf. i za pomoci
harmonické Ctverice)

.

Véta (Rovnobéznikové pravidlo)

Uhlopficky rovnobéZniku se vzajemné puli.

Napf. afinitou pres délici pomer.
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Ctyfahelniky a ahly

Véta (> < Ctyfuhelniku)
Soucet vnitfnich uhli Ctyrahelniku je roven 2.

Primo z definice a véty 0 > <A
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Ctyfahelniky a ahly

Definice (Klasifikace ¢tyruhelnikd podle thlli «, 5, v, 0)

e Obecny-a+p+v+0=2r

o Tétivovy-a+~y=0+d=m

Lichobéznik - (a + 6= +y=m)V(a+B=v+06=m)
Rovnobéznik - (a =) A (B = 9)

e Rovnoramenny lichobéznik - (o = B) A (y = 9)

Pravouhelnik-a = =~v=50=73

Véta (Tétivovy Ctyrahelnik)

Ctyiihelnik je tétivovy pravé tehdy, kdyZ mu Ize opsat kruZnici.

= plyne z kruZnice jako mnoZiny vrcholt daného uhlu nad
useckou.
< plyne z véty o obvodovém a stifedovém uhlu.
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Ctyfuhelniky a vzdalenosti

Klaudios Ptolemaios cca. 90 - 165 n.l.
R, = T
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Ctyfuhelniky a vzdalenosti

Véta (Ptolemaiova veta)
Necht je dan ctyfuhelnik ABCD, pak plati

|AB| - |CD| +|BC| - |AD| > |AC| - |BD|.

Rovnost nastane, je-li ¢tyfuhelnik tetivovy.
Neboli: Soucin velikosti uhlopficek v ctyfuhelniku je mensi, nebo rovny souctu soucinu
Jeho protilehlych stran.

Ddkaz (Pomoci kruhové inverze)

Volime kruhovou inverzi s Fidici kruznici se stfedem v bodé A a
polomérem r = 1, ve které zobrazime ctyruhelnik
ABCD — AB'C'D'.
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Ctyfuhelniky a vzdalenosti

Véta (Ptolemaiova veta)
|AB| - [CD| + |BC| - |AD| = |AC| - |BD|.

Dikaz (Pomoci kruhové inverze)

Z kosinové vety plati:

‘B/C/|2 —

|AB'|? 4 |AC’|? — 2|AB'| - |AC’| cos
|BC|?2 = |ABJ? +|AC|? — 2|AB| - |AC| cos o

Z Kruhové inverze plati:

:
AB| = —
|AB’| AB|
AC| = —
IAC = 12g

N
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Ctyfuhelniky a vzdalenosti

Véta (Ptolemaiova veta)
|AB| - [CD| + |BC| - |AD| = |AC| - |BD|.

Dikaz (Pomoci kruhové inverze)

o2 — 1 1 _ 2cosa
‘B Cl ~ |AB? + |AC|2 |AB|-]AC|

‘ v 1| — _|BC|
upravime na |B'C’| = [ABI-AC]
2 Vi ‘CD|

a stejne |C'D'| = TACITAD]

syl 1BD)
1B'D'| = 17g7 740

Obecne v AB'C'D’ plati A #, leZi-li
ABCD na Kkruznici pak lezi B'C' D' na
pfimce a plati (ne)rovnost:

. |B'C'|+|C'D'| > |BD|

“. po substituci a upraveni dostdvéme

' poZadované tvrzeni.

N
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Ctyfuhelniky a vzdalenosti

Definice (Klasifikace Ctyruhelnikl podle stran a, b, ¢, d a

Uhlopricek e, f)

Obecny-a-c+b-d>e-f
Tecnovy-a+c=b+d

Deltoid- (a+b=c+d)A(a+c=b+d)
RovnobézZnik - (a=c) A (b= d)
Kosoctverec-a=b=c=d
Ctverec-(a=b=c=d)A(e=f)

Definujte rovnoramenny lichobéznik pomoci délek stran a
uhlopricek.

Michal Zamboj Planimetrie



Ctyfuhelniky a vzdalenosti

Véta (Te€novy Ctyfuhelnik)

Ctyiihelnik je teénovy pravé tehdy, kdyZ mu Ize vepsat kruZnici.

< Lze mu vepsat kruZnici, pak plati:
D

N
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Ctyfuhelniky a vzdalenosti

Véta (Te€novy Ctyfuhelnik)

Ctyiihelnik je teénovy pravé tehdy, kdyZ mu Ize vepsat kruZnici.

< Lze mu vepsat kruZnici, pak plati:

D
X z

X+y+z+w=x+w+z+y

L
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Ctyfuhelniky a vzdalenosti

Véta (Te¢novy Ctyruhelnik)

Ctyiihelnik je teénovy pravé tehdy, kdyZ mu Ize vepsat kruZnici.

= Platia+c=b+d

Sporem: Necht mu nelze vepsat kruznici, t.j. BUNO, BC neni
teénou vepsané kruZznice trojihelniku o stranach AB, CB, AD.
Bodem C vedeme tecnu b’ ke kruznici — AB'CD je tecnovy
Ctyruhelnik, pro ktery plati:
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Ctyfuhelniky a vzdalenosti

Véta (Te€novy Ctyfuhelnik)

Z, &="a—-s+c=b+d,
Z predpokladu platia+ ¢ = b+ d,
tjs=b—b avABBC neplati \ #.

Spor neplati, tudiz tvrzeni plati.

L
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Ctyfuhelniky a vzdalenosti

Véta (Brahmaguptuv vzorec)

V tétivovém ctyruhelniku ABCD se stranami a, b, c,d a
polovicnim obvodem s plati pro jeho obsah S

S=/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d).

Bez dikazu

(staci Héronuv vzorec pro
ACDE a podobnost
trojuhelniki A CDE ~ ABAE)
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Te€nové a tétivové Ctyruhelniky

Pozn. Te¢nové a tétivové Ctyrahelniky Ize definovat pomoci
kruznice i obracené.

Definice (Dvoustfedovy (bicentricky) Ctyfuhelnik)

Je-li Ctyfahelnik souCasné tétivovy a tecnovy, nazyvame ho
dvoustfedovy.
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Te€nové a tétivové Ctyruhelniky

a) Sestrojte bicentricky Ctyfuhelnik.
b) UrCete obsah bicentrického Ctyruhelniku.
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Konvexni mnohouhelnik

Definice (Mnohouhelnik)

Mnohouhelnik je ¢ast roviny ohrani¢ena uzavienou lomenou

¢arou, vcetné ni.

Pozor! Definice je nepfesna, nevime co je uzaviena lomena ¢ara (to by nevadilo), ale
hlavné co znamena ohrani¢end. Dalo by se jako sjednoceni trojuhelnikd, no vedlo by to
k pekelnym formulacim.

v

Definice (Konvexni mnohouhelnik)

Mnohouhelnik, ktery ma velikosti vSech vnitfnich thli mensi
nez w nazyvame konvexni mnohouhelnik.

Definice (Konvexni utvar)

Utvar nazyvame konvexni, lezi-li kazdy bod libovolné spojnice
dvou jeho vnitfnich bodu, uvnitf néj.
Utvar, ktery neni konvexni, nazyvame nekonvexni.
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Konvexni mnohouhelnik

Véta (Vlastnosti konvexnich mnohuhelniku)

V kazdém konvexnim n-uhelniku je:
* Soucet vnitfnich thlt oy + ap + -+ ap = (N — 2)7.
* Soucet vnéjdich ahli oy + af + - - - + o, = 2.

e Podet thlopiicek @
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Pravidelny mnohouhelnik

Definice (Pravidelny mnohouhelnik)

Pravidelnym mnohouhelnikem nazyvame (konvexni)
mnohouhelnik, ktery ma v§echny strany stejné dlouhé a
vSechny vnitfni Uhly stejné velké.

Véta (Vlastnosti pravidelnych mnohouhelniki)
Pravidelny n-uhelnik se stranou délky a ma:

e vnitfni dhly velikosti (n=2)r
e délku polomeru kruZnice opsané r = 25_:0)
in(Z~

n

e délku poloméru kruZnice vepsané p = 5 t;(,,)
n

e obvodo=n-a

e obsahS=1n-a p= ”32 cotg(T)
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Konstrukce pravidelného mnohouhelniku

Definice (Fermatova Cisla)

Cisla Fp tvaru F, = 22" + 1, pro n € Ny nazyvame Fermatova
Cisla.

Dosud je znamo jen 5 Fermatovych prvocisel
Fo=8,F =5 F, =17 F3 =257, F4 = 65537

Véta (Konstrukce pravidelného mnohouhelniku)

Pravidelny n-uhelnik, n > 2 Ize eukleidovsKy sestrojit jen pro
&isla n ve tvaru n = 2KFoFyF, ... pro k € Ny a Fp jsou rizna
Fermatova prvocisla (v soucinu nemusi byt vsechny).

tj.n=3,4,5,6,8,10,12,15,16,17,...
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Konstrukce pravidelného mnohouhelniku

Rozdélime-li libovolnou UseCku na dvé nestejné dlouhé casti
tak, ze pomér délky celé Usecky ku délce vétsi Casti je stejny
jako pomér vetsi Casti isecky ku délce Casti mensi je tato

Usecka rozdélena zlatym rezem.

_a_ X
YT x T a—x
P -—ax—x2=0

-1+V5
X=——F5——a
1++5

Y = 2

http:
//kdm.karlin.mff.cuni.cz/diplomky/chmelikovabp/Zlaty_rez.pdf -
zlaty fez od V. Moravcové
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Konstrukce pravidelného mnohouhelniku

Konstrukce (Zlaty rez)
Rozdélte Usecku v poméru zlatého fezu.
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Konstrukce pravidelného mnohouhelniku
Priklad (cv.)

a) Dokazte, ze délka Uhlopticky a délka strany pravidelného
pétithelniku jsou v poméru zlatého fezu.

b) Zkonstruujte pravidelny pétithelnik.
c) Zkonstruuijte pravidelny desetithelnik.
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Jinopravidelné mnohouhelniky

Definice (Polopravidelny mnohouhelnik)

Polopravidelnym mnohouhelnikem nazyvame mnohouhelnik,
ktery ma bud' vS8echny strany stejné dlouhé nebo vSechny
vnitfni thly stejné velké. (i.j. plati pravé jedna podminka)
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Jinopravidelné mnohouhelniky

Definice (Hvézdicovity pravidelny mnohouhelnik)

HvéZzdicovitym pravidelnym mnohouhelnikem nazyvame
nekonvexni mnohouhelnik, ktery ma vSechny strany stejné
dlouhé a vSechny vnitfni Ghly stejné velké.

¥y XX L} 3¢
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|zoperimetricka nerovnost

Priklad (cv.)
Ze vSech pravouhelniki o daném obvodu o najdéte ten, ktery
ma nejvétsi obsah S

o=2a+2b

S=ab b

plati: vVab < % (provedte konstrukci)
ve< 3

rovnost nastava pro a= b

Pozn.: Pro uzavienou kfivku délky o ohraniCujici ¢ast plochy o
obsahu S plati: 47S < 0°

pro A:121/3S < 02

pro n-Ghelnik: 4ntg(Z)S < 0?
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