§ Reseni pribézného testu z Planimetrie - varianta A
Pozn. Resen{ jsou bez dalsich nécértku (vyuzijte applety) a podrobného popisu konstrukce. Uvadim vzdy jen jedno z vic

moznych feseni. Najdete-li chyby napiste mi, prosim.

1. V roviné jsou ddny dva ruzné body C a S. svoji polohou. Sestrojte trojihelnik AABC je-li ddna délka vysky v, a velikost

dhlu « tak, aby bod S, byl stiedem strany c. Proved’te ndért a rozbor, postup konstrukce a konstrukei, diskuzi existence
a poctu feseni.

t

Rozbor:

Ze zadani mame vrchol C a stied S, strany c. Sta¢i ndm tedy dohledat Jeden z vrcholi A nebo B, druhy bude soumérny
podle S.. Vice informaci mame o vrcholu A.

Vyska v, je kolmd ke strané c. Pfimka ¢ obsahujici stranu ¢ bude teénou kruznice k se sttedem C o poloméru v.. Protoze
zname bod S, strany ¢, muZzeme z néj sestrojit tecnu ¢ ke k.

K dohledéni vrcholu A uz stacéi sestrojit piimku s odchylkou a od ¢ tak, aby prochézela vrcholem C' (napf. pomoci
rovnobézky).

Diskuze (viz online applet https://www.geogebra.org/m/mqzsepgb)):

Nastévaji dva problémy - jeden pfi pouziti vysky v. (kruznice k) a druhy pfi vyndseni dhlu a.

Existence: Z bodu S. musi existovat te¢na ke kruznici k, z toho plyne |C'S.| > v.. U thlu « je vhodné si uvédomit, ze
ho miizeme nanést v obou orientacich k pifmce ¢. Reseni bychom mohli ztratit tehdy, kdyby vysledny trojihelnik nemél
thel « jako vnitini, ale vnéjsi. Hranici pfechodu mezi vnitinim a vnéjsim thlem urcuje tthel <CS.C1, resp. jeho doplnék,
kde C1 je pata vysky v.. Jinak fe¢eno, kdyz strana AC splyne s téznici. Pfesnou velikost tohoto thlu lze ziskat jako
|<C'S.C1| = arcsin % Diky tomu, Ze nandsime uhel na obé orientace nastane problém existence feSenf aZ na intervalu
a € (90°,180°). Celkové plati, ze o < 180° — arcsin ICE}igcl’ coz je druhd podminka existence (a soucasné ndm vylouéf stav,
kdy v. = |CS.| a a = 90°).

Pocet feSeni (za platnosti podminek existence): Jde o polohovou tilohu, pocitdme i rozdilnd shodnd feseni. Je-li v, = |CS,|,
pak dostaneme jen jednu te¢nu, jinak pro v. < |CS.| jsou te¢ény dve.

Pro v. = |CS¢| je trojihelnik vzdy rovnoramenny (pro obé orientace thlu «), celkové 1 Feseni.

Pro v. < |CS¢| dostdvéame intervaly pro dhel a dle uréovani podminky existence vyse.

a € (0°, arcsin ﬁ) jsou 2 feseni na kazdé tecné, celkové tedy 4 FeSeni.
c

. o N R T Cir e . e
a € (arcsin TLAE 180° — arcsin Terhl CSCI) je 1 feseni na kazdé tecné, celkové tedy 2 feseni.


https://www.geogebra.org/m/mqzsepqb

2. V roviné je dén trojihelnik AABC.

4

(a) Sestrojte obraz A’B'C’ trojithelniku AABC a dourcete osu o osové afinity s charakteristikou k = —3, ve které se bod

B zobrazi do B’ = C, a té&zisté T trojuhelniku AABC je samodruZznym bodem.
(b) Oznaéme X prisecik osy o a pifmky AB. Uréete délici pomér (AB; X).

https://www.geogebra.org/m/mtwygr3j

(a) V prvnim kroku lze z charakteristiky (B'B; By) = —3 dohledat bod By. Po sestrojeni osy lze dohledat bod A’ pomoci
samodruzného bodu X primky AB a nasledné bod C’ pomoci AC.

(b) Délici pomeér (AB; X) lze urcit z Menelaovy véty pro AS.BC a piimku o:
(BC; Bo)(CSe; T)(S:B; X) =1

(=D (=2)(S:B; X) =1

(SchX) = %
z toho pak jasné (AB; X) = %


https://www.geogebra.org/m/mtwygr3j

Reseni pribézného testu z Planimetrie - varianta B
Pozn. Resen{ jsou bez dalsich nécértku (vyuzijte applety) a podrobného popisu konstrukce. Uvadim vzdy jen jedno z vic
moznych feseni. Najdete-li chyby napiste mi, prosim.

1. Sestrojte trojihelnik AABC jsou-li dany: délka vysky v,, délka vysky v, a velikost thlu a. Provedte naért a rozbor,
postup konstrukce a konstrukei, diskuzi existence a poctu feseni.

Cs

X

Rozbor:

Jde o nepolohovou tlohu, je tedy jedno, jakym prvkem zacneme. Vzhledem k tomu, ze mame thel a tak médme informaci
o vrcholu A a strandch b a ¢. Vyska v, ndm déva vztah mezi A a stranou a. Vyska v, vztah mezi B a b. T.j. a a v,
se spojuje v pouziti vrcholu A (zfejmé kruznice), a déle o a v, v pouziti strany b (zfejmeé ekvidistanta). Bod C spojuji
z uvedenych vztahu strany a a b. Je tedy vhodné zac¢it thlem « (vychdzime z néj do obou vztaht) abychom urcili A a b
(navic i ¢). Bod B nédsledné uréime na slibené ekvidistanté ve vzdalenosti v, od b. Stac¢i jedna vyhovujici rovnobézka —
pifmka p. Strana a je ¢dsti teény ¢t z bodu B ke kruznici k(A, v,). Tim douréime i vrchol C.

Diskuze (viz online applet https://www.geogebra.org/m/vbrnutgg):

Problém nastava pii pouziti vysek, a to zda existuje tecna ke kruznici k£ z bodu B. Musime davat jesté pozor na doplinkovy
thel k a.

Existence: Piipady se ziejmé 1isi podle prunika rovnobézky p a kruznice k.

Pi{mka p a kruznice k se neprotnou pro v, > v,. Pro libovolny thel o € (0°,180°) pak dostaneme fesent, protoze bod
A oddéluje obé moznosti pro bod C' (z tecen).

Je-li vy = v, tak je primka p tecnou k. Jedna z tecen splyne s primkou p. V tomto pfipadé je navic hraniénim
pripadem thel a = 90°, protoze bod B by se stal bodem dotyku p a k. ReSeni dostdvame jen pro a < 90°, jinak by
byl v trojuhelniku vnéjsim thlem.

Nakonec pro v, < v, se p a k protnou ve dvou bodech. Aby existovala tetna, bod B nesmi byt vnitinim bodem k, t.j.
|AB| > v,. Potfebujeme viak délku strany |AB| urcit pomoci vy, . Mdme |AB| = - (z pravothlého AABPg).
Podminka existence je tedy =2— > v,.

sina —

Pocet fesent:

Uloha je nepolohova, pocitame tedy az na shodnd feseni. Prvni zamysleni by mélo byt nad dhlem a ekvidistantou. Zde
je ztejmé, ze druhd rovnobéznd piimka (v poloroviné opacné jako ihel) ndm zddné feseni neddva, protoze « by byl vnéjsi
thel. Déle musime fesit vztah kruznice k, piimky p a ihlu a podobné jako vyse.


https://www.geogebra.org/m/vbrnutgg

Pro v, > v, existuje vzdy alespon jedno feseni. Hrani¢ni ptipad, kdy se a rovné svému vnéjsimu thlu je pro a = 90°.
V tomto piipadé dostavame dva shodné trojihelniky. Celkové dostavame vzdy pravé jedno feSeni.

Pro vy = v, splyne jedna z tecen s piimkou p. Za podminky existence o < 90°, mame jen jedno feSeni.

Pro v, < v, se p a k za podminky existence ;- > v,, mame vzdy dvé tecny, které lezi na stejné polopiimce s
pocdtetnim bodem A, v piipadé, ze o < 90° jsou obé feSen{ sprdvnd (ihel a se nestane vnéjsim), pro o > 90° feSen{
neexistuje, situace a = 90° nenastane. Navic, v pripadé, Ze tecny splynou |AB| = =% = v,, splynou i feSen{ a je

sin o
tedy jenom jedno.

2. V roviné je dan trojuhelntk AABC. Bod P déli stranu BC' v poméru 3:2 a je bliZe k vrcholu C, bod @ déli stranu AC
v poméru 3:4 a je blize k vrcholu A. Déle ozna¢me O prusecik piimek AP a BQ

(a) Sestrojte obraz trojtihelniku AABC v osové afinité s osou CO, ve které se bod B zobraz{ do bodu B’ = A.

(b) Urcete charakteristiku dané osové afinity.

https://www.geogebra.org/m/amabxxux
(a) Ztejme C' = C’, protoze lezi na ose. Obraz A’ dohleddme napiiklad pomoci bodu P na BC a jeho obrazu P’ na B'C’,
smér afinity BB’ zndme.
a urceni charakteristiky ; Bo) pouzijeme Cevovu vétu pro a bo :
b) N { charakteristiky (B’B; B ij C ANABC abod O
(B'B; By)(BC; P)(CA; Q) = —1
(BB Bo) (- 3)(~4) =1
(B'B; Bp) = —35

Pozn.: Obraz A’ slo urcit i zpétné pomoci charakteristiky, bude uprostfed strany AB.


https://www.geogebra.org/m/amabxxux

Reseni pribézného testu z Planimetrie - varianta C
Pozn. Resen{ jsou bez dalsich nécértku (vyuzijte applety) a podrobného popisu konstrukce. Uvadim vzdy jen jedno z vic
moznych feseni. Najdete-li chyby napiste mi, prosim.

1. V roviné jsou dany dva ruzné body C a T svoji polohou. Sestrojte trojihelnik AABC je-li ddna délka vysky v, a délka
téznice t, tak, aby bod T byl tézistém trojuihelniku. Proved’te naért a rozbor, postup konstrukce a konstrukeci, diskuzi
existence a poc¢tu feseni.

Rozbor:

které se nachazi strana ¢ uz mame bod S;, vyuzijeme vysku v., kterd je k ni kolm4, takze sestrojujeme te¢ny z bodu S, ke
kruznici k(C,v.). Vrchol A lez{ na pruniku te¢ny a kruznice k. Vrchol B je sttedové soumérny s A pies S..

Diskuze (viz online applet https://www.geogebra.org/m/g6yfsmt3):

Z postupu konstrukce vychdzi dva problematické kroky, jednak, zda je mozné sestrojit teénu z S, ke kruznici k (vztah |TC|
a v.) a pak, zda se teéna protne s kruznici | (pfidd se vztah pro t,).

Existence: Aby mohla vzniknout te¢na ¢, tak S. nesmi byt vnitinim bodem kruznice k, z toho plyne podminka v, <
|S.C| = %\TC’|.

Aby se navic protla kruznice ! a teéna ¢, tak musi mit [ dostatetné velky polomér. Vyuzijeme pomocny pravoihly
trojuhelnik S.QT, kde @ je pata kolmice k ¢ vedené bodem T'. Ze stejnolehlosti trojihelniku je ziejme |TQ| = %vc. Musi
tedy platit pro %ta (polomer 1), ze %ta > %vc. V piipadé, ze %ta = %vc, tak je bod A dotykovym bodem A = ). Problém
viak nastane, kdyz body splynou soucasné s bodem S, t.j. 2t, = tv. a soucasné v, = |S.C| = 3|TC|, protoze pak A = B
a TeSeni neexistuje.

Pocet feseni: Uloha je polohové, pocitame tedy vSechny moznosti, i shodné. Zaprvé, zalezi na poc¢tu teten — kazdé z tecen
pak nese stejny pocet shodnych feseni.

V piipadé kdy v, = |S.C| = 3|TC|, je tetna jenom jedna a pata vysky v. splyne se stiedem S.. Za splnén{ podminky
existence dostdvdme praveé jedno fesenf (rovnoramenny trojihelnik).

V pifpadé v. < [S.C| = 3|TC|, jsou teény dvé. Na jedné tecné (c) dostdvdme (za podminky existence) jedno, nebo
dvé feSeni, dle poc¢tu pruseciku s kruznici [. Kdyz se [ dotkne C, t.j. %ta = %vc, mame pro tuto te¢nu 1 feseni, celkové
pak 2 feseni. Pro %ta > évc dostdvame (az na jedinou vyjimku) vzdy dva pruseciky A, t.j celkové 4 feseni. Jediny
problém nastane, kdyz A = S, t.j. za podminky 2t, = |T'Sc| = 3|CT]|, pak je jenom 1 Fesen{ pro tetnu c, celkové
tedy 2 feSeni.


https://www.geogebra.org/m/g6yf5mt3

2. V roviné je dan ¢tverec ABCD. Prusecik dhlopiicek AC N BD oznaéme S.

(a) Urcete bod E na piimce AC takovy, ze dvojpomeér (AC; SE) = —%.

(b) Ve stiedové kolineaci se sttedem S, se bod A zobraz{ do bodu A’ = C, bod B do B’ = D a bod C do C' = E.
Dourcete osu kolineace a sestrojte obraz A’B'C'D’ ¢tverce ABC'D véetné vyznaceni (vybarvéte/vysrafujte) obrazu
mnoziny jeho vnitinich bodu.

https://www.geogebra.org/m/d8bbntgx

(a) Bod S je stredem AC, proto (AC;S) = —1 a pro bod E musi platit (AC; E) = 2.

(b) Staci si povsimnout, ze AB || A’B’ a tedy i osa o kolineace bude rovnobéznd s AB (AB nemd samodruzny bod).
Protoze CD || AB | o, tak ani CD nemd samodruzny bod a bude platit C'D’ || CD. Na dourcen{ osy ndm tedy

sta¢i urcit samodruzny bod Spe. Mnozina vnitinich bodu se rozpadne, viz obrazek. Lze si rychle povSimnout podle
polohy bodu S = 5.


https://www.geogebra.org/m/d8b5ntgx

Reseni pribézného testu z Planimetrie - varianta D
Pozn. Resen{ jsou bez dalsich nécértku (vyuzijte applety) a podrobného popisu konstrukce. Uvadim vzdy jen jedno z vic
moznych feseni. Najdete-li chyby napiste mi, prosim.

1. Sestrojte trojuihelnik AABC jsou-li dény: délka vysky vy, délka téZnice t, a velikost ihlu 7. Proved’te néért a rozbor,
postup konstrukce a konstrukcei, diskuzi existence a poctu feseni.

Rozbor:

Uloha je nepolohova, muzeme si vybrat, kterym prvkem za¢neme. Uhel ~ nese informaci pro vrchol C, a piimky, ve kterych
lezi strany a a b. Délka téznice t, pro vrchol A a stied S, protéjsi strany a. Vyska v, spojuje vrchol B a protéjsi stranu
b. Jak téznice, tak vyska maji na prvni pohled vztah s tihlem . Za¢neme-li tedy sestrojenim tihlu «, tak muzeme vyuzit,
7e vy = |B,b| a tedy najdeme vrchol B na ekvidistanté. Navic, sta¢i jenom piimka p v poloroving, ve které lezi dhel ~,
pro druhou rovnobézku, by byl thel vnéjsim. Mame-li vrcholy B, C' muzeme zkonstrouvat stied S, a na kruznici k(S,, t,)
najit posledni vrchol A.

Diskuze (viz online applet https://www.geogebra.org/m/ycf64utu):

Po sestrojen{ tihlu a vybéru rovnobézky nastava problém pri pruniku kruznice k(S,, t,) a pifmky b (resp. lez{ v nf strana
b).

Existence: Prunik pifimky b a kruznice k rozdélime do tii piipadu, zasadni roli hraje trojuhelnik C'S,Qy, kde Qy je pata
kolmice k b prochdzejici S, (jinak Fe¢eno polovina vysky, coz lze nahlédnout napf. ze stejnolehlosti trojihelnika ACBP,

a ACS,Qy).

p a k se neprotnou pro t, < 4. V tomto piipadé neexistuje zddny bod A.

p se dotkne k pro t, = 2. V tomto pifpadé je bod A bodem dotyku a musime oSetiit, aby lezel na sprdvné polopiimce
vzhledem k thlu «. Hrani¢ni piipad je pro v = 90°, bod A by splynul s vrcholem C' a trojihelnik nevznikne. Pro
v > 90° je poloha bodu A takova, ze 7y se stava vnéjsim uhlem AABC. Vyhovuje jediné moznost pro vy < 90°.

p a k se protnou ve dvou bodech pro t, > . Dostdvame dvé moznosti bodu A. Je-li dhel v < 90°, pak alespoii

jedna z moznosti vzdy lez{ na ramenu thlu. Pro thel v = 90° je znovu vSechno v pofadku, problém nastane u tupého
uhlu, v ptipadé, ze oba pruseciky padnou na opac¢nou polopiimku k ramenu, ve kterém lezi strana b. Z pravotihlého
trojihelniku CQpS, je vidét, ze hrani¢nim piipadem je, kdyz t, = |CS,|, protoze kruznice k musi obsdhnout bod
C. Vyjadiime-li délku |CS,| = 52— ze vstupnich udaju, mame celkovou podminku, ze pro v € (90°,180°) musi

v » 2siny
¢ o 1+ Y b
soucasné platit 2= <, < ST

Pocet feseni: Jde o nepolohovou tlohu, shodné feseni nerozlisujeme. Diskuzi pro t, = % jsme urcili vyse, je vzdy jediné
feSeni pro v < 90°.

Pro t, > % dostdvame 1 feSeni pro v = 90°, protoze vnéjsi i vnitini thel jsou shodné a trojihelniky taky. Z diskuze
existence je zrejmé, ze pro tupy uhel v mame nanejvys 1 feSeni. Zustava nam piipad, kdy obé moznosti bodu A vyhovuji


https://www.geogebra.org/m/ycf64wfu

zadéni. To nastane za predpokladu v < 90°, kdyz soucasné plati, ze t, < |CS,|, protoze kruznice k nesmi obsdhnout bod

C. Celkovd podminka pro 2 feseni je tedy v < 90° a soucasné 2 < t, < 251;;"/.

2. V roviné je dan ¢tverec ABC'D. Prusecik uhlopiicek AC N BD oznacme S.

(a) Urcete bod E na pifmce AC' takovy, ze dvojpomér (AC; SE) = 1.

(b) Ve stiedové kolineaci se stfedem S, se bod A zobraz{ do bodu A’ = C, bod D do D' = B a bod C do C" = E.
Dourcete osu kolineace sestrojte a obraz A’B'C'D’ ¢tverce ABC'D véetné vyznaceni (vybarvéte/vysrafujte) obrazu
mnoziny jeho vnitinich bodu.

https://www.geogebra.org/m/kfrbweyb

(a) Bod S je stiedem AC, proto (AC;S) = —1 a pro bod E mus{ platit (AC; E) = —2.

(b) Staci si povsimnout, ze AD || A’D’ a tedy i osa o kolineace bude rovnobéznd s AD (AD nemé samodruzny bod).
Protoze BC || AD || o, tak ani BC' nemd samodruzny bod a bude platit B’C’ || BC. Na douréeni osy ndm tedy
sta¢i urc¢it samodruzny bod Scp. Mnozina vnitinich bodu se rozpadne, viz obrazek. Lze si rychle poviimnout podle
polohy bodu S = §".

Bonus: nastane zde situace, kdy stfed S kolineace lezi na o (muzete si dokdzat). Striktné vzato nebude to tedy
stfedova kolineace podle nasi definice (S ¢ o), konstrukei obrazu to vSak neovlivni.


https://www.geogebra.org/m/kfrbwey5

