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Vektorovy prostor

Definice (Vektorovy prostor)

Je dano téleso T(R, C). Vektorovym prostorem V nad télesem
T rozumime mnozinu V spolu s binarni operaci + (V x V — V)
a operaci - nasobeni prvki z V prvkem z T (V x T — V), pro
které plati nasledujici axiomy:

1.1 Pro libovolné 7,7 S Vplati7+7 =V+.

1.2 Pro libovolné 0, V, W € Vplati 0 + (V + W) = (U + V) + W.
1330eV;o0+0="1.

14 Prokazdé U eV, 3- T e V;U +(-U)=0.

2.1 Pro libovolné U € Vaa,be?l‘platia-(b~7):(a~b)-7.

2.2 Prolibovolné U € Vplati1- U = 0.

2.3 Pro libovolné U € Vaa,b,eTplati(a+b)47:a-7+b~7.
2.4 Pro libovolné U,V € VaaeTpIatl’a-(7+7):a-7+a-7.

R" nazyvame aritmeticky vektorovy prostor
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Vektorovy prostor

Definice (Vektorovy podprostor)

Neprazdnou mnozinu W C V nazveme vektorovym
podprostorem prostoru V, jestlize

° V7,7€W;7+76W,
° VaeR,vﬁeW;aﬁeW.
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Vektorovy prostor

Definice (Vektorovy podprostor)

Neprazdnou mnozinu W C V nazveme vektorovym
podprostorem prostoru V, jestlize

° vﬁ,VeW;7+76W,
° VaeR,vﬁeW;aﬁeW.

Véta (Vlastnosti vektorovych podprostort)

k
° U;,Ug),...,LTZEWZ> Za,-Uf-eW
i=1
e TeW
* KaZzdy podprostor vektorového prostoru je vektorovy
prostor.

Michal Zamboj Analyticka geometrie I1I



Vektorovy prostor

Definice (LNZ a LZ)

v 2 v o — — P
Kone¢na mnozina vektorll S = vq, ..., v, vektorového prostoru
V se nazyva linearné nezavisla, jestlize rovnice

K
S a v, =0
=

ma jediné feSeni a; = a, = --- = ax = 0. V opacném pripadé
se nazyva linearné zavisla.
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Vektorovy prostor

Definice (LNZ a LZ)

Kone¢na mnozina vektorld S = W, ce 7;( vektorového prostoru
V se nazyva linearné nezavisla, jestlize rovnice

K
S a v, =0
=

ma jediné feSeni a; = a, = --- = ax = 0. V opacném pripadé
se nazyva linearné zavisla.

Definice (Linearni kombinace)

Vektor 7_>ve_k>torové_r>10 prostoru V se nazyva linearni kombinaci
vektorl vy, va, ..., vx € V, jestlize existuji skalary ay, a», ..., ax

k
takové, ze V = 3 aiv,.

i=1
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Vektorovy prostor

Definice (Baze)

Baze je mnozina linedrné nezavislych vektoru, které generuiji
cely vektorovy prostor.
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Vektorovy prostor

Definice (Baze)

Baze je mnozina linedrné nezavislych vektoru, které generuiji
cely vektorovy prostor.

Definice (Dimenze (rozmér) vektorového prostoru)

Dimenzi dim V vektorového prostoru V budeme rozumét
mohutnost jeho libovolné baze.

Zn. V" je vektorovy prostor dimenze n, resp. n-rozmérny
vektorovy prostor.
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Afinni prostor

Definice (Afinni prostor)

Méjme danou neprazdnou mnozinu A, vektorovy prostor V"(T)
a zobrazeni f : A x A — V". Trojici (A, V", f) nazyvame
n-rozmérny afinni prostor, jestlize plati:
© Prokazdé X,Y,Zc Aje f(X,Y)+(Y,Z) = f(X,2Z).
linearita
@ Existuje P € A tak, ze zobrazeni fr mnoziny A do prostoru V7,

prifazujici kazdému X € A vektor f(P, X), je vzajemné jednoznacné.
bod <> vektor

A je nosi¢ afinniho prostoru,

V" je zaméreni afinniho prostoru,

prvky mnoziny A nazyvame body afinniho prostoru,
A je afinni pfimka, A? je afinni rovina,

vektor f(X, Y) zapisujeme ve tvaru (Y — X)
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Afinni prostor

Definice (Repér)
Bud Pe A"apB=(el,...,e)) bud baze V". Potom
1)-

usporadanou (n + t|C|R (P; e, ... e,,) nazyvame repérv

prostoru A",
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Afinni prostor

Definice (Repér)

Bud PcA"a B =(e;,...,ep) bud baze V". Potom
usporadanou (n + 1)-tici R = (P; el .., Eﬁ,) nazyvame repérv
prostoru A",

Definice (LSS)
Méjme v prostoru A" dan repér R = (P; E{, o e_,>7). Zobrazeni

L, které kazdému bodu X € A" prlradl n-tici [xy, ..., Xn]

definovanou vztahem X = P + X4 e1 + .-+ Xp€p, Nazyvame
linedrni soustava souradnic uréena reperem R.
bod P nazyvame pocatek LSS L,

— — . e
ei, ..., en nazyvame souradnicové vektory,

[x1, ..., Xn] soufadnice bodu X vzhledem k LSS L uréené repérem R
zn. X = [Xq1,. .., Xn]
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Afinni podprostory

Parametrické vyjadieni podprostoru R”, prochazejiciho bodem
P:

X =P+ Ui + ol + - + talp
tj.
X1 = p1+ bhuy, + b, + -+ + lhUp,

Xn = Pn+ tiuy, + b, + - - + o,
pro ti, to,....,.theR
Obecna rovnice nadroviny R":

arxi +aXz + -+ anXn+ ant1 =0,
pro (ay, a,...,an) # (0,0,...,0)
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Vzajemna poloha afinnich podprostoru

Véta (Prunik podprostor()

Afinni podprostory AK{U, T}, U5 ...}, Al{V, V], V5 ...} prostoru
A" n > k, I, maji neprazdny prunik, pravé kﬂ/z" vektor (U — V)
je linearni kombinaci vektord uq, us, . . ., Vf, Vo....
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Vzajemna poloha afinnich podprostoru

Dva podprostory A, A" prostoru E" nazyvame
* incidentni, jestlize jeden z nich je podprostorem druhého,
® rovnobézné, jestlize vektorové zameéreni jednoho z nich je
podprostorem druhého,
* riiznobézné, jestlize AX, A/ nejsou rovnob&zné a jejich
prinik je neprazdny,

e castecné rovnobézné, jestlize nejsou rovnobézné ani
riznobézné, ale jejich zaméreni maji neprazdny prunik,
* mimobézné, jinak.
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Délici pomér

Definice (Délici pomeér)
Necht A, B, C jsou tfi rizné kolinearni body. Délici pomér bodu
C vzhledem k bodum A, B, je realné Cislo \ takové, ze

AB-C)=(A-C).
Zn. (AB; C) (taky (ABC))
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Eukleidovsky prostor

Definice (Skalarni soucin)

Skalarni soucin na vektorovém prostoru V je zobrazeni
(1) : VxV — R, které splnuje pro v8echna U, V,WeV,ceR:

° pr07#3:7-7>0,

c U V=77,

c @4V W-T WV W,
. (cﬁ)-V:C(ﬁ-V).

7:(u1,...,u,,),7:(v1,...,v,,)
7-7:anu,-v,-
i=1
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Eukleidovsky prostor E”

Definice (Kolmost)

Jelli U-V =0 pro U #0, v # 0, pak jsou vektory TaVna
sebe kolmé U L

\

Definice (Velikost vektoru)
Velikost vektoru v je

IVii=vV-V

Pozn. velikost vektoru je norma (indukovana skalarnim
soucinem).
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Eukleidovsky prostor E”

Definice (Odchylka dvou vektor()
Odchylka ¢ dvou vektor( 7, v je

COS = 7 7
il

Definice (Vzdéalenost)
Vzdalenost dvou bodu A, B je rovna velikosti vektoru (A — B).

d(A,B) = ||A - B
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Eukleidovsky prostor E”

Vzdéleng;c,t bodu P = [py, ... pn] 0d nadroviny
p=(Q,81,...,87) = aixy +...anXn+ ans1 j€:

— d(A, p) = WZ‘(g— P)l _ |aip +~-:a,,p,,+a,,+1|
1]l Al

Vzdalenost bodu P = [py, ... ps] od pfimky g = (Q, ?) v RS je:

d(P.q) = \/d(P, Q) - (—gﬁ?ﬁoi &
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Shodna zobrazeni

Definice (Shodnéa zobrazeni - izometrie)

Zobrazeni f : E — E' se nazyva shodné zobrazeni pravé kdyz
pro libovolné dva rizné body A, B € E a jejich obrazy A’, B’ plati

IAB'| = |AB.

Definice
Vzajemné jednoznacné shodné zobrazeni se nazyva shodnost.

| A

pfima shodnost zachovava orientaci prostoru O—0
nepfima shodnost nezachovava orientaci prostoru O— 0

v
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Shodna zobrazeni

Definice (Symetrie podle podprostoru)

Necht je v E” zvolen vlastni podprostor EX. Symetrii prostoru
E" podle podprostoru EX budeme rozumét zobrazeni

f:E" — E", které kazdému bodu X € E" pfiradi bod f(X) € E”
takovy, Ze stred UseCky XX’ je kolmym primeétem bodu X do
podprostoru EX.

Symetrie podle podprostoru je involuce a shodnost.

Kazda involutorni shodnost prostoru E" je symetrii podle
néjakého podprostoru E", nebo identita.
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Shodna zobrazeni

Definice (Zakladni shodnost)

Necht E” je eukleidovsky prostor.
Zakladni shodnosti prostoru E" je symetrie tohoto prostoru
podle své nadroviny E"1.

Necht' E" je eukleidovsky prostor. Kazdou shodnost f prostoru
E" Ize rozlozit na k zakladnich shodnosti fy, fi, ..., fx_1,
k < n+1 tak, Ze

f:fk_10~-'0f10f0.
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Shodna zobrazeni

Analytické vyjadreni zakladni shodnosti podle nadroviny

pPiCiXy+--+CnXn+C =0
X=1[X1,...x] = X' =[x{,...x]]

o Gi(e1x .+"'—|—Can+Co)'

/
X = x —
4 2+ +ch
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Podobna zobrazeni

Definice (Podobna zobrazeni)

Zobrazeni f : E — E’ se nazyva podobné zobrazeni, pravé kdyz
existuje kladné Cislo k € R tak, ze pro libovolné dva rtizné body
A, B € E plati

[F(X)F(Y)] = k- [XY].

Cislo k nazyvame koeficient podobnosti.

Definice

Vzajemné jednoznacné podobné zobrazeni se nazyva
podobnost.

k = 1 nevlastni podobnost (shodnost)

k # 1 vlastni podobnost

pfima podobnost zachovava orientaci prostoru ©O—0O
neprima podobnost nezachovava orientaci prostoru O—0O
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Podobna zobrazeni

Necht' E" je eukleidovsky prostor. KaZzda vlastni podobnost
prostoru E" ma praveé jeden samodruzny bod.
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Afinni prostor

Definice (Afinni prostor)

Méjme danou neprazdnou mnozinu A, vektorovy prostor V,(T)
a zobrazeni f : A x A — V. Trojici (A, Vp, f) nazyvame
n-rozmérny afinni prostor, jestlize plati:
© Prokazdé X,Y,Zc Aje f(X,Y)+f(Y,Z) = f(X,2Z).
linearita

@ Existuje P € A tak, ze zobrazeni fr mnoziny A do prostoru V,,
prifazujici kazdému X € A vektor f(P, X), je vzajemné jednoznacné.
bod «> vektor

A je nositel afinniho prostoru,

Vn je zaméreni afinniho prostoru,

prvky mnoziny A nazyvame body afinniho prostoru,
A je afinni pfimka, A? je afinni rovina,

vektor f(X, Y) zapisujeme ve tvaru (Y — X),
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Afinni zobrazeni

Definice (Afinni zobrazeni)

Necht A" a A’™ jsou dva afinni prostory. Zobrazeni
f: A" — A'™ nazyvame afinni zobrazeni prostoru A" do
prostoru A’™ pravé tehdy, kdyz pro vSechny trojice riznych
kolinearnich bodu X, Y, Z € A" plati:
e X' =f(X),Y =1(Y),Z = f(Z) budto splynou nebo jsou
tfi rizné kolinearni body.
o Jeli X' £VY' #£Z,tak (XY; 2Z2) = (XY, Z))

Definice (Afinita)

Afinita je vzajemné jednoznacné afinni zobrazeni.

Pozn. afinita zachovava rovnobéznost a délici pomer.
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Afinni zobrazeni

Analytické vyjadreni afinity v A®

f- X=X
x' = ax + by + px
y =cx+dy+py F = (px, py) je vektor posunuti
Matice afinity A:

, _(a b
X =AX+P A= (C d)

A je regularni, t.j. (det A # 0)
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Afinni zobrazeni

Samodruzné body:

X=X
x:ax+by+px_>0:(a—1)x+by+px
y=cx+dy+p, O=cx+(d-1)y+py

Samogruiné smery:
U=u

KUy = auy + buo

KUs = cUy + dus — K

s vlastni &isla A, t.j.:(a;” db )
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Afinni zobrazeni

Definice (Zakladni afinita)

Necht A" je afinni prostor.

Zakladni afinitou prostoru A" je afinita, jejiz mnozina
samodruznych bodu je nadrovina prostoru A”.

| \

Véta
Necht A" je afinni prostor. KaZdou afinitu f prostoru A" Ize
rozlozit na k zakladnich afinit fy, fy, ..., fk_q, kK < n+ 1 tak, Ze

f:fk,10‘-'0f10fo.

A
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Afinni zobrazeni

Necht A" je afinni prostor. Necht p je nadrovina prostoru A" ,
ktera ma rovnici

p:CiXy+ -+ CnXp+ cy =0.

Je-li f zakladni afinita, jejiz mnoZina vSech samodruznych bodl
je p, potom existuji A1, ..., \n € R tak, Ze analytické vyjadreni
zakladni afinity f ma tvar:

f:xj’:x,-+>\,-(c1x1+---+c,,x,,+co),kdej:1,...,n.
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Klasifikace zobrazeni

X' =AX + ? kde | je matice identity

afinita detA #0
podobnost AAT = K2
stejnolehlost A=) )\#0
shodnost AAT =1
stfedova soumérnost A=l
posunuti =

identita A=1, ﬁ =37

det A > 0 pfima
det A < 0 nepfima
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Linearni kombinace bodu

Definice (Linearni kombinace bodu)

Necht A" je afinni prostor, By ..., Bx € A", B1,..., B« € R.
Zvolme libovolné bod P € A”. Linearni kombinaci bodu

K
By, ..., Bk s koeficienty 31, ... Bk budeme znacit 3 3,8, a

j=1
budeme ji rozumét:

K K
@ vektor Y 5;(B; — P) pokud > 3; = 0.
j=1 j=1

k Kk
® bod P+ " 5(Bj— P) pokud > B, = 1.
j=1 j=1

V jinych ptipadech linearni kombinaci bodu nedefinujeme.

Pozn. definice je nezavisla na vybéru bodu P. (dikaz
jednoduchym sporem)
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Linearni kombinace bodu

Definice (Linearni (ne)zavislost bodu)

Necht A" je afinni prostor, By ..., Bx € A" B1,..., 8k € R.
Skupina bodl B; ..., Bk se nazyva linearné nezavisla, jestlize
plati:

Kk Kk
(LAB=0nY8=0)=p=p="=p=0
= =

Neni-li skupina bodu linearné nezavisla, pak je linearne zavisla.

v
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