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1 Doporucené ulohy — 1. série

V nésledujicich piikladech vysetiete konvergenci uvedenych iad.

1. Z sin(mv/n? +a?), acR. 2. Z \/E(J_rl()nl)n

n=1

n=2
s 2 < (—1)lv7l
3. Z(—l)" arctg ( 100 In"n ) . *4, Z L

n=1 Vi + 1- % n=1 n
5. nz::l sn;n -arctgn. 6. nz::l %x", xz e C.
> sinn > In'n
7. _. 8. e,
nzzlon—l—lOsinn n; Vn ¢
r R, (2 =-1).
9 isin(n—i—%) 10 icos:{ﬁ
" 4 In(lan) R IS
= nSin“n
1. ) (-1 -
n=1

n
12.  Pomoci Abelovy parcialni sumace seCtéte Z kat, x#1.
k=1
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Vzdy se snazte vypocitat primitivni funkci na maximalnich intervalech jeji exis-
tence.

V nésledujicich tlohach staé¢i (po vhodnych tpravach) pouzit tabulkové integraly
a linedrni substituce.

13. /(13:\3/?3 dz. 14. /\/:Fj'dm.

1’2 2:13+1 _ 5x71
3x
17. /e 1 dx. 18. /tg2xdac.
et +1
dx
19. 2 . 20. .
9 /cotg rdzx 0 /2+3$2
dzr dzx
21. —_— 22. _
/\/2—3302 /l—l-cosx
23. /L 24. /|cosx\daj.
1+sinx
25. /sinzmdx. 26. /cos4xdx.

Jednoduché piiklady na (prvni) substitu¢ni metodu.

x? x
27. ——dx. 28. — dx.
! /cos2(m3) v 8 /1+:I:4 v
29, / do_ 30. / LT .
zlnz 22 +1
31. /tga:d.r. 32. /cotgxd:c.
d d
sin x + 2cos? sinx cos ©

35. /dm 36. /dx.
ST COs T

37. Vypoctéte integraly
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>/<df1> b>/<m2dxl>w >/<d><b> a<b

po fadé pomoci substituci

1
r=tgt, t = ——, x =acos>t+ bsin’t.
cost

38. Vypoctéte integral / dx / da
. o¢téte integra . dr
N o Va?+1 V21
(i) pomoci substituci z = tgt, = = ﬁa

(ii) pomoci hyperbolickych funkei.

Priklady na integraci per partes.

39. /x"‘ Inxdr, a # —1. 40. /arcsinxdm.
41. /:L‘Qe*% dx. 42. /arctgxdx.
43. /(1“;)2 da. 44. /eﬁdx.
45. /ln(x—|— 1+ 22) da. 46. /SI;I dz.

arctg x
47. /\/171;2 da. *48. /(”E6 da

LT 2272

49. Polozme S, = [ sin"xzdx, C, = /cos” xdzx, n € N. Odvodte rekurentni

vztah mezi S, 12 a S, a mezi Cy,12 a C),.

50. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?
a) Necht f je licha funkce na R. Pak kazd4 funkce primitivni k f je suda.
b) Necht f je suda funkce na R. Existuje-li primitivni funkce k f, pak existuje
pravé jedna lich& primitivni funkce k f.
c) Necht f je periodicka funkce na R. Existuje-1i primitivni funkce k f, pak
existuje aspon jedna periodickd primitivni funkce k f.

*51.  Necht funkce f je definovand na intervalu (a, b), mé na ném vlastni nenulovou
derivaci a necht oborem hodnot f je (c,d). Vyjadiete primitivni funkci k f~! na
(¢,d) pomoci funkce F primitivni k f, racionalnich funkci a funkce f~!.

*%52.  (Problémek 3)
Dokazte, ze vysledek z predchozi tlohy je spravny, i kdyz o f vime pouze to, Ze
je na (a, b) spojitd a ryze monotdnni.



Vypoctéte nasledujici primitivni funkce.

it — a8 — 22 41 dx
dr dzx
55- /m- 56- /m~
23 299
59 /d—l 60 /dix
' r+V1+tao+a2 ' Vaz+1
dx x?
61. —_— 62. —dx.
/\/1+x+m2 /2\/1—x2 .
63. /d—:C 64. /177 Ve + 1 de.
(x4+1)vV1—2z? 1+ Vr+1
65 vetrl-ove-1 . 66 / dz
' Vi+l4+yz—1 ' 1+vz+vVi+ta
T 621
67. — dx. 68. d
/\4/1;3(5—1;) ! /1+e$ !
*69. / dz . 70. / de .
Viter+/1—e® x\/—ln2x—|—4lnx—3

Priklady na substituce t =tg 3, t = cosz, t =sinz, ¢t = tgw.

71. / _ . 72. / — dx .
2sinz —cosx + 5 (sin” 2 + 2 cos? x)?
dx sinz cos x
1 T [ S— 74, [ BRICRT 4
(24 cosz)sinz 1+sin*z
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75.  Vypoctéte diferenci  arctg(1,01) — /4 s chybou mensi nez 10~%.

76. Jaké chyby se dopustime, nahradime-li diferenci /1,01 — +/1 hodnotou d
pfislusného diferencidlu (funkce /2 v 1)? Urcete d a pFislusnou chybu ¢ vypodtéte
s presnosti 1076,

77. Vypoctéte In(1,1) s chybou mensi nez 1074.
78. Vypoctéte +/e s chybou mensi nez 1072

*79.  Vypoctéte V5 s chybou mensi nez 1073,

80. Dokazte, ze pro x € (—1,0) plati
22 23
In(l4+z)—2z+ —| < ———.
2 (1—]zf)

Vypoctéte limity

8. lim \/1—295—1—1‘3—'\3/1—395—1—1‘2—:132/6.
£—0 sinz —x

82, lim ((x3 —z? + g)el/m — Vb + 1) .

Tr— 00

%83, lim . sin(tg z) — tg(sinx) .
x—0 arcsin(arctg x) — arctg(arcsin x)

1
=-(1+ CU)%. Naleznéte polynom P tretiho stupné, pro
e

84. Necht flx)
ktery

85. Pomoci predchozi tlohy vypoctéte
1 1
1 T — (1 — =z
lim (1+x) ( 333) +ea;.
z—0 exr

86. Pro kters C € R mé funkce f(z) = cosz — e /2 + Cz* v bodé 0 lokalni
maximum?



**87.  (Problémek ¢. 4)
Necht n € N a f(»1)(a) # 0. Zdivodnéte, 7e existuje prstencové okoli P bodu
0 a funkce 6(h) na P takovd, ze pro h € P plati 0 < §(h) <1 a

L@ @ o

fla+h) = f(a)+ f'(a)h + - (n—1)! n!

(a) Dokazte, Ze pro kazdou takovou funkci 0 existuje limy,_,g 6(h), kterd nezavisi
na vybéru 6.

(b) Ukazte (pro jednoduchost pro n = 1), ze mfize nastat pt¥ipad, kdy se dvé
takové funkce 6,6> nerovnaji na zadném prstencovém okoli 0.
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Zjistéte polomér konvergence nasledujicich mocninnych fad a vySetfete, ve kte-
rych krajnich bodech intervalu konvergence fada konverguje. (V piikladu s hvéz-
di¢kou je obtizné pouze vysetfit konvergenci v krajnich bodech.)

2

88. i By, 89. i <1+ ;) "

n=1 n n=1

e 2 e "
90. ;n!g ™. 1. ;ﬁ a>0.

— 3+ (-1)")" | — (—2)"(n!)?
2. RS e e *93, "
9 ; T . 93 ; Cnri) "

Na intervalu konvergence sectéte nasledujici mocninné rady.

X sz 1’3
4. —_—t— 4+ — ... . — 42 3162 + ...
9 1.2+2.3+3'4 95. 1z —4z°+ 9 6" +
o x4n+l oo (_l)nnx2n+1
96. . 97. —_—
> 2t 1)
n=0 n=0
n?4l o +1
98. ;7271”! x™. 99. 7;) YRR
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V nasledujicich prikladech rozvinte funkci f na néjakém okoli nuly do mocninné
iady se stfedem v 0. Uréete f(19)(0).

100. f(z)=e ", 101.  f(z) = cos®z.
102, f(z)=—— 103, flo)— — 1
14— 222 ) 14zt a4’
104, f(z) = sin® 105.  f(x) = arctg ~——2%
. r) =S8 xX. . $—&Cg1+4w

106.  f(z)=(1—2)2 107, f(z)=In,/ 1 £

5 Doporucené ulohy — 5. série

108. Pomoci teorie Riemannova integrdlu a Newton — Leibnizovy formule vy-
poctéte

) i .
Yo ey Ty 22 n?+4+n?)’
1P 2P+ .. .nP

107
d
109.  Spoététe / =
o l+cos‘zx

1
dx

110. Spodctéte / —_—

P 0o VxZ+3z+1

111. Necht f je spojitd funkce na [0,1] a 0 < a < b. Vypoctéte
be
£

x
lim —) dx.
e=0+ Joe T
VySetfete konvergenci (¢ili existenci) a pfipadné i absolutni konvergenci néasle-
dujicich Newtonovych integralu.

1 [e%e)
112. /ﬂdx. 113. / B
11a. / ¢—sinw 115, / I+ 4
0 TP 7 .T\/E



w/2 00 wi(1 +
116. / sin? z cos? z dx, 117. / Sm(ﬂc)ﬂ dx
0 0

x
p,q € R.
o dx /2
118. / porgperl p,q € R. 119. / In(cosz) tg? = dx.
o TWTT 0
120 /oo( 5 e d 121 /oo sz
. cosT —e x x, . — dx.
0 0o VT
a€R.
0o 0O o} 1
122. / ucosu? du. 123. / sm(:;%j) dx, a€R.
0 0
*124. / aPsin(x + Inx) dx. *%125. / d7$.27 a€R
1 o l+ax%sin“z
126 /OOL €R 127 /mﬂd
) gplntg’ DIET ")y w+2sinx v
128, /°° (3ex —3e~ % —26sin%—x%)x6 i
2 In“z
> 1 1 1 4
129. / In(4/ vl sin - — — | —— da.
2 z—1 x 223 | Inz
7T/2 1 2
130. Dokazte, ze / In(sinz) dx = — ; .
0
Néavod:

(a) PouZijte substituci = = 2t.
(b) In(sin 2¢) napiSte pfirozené jako soucet ti{ ¢lend.

(c) foﬁ/4 In(cost) dt pocitejte pomoci substituce t = /2 — u.

131. Pomoci vysledku predchoziho pfikladu vypoététe integraly
T2y L arcsin U lnz
— dz, / dz, —— dz.
/0 tgx 0 T 0o V1—2?

N
132.  Vypoctéte derivaci funkce g(x) = / el dt.
0

r 1
133. Dokaizte, ze / et dt ~ —exz, T — 0.
0 2z
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*134. Necht f je nerostouci spojité funkce na intervalu [1,00) a necht konverguje
J5° f(z) da. Dokazte, Ze pak f(z) = o(1/z), x — oo.

Nésledujici dva dilezité priklady jsou feseny v JI.
/2
135. Vypoctéte I, := / sin” x dx pro n=0,1,...
0
Néavod: za uziti integrace per partes odvodte vztah mezi I, a I, 2.
*136. Pomoci vysledku pfedchoziho ptikladu a nerovnosti Is, 11 < Io, < Iop_1
dokazte Wallistiv vzorec
T lo—o[ (2n)?
2 (2n—1)(2n+1)

n=1

6 Doporucené ulohy — 6. série

w2y?

(= g

Existuji dvojnésobné (opakované) limity lin%)(lirr%) flz,y), lin%)(lin}) f(z,y))
x—0 y— y—0 z—

137. Necht flz,y) =

a dvojnd limita  lim x, ?
! (z,9)—(0,0) fz-9)

1

138. Stejnou ulohu feste pro funkci f(z,y) = (z + y) sin — dodefinovanou nulou
x

v bodech (0,y), y € R.

. Ty . Ty
139. lim _ 140. lim —_—
(2,9)—(0,0) 22 + y? (.9)—(0,0) \/22 + y2
2
. zy . 2 2\z2y?
141. lim ————. 142. lim 7+ v,
(z,9)—(0,0) 22 + y4 <z,y>a<o,o>( v)
143 lim 2 COST T cosy *144 m Y
T @y)—00) 22 4y? T (@) —(0,0) /2t b

145. Lze funkci S 1Y
T

rozsifit spojité na celou rovinu?

B
z|*|y[”

**146. Pro které étvefice a, 3,7, 6 kladnych éisel existuje T
(@y)—(00) |27 + |y|



147.  Pi¥iblizné vypoctéte (nahrazenim diference diferencidlem v bodé (1,1,1)
vhodné funkce t¥{ proménnych) bez odhadu chyby
1,032
$/0,98 /1,05
148. Napiste rovnici te¢né nadroviny ke grafu funkece  f(z,y,z2) = zY
v bodé (zg, Yo, 20,t0) = (2,1,2,2).

149.  Necht funkce f(z,y) je spojitd v bodé (a,b) a parcidlni derivace 2L ma

kone¢nou limitu v bodé (a,b). Musi existovat % (a,b) ?

150. Ve kterych bodech existuji parcidlni derivace prvniho fadu a totalni dife-
rencial funkce f, je-li

a) f(x,y) = || [yl; b) f(z,y) = zy; ) flz,y) = Vad+y° ?

151. Ve kterych bodech maji totdlni diferencial nésledujici funkce (vSechny dode-
finované nulou v poéatku)? Ve kterych bodech jsou spojité jejich parcialni derivace?

1 I W
2 2\ o
, — —_ b , = w2+12+1y;
a) f(z,y) = (z"+y )Smgcgﬂ/2 ) 9z, y) =e =t
2*y(|z| + Jyl)
co)* h(z,y) = g

152. Necht f(s,t) je kladné funkce tiidy C' na R%. Vyjadiete parcialni derivace
1.fadu funkce g pomoci hodnot funkce f a jejich parcidlnich derivaci, je-li

a) g(x,y) = f(l,yy)f(x,y); b) h(x,y) = f(g;yy)f(yvx).

153. Nechf f mé totélni diferencial v bodé€ (1,1) a g(t,u) = f(f(u,t), f(t,u)).
Vypoctéte ¢1(1,1), je-li £(1,1) = f1(1,1) =1, f5(1,1) =2.

154. Necht f(r,a) = g(r cos o, rsin a), funkce g méa totalni diferencial v bodé

of (5™ _ o /3.7y Stéte g :
(171)7 8r (\/57 4) =0 a 804(\/57 4) =4. VypOCtete 91(171) a 92(171)
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