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1. Dokazte indukci, Ze pro z1,...,z, € [0, 7] plati nerovnost
n n
sin E zr || < E sin xg.
k=1 k=1
2. Necht z1,z2,...,z, jsou redlnd &isla vétsi nez —1 majici stejné znaménko.

Dokazte, ze

(I+z)(I+a) 14z, >1+z + a2+ + X

*3.  Dokazte indukci, Ze pro kazdé piirozené n plati
n+1\"
n! < .
- 2
4. Necht (a,)$° je posloupnost zadana rekurentné rovnostmi a; = 1,a2 =2 a
antan—1

any1 = 5= pro n > 1. Najdéte jeji explicitni zadani, tj. formuli pro obecny
(n-ty) ¢len.

5. Dokazte, Ze pro redlnd ¢isla a,b plati  |a + b| < |a| + |b],
a+b+|afb| a+b |a-—1|
2 2 2 2

max(a,b) =

min(a, b) =

6. Plati virok  VoerVperVeer |a —b+c| > |a] —|b] —|¢|?

7. Plati nasledujici vyroky?
a) VaerIe>0TaerVeer T € (aaa + 5) ~ |l‘ - a| <L

b) JoerVes0VacrIzer € (a,a+¢) & |z —af < 1.
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8. Necht f(z) = 42_\/\/55. Naleznéte Dy, Hy, f1.

9. Necht ¢ :[0,00) — [1,00) je bijekce a necht ¥(x) = 1/¢?(x) — 1. Dokazte, Ze

existuje inverzni funkce 1»~! a vyjadiete ji s pomoci 1. Urcete Dy-x.

*10. Nacrtnéte obor hodnot komplexni funkce f : C — C definované predpisem

f(z)=242z+ 2z + iz

*11.  (Parametrizace ¢asti Descartesova listu.) Necht funkce g je definovéna na
podmnozing roviny M = {(x,y) : 23 +y3 — 22y =0, 2 < 0, y > 0} predpisem

g(z,y) = y/x. Vypoctéte Hy a g~ *.

12. Uvazujme zobrazeni f : X — Y a mnoziny A C X, B C X. Rozhodnéte, zda

obecné plati :
a) f(A)Uf(B)=f(AUB);
c) f(A)\f(B) C f(A\B);

b) f(A\B) C f(A)\ f(B);
d) f(ANB) = f(A)Nf(B).

13. Charakterizujte zobrazeni f : M — L, pro ktera plati

a) Yacu fTUf(A) = 4;

b) Vecr f(f7(B)) = B.

1
*14. Plati vyrok IycrIlpm—rVzer ¢ # 0= f(z+ =) = g(z), je-li
T

1
a) g(x) = sinz + sin = b) g(z) = Va2 + 1,
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le + 1
8

c) g(z) =

15.  Zkoumejte vztahy mezi néasledujicimi tvrenimi o M C R a s € R.

(i) s=supM.

(i) Ve>0TyeM: ye(s—e,s).

(iii)y Ya<sdzeM: z>a.

(V) Upen (=00,2) = (00, 5).

(v) MaziUgens (—00,2+1/n) = (—o0, 5].

16. Necht f je redlnd funkce na mnoziné M. Dokazte, Ze f je omezend, pravée

kdyZ je omezena shora i zdola.

?
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17.  Pro které funkce f : R — R plati vyrok

Vgr—r (g0 f je omezend < g je omezena)?

18. Necht A, B C R jsou neprézdné omezené mnoziny. DokazZte, ze
a) inf(—A) = —sup A4; b) sup(A+ B) =sup A + sup B;
¢) inf(A— B) =inf A —sup B;
kde A— B :={a—b:a € Ab € B} a podobné jsou definovany mnoziny
A+ B, —A.

19. Lze obecné vyjadiit sup(A U B) a sup(A N B) pomoci sup A a sup B, jestlize
A, B C R jsou neprazdné omezené mnoziny?

20. Necht M #0Qa f: M —R, g: M — R jsou omezené funkce. Dokazte, ze

(*) sup (f(z) + g(x)) < sup f(z) + sup g(z).
zeM zeM zeM

Musi v (*) platit rovnost?

21. Za stejnych predpokladi jako v pfedchozi tloze dokazte:

sup (f(z) +g(x)) > sup f(z)+ inf g(z),
zeEM zeM zeM

sup (£(a) — g(a)) < sup f(a) — inf g(a).
zeM xeM z€
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22. Necht A € R. Pro které posloupnosti redlnych éisel (b;)5° plati obecné, Ze
lim a, =A < Ves0IkVasp, lan — Al <e?

. . . v v . 2 _
23. 7 definice limity dokazte, ze lim,,_, Nt 0.

24. Zkoumejte vztah nasledujicich tvrzenio M C R a s € R:

(i) s =sup M,

(ii) s je horni odhad (zdvora) M a existuje posloupnost (z,,){° takova, ze x,, € M
a Tn — S.

*¥25. Necht peN, ae€R, a, >0, n=1,2.... Dokazte, ze



ay, — a <= {/a, — Va.
Vypoctéte nésledujici limity.

2n? + 2n + nsin 2n
im : :
n—oo 1 cos 3n + (2n + sin 4n)?

26.

1 n
27. lim e Z[k:a:], x € R, kde [y] oznacuje celou ¢ast z y.
k=1

n—oo

Vn® +2—Vn?+1

28. lim (Vn+1— /n). 29. im )
30. lim n(\/n2+2f\?’/n3+1). 31. lim Va®+b"+c”, a,bc>0.
"4 n® 1)!
32, lm St (Db 33, lim /7.
n—o0 n(n6 + n') n— o0
k k
*34. lim Zai\/n + 1, je-li Zai =0.
i=0 i=0

35. Plati obecné nasledujici implikace, ve kterych M C R je aspont dvoubodova
af:M—R?

(a) f je nerostouci na M = f neni rostouci na M.

(b) f neni rostouci na M = f je nerostouci na M.

(c) f neni rostouci na zaddné dvouprvkové A C M = f je nerostouci na M.

36. Které z nasledujicich funkei jsou obecné monoténni, jestlize f; : (0,1) — R,
1 = 1,2, jsou rostouci funkce a g; : R — (0,1), i = 1,2 jsou klesajici funkce?

a) gio faog20 fi; b) max(fi, f2) o g1 0 (fi + f2);
c) (f1f2) o g1; d) (9192) o min(f1, f2).
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37. Necht p € N. Dokaite, Ze a, — oo pravé kdyz ¢/a,, — oco.

3 _1\n
38, qim V2T
n—oo n2 +ny/n

39. lim n(vn%2+4+n—n).

n—oo

40. lim sin(%)\/ﬁ.

n—oo

5

n
41.  lim (V3 —sinn — cosn) .
n—o0 Y2 -1

42. lim Vnl

n—oo

1
43. Dokazte ekvivalencii — — 0 < |a,| — oo.
Qn

**44. Pro kterd x € R existuje  lim sinnz?

n—oo

Vypoctéte nasledujici limity. Miizete pouzit, ze lim, . (1+ )" =e.

45. lim (1—1> . 46. lim <1+12> :
n—oo n n— 00 n
1\" 2\"
47. lim (1—) . *48. lim <1+> .
n—oo n n—00 n

1 n+1
*49. Dokazte, Ze (1 + ) \ €.
n
50. Definujme posloupnost (a, ) rekurentné rovnostmi a; = v/2, ani1 = /2 + an,.
Vypoctéte lim, . ay,.

51. Nechf ¢ > 0. Vypoc¢téte lim ¢" pomoci vét o limité monoténni posloupnosti
n—oo

a o limité posloupnosti s posunutym indexem.
52. Necht 0 < a < 1. Definujme posloupnost p,, rekurentné rovnostmi

1
p1=0, puy1=pn+ 5(61 — i)

Vypoctéte lim, oo pn-



53. Vysetfete limitu posloupnosti definované rekurentné rovnostmi
1 1

a1 >0, Gpi1 = i(an +—).

Qp

*54.  Vypoctéte hodnotu fetézového zlomku

1 1

1;1; tj. limitu posloupnosti

presnéji: posloupnosti definované vztahy a1 = 1, apy1 = H%
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Tn+1

*55.  Dokazte implikaci ( lim =a, x, > 0) = lim {/z,, = a. Toto tvrzeni

n—oo Ip n—oo
pak uzijte k vypoctu
n
i n!
lim ——.
n—oo n

56. Vypoctéte limity komplexnich posloupnosti:

dn —i i (1+3\"
a) lim —; b) lim ( ) :
n—oo 2+ 1in n—oo 1 \/§
o fm CLEIVIT 4 lim (m)
n—oc g1 —1 n—o0 V2 -yn)’

57. Necht ¢ € C. Dokazte, ze posloupnost ¢™ je konvergentni, pravé kdyz |q| < 1
nebo ¢ = 1.

1P 4ot pP
58. Vypoctéte pomoci Stolzovy véty lim E e
n—oo np+1

, peN.
fo'e) N
o < PEER ?
59. Vypoctéte soucet fady komplexnich éisel E (3) .
k=1

v . v v s M o 0o 1 . .
60. Dokazte pomoci odhadu ¢astecného souctu, ze fada )~ | ] diverguje.

> 1
61. Dokazte, ze Z ﬁ =1
n(n

n=1
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- 1 1
62. Dokazte, ze H <1 — W) =3

n=1

*63. Dokazte, ze nekoneény sou¢in =~ —.—.—.—.— ...

mé nenulovou hodnotu.

64. Preformulujte co nejjednoduseji nasledujici vyroky (kde a, A € R):
a) Ves03x>03s50Ys (2 € Ps(a)) = (|f(x) — A] < Ke);
b) F5>0¥e>0Va (z € Ps(a)) = (|f(z) — Al <e);
c) Kk >0Ve>03550Vs (2 € Ps(a)) = (|f(z) — A < Ke).



7 Doporucené ulohy — 7. série

Vypoctéte nasledujici limity:

1 n_ (1 m 24 ... n _
65. lim (LTm2)" (o) 66. lim LT T T TR
z—0 x r—1 x—1
m,n € N. n € N.

67. Vypoctéte limity (ve kterych [y] je celd ¢ést z y):

a) lim [j;—]; b) lim ([2] — 2); ) lim x[1/a].
68. Necht a € R* a existuje lim,_,, f(z) = A. Dokazte, ze
(i) pokud A € R, pak
lim (f(z) + g(x)) = lim f(z) 4 lim g(z),
r—a r—a r—a
ma-li jedna strana rovnosti smysl;
(i) pokud A € R, A # 0, pak
lim (f () - g(x)) = lim f(z) - lim g(x),
r—a r—a r—a
ma-li jedna strana rovnosti smysl.

69. Necht g je funkce spojitd v 0 a f(z) = g(x)sin(z~2). Dokazte, Ze :

a) je-li g(0) =0, pak 0 je bodem odstranitelné nespojitosti funkece f(z);
b) je-li g(0) # 0, pak 0 je bodem nespojitosti druhého druhu funkce f(z).

70. Zjistéte body spojitosti a klasifikujte body nespojitosti
a) Dirichletovy funkce;
b)* Riemannovy funkce.
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VT 22— +20 o V1l4ax— YV1+bx
71. lim . 72. lim ,
r—T7 L +9-2 z—0

m,n € N,a,b € R.

sin(sin(sinx))
—

73.  lim 7 74.  lim (cosvz +1—cosvz —1).
k=0,1,....
1+sinz —
75. lim tg2z - tg(ﬁ — ). 76. im —|—.Slnx cos T ’
z—m/4 4 z—0 1 + sin px — cos px
p € R.
77. 2sin® x +sinz — 1

im — - .
z—7/6 2sin”“x — 3sinx + 1

78. Najdéte takovd a,b € R, aby  lim (vVa?—x+1—az—b)=0.

r——00

*79. Vypoctéte lim (V22 +2r —2v2? +x + ).

14 227\
80. i .

81. lim In(1+2%)In(1+3/x).

xr— 00

1
82. lim In(zlna)ln (W) ,

z—0+ In(x/a)
a>1.
. V14 cos2z —+/1+cos3x
83. lim .
=0 In(1 + 22?)
. ST cos
84. lim —_—
x—0 X
COST \ 72
85. lim ( ) =
z—0 \ CcoS 2T

86. (,Neurcitost vyrazu typu 1°°.“) Nechf a € R*. Urdete mnozinu L vSech
l € R*, pro ktera existuji takové funkce f,g, ze

lim f(z) =1, limg(z)=0c0 alim f(z)® =1

r—a r—a



**87.  (Problémek 4) Necht a, A € R*. Podejte plnou charakterizaci funkei f, pro
které plati nasledujici tvrzeni:

Pro kazdou funkci g plati
lim g(f(z)) = lim g(y),

r—a y—A

mé-li jedna strana rovnosti smysl.

*%88. (Problémek 5) Dokazte, ze mnozina Ay bod, ve kterych existuje lim; .+ f(t),
ale f neni spojita v x, je spocCetna.

10
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V nasledujicich prikladech vysetfete konvergenci a absolutni konvergenci uvede-
nych rad.

89.

91.

93.

95,

97.

99.

aan
n=1
— n—+ 2

iy | |
o (2n)!
oo n2
x
z on ’ reC
n=1

nJrl

9. Y e
= (n+ )"

92, Z(l—cos 1/n)*Inn, a€R.

S
=

2n

= n
94. )
ngl (n+ a)"to(n + b)nte
a>0,b>0.
. /1+cosn Zn—lInn
9. ;<2+cosn) '
— (n})?
98 Z 2n2
n=1

11
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102. Dokazte, ze arctgzr = g — arccotg x.
103. Necht f je funkce definovand na (0, 7/8) pfedpisem
f(x) = sin (iﬂ' + 23:) .
Vyjadiete f~! pomoci elementarnich funkci.
104. (Piiklad feseny v DI.) Naleznéte funkci f(x1,z2) takovou, ze
arcsin 1 + arcsin zg = arcsin f(x1, z2),

pokud leva strana lezi v [-7, T].

105. Dokazte, ze algebraicka rovnice s redlnymi koeficienty lichého stupné ma
aspon jeden redlny koten.

106. Necht funkce f : [0,1] — [0, 1] je spojita na [0, 1]. Pak existuje bod z € [0, 1],
pro ktery f(z) =« (pevny bod). Dokazte.

107. (Piiklad feseny v DI.) Dokazte, ze arctg z = arcsin —
+x

108. lim x (W — arcsin x) .
T—00 2 2 +1

100. lim T
z—09x + sinx — 2z
(i* = -1).

110. lim =z (Z — arctg T) .

arctg(l + x) — arctg(l — z)

111. lim
x—0 x€X
o0
n+1 1
112. 1 in —.
; n ( - ) arcsin -
= 11
113. n® (sin — ) , a €R.
n o n
n=1

12



Doporucené ulohy — 10. série

10

oo
1
114. E tgn — in— | .
2 (arcco gn — arcsin n)

= ™m ™
. t — si .
115 §<00g4n_2 sm2n+1>

116. Z arccos(l —1/n)n®, a € R.
n=1

13
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V nésledujicich piikladech je vhodné kombinovat L’Hospitalovo pravidlo s ,ele-
mentarnimi“ metodami vypoctu limit.

117. lim( 1. - _1 ) 118.  lim 2®"~ b,
z—0 arcsinx sinx r—0+
tox\ # 1)
119.  lim (arch>’ . 120. lim LFP7 €
x—0 €T x—0 X

z—0 sin

1 1
121. (Piiklad feSeny v DI)  lim (2 - 2) .
x

xr—00

122. lim <€/x3+x2+x+1—\/m2+x+1 1“(@+1‘)>
x

123. Necht f(x) = 23 + 3x. Dokaite, Ze f je prosta a vypoctéte
a) (f71)'(4); b)* (f71)"(4).
124.  Vysetfete derivaci funkce

f(x) = zarcsin <$2 — 1) .

2 +1
125.  Vysetfete derivaci funkce
. x
x) = arcsin ———.
f(@) —
Dokazte néasledujici nerovnosti.

126. |arctgz —arctgy| < |z —y|.

a—2b

a —

a
<ln-<

127.
4 b

pro 0<b<a.

128.  Naleznéte globdlni (tj. absolutni) extrémy funkce
flx)=2°-3z+2, 2€[-3,2].

129. Doka’te, ze proa>1lax > —1plati (1+2)* > 1+ ax.

130. Dokazte, ze

T
2¢ <sinz 4+ tgx pr00<x<§;
23
z—€<sinx<x pro x > 0;

14
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2 . s
—x <sinz <z pro 0<m<§;

70
¢ <e” pro xz > 0.

131. Pro kterd a € R se parabola y = az? dotyka grafu funkce y = Inz (tj.
existuje bod lezici na obou grafech, ve kterych maji tyto grafy spole¢nou teénu)?

132. Dokaite, ze funkce f(z) = x + 2%sin(2/z), f(0) = 0, je rostouci v bodé 0,
je diferencovatelna na R, ale neni rostouci na zadném okoli bodu 0.

133. Dokazte, ze funkce g(x) = 2%(2 + sin(1/2)), g(0) = 0, mé ostré lokalni
minimum v bodé 0, je diferencovatelnd na R, ale neni monoténni na zadném jed-
nostranném okoli bodu 0.

134. VysSetfete existenci asymptot v co a —oo funkce f(z) = x arctgx.

135.  Vysetiete existenci asymptoty v oo funkce f(z) = (Inz)*/z™2.

VysSettete prubéh (véetné vysSetfeni konvexity, asymptot a existence jednostran-
nych derivaci) nasledujicich funkei:

136. f(x) = arccos 1—7302 137.  f(x) = v
' N 1+a2 ) C2(z+1)2
sin x 1
140. 141.

f@)= ¥ |aP+b3, b>o0. fa)y=e"".

*142. Necht f je funkce ryze konvexni na intervalu (a, ¢] i na intervalu [c, b). Necht
[ je spojita na (a,b). Pak f je ryze konvexni na (a,b), pravé kdyz f (c) > f’ (c).
Dokazte.

**143. Nechf f je spojitd funkce na R, kterd mé tu vlastnost, Zze zadné tfi body
grafu f nejsou kolinearni. Musi byt f ryze konvexni nebo ryze konkavni?

*144. Dokaite, ze funkce f(x) = (1+ 2)” je rostouci na (0,00).

*145. Necht existuje f”(z) = A € R. Dokaite, ze

o S+ 20) + f(x) — 27 + D)

h—0 h2 =4

146. Necht funkce f méa derivaci na (0, 00), existuje lim, o f'(z) a y = az+b je
rovnici asymptoty funkce f v oo. Dokazte, ze pak lim, o, f'(z) = a. Lze vynechat
predpoklad existence lim, o, f/(2)?
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