MATEMATICKY PROSEMINAR I

Relace a zobrazeni

Dilezité pojmy
o Kartézsky soucin. Kartézsky soucin mnozin A, B je mnozina

Ax B:={(a,b) |ac Abe B}.

e Relace. Bindrni relaci R z mnoziny A do mnoZiny B nazyvame libovolnou mnozinu R C A x B.
— Specidlné pokud A = B, pak R nazyvame relaci na mnoziné A.

— Pokud (a,b) € R, pak fikdme, ze prvek a je v relaci R s prvkem b. Misto (a,b) € R piSeme
aRb.

« Inverzni relace. Binarni relace R~! C B x A se nazyva inverzni k relaci R, jestlize plati
bR 'a < aRb

pro kazdé a € A a b e B.

e SloZeni relaci. Slozena relace R o S je relaci z mnoziny A do mnoziny C' takova, ze pro kazdé
a € Aace C plati
a(RoS)c < (3b€ B:aRbADSc).

— Specidlné, pokud skladdme relaci samu se sebou, pouzivime zapis Ro R = R2.
— Induktivné plati: R” = Ro R"! pro n > 2.
« Vlastnosti relaci. Méjme relaci R na mnoziné A. Rekneme, 7e R je

(i) reflexivni, jestlize Va € A : aRa.
(ii) symetrickd, jestlize Va,b € A : aRb —> bRa.
(iii) slabé antisymetrickd, jestlize Va,b € A:aRbANbRa = a =b.
(iv) silné antisymetrickd, jestlize Va,b € A: aRb = —(bRa).
(v) tranzitivni, jestlize Va,b,c € A: aRb ANbRc — aRc.

¢ Relace ekvivalence. Relace ~ na mnoziné A je relaci ekvivalence, pokud je reflexivni, symetricka
a tranzitivni.

o Trida ekvivalence. Mame-li relaci ekvivalence ~ na mnoziné A a libovolny prvek a € A, pak
tfidou ekvivalence ur¢enou prvkem a je mnozina

[a]~ :={x € A]a~xa}.

e Zobrazeni. Relace f C X X Y se nazyva zobrazenim, jestlize pro kazdé x € X existuje nejvyse
jedno y € Y takové, ze z fy.

— Fakt, ze f je zobrazeni z mnoziny X do mnoziny Y zapisujeme jako f: X — Y.
— V pripadé zobrazeni misto = fy pouziviame zapis f(x) = y.

— Casto, pokud jsou X a Y &selné mnoziny, hovoifme o funkei (avéak v mnohych odvétvich
matematiky se tyto terminy pouzivaji jako synonyma).

e Vlastnosti zobrazeni. Zobrazeni f : X — Y je
— angektivnd, pokud Vz € X 1z #y = f(z) # f(y).
— surjektivng, pokud Vy € Y Jx € X : f(z) = v.

— bijektivni, pokud je injektivni a zaroven surjektivni.
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Cviceni

1

Jsou dény mnoziny A = {1,2},B = {2,3},C = {1}, D = (). Vypiste vSechny prvky nésleduji-
cich mnozin:

(a) AxD
(b) DxB
(¢c) CxA

Vyjadrete pocet prvki mnoziny A x B v zavislosti na po¢tu prvkia kone¢nych mnozin A a B.

Relace R z mnoziny A = {1,2,3} do mnoziny B = {a,b} je ddna vyctem

R =1{(1,a),(1,0),(2,a),(3,b)}.

Znéazornéte relaci R pomoci

(a) kartézského grafu (b) uzlového grafu

Déle zapiste vycétem R™L.

Uvazujme relaci S na mnoziné R definovanou nasledovné:

xSy def. y = 2|x|.

Jak vypada graf S, S~'a So S = 527

Jsou ddny mnoziny A = {1,2,3,4} a B = {5,6,7,8}. Zapiste vyctem nasledujici mnoziny:

(a) Ry ={(a,b) e AxB|b<2a}
(b) Ro={(a,b)e AxB|a<3=b=3a+2}
(c) Rs={(a,b) € Ax B|b=d?}
(d) Ry={(a,b) € Ax A|b=a?}

Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich vyrokt a sva tvrzeni zdivodnéte:

(a) Existuje binarni relace, kterd je reflexivni a antireflexivni zaroven.

(b) Existuje binarni relace, ktera je symetricka a slabé antisymetricka zarover.
(c) Existuje binarni relace, ktera je symetricka a silné antisymetrickd zéroven.
(d) Existuje bindrni relace, ktera je reflexivni a silné antisymetrickéd zéroven.

Urcete vlastnosti danych relaci nejprve na mnoziné R a poté na mnoziné N (reflexivita, symetrie,
antisymetrie, tranzitivita):

(a) (z,y) ERl <= z+y=0

(b) (z,9) € Ry <= |[z] = |y|

() (z,y) €ERs < 2-y>0

Namnoziné M = {a,b, ¢, d} jsou dény relace R = {(a,b), (b,b), (c,d)} a .S = {(b,a), (b,d), (d,d)}.
Zapiste vyctem relace nize a urcete jejich vlastnosti.

(a) RoR
(b) SoS
(¢c) RoS
(d SoR
(e) (RoR)o(SoS).

Na mnoziné L vSech lidi uvazujme relace R a S

def, . .y
aRb £ a je roditem b,

aSh &L a, b jsou sourozenci (a a # b).
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Popiste relace R~!, S™1, Ro S, So R, R? a S? a urcete jejich vlastnosti.
Uvazujme relaci R na N danou: kRm pravé kdyz m = k2. Urcete R™.
Dokazte, Ze pro relace R, S plati: (RoS)™t=S"1o R7L.
Meéjme relaci D a ¢islo m € N na mnoziné Z zadanou jako

D = {(a,b) € Z X Z | a,b maji stejny zbytek po celo¢iselném déleni m} .
Je D relace ekvivalence? V kladném ptipadé popiste jednotlivé tiidy ekvivalence.

Zapiste vSechny disjunktni rozklady mnoziny A = {a,b,c} a k nim prislusné ekvivalence na
mnoziné A.

Uvazujme mnozinu M obsahujici vSechny konecné posloupnosti nul a jednicek. Definujme relaci
S nasledovné:
xSy ety posloupnosti x a y obsahuji stejny pocet jednicek.
Je S relaci ekvivalence? V kladném pripadé popiste jednotlivé tiidy ekvivalence.
Na mnoziné A =R x R\ {(0,0)} definujeme relaci ~ nésledovné:

X~Y &L X 2y lesf na stejné primce prochézejici bodem (0, 0).

Urcete, zda ~ je ekvivalence. V kladném pripadé popiste jednotlivé tiidy ekvivalence. Jak by
se situace zmeénila, kdybychom v mnoziné X uvazovali i poc¢atek? (Tzn. A =R x R.)

Méjme rozklad mnoziny R x R na mnoziny A,,r > 0, kde A, oznacuje kruznici se stfedem
v pocatku a polomérem r. Popiste ekvivalenci zadanou timto rozkladem.

Jsou ddny mnoziny A = {a,b,c,d} a B = {1,2,3}. Rozhodnéte, které z bindrnich relaci R; az
R4 jsou zobrazeni z A do B.

(a) Ry = {(a’ 1)7 (b’ 2)7 (da 3>}

(b) Ry ={(a,1),(c,1),(a,2),(b,3)}
(C) R3 = {(aal)v(b’ 2)7(0’ 3)7((1’ 1)}
(d) Rs={(b,3)}

Jsou dany mnoziny X = {1,2,3} a Y = {a,b,c}. Uvedte ptiklad zobrazeni z mnoziny X do
mnoziny Y, které

(a) je injektivni, ale neni bijektivni,
(b) neni surjektivni, ani injektivni,
(c) je bijektivni.

Je dana tise¢ka KL v roviné R?. Necht M je mnozina vSech pravidelnych n-thelnikt v R? se
stranou KL, kde n > 3. Rozhodnéte, zda relace z mnoziny M do mnoziny N

(a) f definovana predpisem
(A,n) e f L A ma pravé n vrcholu,
(b) ¢ definovand predpisem
(A,n) € g €5 A m4 prave n dhlopiicek,

je zobrazeni z M do N. V kladném pripadé rozhodnéte, zda je zobrazeni injektivni, surjektivni
nebo bijektivni a zda k nému existuje inverzni zobrazeni. Jinak upravte danou relaci tak, aby
se jednalo o zobrazeni.
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