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MATEMATICKY PROSEMINAR I

Matematické dikazy (primy, nepiimy, sporem a indukci)

Dokazte primo Sinovou vétu.

Dokazte pfimo tvrzeni

Dokazte pfimo tvrzeni: Vo € R : 4cosz + cos2x > —3.

Dokazte nepiimo tvrzeni: Necht n je prirozené cislo. Pokud n? je délitelné tremi, pak i n je

délitelné trems.

Dokazte p¥imo a sporem tvrzeni: Pro vsechna a,b € R plati

Dokazte sporem, ze v/3 je iraciondlni.

Dokazte matematickou indukci, 7e soucet prvnich n kladnych lichych &isel je roven n2.

Dokazte tvrzeni: Pro kaZdé n € Ny plati, Ze 10°"T! + 1 je délitelné 11.
Dokazte p¥imo a indukci tvrzeni: Pro kazdé n € N plati, Ze n + 5n je délitelné cislem 3.

Dokazte tvrzeni:
n(n+1)

VneEN:Y k=1+2+3+-+n= .

k=1

Dokazte tvrzeni:

n
1
VnGN:Zk‘2:12—|—22—|—32—|—---—|—n2:6n(n—|—1)(2n—|—1).
k=1

Dokazte tvrzeni:

< 1
VnEN:Zk(k:—kl):1-2+2~3+3~4+-~+n(n+1):§n(n+1)(n+2).
k=1

Dokazte tvrzeni:

E": 1 R S S 1 _on
= @k-1)2k+1)  1-3 35 7 (2n—1)0(2n+1) 2n+1

Dokazte, ze pro kazdé n € N je ¢islo 10™ — 4 délitelné Sesti.

Dokazte tvrzeni:

n
Vne N : ) ili=00+11+224--+nn=(n+1) -1
=0

Dokazte tvrzeni: Vo € (—1,00) Vn € N: (1 4+ 2)" > 1 4 nax.

Dokazte tvrzeni: Vn € N : n < 2". Zformulujte obdobné tvrzeni pro nerovnost n? < 2" a

dokazte jej.
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Dokazte Moivreovu vétu: Vo € R Vn € N : (cosx + isinz)™ = cosnx + isin nx.

Uvazujme ¢tvercovou Sachovnici se stranou o velikosti 2”. Zacernéme jedno z poli. Dokazte, ze
zbyla pole lze zcela pokryt dlazdicemi slozenymi ze tif ¢tverecki ve tvaru L (tzv. trimin) tak,
aby se neprekryvaly.

Najdéte chybu v ditkkazu indukci:
Twurzeni: VSechna prirozena ¢isla se navzajem rovnaji.

Diikaz: Zapiseme si tvrzeni formalné jako vyrok V(n), kde n € N; tj.
Vl’l,xQ’... Tn €ER:zy =290 =+ = 7.

Pro n = 1 vyrok trividlné plati. Pfedpokladejme, Ze pro n € N plati V(n). Podle indukéniho

predpokladu se tedy libovolnd n-tice redlnych ¢isel rovna, tj. x1 = x9 = -+ = x,, ale také
Zadroven xo = T3 = -+ = Tpy1. 10 znamena, ze
T =T2 =" =Tp = Tntl,

nebo-li platii V(n + 1).
Méjme libovolnou koneénou mnozinu X a ozna¢me |X| = n. Zavedme si nasledujici znaceni:
P(X)={A|AcC X},

tj. P(X) obsahuje vsechny podmnoziny mnoziny X. Dokazte, Ze koneénd mnozina X ma vzdy
2" podmnozin, tzn. |P(X)| = 2".

© 2025 David Weber



