I. NEROVNOSTI, INDUKCE, ATP. — OPAKOVAN{
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Reste nésledujici nerovnosti v R:
x J—

Reste nerovnici 1 < |az + 1| < 2 v zavislosti na parametru a € R.

Nakreslete graf funkce: f(x) = ||||x| — 1] — 1| —1|.

Vyjédrete cos bz (resp. sin5z) pouze pomoci funkei cosz a sinx.

Reste rovnice: (a) sin2z = sinz, (b) 2sinz +cosz = 1, (c) log(x? + 1) = 2log(3 — ).
Dokazte pro a, b € R: |a+ b| < |a| + |b], [la] — |b]| < |a —0|.

Pro kterd x € R neplati nerovnost |1 + xv/a| < 2az? pro zddné a € R?

Uréete mnozinu {a € R | (Vz € R)(|Jz — 2| < 1= 2% —axz > 5)}

Dokazte nasledujici formulky:

PRI RWN =

n

. H(2n+1
1+2)">1+nz, z>-1, ZkQZn(”+ )6(n+ ), SR =(1+2+34-+n)
k=1 k=1

10. Dokaite, ze pro viechna n € N, n # 3 plati n? < 2" .
VYSLEDKY A NAVODY. 1. (4,6); (1,2), (=6, —3) U (=518, =113y 2 Pro g = 0 je = € R,
proa#0jex € (—1— 2 —l—i]U[—%—i—% —14 2

lal” a  a al’> a T Jaf
3.

4 5

4. cos bz = cos® x — 10 cos®  sin® x + 5 cos x sin x; sinbx = Hcos* rsinz — 10 cos? sin® z + sin® .
5. (a) x € {km, % + 2km, 37 + 2kn} pro k € Z; (b) x € {2km, 7 — arcsin 3 + 2kn} pro k € Z; (c)
T = %. 6. Provedte rozbor moznosti pro znaménka. Druhou nerovnost odvodte z prvni. 7.
Prox =0. 8. (—00,—4). 9. Pouzijte matematickou indukci. = 10. Pouzijte matematickou

indukei.
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II. VYROKOVA LOGIKA
1. Necht M zna&f mnozinu vSech muzi a Z mnozinu vech zen. Uvazujme nésledujici vyrokové
formy: S(m,2): ,Muz m je manzelem zeny Z.“; Li(m,2): ,Muz m miluje zenu 2.“; Lo(m, 2):
,Zena Z miluje muze m.“. Pomoci kvantifikdtort, logickych spojek a forem S, Li a Lo zapiste
nésledujici vyroky:
a) Kazdy zenaty muz miluje svou manzelku. b) Kazdou zenu miluje néjaky muz.
c) Kazdéa zena ma nejvys jednoho manzela.
d) Kazdy muz ma nejvys jednu manzelku. (Riké tento vyrok totéz, co c)?)
e) Existuje vdand zena. f) Existuje Zenaty muz. (Rika tento vyrok totéz, co e)?)
g) Existuji nevérné manzelky. (Manzelku prohldsime za nevérnou, pokud miluje jiného muze nez
svého manzela.)
Nasledujici vyroky prelozte do cestiny.
h) 3Im € MVz € Z(non S(m, 2)); i) 32 € Z¥m € M(L1(m, 2) = non Lay(m, 2));
j) 32 € Z¥m € M(Ly(m, 2) = non Li(m, 2));
k)Vze€ Z((@m e M : Ly(m, %)) = (3m € M : Li(m, 2) & non Ly(m, %)).
2. Rozhodnéte o spravnosti nasledujicich vyroku a napiste jejich negace.
a)Vte NJyeNVzeNGEZ>r=y<z);b)IyeNVzeNVzeN (z>z=y<2);
c)IzeNVyeNVzeN(iz>r=y<z);d) IreNVyeNVzeNz<z=y > 2);
e)VaeRIe>0TaeRVereR(z € (a,a+¢) & | —a| <1);
fyJaeRVe>0VaeRIAxr eR(x € (a,a+¢) & |z —al <1).
3. Vyjadrete co nejjednodusseji:
a)Ve>0VyeR:|ly—T7<5=|fly) —15|<e;b) Ve RII>1IVy e RVneN: |jy—z| <=
@) — £y < L.
4. Hadanky z ostrova poctivct a padouchu:
a) Jdete kolem tii obyvatel ostrova a zeptdte se:,,Kolik je mezi vami poctivcu?* A odpovi nezietelné
a tak se zeptate obyvatele B: ,Co fikal A?“ B odpovi: ,,A fikal,ze mezi ndmi je jediny poctivec.
Nato fekne C: ,Nevéite B, ten 1ze!“ Co jsou B a C? b) Dejme tomu, ze A fekne: ,Bud ji jsem
padouch nebo B je poctivec.“ Co jsou A a B?
c) Dejme tomu, ze A fekne: , J4 jsem padouch, ale B ne.“ Co jsou A a B?
d) A fekne: ,B a C maji stejnou povahu.“ Nato se nékdo zeptd C: ,Maji A a B stejnou povahu?*
Co C odpovi?
VYSLEDKY A NAVODY. 1. a)Vm € M Vz € Z : S(m,%) = Li(m,2); b) VZ € Z Im €
M : Li(m,%); ¢) VZ € ZV¥m; € M ¥Ymy € M : S(my,2) & S(ma,2) = mi = my; d)
Vm € M V3 € ZV3 € Z: S(m,%) & S(m, %) = % = % (NE);e) 32 € Z Im € M :
S(m,%); f) 3m € M 32 € Z : S(m,%) (ANO); g) Existuje nevérnd manzelka (aspon jedna):
32 € Z 3Imy € M Ims € M(mq # mo & S(ma, 2) & La(ms, 2)), existuji nevérné manzelky (aspon
dve): 3z, € Z 33, € Z3my € M Imy € M Ims € M Imy € M(Z # Zy &my # mo & m3 #
myg & S(my, 21) & Lo(ma, 21) & S(ms, 22) & La(my, 22)). h) Existuje svobodny muz. i) Existuje
zena, kterd zddnému muzi neopétuje lasku. j) Existuje zena, jiz zddny muz neopétuje lasku. k)
Kazd4 Zena, kterd nékoho miluje, nemiluje nékterého muze, ktery miluje ji. 2. a) Plati, negace
dJreNVyeN3IzeN(z >z &y>z2);b) Plati, negace Vy e NIz e NIz e N (2 >z & y >< z2);
c) Neplati, negace Vr € N Jy € N J2z € N(z > x & y > 2); d) Plati, negace Vo € N Jy € N 3z €
N(z <z & y < 2); e) Plati, negace Ja € RVe >0 Va c RIr e R(z € (a,a+¢) & |z —a| > 1);
f) Plati, negace Va e R 3¢ >0 3da € RVz e R(z € (a,a+¢) & |r—a|>1). 3.a) f(y) =15
pro vSechna y € (2,12); b) Funkce f je na konstantni na R. 4. a) B je padouch a C poctivec.
b) Oba jsou poctivci. ¢) Oba jsou padousi. d) Odpovi ANO.



ITI. NAJDETE SUPREMA A INFIMA NASLEDUJICICH MNOZIN (POKUD EXISTUJI).
EXISTUJI MAXIMA A MINIMA?

1. A={p/(p+q); peN, ¢e N}, 2.a) By ={sinz; x € (0,2m)},b) By = {sinz; x € (0,27)},
¢) By = {sinz; z € (0,m)}, 3.a)C;={n?—-m? neN, meN},
b) Co ={n2—m? neN, meN,n>m}, c) C3={n?>-m? neN, meNn<m},
4d.8) Dy ={2"+3 " neN}, Dy ={2"4+3" neZ}, 5 E={5V3 jcz kez).
6. a) F1 = {cos(n+ 2)m; n € N}, b) F, = {cos(n + 1)m; n € N sudé},
¢) F5 = {cos(n + 1)m; n € N liché}
7. Necht AABCRaS=supAd, s=inf A, T =supB, t=inf B. Co lze fici o supremu a infimu
nasledujicich mnozin? a) AUB, b) ANB, *c) A+B ={a+b|a€ A,be B},d) —A={—a|ac€ A},
*¢) A-B={a-b|lac Ajbe B},f) A—B,g) A\ B,h) AAB=(A\ B)U(B\ A).

VYSLEDKY A NAvODY. 1. supA = 1, inf A = 0, maximum a minimum neexistuje. 2. a),b)

max B; = max By = 1, min B; = min By = —1; ¢) max Bs = 1, inf B3 = 0, minimum neexistuje.
3. a) C; neni shora ani zdola omezend; b) 02 neni shora omezend, min Cy = 3; ¢) C5 neni zdola
omezenda, max C3 = 0. 4. a) max Dy = 6, inf D; = 0, minimum neexistuje; b) Dy neni shora
omezend, inf Do = 0, minimum neexistuje. 5. E neni shora omezend, inf £ = 0, minimum
neexistuje. 6. a) max F; = 1, inf F; = —1, minimum neexistuje; b) sup F5 = 1, min F; = 0,
maximum neexistuje; ¢) max F3 = 1, inf F5 = —1, minimum neexistuje. = 7. a) sup(AU B) =

max{S, T}, inf(AUB) = min{s,t}. b) Pokud ANB # (), pak max{s, t} < inf(ANB) < sup(ANB) <
min{S, T} (a vic fici nelze). c) sup(A+ B) = S+ T, inf(A+ B) = s+ t. d) sup(—A4) = —s,
inf(—A) = —S. e) sup(A-B) =max{S-T,s-t,s-T,5-t},inf(A-B) =min{S-T,s-t,s-T,5-t}. )
sup(A—B)=S—t,inf(A—B) =s—T. g) Pokud A\ B # (), pak s < inf(A\ B) <sup(A\B) < S
(a vic fici nelze). h) Pokud AAB # 0, pak min{s,t} <inf(AN B) < sup(AN B) < max{S,T} (a
vic Fici nelze).

IV. SPOCTETE NASLEDUJICI LIMITY POSLOUPNOSTI
. 2 J— . 3 . 5 J— .
1. lim 27171;-7_”13 2. lim n%”_;ﬁz 3. lim % 4. hm (\/n+ —\/ﬁ)

hm (Vn+11— ¥n) 6. lim (-1)"v/n(vn+1-yn) 1. hm 5 8. lim % 9. lim %iﬁ,
n—oo n—oo : n—oo
10. lim H2ZE4n 11, lim (H“ﬁ% ~3) 12 lim PPt gy D2t

14. lim {/a, (a >0) 15. lim E k(k+1) 16. lim /A" + B"+C", (A,B,C > 0)

n

P

n
m = - s i LA m U s(2)
17 i S w €R 18l 0 e 19l stvaeg 20 i Ve 2L im0
22. hm an, kde a1 = V2, ni1 = V2+a, *23. lim a,, kde a; = V2, Ant1 = V2 —ap

*24. Pro kterd x € R existuje lim sinnx 7 Totéz pro lim cosnz.

25. lim /n(¥/3— ¥2) 26. Lim (Va7 + /07 — VVaT — In7) 27 ] (1 — ﬁ)
n— oo n—00 n=1

28. Spoctéte v zavislosti na k,l € N a) lim %; b) lim (D) 4 (n)”

n— 00 Ftnt n—oo (n—1)F—nl

29. Dokazte, ze soucin % . % . % . % . g -... mi koneénou nenulovou hodnotu.
k

*30. Dokazte, ze lim Y a;v/n + i =0, pokud Z a; = 0.

nN—=00 ;=0 =0



VYSLEDKY A NAvoDY. 1.0 2.2 3.2 4.0 (rozsifte vhodnym vyrazem) 5.0 6.
Nem4 limitu. 7.0 8.0 9.0 10.% 11.-% 12.: 13.7 14.1proa>0,0 pro
a =0 (pro a > 1 piste {/a = 1+ 6, a ukazte, ze §,, — 0) 15.1 16. max{A,B,C} 17. %
18.1 19.2 20. +oo 21.0 22. 2 (ukazte, ze posloupnost a,, je neklesajici a omezend, a
tudiz ma limitu, a pak odvodte, ze tato limita musi byt 2) 23. 1 (ukazte, ze posloupnost lichych
¢lenu i posloupnost sudych ¢lenu jsou monoténni a omezené, a ze maji tutéz limitu 1)  24.
lim sinnx existuje jen pro x = km, k € Z; lim cosnz existuje jen pro x = 2k, k € Z (vyuzijte

[\
N

n—oo n—oo
toho, ze pokud lim sinnx existuje, pak lim sin(n 4+ 2)z — sinnx = 0, a pak jesté podobné pro

cosnz)  25. 0 (vhodné rozsiite a jmenovatele odhadnéte).  26. 2 27. 1 (vyjddiete jednoduse
Hk (1- m) a spoctéte limitu této posloupnosti) 28. a) 1, pokud k& > [; —1, pokud k£ < [; 0,

n=1
pokud k = I. b) 1, pokud & > I; (—1)*1, pokud k < I; —oo, pokud k = [ je sudé; —1, pokud k = I
je liché. 29. Pouzijte vétu o limité monoténni posloupnosti. 30. Dokazujte matematickou

indukci v zavislosti na k. Pro k = 2 provedte vhodné rozsiteni.

V. SPOCTETE LIMITY NEBO DOKAZTE, ZE NEEXISTUJI
1. lim 40 R20)A432) -1 o 1y 2?—Sat6 g iy VIFeoVITz o4 jyy VER2 Ved20

t 250 x o3 T2 —8z+15 =0 V1te—¥1—= T Yz+9-2
. n__ m . 2 ... n__ . n _
5. lim LEma)"=0dne)® “op e N) 6. lim ztededterion (p eN) 7. lim el
x—0 .7; rx—1 T x—0 R
. m, _ n . mo__ .
8. lim —iter— VIHbr () e N,a,b€R) 9. lim = (m,n€N) 10. lim([z] — z)
r—0 z x—1 7T r—1
. . in2 i _ . _ . . sin(z—%
11. lim z - [%] 12. lim 2sin zdsine—l - qg iy 1-cosz 14, Jim %% 15, lim sin(e—§)
70 x w—>% 2sin“ x—3sinx+1 70 x 0 T x—>§ 1—2cosx
: sin 5z —sin 3z : sin ax : l+sinz—cosz : x>
16. alzl_{% sin x 17. alzl_{% sinﬁx 18. :lll)r%) l—sinx—cosx 19. alzl_{% \/1—|—;psinm—\/cos;p

2

20. lim YCoSI— VoS Yeosz o1 iy leglcosaz) 9o 1i, 10303530 23. lim (2@—:—21)3IC

20 sin? x p—0 log(cos Bz) 20 T T 00

2 1
. 2241 \" . 9y cotg® x . litga ) sina ) log(xz—x—l—l)
24. lim (54) 25 lim e lim (£553) ™ 27 lim et
. 1 . log(1+vz+ ¥z . tg 2z . sinz—cos z
28. };%x ‘cos 5‘ 29. xlingo o (1+ Vot 73) 30. Ih_{r% tgx 31. Ih_l[f% 7(30_%)2

1

32. lim ocoss 33, lim (H£2)7 34, lim log(1+27) log (1+2)

1+z-3 T

T— 7 (w—Z)B z—0 ——+00
35. i:r% % . 36. wlggo (cos vr+1—cosvr— 1), 37. mh—{% tg 2z - tg (% _ x)
4
38. Najdéte a,b € R, aby platilo xEIPw (Va2 —z+1—azx—b) =0,
.2
39, lim aresine 4o, lip aresine g7 [y arccoss o [y SN2 ggqo MO
C 250 x * 40 sin(sinz) C ol (—x)e 41 logcos(m-47) C rS0+ sinz
2
44. lim (8l Y sin® e g g @ YCOSTE 4 iy (e — 1)
T 250 z? e log? z ) z—0+

VYSLEDKY A NAvoDY. 1.6 2. -3 3.3 4.32 5. Zmn(n—m) 6.in(n+1) 7.

1 g anbm g m 70, Limita neexistuje (zleva —1, zprava 0). 11.1 12. -3 13.

n mn

14.1 15. £ 16.2 17, o, pokud 3 #£0. 18. -1 19.% 20.-% 21 g—i, pokud
B#0 22.-5 23.0 24.¢* 25.¢ 26.1 27.%1 28.0 29.2 30.1 31.limita
neexistuje. 32. +oo  33. % 34. 3log2 35. 0 pro k > 1, % pro k =1, 400 pro k < 1 liché,
neexistuje pro k < 1 sudé. 36. 0 37. % 38. a=-1,b= % 39.1 40.1 41. 0 pro
a<3, V2proa=3, tooproa >3 42. —f 43.2 44. -1 45.1+ 372 46. 1 pro
a<2,0proa>2



VI. VYSETRETE SPOJITOST A NAJDETE DERIVACI FUNKCE f(x) =

1'2
L (2?4512 + 1195 2. (2 4+15)%(x = 17)1%2° 8. —Grrsf 4. log(a +z+ 1)

5. sin (cos ((z® 4+ 1722 — 56z + 1)'%)) 6. 2% 7. (%)% 8. (sinx)“®" 9. arcsin(sinx)

621'

10. logarccosz  11. zarcsin, /%5 + arctg/z —/z  12. arctge® —log/ 5y

13. arctg Va2 —1— logf1 14. (arctg x)arcsinx 15. f(z) = 610%1\90\

16. Spoctéte limity a) lim x:ga, (e >0), b) lin%) (x +e")
rT—a Xr—

VYSLEDKY A NAVODY. 1. f je definovdna a spojitd na R, f/(x) = 87(x?2 +51x+119)86 -(2x+51).
2. f je definovdna a spojitd na R, f'(z) = 3(x + 15)*(z — 17)1%2° 4+ 10(x + 15)3(x — 17)%°
9(z + 15)3(x — 17)1928. 3. f je definovéna a spojitd na (—oo, —1) U (—1,0) U (0, +00), f'(z) =
((2m+1)6m2+1-cosx—ex2+1~sinx)'($+1)~10g(w2+1)—6m2+1-cosa:~(2-log(w2+1)+%)
@11 log2(2+1) '
spojitd na R, f'(x) = wfﬁl‘}rl 5. f je definovdna a spojita na R,
f'(z) = —18cos (cos ((2® + 1722 — 56z + 1)'8)) -sin ((2® 4 1722 — 562 + 1)'8) - (23 + 1722 — 562 +
1)17. (322 + 342 — 56). 6. f je definovana a spojitd na (0, 00), mlir&_ f(z) =1, 1ze tedy spojité

4. f je definovéna a

dodefinovat na [0,00). f'(xz) = 2%(logx + 1) pro x > 0. Po dodefinovani plati f} (0) = —oco. 7.
1)%+2_

f je definovdna a spojita na (0, co), lir(r)1+f(x) = +00, nelze spojité rozsitit. f/'(z) = (;
xr—

(logx — 1) pro z > 0. 8. f je definovdna a spojitd na kLeJZ(anr, (2k + 1)m). x—1>121.1£17'r—|—f(m) =0,
$—>(211i<:r41:11)7r— f(x) = 400, lze tedy spojité rozsifit na kLEJZ<2k7T, (2k+1)m). f'(z) = (sin x)cosx-(%—
sinxlogsinz) pro x € |J (2k7, (2k + 1)m). Po dodefinovéani je f\ (2km) =1. 9. f je definovana
a spojitd na R. f/(z) —kelzpro r e (=5 +2km 5+ 2/<z7r) "(#) = —1prozx € (g + 2k, 37+ 2km),

fr(5 + 2km) = fl(=% +2km) =1, fil(5 +2k7r) = fl(-5 +2kn)=-1(keZ). 10.f
je definovana a Spojlta na (—1,1), ml_lgl_f( x) = —oo. fl(x) = m pro z € (—1,1),
fi(=1) = —oo.  11. f je definovdna a spojitd na (0,+o00). f'(z) = arcsin,/ %5 pro z > 0,
fi(0) =0. 12. f je definovéna a spojitd na R, f'(z) = :22;11 prox € R.  13. f je definovéna

mlogw

a spojitd na (1, 0), lirﬁ_ f(x) = 0, 1ze tedy spojité rozsitit na (1,00). f'(x) = pro z > 1,
xr—
po dodefinovani je f}(—1) = 4o0. 14. f je definovdna a spojitda na (0, 1), hm flx) =1,

log arctg x arcsin x

lze tedy spojité dodefinovat na (0,1). f/(x) = (arctgx)aesine . ( i T (1+m2)arctgx) pro

z € (0,1), fL(1) = 400, po dodefinovani je f\(0) = —oc. 15. f je definovdna a spojita

na (—oo,—1) U (—-1,0) U (0,1) U (1, 00), lir%f(m) =1, lir{l_ flx) = li£n1+f(x) = 0, lir{1+ =

liml f(x) = +oo. Funkce f lze tedy rozsifit na celé R tak, ze bude spojitd vSude kromé bodu

+1, a navic bude spojitd v bodé 1 zleva a v bodé —1 zprava. f'(x) = —eToElaT m pro
r # 0,+1. Po dodefinovani je f (0) = —oo, f.(0) = 400, f.(1) = fL(-1) = 0. 16. a)
a®(loga + 1), b) €2.



VII. PRIKLADY NA PRUBEH FUNKCI

fle) =12 2. f(@)=a2vV1-22 8. f(x)=Ve*—22—-z+1 4 f(z)=Va?- %
f@)=Va? =P +1 6. fa) =58 7. f@) =@+ )i+ (@-1)F 8. f(z) =
f(z)

5.

9. flx)=1—z+ ;%x 10. f(z) =sinz +cos?x 11. f(x) = |sinx| + cos 2z

12. f(z) =exp(—2*+3z—7) 13. f(z) = arcsin(cos®z) 14. f(z) = arctg 11

15. f(z) = arcsin”;z—ﬁ 16. f(z) = arccos% 17. * f(x) = Yi=r 18 * f(zx) = Vied
19. * f(z) = ¢/ 2 arctg %7  20. * f(z) = arcsin(2 arctg v'1 — z2)

VYSLEDKY A NAVODY.

1. 2.

i x=-1 1 x=1

y=x
o5 [Var2,1/2] x=1

x=-1' -0.5

(~22-12),




