4. Derivace funkce

1. Naleznéte A, B € R, tak aby na R platil vztah

1 1 '
(A + 1 —arctgx + (5(1 + 2?) arctgx — 536) (log (1 + %) — 1))
= (Az + B)(arctg z) log(1 + z?).

2. Najdéte A € R, aby na (0, +00) platil vztah

1 /
(log (cos2 z+ vV 1+ cos? ac) + arctg x + arcsin (—)>

V1+ 22
4 sin 2x
V1+costz
3. U naésledujicich funkei spoctéte derivace (i jednostranné, pokud neexistuje oboustranna):
1 — 22 9 sin
arccos , xz°exp(—|x — 1), _—.
(1—{-332) Xp( | |) sm(x—i—%)

4. Spoctéte derivaci (resp. jednostranné derivace) nasledujicich funkei ve vSech bodech, kde
existuje.
{ arctg(tg®?z) prox# L +kmr, kel

3 proxr =3 +km, ke

- { z? (sin%+cos%) pro x # 0,
0 pro x = 0;

flx) = @) pro z > 0;

f(z) = max{x + 4arctg(sinz), z}.

Vysledky
4.2. Pro funkci f plati

—1/2, x € (2n/3,4n/3) + 2k, k € Z,
f(x) =1 cosz, x€((r/3,2n/3)U (47/3,57/3)) + 2kn, k € Z,
1/2, xe(—n/3,7/3)+2km,k €Z.

7 predchoziho vyjadieni vyplyva, ze

0, x € (—n/3,7/3)+km, k €Z,

f/(x):{—sinx, x € (m/3,2m/3) + km, k €Z.



Funkce f je spojitda na R a proto miizeme podle z ptedchoziho vyjadieni vypocitat jednostranné
derivace jako prislusné limity derivaci:

fi(m/3 +2km) = lim —sinx = —sin(7/3 + 2k7) = —V/3/2,
r—7/34+2km+
! 3+ 2km) = li 0=0
fﬁ (ﬂ-/ + 7T) mﬂﬂ'/g—EQkTrf ’
f/+ 27w /3 4 2km 0,

f(2m/3 + 2kn
fh(4m/3 + 2kn

( ) =
( ) = —sin(27/3 + 2kn) = —V/3/2,
( ) =
fl(4r/3 + 2km) =
( ) =
( )=

—sin(47/3 + 2kn) = V3/2,

0

0,

—sin(5n/3 + 2kn) = /3/2, k € Z.

fL(5m/3 + 2kn
fL(57/3 + 2kn

2

4.3. Ziejmé D(f) = R. Plati (yz)' = %\/LE pro x > 0. Vzhledem k tomu, ze 1 —e™* =0 <
x =0, tak pro kazdé z € R\ {0} mame

f'(x)—l e 2 _ x
21— e 2* V1 — ex®’

V bodé 0 pocitejme derivaci funkce f podle definice:

_fl@)=f(0) o VI—e®
lim —————~ = lim ——.
x—0 z—0 x—0 €

Vypocet posledni limity provedeme nejprve zprava a pak zleva.

Uvédomme si, ze
(1) lim, o+ Eyy—l =1,
(2) lim,_o—22 =0,
(3) —22=0&2=0,
(4) / je spojité na svém definiénim oboru.

7 véty o limité slozené funkce, (1), (2) a (3) plyne lim, o &—5=+ = 1. Odtud, z (4) a véty o

7.112
limité slozené funkce obdrzime
e~ — 1
lim —_— =1.
z—0+ —x2

v1— —x2 —z2 1
z—0— X x—0— —;1;2

Obdobné dostaneme

Derivace funkce f v bodé 0 tedy neexistuje. Plati totiz f} (0) =1, f_(0) = —1.



4.4. Zkoumana funkce je definovana na celém R a je na R spojita. Je-li  # 0, mazeme f'(x)
vypocitat pomoci véty o derivaci slozené funkce:

reoN -1 -2z 2sgnx
J—— (1+22) (14 z22)Va2 +2

V 0 vypoéitame jednostranné derivace pomoci limity derivace (predpoklady pfislusné véty jsou
splnény):

2sgnx
"(0) = lim = \/5,
f+( ) r—0+ (]_ + .CCZ) QL'2 +2

2sgnx
’(0) = lim =2
f ( ) r—0— (1+$2) $2+2

V 0 tedy derivace neexistuje.

4.5. Pro x # 0 plati

1 1 1 1 1 1
/ _ s - 20~ - i
f(x)—2x(s1n$+cosx)—|—a: ( > cosgc—f—gc2 smx).

Tento vztah vyplyva z véty o aritmetice derivaci a véty o derivaci slozené funkce. V bodé 0
pocitejme derivaci z definice, tj. pocitejme limitu

— 1 1
lim f@) = 1) = lim z(sin — 4+ cos —) = 0,
x—0 -0 z—0 x x

nebot lim, .oz = 0 a funkce x — (sin% + cos 1) je omezend na jistém prstencovém okoli bodu

0. Plati tedy f/(0) = 0.
4.6. Spoc¢téme nejprve

1
(:Ew)/ _ (exlogm)/ — ewIng (1 logx + x - ;) = g;w(logg; + 1), x> 0.

Pak dostédvame
(570) = (e iomr) om0y toga 47 )
x
=2 (2" (logz + 1) logw + 2°71) , x> 0.
Pti vypoctech jsme vyuzili vétu o derivaci slozené funkce, vétu o derivaci soucinu a faktu, ze

derivované funkce maji ve svych defini¢nich oborech vlastni derivace.

4.7. Pro hodnoty funkce f plati

fa) { x +4arctg(sinz), =€ (2km, (2k+ 1)), k€ Z,
€Tr) =

x, x € {2k + 1), (2k +2)7), k € Z.



Odtud jiz mtzeme vypocitat hodnotu derivace v§ude mimo body ve tvaru km, k € Z:

i< {1445 s tinh i ke
1 z € ((2k + L), (2k + 2)7), k € Z.

Funkce f je na R spojita a jednostranné derivace v bodech km, k € Z, lze tedy pocitat pomoci
limit derivaci:

cosx
L (2km) = i (z) = i 14+4—2" ) =5,
[ (2k) wﬁglgwf (z) w_};,glwr ( 1+ sinZa

fL(2kr)= lim f'(z)= lim 1=1,

r—2kmT— r—2kmt—
"(2k+ 1) = lim  f(z)= lim (1+4ﬂ>:—3,
F-( ) z— (2k+1)7— f(@) z—(2k+1)7— 1+sin?z
"((2k + 1)) = lim () = lim 1=1.
f+(( ) ) :L'—>(2k+1)7r+f ( z—(2k+1)m+

7 vyse uvedeného vyplyva, ze funkce f v bodech tvaru km, k € Z, nema derivaci.



