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Uvodni pojmy

Kvuli terminologii a znaceni uvedeme v této tvodni ¢asti zékladni pojmy z teorie mnozin, uspofadanych a
metrickych prostori. Ptjde jen o pfehled, nikoli podrobnosti. Vétsinu podrobnosti a dalsich vztaht lze najit
v publikaci Balcar B., Stépanek P., Teorie mnozin, Academia CR (2001).

V teorii mnozin budeme vzdy pracovat za piedpokladu axiomi ZFC, tedy i s axiomem vybéru. To je
jen konstatovani pro znalce, text znalost axiomt nepfedpoklada. Predpokladdme ovSem zakladni znalosti
prace s mnozinami a zobrazenimi. Zminime se v tomto ivodu hlavné o ordinélnich a kardinélnich ¢islech a
o nékterych konstrukcich mnozin, jako jsou napf. souciny. Doddme nékteré dalsi pojmy a jejich vlastnosti,
které budeme pouzivat (filtry a ultrafiltry, skoro disjunktni soustavy mnozin). Kvili znaceni a terminiim
zopakujeme i zékladni pojmy metrickych prostort.

Zobrazeni f : X — Y je injektivni (neboli prosté), jestlize f(z1) # f(x2) pro x1 # z2, je surjektivni
(neboli na), jestlize f(X) =Y, je bijektivni (neboli isomorfismus mnozin), je-li injektivni i surjektivni (pak
1 je inverzni bijekce Y — X). Identické zobrazeni na mnoziné X budeme znacit 1x nebo Idy. ZuZeni
zobrazeni f: X — Y na mnoZinu A C X znadime f [ A: A —>Y.

Symboly R, Q, P, C znadi po fadé mnozinu realnych, racionalnich, iracionalnich, komplexnich ¢isel spolu
s jejich usporddanim a aritmetickymi vlastnostmi.

Usporadani

Uspordddni na mnoziné X je relace p na X, ktera je reflexivni, transitivni a slabé antisymetricka, tj. pro
libovolna z,y, z € X plati:

(1) (w,) € p;
(2) (z,y), (y,2) € p= (x,2) € p;
(3) (z,9),(y,z) €Ep=x=1y;

Plati-li navic, Ze pro kazdé z,y € X plati bud (z,y) € p nebo (y,z) € p, nazveme relaci p linedrnim
uspordddnim. Dvojice (X, p) se pak nazyva (linedrné) uspofadand mnozina.

V literatufe se najdou pro linearni usporadani i terminy totélni nebo monotonni usporadani. V mnoziné
vSech relaci usporadani v X x X jsou linearni usporadani maximélnimi prvky vzhledem k inkluzi.

Vétsinou budeme misto (z,y) € p psat x < y. Pak < y znamena, %e x < y,x # y. PouZziva se i symbol

Necht X je usporadany prostor a z,y € X. Bod y se nazyva néslednik (nebo pfedchtdce) bodu z, jestlize
x <y (resp. y < x) a neexistuje z € X s vlastnosti z < z < y (resp. y < z < z). Bod z € X se nazyva
nejvétsi (nebo nejmensi), jestlize y < x (resp. < y) pro kazdé y € X. Bod = € X se nazyva maximalni
(nebo minimalni), jestlize x < y (resp. y < ) pro zadné y € X.

Podmnozina A v X se nazyva kofinalni (spravngji doprava nebo nahoru kofinaln{), pokud pro kazdé
x € X existuje a € A s vlastnosti z < a (napf. N je kofinalni v R v obvyklém uspofadani realnych &isel).

Usporadana mnozina se nazyvéa dobfe usporddand, jestlize kazda jeji neprazdna podmnozina ma nejmensi
prvek. Lehko nahlédneme, Ze kazda dobfe uspofadand mnoZzina je linearné uspofadana (a kazda linearné
uspofadand mnozina mé kofinalni dobfe uspotfadanou ¢ast). Uspofadany prostor je dobfe uspofadany pravé
kdyZz neobsahuje nekone¢nou klesajici posloupnost. Napiiklad N je dobfe uspofddana v obvyklém usporadani,
ale Z neni dobfe usporadana. Za predpokladu axiomt ZFC se déa ukézat, Ze kazda mnoZina se da dobfe
usporadat.

Plati tzv. transfinitni indukce: Necht X je dobie uspoiddand mnoZina a P(x) je vlastnost proku x € X.
Predpoklddejme, Ze P v nejmensim prvku mnoZiny X je spinéno a ddle také pro kazdé y € X je splnéna
implikace

(Ve <y : P(x) plati) = P(y) plati.

Pak P(x) je splnéno pro vSechna x € X.
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Je-li (X, <) usporddand mnoZina a A C X, prvek z € X se nazyva horni mezi mnoziny A v X, jestlize
a < x pro kazdé a € A. Existuje-li takové x, nazyva se A shora omezena. Nejmensi horni mez mnoziny A4,
pokud existuje, je suprémum sup A mnoziny A. Je zfejmé, jak se definuje dolni mez mnoziny, jeji infimum a
omezenost zdola. Mnozina je omezena, je-li omezena zdola i shora.

Kuratowského-Zornovo lemma fika: Je-li X neprdzdnd uspoiddand mnoZina a kaZdd linedrné usporddand
podmnozina md horni mez v X, pak pro kaZdy bod x € X existuje mazimalni prvek v X vétsi nebo roven x.

Podmnozina A uspofadané mnoziny (X, <) se nazyva konvexnd, jestlize plati (a < b < ¢, a,c€ A=be
A). Specialnimi p¥ipady konvexnich mnozin jsou intervaly. Omezeny interval J je dan dvéma body = < y a
sklada se ze vSech bodi z pro néz x < z < y, po piipadé do J muze patfit jeden z krajnich bodu z,y nebo
oba (J se pak znadi jako (z,y), [z,y), (z,y] nebo [x,y] a dostavame interval otevieny nebo polootefeny nebo
uzavieny). Mezi intervaly zafadime i konvexni mnoziny tvaru T = = {y € X;z < y} (uzavfeny interval) nebo
t 2\ {z} (otevieny interval). Casté je znaceni [z,00), [z, —) nebo (z,00), (x,—). Je vhodné zdiraznit, Ze
uvedené oznaceni se pouZije i v pfipadé, kdy X ma nejvétsi prvek, napt. m. Potom je (z,00) = (x,m] a tento
interval je otevieny. V pfipadé, Ze nejvétsi prvek neexistuje, jsou tyto intervaly shora neomezené. Podobné
zdola | z, (—o0, ), atd.

Mgjme dvé linearné uspofadané mnoZiny X,Y. Na mnoZiné usporadanych dvojic (z,y),z € X,y € Y,
definujeme (x,y) < (u,v) jestlize bud & < u nebo z = u,y < v. Ziskané uspofadani je linearni a nazyva se
lexikografické. Usporadani po soufadnicich, tj. (z,y) < (u,v), je-li z < u,y < v, neni obecné linearni.

Pro definici konvergence v topologickém prostoru budeme potfebovat zobecnéni posloupnosti. Jako u
kofinality budeme potfebovat jen smér ,nahoru“ (,doprava®). Uvidime pozdé&ji, Ze oproti posloupnostem
(tj. zobrazenim s defini¢nim oborem N) nesta¢i v topologickych prostorech pouzit zobrazeni na linearné
uspofadanych mnozinach.

Uspofadand mnoZina A se nazyva usmérnéné (piesnéji nahoru nebo doprava usmérnéna), jestlize kazdé
dva prvky A maji horni mez v A.

Definice 0.1. Usmérnény soubor

Usmérneny soubor v mnoziné X je zobrazeni f : A — X, kde A je usmérnéna mnozina.
Necht f: A — X je usmérnény soubor, B je usmérnéna mnozina, ¢ : B — A je zobrazeni zachovévajici
uspofadani a ¢(B) je kofinalni v A. Pak fop : B — X je usmérnény soubor, ktery se nazyva usmérnéngm
podsouborem souboru f. O

Vétsinou usmérnény soubor znaéime {z,} 4, kde A je ona usmérnéna mnozina a x, = f(a). Specidlnim
pripadem usmérnéného podsouboru je jeho kofinalni ¢ast. Tyto specidlni podsoubory sta¢i v piipadé po-
sloupnosti (konvergence v metrickych prostorech), v obecnych topologickych prostorech viak musime pouZit

vztahy.

Ze dvou mnozin se da vzdy jedna z nich zobrazit prosté do druhé, ¢imz je dana relace na t¥idé vSech
munozin, které je reflexivni a transitivni (fikdme, Ze mohutnost jedné mnoziny je mensi nebo rovna mohutnosti
druhé mnoziny). Neni v8ak antisymetrickd. Musime z t¥idy mnoZin majici stejnou mohutnost vybrat jednu
— na t¥idé téchto vybért bude zminéna relace antisymetrickd a dostavame uspofadani (na vlastni t¥ide). K
tomu se vratime za chvili.

Dvé dobte usporadané mnoziny jsou stejného typu, jestlize existuje bijekce mezi nimi zachovévajici uspo-
radani. D4 se ukazat, ze jsou-li X,Y dvé dobfe usporddané mnoziny, existuje injekce jedné z nich do druhé,
feknéme ¢ : X — Y, takové, ze p(X) je konvexni v Y a obsahuje nejmensi prvek v Y. Podobné jako vyse u
mohutnosti, mame tim definovanu relaci na tiidé usporddanych mnoZin a po vybéru representantii z kazdého
typu dostavame usporadanou t¥idu. Da se ukazat, Ze tato t¥ida je dobfe usporddané a prislusni representanti
se daji vhodné rekurzivné popsat. Oznaéime tuto téidu Ord a jeji prvky nazveme ordinalni ¢isla (kratce
ordinéaly).

Nejmensi prvek t¥idy Ord pfislusi prazdné mnoziné a oznac¢ime ho 0. Dalsi prvek bude jednobodovy a da
se chapat jako mnozina {0}, ozna¢ime ho 1, a plati 0<1. Postupné oznacime n typ mnoziny {0,...,n — 1} a
bude platit n — 1 < n. Po vy€erpani v8ech kone¢nych mnozin dostaneme mnozinu v8ech pfirozenych ¢&isel,
kterou jako dobfe uspofadanou obsahujici v8echna ¢isla n ozna¢ime w. Dalsi v poradi dobfe usporddanou
mnoZzinou je mnozina vznikla pfidanim bodu za v8echna ¢isla z w — tento typ oznac¢ime w + 1. Postupujeme
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déle a dostavame postupné w + 2,...,w + n, aZ vznikne typ w + w. Transfinitni indukci tak lze definovat
vSechny representanty typt dobie usporadanych mnozin, které tvoii dobie uspofadanou mnozinu Ord.

Pokud ordinalni ¢islo vzniklo pFidanim bodu k predchozimu (nap¥. w + 1) nazyva se izolované, tj. méa
predchiidce (kazdé ordinélni ¢islo ma naslednika). Pokud ordinélni &islo vzniklo sjednocenim vsech predeslych
(jako w,w 4+ w), nazyva se limitni, pfedchiidce nema.

Po jistém kroku pridavani dalsich bod musime poprvé dospét k nespocetné mohutnosti. Toto ordinalni
¢islo se zna¢i wy a je to dobfe uspofddana mnozina vSech spocetnych ordinalnich &isel. Tato mnozina se jako
usporadand mnoZina ¢asto v topologii pouzivé jako piiklad na specifické vlastnosti.

e Dobfe usporadand mnozZina w; je nespocetna, ma nejmensi prvek, nema nejvétsi prvek, kazdy prvek
mé naslednika.

e Kazdé spocfetnd podmnoZina v w; ma v wy supremum.

e Plati Fodorovo lemma: Je-li zobrazeni f : wy — wy regresiond (tj. f(a) < a pro kazdé 0 < o € wy),
pak f je konstantni na néjaké neomezené podmnoziné wy .

Fodorovo lemma se v angli¢tiné ¢asto nazyva Pressing Down Lemma a plati obecnéji na regularnich
nespocetnych kardindlech (viz dale) misto na w;. Navic nemusi byt definovano na vSech ordinélech v «, staci
na tzv. stacionarni mnoziné (napf. jen na vSech limitnich ordindlech v k). Uveden& neomezend mnoZina je
také stacionarni.

Vratime se k mohutnostem. Dospéli jsme k vyhledani vhodnych representantt z t¥idy prostorti majicich
stejnou mohutnost. V nasi konstrukci ordinalnich ¢éisel vzdy pro danou mohutnost existuje prvni ordinalni
¢islo oné mohutnosti (mé vétsi mohutnost nez mensi ordinaly). Vezmeme takové prvni ¢islo za hledaného
representanta a budeme ho nazyvat kardinalni &islo. Dostaneme postupné &sla 0, 1,2, ...,w, w1, ws, .. (diive
bylo standardni psat misto w hebrejské pismeno X, tj. alef). Pro mnozinu X bude symbol |X| znafit mo-
hutnost mnoziny X ale i pfislusné kardinalni ¢islo k této mohutnosti. Koneéné mnoziny tedy maji za své
kardinalni &islo pocet svych prvkii. Spodetna mnozina méa kardinalni ¢islo w (obdas znadené wy), prvni nespo-
¢etnd mnozina ma kardinélni ¢éislo wq, atd. ProtoZe tfida Card kardinélnich Cisel je ¢asti dobfe usporadané
tFidy Ord, je sama dobfe usporadana.

Nekonecné kardinalni ¢islo x se nazyva regularni, pokud zadné kofinalni ¢ast v k£ nema mohutnost mensi
nez £ (jinymi slovy, kazda neomezena podmnoZina v x méa mohutnost ). TakZe &isla wy,ws,...w, jsou
regularni, ¢islo w,, neni regularni, je tzv. singularni. V nékterych formulacich o kardinalnich &islech je tieba
dévat pozor, zda jsou brana jako prvky t¥idy ordinalnich ¢isel nebo t¥idy kardinéalnich ¢isel. Kazdé nekone¢né
kardinalni ¢islo je limitni ve t¥idé ordinalnich ¢&isel, ale nemusi byt limitni ve t¥idé kardinélnich &isel, napf.
wy ma predchidce w. TakZe limitni kardinalni ¢islo bude znamenat limitni ve tfidé kardinalnich ¢isel. Stejné
tak naslednik kardinalu » (znadi se ™) je jeho naslednik ve tiid¢ Card, nikoli v Ord (takZe w* = w1, nikoli
w+1).

Dost casto se mohutnost mnoziny R zna¢i ¢ a nazyva mohutnost kontinua. Zda ¢ = w; byl problém
Cantora (hypotéza kontinua CH), ktery byl zcela vyfeSen az po poloving minulého stoleti: odpovéd mize
byt ano i ne, v zavislosti na dodanych axiomech teorie mnozin k ZFC. V nékterych modelech teorie mnozin
neni ¢ regularni.

Obcas budeme v dalsim textu pouzivat aritmetické operace s kardinalnimi ¢&isly. Pro kone¢né soucty
a soudiny nekoneénych kardinalnich &isel jsou vysledky jednoduché: k + A = k- A = max{k, A}. Slozité
jsou mocniny kardinalnich éisel. Maji-li mnoziny X, Y mohutnosti s, A resp., zna¢i * mohutnost mocniny
XY tj. mnoziny vech zobrazeni Y — X (viz nasledujici ¢ast o operacich s mnozinami). Vzdy plati k <
27, (f{)‘)“ = kM. Uvedend mocnina &sla 2 odpovida tomu, Ze mnozina viech podmnozin mnoziny X méa
stejnou mohutnost jako mnozina vSech zobrazeni X — 2 (pfipominame, Ze 2 = {0,1}). D4 se ukazat, Ze
mohutnost mnoziny R je stejna jako mohutnost mnoziny vSech podmnozin Q (napf. kazdé realné ¢islo je
limitou posloupnosti racionéalnich ¢&isel). Proto je |R| = 2%, a CH znamena wy = 2%.

Specialni konstrukce a soustavy mnozin

Souciny a sou¢ty mnozin

Kvli terminologii a znaceni uvedeme nékolik zakladnich pojmu tykajicich se operaci s mnozinami. Muzeme
vynechat podmnoziny, kde snad nemuze nastat nedorozuméni. V jistém smyslu duélni k podmnozindm
(tj. definiénim obortm injektivnich zobrazeni) jsou obory hodnot surjektivnich zobrazeni. Je-li f: X — Y
libovolné zobrazeni, je © ~ y < f(x) = f(y) ekvivalence na X a tfidy ekvivalence jsou isomorfni mnoZiné
f(X) a tedy mnozing Y pokud je f surjekce. Opac¢né, je-li dana ekvivalence ~ na X, vezme se za ¥ mnoZina
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ekvivalenci podle ~ a pifslusné f je dano rovnosti f(x) = [z], kde [z] je mnoZzina prvki ekvivalentnich x.
Nebudeme tyto piistupy rozliSovat a budeme pouzivat vzdy ten, ktery je v daném piipadé vhodné;jsi.

Dulezitou konstrukei je (kartézsky) sou¢in mnoZin. Mame-li dvé mnoZiny, pak X x Y je mnoZina uspora-
danych dvojic (z,y), kde z € X,y € Y. Pro soudin kone¢né mnoha mnozin X, ..., X, je souin X; x X5 X
-+ x X, mnozina p¥islusnych n-tic (z1,...,2,), kde z; € X;. Tento soucin se znaci také jako H?:l X;.

Souéin libovolné mnoha mnozin X;,i € I, se znac¢i [[; X; a je to mnoZzina v8ech souborii {z; }, kde z; € X;.
Jinou reprezentaci sou¢inu je mnozina zobrazeni f: I — |J; X; takovych, ze f(i) € X; pro kazdé i € I. Takze
pokud jsou v8echny mnoziny X; stejné a rovnaji se mnoziné X, je prislusny souc¢in mnozinou v8ech zobrazeni
X — Y, ktera se znaci YX. Souvislost mezi ob&éma popisy je dana rovnostmi f(i) = x;,4 € I. Je tu mirny
nesoulad ve znaceni, protoze pro kone¢né I jsme znacili prvky jako n-tice, nyni jako soubory. Pristup pomoci
soubort byva vyhodné&jsi tam, kde nam nezalezi na usporadani prvka v souboru. Pokud p : I — I je
bijekce (v tomto piipadé je lepsi pouZit termin permutace), je zobrazeni {z;} ~ {z,(;)} bijekei mezi []; X; a
[1; Xp(i)- Nebudeme tyto rizné popisy rozlisovat, vzdy dostaneme isomorfni mnoziny. Je vhodné se zastavit
u I = (). Jednotlivé popisy davaji bud 0-tice nebo soubory indexované prazdnou mnoZzinou nebo f : () — 0.
Tento posledni popis dé singleton jako vysledek a tak ho budeme chépat i v ostatnich popisech. MiZeme
se jesté zminit o tom, Ze neprazdnost soucind je tzce spjata s axiomem vybéru. My budeme vSude v textu
predpokladat axiomy teorie mnozin ZFC, tj. i s axiomem vybéru a souc¢in neprazdnych mnozin je tedy vzdy
nepréazdny.

Mame-li soubor zobrazeni f;: X; — Yj,i € I, definujeme tzv. soucin zobrazeni [[;.; fi: [[;c; Xi —
[Lc; Yi rovnosti [ [, fit{wi}ier) = { fi(z:) }icr. Pokud se vSechny mnoziny X; rovnaji mnoziné X, definuje
se tzv. diagonalni zobrazeni Ajerfi: X — [[;c;Yi rovnosti Ajerfi(z) = {fi(w)}ier. Diagonalni proto, ze
je to vlastné zaZeni soudinu zobrazeni na diagonéalu v X7, ktera je identifikovatelna s X pomoci zobrazeni
x — {z;}ier, kde ©; = 2 pro v8echna i € I. Obé zobrazeni jsou charakterizovana pomoci projekef: jsou
to jedina zobrazeni, pro ktera jsou néasledujici diagramy komutativni (pro jednodussi zapis zna¢ime soudin
zobrazen{ jako f a diagonalni zobrazeni jako Af):

f Af
Hie[ Xi ’ Hie[ Yi X ’ HieI Yi
oo L
X, — Y;

7 jistého hlediska dualni konstrukef je tzv. kosoucin, kterému budeme fikat i disjunktni souc¢et nebo suma.
Suma prostortt X;,7 € I je prostor [[; X; skladajici se z bodu (¢,z), kde i € I,z € X;. Mame injektivni
zobrazeni ¢; : X; — [[; X; pfifazujici bodu « bod (i, ). Pokud jsou vSechny mnoziny X; disjunktni, vétsinou
se berou misto dvojic (i,z) rovnou body z. Lze dodat podobné dalsi poznamky jako u sou¢inu, definovat
sumu zobrazeni a jejich diagonalni verzi. Vlastné staci vSude v pfedchozich odstavcich o sou¢inu otocit Sipky
a dostaneme v8e o kosoucinu. Nékteré vlastnosti lze ziskat i pomoci jiného pohledu na sumu: []; X; je
podmnozinou sou¢inu I x |J; X;, kde bereme pouze body (i, z),z € X;.

Existuje jesté jedna mnozinova operace a tou je pfifazeni k dané mnoziné néjaké soustava jejich podmno-
Zin, napf. konecnych, spocetnych nebo vSech. Soustava vSech podmnozin mnoziny X je isomorfni mnoziné
vBech zobrazeni X — {0, 1}, kde isomorfismus pfifazuje podmnoziné A C X funkci s hodnotou 1 na A4 a
0 na X \ A (charakteristickd funkce mnoziny A). Casto se proto mnozina viech podmnozin v X znadf jako
2%, Jin4 znaceni jsou P(X) nebo exp(X). Nékdy se tyto mnoziny mnozin nazyvaji nadmnoziny (spise se
v8ak pouZziva tento termin pro nadprostory, kde se jedna napf¥. o mnozinu kompaktnich podmnozin daného
topologického prostoru).

Pokud mame mnozinu mohutnosti x, pak mnoZinu viech jejich podmnozin mohutnosti A zna¢ime [k]*.
Je ziejmé, co znamenaji symboly [k]<* nebo [x]=* apod. pro >, >.

Filtry a ultrafiltry

V topologickych prostorech se s filtry setkame velice ¢asto. Hausdorff v r. 1914 topologické prostory pomoci
filtri definoval (ale termin ,filtr* vznikl o dost pozdé&ji).

Definice 0.2. Filtr
Neprazdna soustava F podmnozin mnoziny X se nazyva filtr na mnoziné X, jestlize

(F1) 0 ¢ F;

(F2) F je uzaviena na pruniky kone¢né mnoha svych prvki;
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(F3) JeliACBCXaAcF,jeiBeF.
Filtr se nazyva volng, jestlize ma prazdny prinik, jinak je pevny. O

Podstatnou podminkou pro filtr je podminka (F2). Navic, vzhledem ke t¥eti podmince, ji lze pFeformulovat
na tvar (Fy,Fy € F = 3F € F,F C Fy N Fy). Pokud soustava B spliwje takto pfeformulovanou podminku
(F2), pridanim mnozin v X obsahujicich n&jakou mnoZinu z B dostaneme filtr. To je postup, jak se vét§inou
filtr popisuje.

Definice 0.3. Baze a subbaze filtru
Soustava B C F se nazyva bdzi filtru F, jestlize kazdy prvek F obsahuje néjaky prvek z B.
Soustava B C F se nazyva subbdzi filtru F, jestlize priuniky kone¢né mnoha prvka z B tvoii bazi F. a

Baze filtru F neni nic jiného, neZ kofinalni ¢ast v usporadané mnoziné (F, D). Uvédomme si také, Ze tato
uspofadand mnozina je usmérnéné. Casto budeme pouzivat filtr nebo jeho bazi jako indexovou mnoZzinu pro
usmérnény soubor.

Tvrzeni 0.4. Charakterizace baze filtru
Necht B je neprazdnd soustava neprdzdngch podmnozin X . Pak plati ndsledujici tvrzent.

(a) Systém B je bazi filtru prave kdyz plati podminka
VA, BeB3ICeB:CCANB.

Tento filtr je pak uréen jednoznacné.

(b) Systém B je subbdzi filtru prdvé kdyZ je tzv. centrovany, tj. priniky konecné mmnoha prvki z B jsou
neprdzdné. Tento filtr je pak uréen jednoznacné.

Diikaz. (a) = : Je-li B bézi filtru F a A, B € B, pak ANB € F, a tedy existuje C' € B spliujici C C AN B.
<= Splnuje-li B prislusnou podminku, polozme

F={ACX;3BeB: BC A}.

Pak ziejmé F splituje (F1) a (F3) z Definice Diky predpoklddané podmince pak spliuje i (F2).

Vskutku, mame-li ddny mnoziny Ai, ..., A, € F pronéjaké n € N, existuji pro né mnoziny By, ... B, € B
splitujicf B; C A;, i =1,...,n. Induktivn{ aplikaci podminky v (a) nalezneme C' € B takové, ze C' C (., B;.
Tedy C C (), Ai, a proto je prunik (), A; obsaZen v F.

Tedy F je filtr a z definice F plyne, ze B je jeho baze.

Necht nyni G je filtr s bazi B. Uvazujme A € F. Pak existuje B € B spliujici B C A. Pak B € G, a tedy
A € G z vlastnosti (F3). Proto F C G. Prohozenim roli F a G ziskdme pak obracenou inkluzi.

(b) = : Je-li B subbéze filtru F a mnoziny By,...,B, € B jsou dény, je prinik ();_, B; neprazdny
diky vlastnostem (F2) a (F1).

< Splituje-li B podminku v (b), splituje systém

C{ﬂBi; Bl,...,BneB,neN}
=1

podminku z (a). Existuje tedy filtr F, jehoz je C bazi. Tedy B je subbdzi F.
Je-li nyni G filtr se subbézi B, je C baze F i G. Z tvrzeni (a) tak dostdvime F = G. O

Definice 0.5. Ultrafiltr
Vztah inkluze F; C Fp mezi filtry na mnoziné X je usporddanim. Maximalni prvky v této usporadané
mnoziné se nazyvaji ultrafiltry. O

Tvrzeni 0.6. Charakterizace ultrafiltru
Necht F je filtr na na mnoziné X. Pak ndsledugjici tvrzend jsou ekvivalentni.

(i) Systém F je ultrafiltr.

(ii) Je-li A C X takovd, Ze protind kaZdy element z F, pak A € F.
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(i1i) Je-li A C X, pak bud A € F nebo X \ A€ F.
(i) Je-li AUB € F, pak bud A € F nebo B € F.

Diikaz. (i) = (ii): Polozme
B={ANF; FeF}.

Pak B je neprdzdnd soustava (nebot X € F a A = AN X € B), sestdvd z neprazdnych mnoZin a pro
Fi,Fr € Fplati (ANFy)N(ANFy) = AN (F1NFy) € B. Tedy B je dle Tvrzeni a) baze filtru G. Je-li
FeF,padk ANFeGaANF CF, z ¢&hoz plyne F € G. Tedy F C G znamend dle (i) rovnost F = G.
Jelikoz A€ BC G, platii A € F.

(if) = (iii): Chceme ovérit, ze A nebo, X \ A spliiuje podminku z (ii). Pokud tomu tak neni, existuji
mnoziny Fy, F» € F takové, ze Fi N A=0a F, N (X \ A) = 0. Pak ale z inkluze

FNFc(X\ANA=0

dostdvame kombinaci (F2) a (F1) spor. Tedy jedna z mnozin A a X \ A spliiuje podminku z (ii), coz znamena,
Ze tato mnozina lezi v F.
(iii) = (iv): Pokud AU B € F a ob& mnoziny A, B nejsou v F, dle (iii) plati X \ 4, X \ B € F. Tedy
dle (F2) plati
(X\A)N(X\B)=X\(AUB) e F.

Proto opét z (F2) mdme
f=(AuB)N(X\ (AUB)) € F,

coz je spor s (F1). Tedy alespon jedna z mnozin A a B lezi v F.

(iv) = (i): Necht G D F je filtr a F spliuje (iv). Vezméme libovolnou mnozinu A € G. Pak X =
AU(X\ A) € F, coz znamend, ze budto A, nebo X \ A lezi dle (iv) v F. Pokud X \ A € F, plati X\ A € G,
coz vede ke sporu s (F1) pro G. Tedy A € F. Tim dostavame G C F, tedy F je maximdlni filtr, ¢ili ultrafiltr. O

7 Kuratowského—Zornova lemmatu vyplyva nasledujici véta.

Véta 0.7. Existence ultrafiltra
Kazdy filtr na mnoZiné X je obsaZen v ultrafiltru na X.

Priklad 0.8

Pro kazdy bod a € X je soustava F, = {A C X; a € A} ultrafiltr na X. Jsou to jediné pevné ultrafiltry, a
je jich tedy stejné jako je bodu v X. O

Dikaz. Zjevné je F, pevny filtr na X. Je-li G D F, filtr a A € G, pak A obsahuje bod a. (Jinak bychom totiz
z rovnosti AN {a} = (0 odvodili spor s (F1) pro G.) Tedy A € F,, coz znamend, ze F, je maximaln{ filtr, tj.
ultrafiltr.

Necht nyn{ G je pevny ultrafiltr a P = ()G je neprdzdnd. Uvazujme néjaky bod a € P a pevny ultrafiltr
Fq. Nasim cilem je dokézat rovnost G = F,,.

Je-li tedy mnozina A v G, pak A D (G = P, a tedy a € A. Proto A € F, a G C F,.

Obréaceng, je-li A € F,, pak dle Tvrzeni iii) je budto A v G, nebo X \ A € G. Druha moznost vsak
nepfipadd v tivahu, nebot pak A € F, a X \ A € G C F, davé spor s (F1) pro F,. Proto F, C G, a G je tak
pozadovaného tvaru. O

Sestrojit volny ultrafiltr na nekonené mnoziné X konstruktivné nejde, méme jen existenci, protoze
existuji volné filtry, napt. F = {X \ K; K € [X]<“}, takZe kazdy ultrafiltr obsahujici F je volny. Volnych
ultrafiltr na mnoziné X je 22‘X‘, vizte Véta [3.49} TakZe volnych ultrafiltri na N je tolik jako je realnych
funkci na R.

Tvrzeni 0.9. Filtr jako prinik ultrafiltra
Necht F je filtr na mnoZiné X, pak F = ({U; U ultrafiltr,Ud D F}.

Diikaz. Jelikoz je kazdy filtr obsazen v néjakém ultrafiltru, je mnozina na pravé strané rovnosti neprazdna.
Zjevneé plati inkluze

FcCcg= n{l/{; U ultrafiltr,id > F}.
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K dikazu obracené nerovnosti uvazujme pro spor, ze existuje A € G\ F. Pak (X \ A) N F # 0 pro kazdé
F € F. Vskutku, v opaéném piipadé by existovala mnozina F € F spliujici FN (X \ A) =0, tj. F C A. Pak
ovsem A € F, coz by byl spor.

Z tohoto pozorovani plyne, Ze systém F U {X \ A} je baze filtru. Ten pak lze vloZit do ultrafiltru . Pak
U DG, takze A e U. Ale X \ A € U diky konstrukeci Y. Tedy 0 = AN (X \ A) € U, coz je spor.

Tedy A € F, tj. G C F. Tim je dukaz dokoncen. O

Tvrzeni 0.10. Obraz ultrafiltru

Necht F je ultrafiltr na mnoZine X a f: X — Y je surjektivnd zobrazeni. Pak f(U) = {f(A); A € U} je
ultrafiltr na Y.

Diikaz. Jsou-li A, B € U, pak f(A)N f(B) D f(AN B), tedy f(U) mé koneénou prunikovou vlastnost. Déle
jelli AelU aC D f(A), pak A C f71(f(A)) C f~HC), takze f~1(C) € U. Proto C = f(f~1(C)) € fU4).
Tedy f(A)N f(B) € f(U), pokud A, B €Y. Tedy f(F) je filtr.

Necht nyni C' C Y je mnozina spliiujici C'N f(A) # ) pro kazdou A € U. Pak f~1(C)N A # () pro kazdé
A elU, takze f~1(C) e U. Proto C = f(f~1(C)) € f(U). Takze f(U) je ultrafiltr. O

Skoro disjunktni soustavy mnozin

Nésledujici soustavy pouzijeme vicekrat v riuznych piikladech a protipiikladech. Zavedeme jen jednodussi
specialni definici na spocetné mnozing, kterou si oznac¢ime N. Podle anglického terminu (almost disjoint) se
skoro disjunktni soustava oznacuje AD.

Soustava S nekone¢nych podmnozin spocetné mnoziny N se nazyva skoro disjunktni, jestlize prunik
kazdych dvou riznych mnozin z S je koneény.

Jestlize pouZijeme na mnozinu vSech skoro disjunktnich soustav usporadanych inkluzi Kuratowského-
Zornovo lemma, zjistime, ze kazda skoro disjunktni soustava je obsazena v maximéalni skoro disjunktni
soustavé (MAD). Skoro disjunktni soustava S na mnoZiné N je maximdlni, pravé kdyZ kazda nekonecna
podmnozina N protina néjakou mnozinu z S v nekone¢né mnoha bodech. Tedy nap¥. jednobodovy soubor
{N} je maximaln{ skoro disjunktni.

Jestlize za N vezmeme mnozinu vSech racionalnich ¢isel a pro kazdé realné ¢islo a zvolime jednu prostou
posloupnost S, racionélnich ¢isel konvergujici k a, je soustava & = {S,; a € R} skoro disjunktni a ma
mohutnost kontinua. Tato skoro disjunktni soustava na racionalnich ¢islech neni maximélni, i kdyz ma
mohutnost kontinuum.

Kazda nekoneénd maximalni skoro disjunktni soustava je nespocetna. Vskutku, pokud maximalni skoro
disjunktni soustava S lze psat jako S = {S;; ¢ € N}, vybereme x; € S; a induktivné nalezneme pro kazdé
n € N prvek

n
Tnit1 € S7L+1 \ (U S; U {l‘i; 1< < n}) .
i=1
Pak nekoneéna mnozina {z,; n € N} protina kazdou mnoZinu z § pouze v konetné mnoha bodech, a tedy
S neni maximélni.

Existuji modely teorie mnozin obsahujici maximalni skoro disjunktni soustavu mohutnosti mensi nez
kontinuum.

Je-li {S,} spocetné skoro disjunktni soustava na N, existuji koneéné mnoziny K, C S,, Ze soustava
{8, \ Ky} je disjunktni soustava nekone¢nych mnozin na N. Opravdu, staci polozit K, = [J{S,NSk; k& < n}.
Pro nespocetné skoro disjunktni soustavy uvedeny vysledek neplati. Lze pfipomenout podobny vysledek,
ktery pozdéji pouZijeme: je-li X nekonetnd mnoZina mohutnosti k a {A,} C [X]", existuje disjunktni
soustava {B,} C [X]", ze B, C A, pro kazdé a € k. Rozdil proti pfedchozimu tvrzeni je ve velikosti
A, \ Ba, které mohou byt veliké, i mohutnosti k.

Pro tplnost pfipomeneme obecnéjsi definici AD, které zévisi na t¥ech kardinalnich ¢islech w < p < k < X:
soustava S C [A]® s vlastnosti (S1,52 € S = |S1NS2| < ). V nasem piipadé jsou viechna uvedena kardinalni
Cisla spocetna.

Metrické prostory

Piipomenime, Ze metrika p na mnoziné X je funkce p: X x X — [0, 00) spliiujici nasledujici vlastnosti:

(1) Pro kazdé z,y € X plati, Ze p(z,y) = 0, pravé kdyz = = y;
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(2) Pro kazdé x,y € X plati p(z,y) = p(y, x) (symetrie);
(3) Pro kazdé z,y,z € X plati p(x, z) < p(z,y) + p(y, z) (trojuhelnikovd nerovnost).

Pak dvojice (X, p) se nazyva metricky prostor.

Jedna ¢ast prvni vlastnosti, a to, Ze pro = # y je p(z,y) > 0, neni podstatna pro obecné vlastnosti
metrického prostoru. Pokud ji vynechame, tj. pfedpokladame jen (z = y = p(x,y) = 0), nazyva se p
pseudometrikou a dvojice (X, p) pseudometricky prostor.

Pokud metrika p na X spliiuje misto (3) nésledujici silngjsi vlastnost

(3") Pro kazdé z,y, 2 € X plati p(z, 2) < max{p(z,y), p(y,2)},

nazyvame p ultrametrikou a dvojici (X, p) ultrametrickym prostorem.

Extrémnimi pfiklady pseudometrik jsou tzv. diskrétni metrika, nabyvajici jen hodnoty 0 pro x =y a 1
pro x # y, a indiskrétni pseudometrika p = 0. Na euklidovskych prostorech a jejich podmnozinich bereme,
pokud nenf feéeno jinak, euklidovskou vzdalenost p(z,y) = |« — y| (nékdy psano ||z — y||).

Piikladem ultrametriky je diskrétni metrika nebo Baireova metrika nebo p-adickd metrika (viz ?7).

V pseudometrickém prostoru (X, p) se pfirozenym zpusobem definuje konvergence posloupnosti, vzda-
lenosti bodd nebo mnozin od mnoZiny a diametr (primér) mnoZiny. Necht a,z, € X a A,B C X, pak
polozime

e z, — a (nebo lim, z,, = a), jestlize lim,, p(z,,a) = 0;
e p(a,B) =inf {p(a,b); b € B};

e p(A,B) =inf{p(a,b); a € A,b e B},

o diam A = sup {p(a,b); a,b € A}.

Jsou to suprema a infima v ramci [0, 0], takZze p(a,f) = oo a diam@) = 0. Podmnozinu (X, p) nazveme
omezenou, mé-li koneény diametr.

Dvé pseudometriky na X se nazyvaji ekvivalentni (pfesnéji topologicky ekvivalentni), jestlize maji stejnou
konvergenci.



KAPITOLA 1

Zakladni topologické pojmy

Topologické prostory vznikly abstrakei vlastnosti potfebnych pro praci se spojitosti. Spojitost realnych funkci
realné proménné lze charakterizovat pomoci konvergence, pomoci okoli nebo otevienych (resp. uzavienych)
mnozin. Jsou i dalsi méné pouzivané moznosti. Nemuselo byt ovSem jasné, jaké pozadavky se na konvergenci
nebo soustavy okoli nebo soustavy otevienych mnozin maji klast. Zacatkem 20. stoleti vykrystalizovaly
zékladni pozadavky, které se vzaly za axiémy. Je ziejmé, ze ve specidlnich pfipadech mohly byt vybrané
axiomy prilis obecné (pak bylo nutné pridat dalsi vlastnosti) nebo naopak pfili§ zuzujici (a pak bylo nutné
nékteré axiomy oslabit). Vznikly tak specialni topologické prostory nebo zobecnéné topologické prostory.

V tomto textu se nebudeme zobecnénymi topologiemi zabyvat. Specialni topologické prostory, splitujici
dalsi pfidané podminky, jsou v8ak velmi dilezité a budou obsahem této i dalsich kapitol.

Po zavedeni topologickych prostorii a nékterych zékladnich pojmi pro podmnoziny (napf¥. konvergence
nebo hustota, vaha, charakter a jejich chapani jako kardinalni funkce) a pro zobrazeni (spojitost), probereme
tzv. oddélovaci axiomy, které urcuji zékladni tfidy zminénych specidlnich topologickych prostorii.

1.1 Topologicky prostor, oteviené a uzaviené mnoziny

Vzhledem k navaznosti na spojitost probiranou v matematické analyze nebo v teorii metrickych prostora by
bylo prirozené definovat topologické prostory pomoci okoli bodi nebo pomoci konvergence. Obé moznosti
ukazeme ekvivalentni charakterizaci pomoci okoli (definice topologie pomoci konvergence uvadét nebudeme,
prakticky se nepouZiva pro svou slozitost).

Definice 1.1. Topologicky prostor
Usporadana dvojice (X, 7) se nazyva topologicky prostor, pokud X je mnozina, 7 C P(X) a plati:

(T1) 0,X €T,
(T2) jsou-i U,V € m,pak UNV € 7,
(T3) je-lid C 7, pak JU € 7.

Systém T se nazyva topologie na X. Nékdy mluvime pouze o prostoru X, je-li topologie 7 zfejmé z kontextu.
Prvky X se nazyvaji body, prvky 7 se nazyvaji oteviené mnoziny. Mnozina V' C X se nazyva okoli bodu
x € X, pokud existuje U € 7, pro které x € U C V. Mnozinu v8ech okoli bodu z zna¢ime U(z). Soubor
mnozin B C 7 se nazyva bdze prostoru X, pokud kazdé U € 7 lze vyjadfit jako sjednoceni néjakého U C B.
Soubor S C 7 se nazyva subbdze, pokud je systém {(|F: F C S,F je konetna} baze. O

Z forméalniho hlediska lze uvedené axiomy zjednodusit vynechanim axiomu (T1). Axiom (T3) pro U = ()
dava vysledek (), coz je tedy podle (T3) oteviena mnozina. Pokud axiom (T2) formulujeme ve tvaru ,prinik
konecného systému mnozin z T ndlezi do T dostaneme jako priunik prazdného systému cely prostor X
(protoze operace jsou vzhledem k mnoZing X).

Uvedeme nyni nékolik jednoduchych piikladi topologickych prostort, ve kterych je ovéfeni axiomu (T1)—-
terizace topologii. Body x topologického prostoru budeme nazyvat izolované, jestlize jednobodova mnozina
{z} je oteviena.

Priklady 1.2. Jednoduché priklady pomoci otevienych mnoZin

1. (Diskrétni prostor) Soustava P(X) vSech podmnozin mnoziny X je ziejmé topologie. Je to nejvétsi topo-
logie na mnoziné X a nazyva se diskrétni topologie. Dvoubodovy diskrétni prostor zna¢ime jako 2 = {0,1}.
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Kazdy bod diskrétniho prostoru je izolovany.

2. (Indiskrétni prostor) Opa¢nym extrémem je nejmensi mozna topologie na mnoziné X, ktera obsahuje jen
0 a X. Nazyva se indiskrétni topologie. Neprazdny prostor, ktery je soucasné diskrétni a indiskrétni, je jiz
jednobodovy.

3. (Ko-kone¢na topologie, z anglického ,cofinite®, complements of finite sets) Na nekone¢né mnoziné X
vezmeme za oteviené mnoziny prazdnou mnoZinu a vSechny dopliiky kone¢nych mnozin. Modifikaci je ko-
spocetné topologie (dopliiky nejvyse spocetnych mnozin, obecnéji topologie na nekonené mnoziné X mo-
hutnosti , kde za oteviené mnoziny vezmeme prazdnou mnozinu a doplitky mnozin mohutnosti mensi nez
dany kardinal A < k.

4. (Sierpinského prostor) Na dvoubodové mnozing 2 = {0, 1} existuji pfesné 4 topologie: diskrétni, indiskrétni
a dvé topologie mezi nimi. Tyto dvé topologie maji za oteviené mnoziny prazdnou mnozinu, cely prostor
a presné jeden z bodi 0,1. Je ziejmé, ze permutace 0 a 1 pfevede jednu z téchto topologii na druhou
(tzv. homeomorfismus - vizte Definici . Tyto topologie nebo prostory se nazyvaji Sierpiniského. Pro
dalsi pouziti zvolime za Sierpiriského prostor topologii 7 na 2 = {0, 1} sestavajici z mnozin 7 = {0, 2, {1}}.
Oznacime ho S (nebo Ss). Tento prostor ma jediny izolovany bod, a to bod 1. O

V poslednim piikladé byl uréen pocet topologii na dvoubodové mnoziné. Na prazdné a jednobodové
jde — je jich 29. Pak uz je to slozitéjsi. Na ¢tyfbodové mnoziné je 355 topologii, na pétibodové uz 7 181,
na Sestibodové mnoziné je 145 807 topologii. Zatim se nezjistila zakonitost zéavislosti po¢tu topologii na
poctu bodi, existuji jen asymptotické odhady. Pokud se spoditd pocet To-topologii (viz oddé&lovaci axiomy
pro tento pojem) na vSech mnozinach s k prvky, k& < n, pak se pomoci tzv. Stirlingovych ¢isel dostane
pocet viech topologii na mnoziné s n prvky. Uloha poétu topologii na kone¢né mnoziné je tloha z teorie
grafi nebo usporddanych mnozin, protoze takova topologie je jednozna¢né urcena jistym usporadanim prvka
mnoziny: x < y, jestlize kazda oteviena mnoZina obsahujici  obsahuje i y (toto uspofadani nemusi byt slabé
antisymetrické).

Definice 1.3. Uzaviené mnoZziny

Podmnozina topologického prostoru se nazyvé uzaviend, jestlize jeji doplnék je otevienou mnozinou.
Podmnozina topologického prostoru se nazyva obojetnd, jestlize je soucasné oteviend i uzaviena. O

Kazda podmnozina diskrétniho prostoru je obojetna.

Tvrzeni 1.4. Charakteristické vlastnosti uzavienych mnoZzin

Soustava vSech uzaviengch mnozin topologického prostoru obsahuje prdzdnou mnoZinu i cely prostor a je
uzaviend na libovolné priniky a na koneénd sjednocens.

Obrdcené, je-li X mnozina a F C P(X) je systém obsahujici prazdnou mnoZinu, cely prostor a je uzavieny
na libovolné priniky a na konecnd sjednocent, pak existuje prdvé jedna topologie T na X takovd, Ze F je
pravé systém viech uzaviengch mnoZin v (X, 7).

Diikaz. Vlastnosti systému uzavienych mnozin ihned plynou z de Morganovych pravidel a axiému (T1), (T2)
a (T3).

Je-li F systém spliujici uvedené predpoklady, polozme 7 = {X \ F; F € F}. Opét z de Morganovych
pravidel plyne, Ze T je topologie na X. Z definice uzavienych mnozin pro topologii 7 pak dostavame, ze F je
presné systém vsech uzavienych mnozin vzhledem k topologii 7. Z definice uzavienych mnozin navic plyne,
ze tato topologie je jednoznacné urcena. O

Zadéavat vSechny oteviené nebo uzaviené mnoziny byvéa nékdy komplikované. Zadavaji se proto jen nékteré
z nich, které celou topologii v néjakém jednoduchém smyslu vytvareji. To jsou béaze a subbéze (oteviené i
uzavfené) a soustavy okoli. Nejdiive probereme baze a subbaze otevienych mnozin, které se pouzivaji nejvice.
Prechodem k doplikim a pomoci de Morganovych vzorct lze ziskat prislusné vztahy pro baze uzavienych
mnozin. PotFebujeme charakterizace bazi a subbazi, abychom je mohli k popisu topologie pouzit.

Tvrzeni 1.5. Vlastnosti baze

Je-li (X, 1) topologicky prostor a B jeho bdze, pak
(B1) pro kazdé U,V € Bax € UNYV existuje W € B takové, Zex e W CUNV;
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(B2) UB = X.

Je-li X mnoZina a B C P(X) systém mnoZin spliiujici podminky (B1) a (B2), pak existuje jedind topologie
na X, jejiz bdze je B.

Dikaz. Ovéfeni vlastnosti (B1) a (B2) je jednoduché. Vskutku, pokud U,V € B a x € UNYV jsou dany, je
U NV oteviend mnozina obsahujici z. Tedy existuje W € B spliiujici x € W C UNV. Tedy (B1) plati. Je-li
x bod v X, pak X € U(x), a tedy existuje W € B splitujici z € W. Proto x € W C |JB C X, a tedy (B2)
plati.

Je-li B systém splnujici obé podminky, pak snadno ovérime, ze systém

r={Uu: uc s}

je topologie. Vskutku, (T1) plyne z (B2). Pro ovéfeni (T2) volme U,V € 7. Pak existujiid,V C B, ze U = U
aV =JV. Nyni pro kazdé x € UNV existuje Uy € U a Vy € V, Ze x € Uy N V. Tedy dle (B1) existuje
mnozina W, € B, ze W, C Uy N V. Ziejmé potom U NV = |J,cyny We. Tedy UNV € 7. Ovéfeni (T3)
je pfimocaré, nebot je-li U C 7, pak pro kazdy element U € U existuje systém Vy C B spliujici U = J Vy.
Pak oviem W = (¢, Vu C B, a tedy

Uu={J UVU—U<U VU> =Jwer
veu veu
Ztejmé T ma béazi B.
Necht nyni o je topologie na X, kterd méa téz B za bazi. Je-li pak U € o, existuje z definice béze systém
U C B splijici U = JU. Tedy U € 7, a proto o € 7. Obrdcené, pokud U € 7, U = |JU pro néjaky systém
U C B. Jelikoz B C o a o je topologie, plati U = YU € 0. Tedy 7 C o. Proto je 7 jednoznacéné urcena
systémem B. O

Diisledek 1.6. Subbaze
Je-li S libovolny systém mnoZin mnoZiny X takovy, Ze | JS = X, pak S je subbdze jediné topologie na X .

Diikaz. Predpokladejme, ze X je neprazdny, pak je totiz i systém S neprézdny. Polozme
B= {ﬂu ; U C S koneény neprazdny systém} .

Pak B spliiuje (B1) a (B2) z Tvrzeni[L.5 a tedy existuje pravé jedna topologie 7 na X, jejiz je B baze. Tedy
S je subbéze 7.
Pokud o je topologie na X se subbézi S, pak B je baze o. Z Tvrzeni pak plyne o = 7. a

Uvedeme nyni nékolik piikladt zadani topologie pomoci béze nebo subbéze. Pii ovéfovani vlastnosti baze
budeme vynechéavat druhou vlastnost, kterd byva zrejma. Je vhodné si uvédomit, ze kazdy izolovany bod
musi byt prvkem kazdé oteviené baze.

Priklady 1.7. Prostory definované pomoci oteviené baze

1. Metrizovatelny prostor. Je-li (X,p) metricky prostor, tvoii mnozina jeho kouli B,(z,r) = {y € X;
p(z,y) <r},x € X,r>0,bazi. Opravdu, pro a € B,(z,7)NB,(y, s) a volbu t = min{r — p(a, x), s —p(a,y)}
plati B,(a,t) C By(x,r) N B,(y, s). Tato baze tedy urcuje topologii, které fikime topologie vytvorend (gene-
rovand. indukovand) metrikou p. Z dikazu vlastnosti baze je vidét, Ze neni t¥eba brat viechna kladna r jako
poloméry kouli, ale jen posloupnost kladnych ¢&isel konvergujici k 0.

Mluvime-li o néjakém metrickém prostoru jako o topologickém, méme na mysli pravé zminénou topologii.
Pokud je topologie na X vytvofena uvedenym zpusobem pomoci néjaké metriky, nazyva se metrizovatelnd a
cely prostor metrizovatelny. Pokud je p pseudometrika nebo ultrametrika, dostdvame pseudometrizovatelné
nebo ultrametrizovatelné prostory.

2. Jezek. Necht X je konvergentni posloupnost {0} U {1/n; n € N}. Symbolem V, se ozna¢i mnoZzina
{0} U{(k,y); k € Nyy € X,y # 0}. Mnozina X se ve V,, vyskytuje ve spocetné mnoha kopiich. MnoZina
V., se da také chapat jako kvocient mnoziny N x X, ktery ztotozni vS8echny body majici nulovou druhou
soufadnici.
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Na mnoziné V,; lze zavést metriku. Pro z,y € V,; definujme

[ |z —y|, lezi-li z,y na stejné kopii X,
d(w,y) = { z+y, jinak.

Mnozina V,, s topologii vytvofenou touto metrikou se nazyva jeZek. VSechny body, kromé bodu 0, jsou
izolované. Piislusna oteviena béaze kouli je spocetné.

Je zfejmé, ze 1ze misto nasi volby X pouzit i jiné prostory. Casto se pouziva uzavieny interval [0, 1]. Misto
spocetné mnoha kopii X lze vzit i jiny pocet - pak se vysledny prostor znaéi jako V.

3. Véjir Na mnoziné V,, 1ze zavést jinou topologii. Otevitené mnoziny budou ty, jejichz prinik s kazdou kopii
X je otevienou mnozinou v X. S touto topologii se V,, nazyva véjii. Topologie vé&jife ma za otevienou bézi
vSechny body rizné od 0 a pak mnoziny tvaru

Up ={0} U{(k,1/n); n> f(k)},

kde f: N — N. Ovéfeni piislusnych axiomu je jednoduché. I v tomto prostoru jsou izolované vSechny body
kromé bodu 0, ale uvedené oteviena baze neni spoetna a mizeme ukizat, Ze v&jif nem4 spocetnou bazi (z
toho vyplyne, Ze v&jif neni metrizovatelny).

Necht B je spo¢etna baze otevienych mnozin ve vé&jiti, B = {B,, }nen. Pokud 0 € B,,, existuje f,: N = N, zZe
Uy, C B,,. Vezmeme nyni libovolnou funkci f: N — N. Pak existuje n € N, ze Uy D B,,, takze Uy D Uy, , coz
z definice mnozin Uy znamena, Ze f(k) < f,(k) pro kazdé k € N. Takze mnozina { f,} je kofinalni mnozinou
v NN s uspofadanim po bodech. To vSak neni mozné. Vskutku, vezmeme funkci f s hodnotami f(n) > f,(n),
n € N, a pak nemuze platit f < f,, pro zadné n.

4. Usporadatelny prostor. Je-li (X <) linearné uspofadany prostor, je mnoZina vSech otevienych intervali
v X béze. Otevieny interval je tvaru (a,b) pro a < b, nebo (a,m] pro a < m,m nejvétsi prvek v X,
nebo [n,b) pro n < b,n nejmensi prvek v X, nebo [n,m]. Prinik dvou intervali uvedenych typti ma opét
jeden z uvedenych typi, takZe tyto intervaly tvori podle Tvrzeni [L.5] otevFenou bazi topologie, ktera se
nazyva topologie vytvorend (generovand, indukovand) uspofdddnim <, nebo Castéji jen usporddany topologicky
prostor. V literatuie se Casto pouziva zkratka LOTS (z angli¢tiny ,linearly ordered topological space®).

Pokud je topologie na X vytvorena uvedenym zptisobem, nazyva se uspoiddatelnd a cely prostor uspofada-
telny.

Mnozina G je oteviena v X, pravé kdyz je sjednocenim disjunktnich konvexnich mnozin, které jsou oteviené.

Thned vidime, Ze kazdé sjednoceni disjunktnich konvexnich otevienych mnozin je oteviena mnozina. Abychom
obdrzZeli obracenou implikaci, uvazujme otevienou mnozinu G C X a relaci ekvivalence na G, ktera je dana
pro z,y € G vztahem x ~ y, jestlize existuje konvexni mnozina K takova, ze z,y € K C G. Snadno
vypozorujeme, ze sjednoceni dvou konvexnich mnozin s neprazdnym prinikem je opét konvexni mnozina.
Z toho vsak jiz plyne, Ze vztah ~ je vskutku relace ekvivalence na G. Uvazujme nyni tfidu ekvivalence
[z] danou prvkem x € G. Pak z vySe uvedeného pozorovani plyne konvexita [z]. Tato t¥ida ekvivalence je
dokonce oteviena. Vskutku, pro y € [x] nalezneme bazovy interval I takovy, Zze y € I C G. Pak I je konvexni
mnozina. Déale existuje konvexni K C G spliujici z,y € K. Z naSeho pozorovani plyne konvexita I U K, a
tedy I U K C [z]. Proto [z] obsahuje s y i otevienou mnozinu obsahujici y, takZe [z] je otevien&d mnoZina.
Prisludny rozklad G na oteviené konvexni mnoziny tak ziskdme uvazovanim t¥id ekvivalence ~.

Povsimnéme si, ze ziskané konvexni disjunktni mnoziny nemusi byt intervaly. K tomu staé¢i uvazovat prostor
X =Qn0,v2) U (+3,5]. Pak oteviena konvexni mnozina G = X N [0,+/2) nelze vyjadiit jako interval (s
koncovymi body v X).

Vyzna¢nymi piiklady usporadanych topologickych prostora jsou rizné podmnoZiny realnych ¢isel (kromé R
i Q a iracionalni ¢isla P) a prostory ordinélnich &isel, zvlasté prostor wy vSech spocetnych ordinalnich éisel
nebo wy + 1 v8ech spocetnych ordinalnich &isel spolu s prvnim nespocetnym.

5. Sorgenfreyova primka. Na usporfadanych mnoZzinach lze zadat topologii i pomoci jinych tvart intervali nez
jen otevienych. Uvedeme dva takové piiklady. Prvnim z nich je tzv. Sorgenfreyova piimka, coZ je mnozina
realnych ¢isel s topologii zadanou otevienou bazi {[a,b);a < b}. Je to opravdu baze: je-li a € [p, q) N[r, s), je
a € [a, min{q, s}).

6. Michaelova primka Druhym piikladem, ktery se také Casto vyskytne jako zajimavy piiklad na rtzné
vlastnosti, je tzv. Michaelova pfimka. Je to opét mnozina realnych ¢&isel s topologii opét zadanou otevienou
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bézi slozenou ze vech otevenych intervalii a z jednobodovych uzavrenych intervali {{a}; a iracionalni &islo}.
Platnost (B1) pro oteviené intervaly jsme dokazali v ptikladé definujici LOTS. Pokud je jedna z mnoZin U, V/
v (B1) jednobodova, neni co dokazovat. Kazdé iracionalni ¢islo je tedy izolované. O

Zminili jsme se, Ze Hausdorff definoval topologické prostory pomoci filtri, konkrétné pomoci filtra okoli
bodu. To je ¢asty pripad popisu topologie. Potfebna tvrzeni nyni uvedeme.

Tvrzeni 1.8. Charakterizace otevienych mnoZin pomoci okoli

At (X, T) je topologicky prostor a U C X. Pak U € 7, prdvé kdyZ plati
Vee U3V el(x): V CU.

Diikaz. Piimé implikace je snadné - volime V' = U. Dokazme zpétnou implikaci. Pro kazdé x € U existuje
Ve € U(z), ze V, C U. Z definice okoli existuje oteviend mnozina U, takovd, ze © € U, C V,. Zfejmé
U = U,ep Ue- Mnoziny U, jsou oteviené, tedy i U je oteviend. O

Tvrzeni 1.9. Vlastnosti systému vSech okoli

Je-li (X, 1) topologicky prostor, pak soubor mnoZin U(x) = U, (x) vSech okoli bodu x € X spliiuje ndsledugict
vlastnosti:

(U1) pro kazdé x € X jelU(x) #0, x € NU(z);

(U2) je-liU eU(x) aUCV C X, pakV € U(x);

(U3) jsou-li U,V € U(x), pak UNV € U(z);

(U4) pro kazdé U € U(x) existuje V € U(x), Ze pro kazdé y € V je U € U(y).

Je-li X libovolnd mnoZina a soubory mnoZin U(x) C P(X), = € X, spliugi podminky (U1)-(U4), pak na
mnoziné X existuje jedind topologie T, jejiz systémy okoli jsou {U(x)}rex -

Diikaz. Prvni ¢ast je snadné: Vlastnost (Ul) plyne z toho, Ze pro kazdé x € X je mnozina X € U(z) a
7e © € U pro kazdé U € U(x). Pro ovéfeni vlastnosti (U2) uvazujme U C V C X, kde U € U(z) pro
néjaké x € X. Pak existuje W € 7 takové, ze x € W C U. Tedy i x € W C V, a proto V nélezi do U(x).
Pokud je U,V € U(x), existuji A,B € 7, takové, 7e x € AC U ax € BCV.Pak ANB € 7 a pfitom
re ANBCUNV.Tedy UNV € U(z) a (U3) plati. Je-li U € U(z), zvolme V € 7 spliujici z € V C U.
Pak pro kazdé y € V je U € U(y), nebot Vet ay eV C U. Tedy plati i (U4).

Necht nyni X je mnozina a(z), x € X, jsou soubory mnozin splitujic{ (U1)-(U4). Mazeme predpokladat,
ze X je neprazdna. Definujeme systém

r={UePX); VzeU:UecU(x)}. (1.1)

Pak z vlastnosti (U1)-(U3) plynou vlastnosti (T1), (T2) a (T3) pro 7. Vskutku, §) € 7 z definice 7. Déle
X € U(z) pro kazdé © € X dle (U2), a tedy X € 7. Jsou-li U,V € 7 libovolné a x € UNV, pak U iV jsou
v U(z) dle (L.1). Vlastnost (U3) pak implikuje U NV € U(x), coz znamend, ze U NV € 7. Ohledné ovéFenf
(T3), necht Y C 7, V =JU a x € V. Pak existuje U € U spliijici € U. Jelikoz U € 7 a 'V D U, je dle
(U2) V € U(z). Tedy V € 7 dle (L1).

Déle ovétime, ze prvky U(z) jsou okoli bodu x v topologii 7, tj. ze U(z) C U, (x). Vskutku, pro U € U(x)
polozme G = {z € U; U € U(2)}. Ziejmé x € G C U. Tvrdime, ze G € 7. Je-li totiz z € G, pak U € U(z),
a tedy dle (U4) existuje V € U(z), 7e pro kazdé y € V plati U € U(y). Pak V C U a dokonce V C G. Tedy
G €U(z), a proto G € 7.

Nyni chceme dokazat, ze U, (x) C U(z). Necht tedy U € U,(z) je ddna. Pak existuje V € 7 takovd, ze
xeV cU.Z plyne, ze V € U(z). Z (U2) pak odvodime U € U(x). Tedy U(xz) = U (x) pro kazdé
rzeX.

Necht nyni o je topologie, jejiz systém okoli jsou téz {U(z)},ecx. Necht A € 7 je ddno. Pak pro x € A
existuje U € U(x) splijici € U C B. Jelikoz {U(2)}.cx je systém okoli pro o, z Tvrzeni[L.8| plyne A € 0.
Prohozenim roli 7 a o pak dostavame rovnost 7 = o. O

Vlastnosti (U2) a (U3) fikaji, ze U(z) je filtr a podle (U1) kazdy jeho prvek obsahuje z. Miizeme tedy
okoli bodu stru¢né popisovat jako filtry, jejichz kazdy prvek obsahuje dany bod a spliiujici (U4). Pfi popisu
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topologie pomoci baze okoli obvykle nedéla potize ovéfeni prvnich t¥i vlastnosti (U1)-(U3). Ovéfeni (U4)
spliuji ziskané mnoziny axiomy pro oteviené mnoziny, ale ony zadéavaci filtry nebudou obecné filtry okoli,
mohou byt zna¢né vétsi nez filtry U(x). Nicméné, i tento postup je nékdy vhodny pro popis topologie.

Definice 1.10. LokAlni baze okoli

Systém mnozin B(z) se nazyva bdzi okoli nebo lokdini bdzi v bodé x, pokud B(z) C U(z) a pro kazdé
V € U(x) existuje prvek U € B(x), ze U C V. Indexovany soubor {B(x)}.cx se nazyva baze okoli prostoru
X. O

Snadno je vidét, Ze v diskrétnim prostoru je {} bazi okoli bodu z. V indiskrétnim prostoru je béazi okoli
kazdého bodu celd mnozina.

Tvrzeni 1.11. Vlastnosti baze okoli
Je-li (X, 1) topologicky prostor a {B(x)}.cx bdze okoli, pak plati ndsledujici tvrzent.

(01) pro kazdé x € X plati B(z) #0 a x € N B(x);
(02) pro kazdé x € X a U,V € B(x) existuje W € B(z), Ze W CcUNV;

(083) pro kazdé x € X a pro kaZdé U € B(x) existuje V € B(x), Ze pro kazdé y € V existuje W € B(y), Ze
wWcU.

Je-li X libovolnd mnoZina a soubory mnozin B(x) C P(X), x € X, spliiuji podminky (01), (02) a (03),
pak na mnoZiné X existuje jedind topologie T s bdzi okoli {B(x)}zex.-

Diikaz. Ovéreni vlastnosti (O1), (02) a (O3) je pfimocaré.

Zacnéme vlastnosti (O1). Necht € X, pak z neprdzdnosti U(x) plyne existence V € U(z). Dle Defi-
nice [[.10] existuje U € B(x) spliujici U C V. Tedy B(z) je neprézdny systém. Dale z € NU(z) C N B(z), a
(01) tak plati.

Jsou-li U,V v néjakém B(z), pak UNV € U(x) dle (U3). Proto existuje W € B(z) spliujici W Cc UNV.
Tedy méme (02).

Pokud U je v néjakém B(z), pak existuje A € U(x) takové, ze U € U(y) pro kazdé y € A. Necht V € B(x)
spliiuje V' C A. Pro y € V nyni plati, ze U € U(y). Existuje proto W € B(y) takové, ze W C U. Tedy i (O3)
plati.

Je-li nyni {B(z)},ecx systém spliiujici v8echny tfi podminky, pak

U(x)={U e P(X); 3Be B(z): BCU}, ze€X,

je systém spliiujici podminky (U1) diky (O1), (U2) z definice, (U3) diky (02). (U4) plyne z (O3): Je-li
U € U(x), pak existuje B € B(x), ze B C U. Pouzijeme podminku (O3), tedy existuje V' € B(x) (a tedy
speciadlné V € U(x)), ze pro kazdé y € V existuje W € B(y), ze W C U, tedy specialné U € U(y).

Systém {U(x); = € X} spliuje predpoklady druhé ¢asti Tvrzeni tedy na mnoziné X existuje topologie
T, 2e U(x) = U-(x), pro x € X. Systém B(z) C U(z) je pak zlejmé baze okoli bodu z € X.

Je-li nyni o topologie na X takovd, ze {B(z)}.cx je béze okoli vzhledem k o, necht U € 7 je ddna. Pak
pro kazdé x € U existuje mnozina V' € U, (x) takové, ze V C U. Zvolme W € B, (z) spliujici W C V. Pak
xe€Wand W € B, (z) = B, (x) C U,(z), atedy U € o dle Tvrzeni Prohozenim roli 7 a o pak dostdvame
rovnost 7 = o. O

Z dukazu vyplyva, ze pokud je B oteviena baze prostoru X, tak pro « € X je {B € B;x € B} baze okoli
bodu z. Dokonce sta¢i vzit misto {B € B;x € B} bazi filtru vytvofeného touto soustavou. Obracens, pokud
jsou B(x) lokalni baze slozené z otevienych mnozin, je |,y B(z) oteviena béaze prostoru.

Je vhodné si vS§imnout, Ze pokud jsou vSechny body prostoru izolované kromé jednoho, feknéme xg, je
vlastnost (U4), resp. (O3) automaticky splnéna a pro lokalni bazi v z( staéi pozadavek, Ze je to baze filtru.

Priklady 1.12. Prostory definované pomoci okoli

1. Metrizovatelné prostory maji v kazdém bodé x nejvyse spocetnou lokalni bazi kouli {B(z,1/n);n € N}.
To vyplyva z toho, Ze v8echny oteviené koule tvori otevienou béazi a uvedené mnoziny tvori bazi filtru.

2. VEjif a jezek maji baze okoli uréené funkcemi N — N. Pro f: N — N definujme B(0, f) = {0} U {(k, 1/n);
n > f(k)}. V&if ma za bazi okoli bodu 0 mnoziny B(0, f) pro vSechna f : N — N, kdeZzto jezek ma za bazi
okoli bodu 0 jen mnoziny B(0, f) pro konstantni f : N — N. Jezek tedy ma v 0 spocetnou lokalni bazi, ale
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v&jif nespocetnou (viz pitklad véjife v [1.7)). V&jif tedy nemize byt metrizovatelny. Tyto dva prostory maji
vlastnost uvedenou v odstavci pfed piiklady.

3. Usporadany prostor ma v bodé x lokalni bazi slozenou ze v8ech otevienych intervalii obsahujicich x.

4. Zobecnény usporadany prostor. Na usporadanych mnozindch X lze definovat i topologii pomoci jinych
nez otevienych intervali. Pro kazdy bod bude B(z) baze filtru sloZeného z n&jakych intervala obsahujicich
(nevyluc¢ujeme interval [z, z]). Protoze B(x) je filtr, lze brat intervaly stejného typu: bud vSechny oteviené,
nebo tvaru [z,b),b > x nebo tvaru (a, z],a < z nebo rovné [z]. V riznych bodech se mohou brat rizné typy.
Ovéfeni vlastnosti (O3) je stejné jako jsme pouzili v definici uspofadanych prostort.

Topologie vzniklé timto zptusobem se nazyvaji zobecnéné uspoiddané prostory, z anglického generalized or-
dered Casto nazyvané GO-prostory (nékdy téz suborderable, protoze, jak pozdé&ji uvidime, jsou to pravé
podprostory usporadanych prostori).

Vyznaénymi piiklady GO-prostort, které nejsou LOTS, jsou Sorgenfreyova a Michaelova piimka z Jed-
noduchym piikladem je i diskrétni prostor.

5. Dlouha primka. MiZeme si predstavit, Ze R vznikne vyplnénim mezer mezi po sobé jdoucimi celymi
¢isly intervalem (0, 1). Pfesné vyjadieno, vezmeme lexikografické uspofadani na soucinu Z x [0, 1) a bijekci
{(n,r) ~»n+r}:Zx][0,1) —» R. Udélame néco podobného pro w; misto Z. Oznac¢ime LT lexikograficky
soutin w; x [0,1) a tento uspofadany topologicky prostor nazveme dlouhou polopfimkou. Dlouhou pfimkou
nazyvaji nékteri autori L™ \ {0}. Druhou moZnosti, kterou budeme pouZivat, je vzit w} (w; s obracenym
uspofadanim), pfilepit ho v 0 k wy jako ,zapornou“ ¢ast. Potom dlouha pfimka L je lexikograficky soucin
tohoto slepeného prostoru s [0,1).

6. Topologie urcena filtrem. Necht X je nekonena mnozina, g € X a F je filtr na mnoziné X . Lokalni baze
v bodé zq je soubor {zo} U F; F € F, Body = # xy maji za bazi okoli mnozinu {x} a jsou tedy izolované.
Uvedené4 topologie se nazyva topologie urdend filtrem F v bodé xq. Vlastnost (O3) trividlné plati, protoze se
jedné o prostory z odstavce pied piiklady.

Priklady jsou vé&jif i jezek. Vyznacnymi piiklady jsou prostory urcené ultrafiltry, zvlasté na spocetnych
mnozinich. Ozna¢ime X = NU{¢}, kde & je volny ultrafiltr na N. Pak X = NU{¢} a x z predchozi definice
je pravé pridany bod &. Tento prostor se ¢asto znac¢i symbolem Ng.

7. Isbelliv-Mréwkuav prostor skoro disjunktnich mnozin. Isbelliv-Mréwkav prostor je mnozina NU S s
topologii zadanou pomoci oteviené béze okoli bodu nasledujicim zptsobem:

e pro n € N systém B(n) sestava z jednobodové mnoziny {n},

e pro S € S je baze okoli B(S) tvofena mnozinami typu {S} U (S\ F), kde F C N je kone¢na.

Ovéfeni vlastnosti (O3) plyne skoro z odstavce pfed piiklady, protoze body z N v uvedenych okolich jsou
izolované.

8. Niemytzkého rovina. Necht X = {(z,y) € R?; y > 0} s nasledujici topologii. Body z = (z,y) s kladnou
druhou soufadnici maji za bazi euklidovska okoli U(z,r) = {t € X; ||t — z||2 < r}, » > 0, zatimco body
z = (x,0) maji za bazi okoli mnoziny

{z}uU((x,r),r), r>0.
Snadno se presvédéime, ze X je vskutku topologicky prostor.

9. Nuldimenzionalni prostory. MnoZina O(z) vSech obojetnych mnoZin obsahujicich dany bod z trivialné
spliiuje (01)-(03), a urcuje tak topologii. Topologicky prostor, ktery ma bazi (ekvivalentné lokalni bazi)
sloZzenou z obojetnych mnozin, se nazyva nuldimenziondlni. Nuldimenzionadlnimi prostory jsou diskrétni i
indiskrétni prostory, prostory urcené filtrem (takze v&jif i jezek), Isbelliv-Mrowkiv prostor, Sorgenfreyova i
Michaelova primka, prostory Qi P. V téchto piipadech se pfislusna obojetna okoli snadno najdou. Euklidovské
prostory nejsou nuldimenzionalni, ale dikaz (ani pro R) neni zcela jednoduchy (pfi pouziti zatim probranych
znalosti).

O
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1.2 Konvergence

I kdyz konvergenci nepouzijeme k charakterizaci topologie, jeji pouziti v mnoha pojmech a postupech je
dilezité. Kromé zobecnéni znamé konvergence posloupnosti bude pot¥eba i konvergence filtrii. Oba pojmy
spolu souvisi.

V topologickych prostorech miizeme pfirozenym zpisobem definovat co znamend, Ze posloupnost ()
konverguje k bodu z. Posloupnosti jsou ale pfili§ malé k tomu, abychom mohli popsat napf. uzavér mnoziny
nebo spojitost zobrazeni. Posloupnosti indexované prirozenymi ¢isly jsou prosté ,,piilis kratké”. Proto byly
v uvodni ¢asti definovany usmérnéné mnoziny, které nyni pouZijeme k indexovani takzvanych usmérnénych
souborti, podobné jako slouzi pfirozené ¢&isla k indexovani posloupnosti.

Definice 1.13. Konvergence usmérnénych soubort

Rekneme, Ze usmérnény soubor (z;);es, kde I je usmérnéna mnozina, konverguje k bodu =z € X, pokud
pro kazdé okoli U bodu x existuje ¢ € I, Ze pro kazdé j > i plati x; € U. Bod z se pak nazyva limitou
usmérnéného souboru (z;);c;. Bod = se nazyva hromadngm bodem usmérnéného souboru (z;);cr, pokud pro
kazdé okoli U bodu z a kazdé i € I existuje j > i, Ze x; € U. O

Jinymi slovy, v kazdém okoli limity lezi ,,skoro cely* usmérnény soubor, kdezto v kazdém okoli hromad-
ného bodu lezi kofinalni ¢ast usmérnéného souboru.

Priklady 1.14. Priiklady konvergenci

1. V diskrétnim prostoru konverguji jen soubory, které jsou od jistého indexu konstantni. V indiskrétnim
prostoru konverguje libovolny usmérnény soubor k libovolnému bodu.

2. Kazda line4drné usporddana mnozina je usmérnéna. Posloupnost je indexovand mnozinou N s jejim obvyk-
lym usporadanim. Snadno je vidét, Ze konvergence posloupnosti v metrickém prostoru je totozna s konver-
genci tohoto usmérnéného souboru v topologii vytvorené metrikou, protoze oteviené koule okolo limity tvofi
jeho béazi okoli.

3. V prostoru X uréeném filtrem F v bodé z (vizte Pitklady [1.12{6)) konverguje k zo soubor {zp; F € F},
kde xp je libovolny bod nalezejici do F'. Je-li F volny ultrafiltr, nekonverguje k zy zadna posloupnost z
X \ {zo}. Vskutku, necht to neplati a {z,},en konverguje k xo. MiZzeme predpokladat, Ze posloupnost je
prosta (jinak vybereme prostou podposloupnost z {z,} a ta pak téz konverguje k zp). Podposloupnosti
{zan} a {T2n4+1} maji disjunktni hodnoty a tedy existuje F € F disjunktni s hodnotami jedné z téchto
podposloupnosti, které tedy k xy nemize konvergovat.

4. Ve v&jifi musi kazda prosté posloupnost konvergujici k 0 lezet v kone¢né mnoha ostnech. V jezkovi kon-
verguje k 0 napf. posloupnost (n,1/n);n € N}.

5. Na Sorgenfreyové piimce konverguje posloupnost {x,} k x pravé kdyz konverguje k « na R zprava. 0O

Konvergence usmérnénych soubort ma stejné obecné vlastnosti jako konvergence posloupnosti v metric-
kych prostorech. I postupy dikazu jsou primocaré.

Tvrzeni 1.15. Vlastnosti konvergence
Necht X je topologicky prostor.

(a) Necht usmérnény soubor {x;}icr v X splituje, Ze pro néjaké ig € I je x; = x, i > ig. Pak {x;}
konverguje k x.

(b) Jestlize usmérnény soubor konverguje v X, konverguje ke stejné limité i kazdy jeho usmérnény podsou-
bor.

Diikaz. (a) Mé&jme U € U(x) ddno, pak pro i > i plati x; = x € U. Tedy {z;} konverguje k x.

(b) Necht ¢: J — I zachovavd usporadani a ¢(J) je kofindlni v I. Chceme ovérit, ze {y;};jes, kde
Yj = Ty(j), J € J, konverguje k z. Necht tedy U € U(z) je dano. Pak existuje ig € I takové, ze x; € U pro
kazdé i > ip, i € I. Necht jo € J spliiuje p(jo) > io. Pak pro j > jo plati ¢ = ¢(j) > ¢(jo) > do, takze

Yj = Tp(g) =i €U

Tedy z je limita usmérnéného souboru {y;}jes. O
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V metrickém prostoru plati, Ze hromadny bod posloupnosti je limitou podposloupnosti, tj. kofinalni ¢asti
posloupnosti. Hromadny bod usmérnéného souboru obecné neni limitou kofinalni ¢asti souboru. Musi se
pouzit usmérnény podsoubor definovany v uvodni ¢asti. Jako ptiklad lze pouzit vySe uvedeny prostor uréeny
volnym ultrafiltrem v né&jakém bodg, napi. Ng. Bod € je hromadnym bodem posloupnosti {n;n € N}, ale
Zadna jeji podposloupnost k & nekonverguje (viz predchozi priklady).

Tvrzeni 1.16. Hromadny bod versus limita

Bod x je hromadng bod usmérnéného souboru (x;);c; v prostoru X, pravé kdyz existuje usmérnény podsoubor
v {x;} konvergujici v X k x.

Diikaz. = : Polozime J = {(U,i) € U(x) x I;x; € U} s usporddanim (U, 1) < (V,iz) pokud U D Vi1 < is.
Usporadani je usmérnéné, protoze pro kazdé (Uy, i), k = 1,2, existuje i3 € I takové, Ze iz > i1, iz takové,
7e x4 € Uy NUy, protoze {i € I;z; € Uy NUs} je kofindlni v I. Nyni vezmeme ¢ = {(U, i) ~ i}: J — I. Je
snadno vidét, ze dostavame usmérnény podsoubor {z,;) }jes, ktery konverguje k z.

Vskutku, je-li totiz V € U(z) dano, nalezneme Uy € U(x) spliujici Uy C V a iy € I takové, ze x;, € Uj,.
Polozime jo = (Up,ip) € J. Pokud j = (U,i) > jo lezi v J, pak U C Uy a @ > ig. Pak

Tp(j) =T,y =T €U CUy CV.

Tedy x,(;) € V pro kazdé j > jo, tj. {z,(j)}jes konverguje k z.
<= : Necht {y,};es je usmérnény podsoubor souboru {z;} konvergujici k x. Pak existuje zobrazeni
¢: J — I zachovévajici usporadani takové, ze o(J) je kofindlni v I a y; = x,(;), j € J. Necht U € U(x)
a ip € I jsou dany. Nalezneme jy € J splnujici ¢(jo) > 49 a j1 € J takové, ze y; € U pro j > ji. Necht
J2 2 jo,J1 ai=¢(j2). Pak i > g a
Ti = To(jy) = Y € U

Tedy z je hromadnym bodem {z;}. O

Pfibuznym pojmem je konvergence filtra, ktera v nékterych p¥ipadech (nap¥. v kompaktnosti a aplnosti)
byva vyhodnéjsi nez konvergence usmérnénych soubori.

Definice 1.17. Konvergence filtru

Rekneme, ze filtr F v prostoru X konverguje k bodu x € X, pokud kazdé okoli U bodu x nalezi do F. Bod
x se pak nazyva limitou filtru F.
Bod x se nazyva hromadngm bodem filtru F, pokud kazdé okoli U bodu z protina kazdou mnozinu z F. O

Jinymi slovy, konvergence F k x znamena U(z) C F a x je hromadnym bodem F znamena, %e existuje
filtr obsahujici jak U(z) tak F. Z toho vyplyva jednak to, Ze limita je vZdy hromadnym bodem a Ze hromadny
bod ultrafiltru je jeho limitou. Po definici uzavéru mnoziny v dalsi ¢asti ziskdAme dalsi popis hromadnych
bodu filtra.

V diskrétnim prostoru konverguje filtr 7 k bodu x pravé kdyz {z} € F. Jako jiny pfiklad lze uvést prostor
urceny filtrem F v bodé zy — v tomto piipadé filtr F konverguje k zq a, je-1li volny, k Zddnému jinému bodu.

Paralela mezi konvergenci usmérnénych soubori a filtra je obdobné jako u posloupnosti a pruniky klesa-
jicich posloupnosti mnozin. Diikaz nasledujictho tvrzeni je opét piimocary.

Tvrzeni 1.18. Filtry versus usmérnéné soubory

(a) Bodx € X je limitou (resp. hromadngm bodem) usmérnéného souboru {x;;i € I}, prdvé kdyz je limitou
(resp. hromadngm bodem) filtru s bdzi {x;,i > j},j € I.

(b) Bod x € X je limitou filtru F, prdve kdyZ je limitou kaZdého usmérnéného souboru {xp; F € F}, kde
xp € F a F je usporddan obrdcenou inkluzi.

Diikaz. (a) Necht z je limitou usmérnéného souboru {z;} a F je filtr s baz{ tvofenou mnozinami {x;; i > j},
j € I. Necht U € U(z) je ddno. Nalezneme j € I spliujici z; € U pro ¢ > j. Pak {z;; ¢ > j} C U, a tedy
U e F. Tedy F konverguje k .
Obréacené, necht filtr F vytvoreny jako vyse konverguje k bodu z. Necht U € U(z) je ddno. Pak U € F a
dle Definice [0.3] existuje j € I takové, ze {x;; i > j} C U. Tedy x; € U pro i > j, takze {x;} konverguje k z.
Druhd ¢ést (a) tykajici se hromadného bodu se dokdze obdobné. Vskutku, necht z je hromadny bod
usmérnéného souboru {z;}ic; a F je vytvoren jako vyse. Necht U je okoli z a F' € F je ddno. Pak existuje
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j € I takové, ze {x;; i > j} C F. Zvolime k € I spliwijici k > j a x, € U. Pak
zpeUNn{x;; i>j} CUNF.

Tedy F' protina U, a tedy x je hromadnym bodem F.

Obracené, necht x je hromadnym bodem filtru F vytvofeného jako vyse. Necht U € U(x) a j € I jsou
dény. Pak U protind bazovou mnozinu filtru {z;; ¢ > j}, takZe existuje i > j spliujici z; € U. Tedy z je
hromadnym bodem usmérnéného souboru {z;}.

(b) Necht F je filtr na X a {xp; F € F} je usmérnény soubor vytvoreny z F, tedy zr € F pro F € F.
Necht F konverguje k z. Pro dané okoli U € U(x) vime, ze U € F. Uvazujme nyni libovolné F € F, které
splituje U < F. Pak F C U, a tedy zp € F C U. Proto {xp}rcr konverguje k z.

Obrécené, necht z neni limitou F. Pak existuje U € U(x) spliujici U ¢ F. Uvazujme libovolné F € F.
Pak F ¢ U, a tedy existuje zp € F \ U. Pak {zp}recr je usmérnény soubor vytvofeny z F, jehoz vSechny
hodnoty lezi mimo U . Tedy tento soubor nekonverguje k x. O

1.3 Vnitrek, uzavér a hranice

Uvedeme nyni nékolik dalsich zakladnich pojmu tzce spjatych s otevienymi a uzavienymi mnozinami a které
se daji pouzit k charakterizaci topologii.

Definice 1.19. Uzavér, vnitfek a hranice mnoZiny
Je-li A C X, pak uzdvér mnoziny A je mnozina
A= ﬂ{F, F je uzaviena, A C F'}.
Vnitfek mnoziny A je mnozina
mtA=| {Uer:UcCA}
Hranice mnoziny A je mnozina 0A = AN X \ A. O

. N . . . . o~ —X
Pokud potfebujeme zdiiraznit, Ze se jednd o operaci v prostoru X, pfSeme A~ ,Intx A,dxA. Pokud
chceme zdiraznit vztah operace k topologii 7, piseme A, Int, A, 0, A.

Priklady 1.20. Priiklady uzavéra

1. V diskrétnim prostoru X pro kazdé A C X plati A=Int A= A,0A = 0.
V indiskrétnim prostoru X pro AC X je A= X pro A# 0, Int A= 0 pro A # X a dA = X pro A # X, 0.

2.VRjedQ=0P=R,Q=P=R, IntQ = IntP = ().
3. Na Michaelové piimce je Q = Q,P =R, IntP = P, Int Q = 0.
4. V Isbellové-Mréwkové prostoru X = NUS je N = X, S =8, Int N = N,IntS = (. O

Uvedeme nyni nékolik jednoduchych vztahii mezi uvedenymi operétory.

Tvrzeni 1.21. Zakladni vlastnosti
(a) Uzdvér i hranice jsou uzaviené mnoZiny, vnitiek je oteviend mnoZina.

(b) MnoZina je uzaviend, prdvé kdyZ se rovnd svému uzdvéru, a je oteviend, prdvé kdyZ se rovnd svému
vnitTku.

Diikaz. (a) Toto tvrzeni plyne z (T3) a Tvrzeni
(b) Je-li A C X uzaviend, pak A C A C A, tedy A = A. Pokud A = A, z (a) mame uzavienost A.
Pokud A C X je oteviend, pak zjevné A D Int A D A, a tedy A = Int A. Pokud A = Int A, A je oteviena
diky (a). O
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Tvrzeni 1.22. Vztah vnitiku a uzavéru
Je-li (X, 1) topologicky prostor a A C X, pak plati ndsledugjici vztahy.
(a) X\ A=1Int(X\ A);
(b) X\IntA=X\A.
Diikaz. (a) Mnozina X \ A je oteviend podmnozina X \ A, tedy X \ A C Int (X \ A). Na druhou stranu
X\ A D Int(X\ A), tedy pfechodem k doplitku A C X \ Int (X \ A), coZz je uzaviend mnozina, tedy

A C X\ Int(X\ A). Po prechodu k doplitkiim X \ A D Int (X \ A).
(b) Druh4 ¢ést se dokdze prechodem k doplitku B = X \ A a vyuzitim prvni ¢dsti. Mdme totiz dle (a)

X\ B=1Int(X\B)=IntA4,

atedy X \IntA=B= X\ A. O

Tvrzeni 1.23. Charakterizace uzavéru pomoci okoli
Bud (X, T) topologicky prostor, x € X, A C X a B(z) bdze okoli v bodé x. Pak ndsledujici podminky jsou
ekvivalentni:
(i) = € A,
(1) pro kazdé U € U(z) je UN A # 0,
(i11) pro kazdé U € B(z) je UN A # (.

Diikaz. Implikaci (i) = (ii) dokdzeme sporem. Kdyby pro néjaké U € U(x) bylo U N A = 0, pak existuje
V € U(z) oteviend, ze V. C U. Tedy VN A = (). Mnozina X \ V je uzaviend a A C X \ V. Tedy také
AC X\ V.Pak oviem = ¢ A, coZ je spor.

Implikace (ii) == (iii) je trividlni. Implikaci (iii) = (i) dokéZeme opét sporem. Kdyby = ¢ A, pak
r € X \ 4, coz je oteviend mnozina. Tedy existuje U € B(z), ze U C X \ A. Tedy UN A = 0, coz je spor. O

V predchozim tvrzeni nelze vzit misto baze B(x) subbdzi okoli bodu x. Napf. v X = R vezmeme A =
Z\ {0}. Vime, 7e 0 ¢ A, ale kazdy prvek subbéaze okoli 0 {(r,00);r < 0} U {(—o0,r;r > 0} protina A.

Poznamka 1.24

Jako specidlni disledky dostavame nésledujici. Je-li U oteviend, pak UNA = () pravé kdyz UNA = (). Jsou-li
U,V oteviené disjunktni mnoZiny, pak UNV =0 =UNV.

Casto se pouziva popis uzavéru mnoziny pomoci konvergence a popis hromadnych bodu filtru pomoci
uzavéru.. Tento popis odpovida situaci v metrickych prostorech.

Tvrzeni 1.25. Vztah uzavéru a konvergence

(a) Je-li A podmnoZina prostoru X, pak

A= {x € X; z je limitou néjakého usmérnéného souboru v A}
= {x € X; x je hromadngm bodem néjakého usmérnéného souboru v A}
= {z € X; x je limitou néjakého filtru v A}
= {z € X; x je hromadngm bodem néjakého filtru v A}.

(b) Bod x € X je hromadnym bodem filtru F, prave kdyZ x € {F; F € F}.
(¢) Bod x € X je limitou ultrafiltru F, prave kdyZ x € {F; F € F}.

Diikaz. (a) Je-li x € A, vezmeme pro kazdé U € U(z) bod zy € UN A (podle Tvrzeni [1.23). Pak usmérnény
soubor {zy; U € U(x)} lezi v A a konverguje k x.

Je-li & limitou néjakého usmérnéného souboru v A, je zjevné i hromadnym bodem usmérnéného souboru
v A.
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Je-li  hromadnym bodem usmérnéného souboru v A, dle Tvrzeni existuje usmérnény soubor {z;}
v A s limitou z. Pak filtr F s bazi {x;; ¢ > j}, j € I, dle Tvrzeni a) konverguje k z. Tedy z je limitou
filtru obsazeného v A.

Zjevné je bod z € X hromadnym bodem filtru leziciho v A, je-1i limitou filtru leziciho v A.

Pokud F je filtr v A, jehoZ je bod € X hromadnym bodem, pak pro kazdé okoli U € U(x) a kazdé
F € Fplati UN F # (). Jelikoz F C A, dostavame, ze kazdé okoli = protind A, tj. x € A.

(b) Bod z € X je hromadnym bodem filtru F, pravé kdyz kazdé jeho okoli protind kazdou mnozinu
F € F, coz plati pravé kdyz x € F pro kazdé F € F.

(c) Jelikoz je hromadny bod ultrafiltru jeho limitou, plyne (c) z (b). O

Z dtkazu (a) je vidét, ze misto U(x) pro indexovani usmérnéného souboru staci brat lokalni bazi v bodé
x. Protoze lokalni baze v metrickém prostoru lze vzit spocetné, vyplyva z tvrzeni, ze uzavéry v metrickych
prostorech jsou urc¢eny limitami posloupnosti, coz je ve shodé s vysledky v metrickych prostorech.

Tvrzeni 1.26. Vlastnosti uzavéru

Pro mnoziny A, B v topologickém prostoru (X, 7) plati
(C1) D=0,

(C2) AC A,

(C3) AUB=AUB,

(C4) (4) = A.

Je-li C: P(X) — P(X) libovolné zobrazeni spliiujici podminky (C1)-(C4), pak na X existuje jedind topologie,
jejiz operdtor uzdvéru se shoduje s C.

Diikaz. Ovéfeni (C1) a (C2) je trivialni. Z definice uzavéru vyplyva, ze pro A C B je A C B. Z tohoto vztahu
plyne jedna inkluze v (C3), totiz AU B D AU B. Obracen4 inkluze plyne z Tvrzeni pokud z ¢ AU B,
existujf jeho okoli U,V,ze UNA =0,V N B = 0. Potomale (UNV)N(AUB) =0 atedy z ¢ AUB.
Ohledné (C4), pokud F D A je uzaviena, pak F' = F D A. Tedy

A=({FcX; F>Awaviend} = [ |{F C X; F D A uzavieni} = 4.
Necht nyn{ C je zobrazeni spliiujici (C1)-(C4). Polozme
F={ACX; C(A) = A}.

Ukéazeme, Ze F obsahuje 0, X a je uzavieny vzhledem k libovolnym prinikiim a koneénym sjednocenim.

Za prvé mame z (C1) vztah ) € F. Ddle X C C(X) C X, takzei X € F. Pokud A,B € F,pak C(A) = A
a C(B) = B. Dle (C3) plati C(AU B) =C(A)UC(B) = AU B, a tedy F je uzavieny na koneéné sjednoceni.
Pov§imnéme si, ze pokud A C B, pak AU B = B, a tedy (C3) implikuje C(A) UC(B) = C(AU B) = C(B).
Tedy C(A) C C(B).

Méjme nyni systém H C F. Pak pro H € H plati C(NH) C C(H) = H, a tedy C((\H) C [ H. Vlastnost
(C2) nyni déva C(NH) = H a F je uzavieny na libovolné priniky.

Dle Tvrzeni|L.4]tak existuje pravé jedna topologie 7 na X, pro niz systém F tvori soubor vSech uzavienych
mnozin v 7. Necht A" znadf uzavér v topologii 7. Cheeme ovéiit, ze A = C (A) pro kazdou A C X.

Je-li tedy A C X, pak C(A) € F dle (C4). Tedy C(A) je uzaviend v 7, a proto A C C(A). Vezméme nyni
libovolnou 7-uzavienou mnozinu F obsahujici A. Pak F € F, a tedy C(F) = F. Z monotonie operace C pak
dostavame C(A) C C(F') = F, a tedy

CAc({HeF; HoA}=4".
Tedy C(A) =A". B
Pokud o je topologie na X, pro kterou plati C(A) = A°, A C X, pak pro F C X méme nésledujici
ekvivalence:

F je T-uzavieni <= F =F <= F=C(F) — F=TF <= F je o-uzaviena.

Tedy 7 = 0. O
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Za povsimnuti stoji monoténnost uzavéru ukézana v dikazu a z toho plynouci inkluze (), 4; C (), A;.

Uvedené vlastnosti (C1)-(C4), charakterizujici uzavér a pies uzavér topologické prostory, se nazyvaji
Kuratowského axiomy (z r. 1922).

Pouzitim doplikt a de Morganovych vzorcii jsme z topologie definované pomoci otevienych mnozin
popsali topologii pomoci uzavienych mnozin. Stejnym zptisobem ziskdme z pfedchoziho tvrzeni popis topo-
logie pomoci vnitifku mnozin, jen misto doplikt pouZijeme vztahy z Tvrzeni IntA=X\X\A4,4=
X\ Int(X \ 4).

Tvrzeni 1.27. Vlastnosti vnitiku
Pro mnoZiny A, B v topologickém prostoru (X, ) plati

(I1) Int X = X;

(12) Int A C A;

(13) Int(AN B) = Int AN Int B;
(14) Int(Int A) = Int A.

Je-li T: P(X) — P(X) libovolné zobrazeni spliujici podminky (I1)-(14), pak na X ezistuje jedind topologie,
jejiz operdtor vnitiku se shoduje s T.

Dikaz. (I1) plyne z otevienosti X, (I2) je jasné z definice a (I4) plyne z otevienosti Int A. Ohledné ovéfeni
(I3) pocitejme

Int(ANB)=X\X\(ANB)=X\(X\A)UX\B)=X\(X\AUX\B)
=(X\X\A)N(X\X\B)=IntAnInt B.

Necht nyni Z je zobrazeni spliiujici (I1)-(I4). Uvazujme operator C: P(X) — P(X) definovany jako
C(A)=X\I(X\A), AeP(X). Pak C splnuje vlastnosti (C1)-(C4) z Tvrzeni Méme tak jednozna¢né
urcenou topologii 7, pro kterou je C operator uzavéru. Proto

T(A) =X \C(X\A) =X\X\A4 =Int (A).

Tedy Z je operator vnitiku pro 7. Z jednoznacnosti 7 vzhledem k C pak plyne i jednoznac¢nost 7 vzhledem
k. O

Ptedchozi popis topologie pomoci vnittku se piiliS nepouziva, stejné tak, jako popis pomoci hranice.
Proto ho neuvadime, ale shrneme jeho vlastnosti.

Tvrzeni 1.28. Charakterizace hranice
At AC X ax € X. Pak x € 0A, pravé kdyz kazdé okoli bodu x protindg jak A, tak X \ A.

Drikaz. Plyne okamzité z definice hranice 94 = AN X \ A a charakterizace uzavéru. O

Tvrzeni 1.29. Vlastnosti hranice
Pro mnozinu A v prostoru X plati:

(a) 9A= (X \ A),
(b) OA=A\Int A,

(c) A= AUDA,

(d) Tnt A= A\ 9A,

(e) O(AUB) C 9AU OB,

(f) d(ANB) C 0AUIB,

(9) X =Int AUJAUInt(X \ A),
(h) O(A) C A,

(i) O(Int A) C DA,
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(j) A je otevrend, prdvé kdyz 0A = A\ A,
(k) A je uzaviend, prave kdyz 0A = A\ Int A,
(1) A je obojetnd, prdve kdyz OA = ).

Diikaz. (a) Plyne ihned z definice.
(b) Pouzitim vztahu vnitiku a uzdvéru dostavdme

OA=ANX\A=AN(X\IntA) = A\ Int A.

(c) Diky (b) mame
ADAUIADInt AUOA=Int AU (A\ Int A) = A.

(d) Z (b) méme
A\NOA=A\ (AN (X \IntA)) = (A\ A)U(A\ (X \Int A)) =P UInt A = Int A.

(e) Uzitim definic a vztaht mezi uzdvérem a prinikem (resp. sjednocenim) dostédvame

0(AUB)=AUBNX\(AUB)=AUBN(X\A)N(X\B)
C(AUB)NX\ANX\BCOAUIB.

(f) Mame

0ANB)=ANBNX\(ANB)=ANBN(X\A)U(X\B)
CANBN(X\AUX\B) C9OAUIB.

(g) Je-lliz € X ax ¢ OA, pak bud x ¢ A, pak oviem z € Int(X \ A), nebo = ¢ X \ A, pak ale x € Int A.
(h) Mdme

IA=ANX\ACANX\A=0A.
(i) Méme

OIntA) cIntAcC A

a navic

A(Int A) = (X \ X\ A) = d(X \ A) C X \ A.

(j) Je-li A oteviena, pak dle (b) plati 9A = A\ Int A = A\ A. Obrécens, pokud plati A = A\ A, pak
opét z (b) plyne A\ A=0A=A\Int A. Tedy A= [ A je oteviena.

(k) Pokud A je uzaviens, pak dle (b) plati 94 = A\ Int A = A\ Int A. Obracené, pokud plati pifslusna
rovnost, madme A\ Int A = 9A = A\ Int A. Tedy A = A je uzaviena.

(1) Je-li A obojetna, pak dle (j) plati 9A = A\ A = A\ A = ). Obrécend, pokud A = (), pak dle (b) je
A\Int A=0. Tedy A=Int A C A C A, a mnozina A je tak uzaviend i oteviend, tj. obojetna. O

1.4 Husté a ridké mnoziny, hromadné body mnoziny

V této ¢asti uvedeme nékolik vlastnosti podmnozin, které mohou ovlivnit chovani celého prostoru. Zvlasteé
husté podmnoziny jsou dtilezité, protoze ¢asto umoznuji prevést zkoumani celého prostoru na zna¢né mensi
podmnozinu.

Definice 1.30. Husta a fidka mnoZina

Mnozina A C X se nazyva hustd, pokud A = X. MnoZina A se nazyva 7idkd, pokud X \ A je husta v X. O

Vime, Zze Q a P jsou husté mnoziny v R, mnozZina Z je fidka v R.

V diskrétnim prostoru je jedinou hustou mnozinou cely prostor a jedinou ridkou mmnozinou prazdna
mnozina. V indiskrétnim prostoru je kazda neprazdnd mnozina husta a jediné prazdna mnozina je fidka.

V Sierpiriského prostoru je bod 0 husty, bod 1 fidky (chapeme-li body jako jednobodové mnoZiny).

V Sorgenfreyové piimce jsou mnoziny Q i P husté. V Michaelové pfimce je P husté, kdezto Q fidka.
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Tvrzeni 1.31. Charakterizace hustych a fidkych mnoZin

V topologickém prostoru X pro mnozZinu A C X plati ndsledujici tvrzend.
(a) Mnozina A je hustd, prdvé kdyZ kaZdd neprdzdnd oteviend mnoZina U C X proting A.
(b) Ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentnd.
(bi) MnoZina A je vidkd.

(bii) KaZdd oteviend neprizdnd mnoZina V' obsahuje neprdzdnou otevienou mnoZinu U, kterd je dis-
junktni s A.

(biii) Plati Int(A) = 0.

Diikaz. (a) = : Je-li A hustd a U C X je oteviend neprdzdna, pak pokud U N A = (), dostdvdme z rovnosti
X=ACX\U=X\U spor. Tedy UN A # 0.

<:Jeliz e X aU €U(x), pak UNA # () z pfedpokladu. Tedy z € A dle Tvrzeni Proto X C A.

(b)(bi) = (bii): Necht V C X je oteviend neprazdna. Jelikoz je X \ A hustd, je oteviend mnoZina
V N (X \ A) neprazdna. Zvolme neprazdnou U C VN (X \ A). Pak U C V a pfitom UNACUNA={.

(bii) = (biii): Pokud V = Int(A) # 0, dle (bii) existuje U C V neprazdna oteviend disjunktni s A.
Zvolme libovolné z € U. Pak dle Tvrzeni plati UNA # (), nebot z € U C V C Aa U € U(x). To je
vSak spor s volbou U. Tedy Int(A) = 0.

(biii) = (bi): Necht V' C X je oteviend neprazdna. Pokud V N (X \ A) =0, tj. V C A, je Int(A) # 0,
coz je spor s (biii). Tedy V protinad X \ 4, coz dle (a) znamena, Ze X \ A je husta. Tedy A je fidka. O

\% jsme definovali izolovany bod prostoru. Tento pojem usnadnil popis riznych pifikladid. MuZzeme
ho zrelativizovat vzhledem k podmnozinam prostoru. V dalsi kapitole uvidime, Ze to neni nic jiného nez
izolovany bod podprostoru.

Definice 1.32. Izolovany a hromadny bod
At X je topologicky prostor a A C X.

e Bod x € X se nazyva izolovangm bodem mnoziny A, pokud existuje oteviend mnozina U C X, Ze
UnNA={z}.

e Bod z € X se nazyva hromadngm bodem mnoziny A, pokud kazdé okoli U bodu z protina A\ {z} (tj.
x € A\ {z}). MnoZinu v8ech hromadnych bodi mnoZiny A zna¢ime A’ (tzv. derivace mnoziny A). O

V diskrétnim prostoru jsou vSechny body izolované a za&dné hromadné. V indiskrétnim aspoin dvoubodo-
vém prostoru nenf zadny bod izolovany a vSechny body jsou hromadnymi body kazdé neprazdné mnoziny.
Je-lli X =Ra A=Q, pak A’ =R a zaddny bod z A neni izolovany.

Tvrzeni 1.33. Vlastnosti derivace
V topologickém prostoru X plati pro mnoziny A, B C X vztahy A= AUA’, (AUB) = A'UB'.

Diikaz. 7 charakterizace uzavéru plyne AD A tedy AD AUA’. Je-li z € A\ A, pak opét z charakterizace
uzévéru je x € A’, tedy A C AU A’. Druh4 rovnost se dokaze snadno. O

Poznamka 1.34
Souvislost hromadnych bodi mnoziny a hromadnych bod usmérnéného souboru je stejna jako u hromadnych
bodt podmnozin metrickych prostorti a hromadnych bodt posloupnosti.

(a) Plati, ze z € A’, pravé kdyz existuje usmérnény soubor v A, jehoZ vSechny body jsou rizné od z a
ktery konverguje k x (nebo jehoz hromadna hodnota je x).

(b) Hromadny bod x usmérnéného souboru (z;);e; nemusi byt hromadnym bodem mnoZziny {z;; i € I}.

Dikaz. (a) Vime z Tvrzeni ze x € A\ {z}, pravé kdyz existuje usmérnény soubor v A \ {z}, ktery
konverguje k « (nebo jehoz hromadné hodnota je x).

(b) Staci vzit konstantn{ posloupnost (z,)nen, kde x, = z pro vybrany bod z naseho prostoru X. Pak
lim, o T, = 2, ale x ¢ {2}'. O
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roli ve funkcionalni analyze i v jinych odvétvich matematiky. Budeme se pozdéji tomuto pojmu vénovat vice,
nyni jen zakladni charakterizace.

Definice 1.35. Mnoziny 1. a 2. kategorie, Bairetv prostor

Mnozina A v topologickém prostoru X se nazyva 1. kategorie, je-li spoc¢etnym sjednocenim fidkych mnoZzin.
Nazyva se 2. kategorie, pokud neni 1. kategorie. Dale je rezidudlni, pokud jeji doplnék je 1. kategorie. A
konecéné se nazyva Baireiv, spliuje-li jednu z ekvivalentnich vlastnosti v Tvrzeni|1.36 O

Tvrzeni 1.36. Charakterizace Baireova prostoru

Pro topologicky prostor X jsou ndsledujici vlastnosti ekvivalentni:
(i) Je-li {Gy,} posloupnost hustyjch oteviengch mnozZin v X, je (), Gy husty v X.
(it) Jsou-li Fy,, n € N, Fidké mnoZiny v X, je X \ U,, F husty.

Dikaz. Ekvivalence obou vlastnosti je skoro zfejmé (doplitky a de Morganovy vzorce). o
Vskutku, dokazme (i) = (ii). Necht F,,, n € N jsou fidké mnoziny v X. Pak G,, = X \ F,,, n € N, jsou
oteviené husté. Tedy ), G\ je hustd mnozina v X. Proto je

X\UFn:ﬂ(X\Fn)Dﬂ(X\E):nGn

hustd mnozina.
Pro implikaci (ii) = (i) uvazujme oteviené husté mnoziny G,, n € N, v X. Pak F;, = X\ G,,, n € N

jsou tidké, takze
X\YUF =X\ Fo) =[G

je hustd mnozina v X. Od

Priklady 1.37. Priiklady Baireovych prostora
1. Kazdy kone¢ny prostor je Bairetv.

2. Je znamo z metrickych prostort, Ze pro kazdy uplny metricky prostor plati Baireova véta (viz ?77?), ktera
jinymi slovy tika, ze dany prostor je Baireuv. TakZze napt. kazdy diskrétni prostor je Bairetv, kazdy eukli-
dovsky prostor je Bairetv.

3. Pokud podmnozina obsahuje izolovany bod celého prostoru, je v tomto prostoru 2. kategorie. Opak sa-
moziejmé neplati, napt. R.

4. Kazdy spocetny prostor bez izolovanych bodi je 1. kategorie. takze Q je 1. kategorie v jakémkoli v&tSim
prostoru.

5. Prostor N je jako podmnozina R 1. kategorie, ale jako samostatny prostor je 2. kategorie. Totéz plati o
Cantorové mnozina, ktera je nespodetni. Podobné R je 2. kategorie v sobé, ale je fidka v R2.

6. Prostor [0,1] U (Q N [2,3]) uvazovany s euklidovskou topologii je 2. kategorie, ale neni Baireiiv. O

Lze ukazat, ze kazdy prostor 2. kategorie bez izolovanych bodi ma mohutnost kontinua, takze je z jistého
hlediska veliky (vizte [?]). Nicméng, napt R 1ze napsat jako sjednoceni dvou ,,malych“ mnozin, z nichz jedna
je 1. kategorie a druhé mé lebesgueovskou miru rovnou nule.

Vskutku, uvazujme oéislovani Q = {g,; n € N} a mnoziny G, = -, (¢ — 27k q, +27F ") ke N.
Pak G}, je oteviend husta a

o0 o0
AGr) <Y 2-27Fm=2.27F )y "o = gL
n=1 n=1

Jelikoz Gy, D Gy+1, k € N, mame pro G = ()3, Gi odhad A\(G) = limy_,o A(G;) = 0. JelikoZ je R tplny
metricky prostor, je G hust4 mnozina nulové miry. Navic R\ G = |J{—,(R \ Gi) je spocetné sjednoceni
uzavienych fidkych mnozin, tedy mnozina 1. kategorie.
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1.5 Zakladni kardinalni charakteristiky topologického prostoru

V pfedchozich ¢astech jsme pracovali s filtrem okoli bodi, s otevienymi bazemi a s hustymi mnozinami. Je
zfejmé, Ze pro praci s nimi je lepsi, pokud jsou tyto mnoziny co nejmensi. Proto se zavadéji tzv. kardinalni
funkce, které nam popisuji velikost téchto mnozin a jejich znalost dava uréité informace o prostorech. Jsou
to zobrazeni, které bodiim, mnozinam nebo prostorim prifazuji kardinédlni ¢isla. V dalsich kapitolach budou
postupné dalsi kardinalni funkce pfibyvat, nyni se omezime na piipady souvisejicich s bazemi a s hustotou.

Definice 1.38. Vaha, charakter, hustota

(a) Vidhu prostoru X znacime w(X) (z anglického weight) a je to nejmensi mohutnost baze. Piesnéjsi
znaceni w(X, T) pouZijeme tehdy, pokud topologie 7 neni z¥ejma z kontextu.

(b) Charakter v bodé x € X znaime x(z, X) a je to nejmensi mohutnost baze okoli v bodé z. Charakter
prostoru X znacime x(X) a jedné se o supremum charakterii v jednotlivych bodech.

(¢) Hustota prostoru X je nejmensi mohutnost husté mnoziny v X a znadi se d(X) (z anglického density).
Prostor, jehoz hustota je nejvySe spocetna, se nazyva separabilni 0

V pfedchozi definici se pfipousti kone¢né hodnoty kardinalnich funkei. Napf. x(X) = 1 pro kazdy ne-
prazdny diskrétni prostor. Nékdy se definuji kardinalni funkce s hodnotami aspon w, takze v pfedchozim
piikladé by bylo x(X) = w. Oba piistupy maji kladné i zaporné stranky a nelze Fici, ktery piistup je lepsi.

Je vhodné si v§imnout, Ze h, w mohou nabyvat libovolnych hodnot (viz nasledujici druhy piiklad), ale
Xx(X) je bud rovno 1 (x(z,X) = 1, pokud z je izolovanym bodem v X) nebo ma nekone¢nou hodnotu. Je
zFejmé, Ze husta mnozina musi obsahovat vSechny izolované body prostoru.

V nasledujicich nedokazovanych piikladech plyne vysledek pfimo z definic.

Priklady 1.39. Kardinalni funkce
. Plati w(0) = x(0) = d(0) = 0.
2. Je-li X diskrétni, je w(X) =d(X) = | X|,x(X) = 1.

[y

3. Pro neprazdny indiskrétni prostor X plati w(X) = d(X) = x(X) = 1.

4. Je-li topologicky prostor X metrizovatelny, pak x(X) < w protoze {B(z,1/n);n € N} je lokalni baze v
bodé z.

5. Pro euklidovsky prostor X dimenze aspoii 1 je w(X) = x(X) = d(X) = w. Tyto prostory jsou nekoneéné,
kone¢né mnoziny jsou uzaviené, takze hustota nemuze byt konetna. Mame d(X) = w, protoze X ma spocet-
nou hustou ¢ast (napf. body s racionalnimi soufadnicemi). Z pfedchoziho bodu vime, Ze x(X) < w — toto
¢islo nemize byt konefné, protoZze body v X nejsou izolované. Proto nemuze byt ani w(X) konecné &islo a
je tedy spoCetné, protoze | J{B(z,1/n);n € Nz € H}, kde H je husta ¢ast v X, je spoCetna oteviena baze
v X

6. Pro Sierpiriského prostor S3 je w(S2) = x(S2) = d(S2) = 1.
7. Pro nekoneény prostor X s ko-kone¢nou topologii je w(X) = x(X) = | X|],d(X) = w.

8. Je-li X = N US Isbellav-Mrowkiv prostor, S nekoneény, je d(X) = x(X) = w, w(X) = |S|. K dikazu si
sta¢i uvédomit, Ze body N jsou izolované v X, body S maji spocetné baze okoli a jsou izolované v S.

9. Je-li X Sorgenfreyova piimka, je d(X) = x(X) = w, coZ je jednoduché. Ukazeme, ze w(X) = 2¢. Je-li B
oteviend baze v X ar € X, existuje B, € B spliwjicir € B,. C [r,r+1). Pak je zobrazeni ¢: R — B pfifazujici
r € R mnozinu B, prosté¢, takze |B] > |R| = 2¢. Na druhou stranu, soustava intervald [r,r+1/n),r € R,n € N
je oteviena baze a ma mohutnost stejnou jako ma R.

10. Je-li X Michaelova piimka, je x(X) = w,w(X) = d(X) = 2¥. Prvni rovnost je trividlni. Hustd mnoZina
obsahuje vSechny izolované body, coZ jsou vSechna iracionélni ¢isla, takze d(X) = 2¢. Oteviend baze musi
také obsahovat vSechny izolované body a tedy w(X) > 2¢. Plat{ v8ak rovnost, protoZe mnoZina izolovanych
bodu a otevienych intervalt s racionalnimi konci ma mohutnost 2.

11. Je-li X dlouha piimka, je x(X) = w,d(X) = w(X) = w. Staci rovnosti dokézat pro dlouhou polopiimku
L*. Zfejmé je mnozina wy X (QN0,1)) hustou ¢asti LT a m4 mohutnost wy. Zadna spocetna ¢ast S nemize
byt husta, protoze sup S < ws.
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Pro vypodet charakteru vezmeme bod (a,7) € LT. Pokud je r # 0, ma za bézi okoli intervaly {a} x (r —
1/n,r + 1/n), kde volime n € N tak, aby (r — 1/n,r + 1/n) C (0,1). Bod (,0), a limitni, ma za bazi okoli
intervaly ((8,0), («,r), kde volime § < a,r € QN (0,1). Téchto okoli je spofetné mnoho. Ma-li & v wy
predchidce 3, tvoii lokalni bazi bodu («, 0) intervaly (8,1 — 1/n), (a,1/n),n > 1, kterych je také spocetné
mnoho.

Sjednoceni viech uvedenych okoli z lokalnich béazi vech bodti v LT je oteviena baze mohutnosti w;. Protoze
w > d (viz nasledujici tvrzeni), nemiiZe byt oteviend baze v LT spodetna. O

Na zavér uvedeme nékolik vztahti mezi kardinalnimi funkcemi.

Tvrzeni 1.40. Vztahy kardinalnich funkci
Necht X je topologickyj prostor.

1. x(X) < w(X) <2 d(X) <[X].
2. d(X) < w(X), rovnost plati pro metrizovatelné prostory.

Diikaz. Je-li Bbéze X ax € X, pak B(x) = {U € B; x € U} je ziejmé baze okoli v bodé x. Tedy |B(z)| < |B|,
a proto x(X) < w(X). Protoze B je soustava podmnozin X, je w(X) < |B| < 21X|. Vztah d(X) < |X] je
trividlni.

Je-li B baze X (a miZzeme predpokladat, ze § ¢ B), vybereme xy € U pro U € B. Pak mnozina D = {zy;
U € B} je hustd v X. Ztejmé |D| < |B|. Tedy d(X) < w(X). Je-li X metrizovatelny metrikou p a H je
hustd mnozina v X spliujici |H| = d(X), je mnozina |J{B,(z,1/n);n € N,z € H} oteviend béze v X.
Jeji mohutnost je x(X)|H|, coz je | X| = d(X) pokud je X konecny a |H| pokud je X nekonecény. V obou
pripadech mame w(X) < d(X). O

Neexistuje obecné zadny vztah mezi charakterem a hustotou. Napf. prostor s ko-konec¢nou topologii je
separabilni a muZze mit libovolné velky charakter, metrizovatelny prostor méa spocetny charakter a muze mit
libovolné velkou hustotu.

V nerovnostech v piedchozim tvrzeni mohou nastat vSechny mozZné piipady. Napi. pro prostor X = Ng¢
urc¢eny ultrafiltrem £ je d(X) = w a x(X) = w(X) > w (vysledek zalezi na £, mize byt 2, ale i mensi nez
2¢). Pro Isbellav-Mrowkav prostor X = N U S, S infinite, je d(X) = x(X) = w a w(X) = |S|, takze muze
byt w(X) = 2% = 24X),

1.6 Spojita zobrazeni

V této ¢asti uvedeme zékladni pojem teorie topologickych prostori, a to je spojitost zobrazeni. Uvedeme
ruzné charakterizace spojitosti a zékladni vlastnosti.

Definice 1.41. Spojitost
At (X, 1), (Y, 0) jsou dva topologické prostory a f: X — Y je zobrazeni.
(a) Zobrazeni f se nazyva spojité, pokud pro kazdé U € o je f~1(U) € .

(b) Zobrazeni f je spojité v bodé x, pokud pro kazdé okoli V' bodu f(x) existuje okoli U bodu z, Ze
flU)cVv.

(c) Zobrazeni f se nazyva homeomorfismus, pokud f je bijekce a f i f~1 jsou spojita.

(d) Zobrazeni f se nazyva oteviené (uzaviené), pokud je mnozina f(M) je oteviena (uzaviend) v Y pro
kazdou otevienou (uzavienou) M C X.

(e) Zobrazeni f se nazyva retrakce, pokud f spojité a existuje spojité g: Y — X, Ze f o g je identita na
Y. Potom Y se nazyva retrakt prostoru X. 0

Pro A C X a f: X — Y musime rozliSovat mezi ,,f je spojité na A“ a ,,f je spojité vzhledem k A*. Prvni
moznost znamend, Ze pro kazdé x € A a kazdé okoli V bodu f(z) existuje okoli U bodu z, ze f(U) C V,
kdezto v druhé moZnosti je na konci f(U N A) C V. V druhé moZnosti nezavisi spojitost na hodnotéch f
v bodech X \ A, kdeZto v prvni moZnosti na t&chto hodnotach zéalezi. V pristi kapitole budou definovany
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podprostory, potom druhd moznost znamena, Ze f je spojitd na podprostoru A. Je zfejmé, ze je-li f: X - Y
spojitd na A C X, je spojité i vzhledem k A.

Poznamenejme, Ze slovo homeomorfismus je sloZzenim Feckych slov homeo (podobny) a morphe (tvar).
Vlastnosti topologickych prostori, které se zachovavaji homeomorfismy, se nazyvaji topologické. Vlastnost
byt diskrétnim prostorem je topologické, vlastnost metrického prostoru byt tplny neni topologicka, protoze
napf. metrické prostory R a (0,1) jsou homeomorfni, ale prvni je Gplny a druhy neni. Seznam zatimnich
topologickych vlastnosti uvedeme po charakterizaci spojitosti.

V geometrii se definuje n dimenzionalni varieta jako topologicky prostor, ve kterém ma kazdy bod okoli
homeomorfni s R™. Neni tézké ukazat, ze dlouha pfimka je 1-dimenzionélni varieta. Je to pfiklad variety,
ktera neni separabilni ani metrizovatelna (to ukdZeme v kapitole o kompaktnosti.odkaz

Priklady 1.42. Priiklady spojitych zobrazeni

1. Kazdé zobrazeni na diskrétnim prostoru je spojité.

2. Kazdé zobrazeni do indiskrétniho prostoru je spojité.

3. Identita na topologickém prostoru je homeomorfismus.

4. Kazda spojita funkce f: wq — R je konstantni na ndjakém intervalu (ag,ws).

5. [0, 1] je retrakt R.

6. Kazda omezena, uzaviena a konvexni podmnozina euklidovského prostoru je retraktem celého prostoru.
HEE
7. Nekonvexni pismeno ,,Y* je retraktem roviny. Il O

Diikaz. Tvrzeni 1.-3. jsou zfejmé. Dokazme tedy tvrzeni 4.

Necht f: wi; — R je spojita funkce. Ovérime nasledujici fakt: Pro kazdé € > 0 existuje o < wy splniujict
|f(a) = f(B)| < & pro kazdé B € (a,w1).

Vskutku, pokud by tomu tak nebylo, naleznemee > 0 a ordindlni ¢isla o = a3 < as < az < -+ < w; tak,
ze |f(an+1) — flay)| > €. Polozme v = sup{ay,,; n € N}. Pak v < w; a lim,, oo a, = 7. Ze spojitosti f v
bodé ~ existuje interval (n1,72) C wi obsahujici v takovy, ze | f(y) — f(n)| < § pro kazdé n € (n1,72). Necht
n € N spliiuje a,, € (n1,72). Pak plati a,, < ap41 < v, takZe dostdvame

e < |flan) = flams)| < |flan) = F+[f(7) = Flania)| <

Tento spor dokazuje nas fakt.
Nyni jiz pouzitim faktu nalezneme a; < oz < az < -+ < wy spliujici |f(an) — f(n)] < L pro kazdé
n€Nané€ [a,,w). Pak a = sup{a,; n € N} < w; a pro kazdé n1,m2 € [a,w;) plati

DN ™

£01) = Fm)] < 1£0m) = flea)] +|f(an) = fm) < =, neN.

Tedy f(n1) = f(n2), coZ jsme chtéli dokdzat.
Tvrzeni 5. je viceméné ziejmé, staci uvazovat zobrazeni f(x) = max{min{z,1}, -1}, z € R
Tvrzeni 6. dokdzeme pozdéji, vizte 77 HEM. O

Pokud nebude feCeno jinak, v piipadé, ze f: X — Y je retrakce a Y C X, budeme chéapat g jako
identické zobrazeni g(y) = y pro y € Y. Ospravedlnéni tohoto pozadavku je v Tvrzeni Podle definice
je totiZ retrakce ,,polovi¢ni homeomorfismus (homeomorfismus mé navic rovnost g o f = 1x). UkdZeme v
Tvrzeni [I.45] Ze je v retrakei vskutku homeomorfismus skryty.

Tvrzeni 1.43. Charakterizace spojitych zobrazeni

At (X, 1), (Y,0) jsou topologické prostory a f: X — Y zobrazeni a at B je bdze Y a S subbdze Y. Pak jsou
ndsledugici podminky ekvivalentni.

(i) [ je spojité;
(i1) vzory mnoZin ze subbdze S jsou oteviené;
(iii) f je spojité v kaZdém bodé;

(iv) vzory mnoZin z baze B jsou oteviené;
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(v) vzory uzaviengch mnoZin jsou uzaviené;

(vi) pro kazdé A C X plati f(A) C f(A);

(vii) pro kazdé B C'Y plati f~1(B) C f~1(B);
(viii) pro kazdé B C'Y plati f~'(Int B) C Int f~1(B);

(iz) jestlize x je limitou usmérneéného souboru {x; }icr v X, je f(x) limitou usmérnéného souboru { f(x;)}icr
vY;

(x) jestlize x je hromadnym bodem usmérnéného souboru {x;},cr v X, je f(x) nebo hromadngm bodem
usmérnéného souboru {f(z;)}tier vY;

(xi) jestlize x je limitou filtru F v X, je f(x) limitou filtru s bazi {f(F);F € F} vY;

(xit) jestlize x je hromadngm bodem filtru F v X, je f(x) hromadnym bodem filtru s bizi {f(F); F € F} v
Y.

Drikaz.

Implikace (i) = (ii) je trividlni.

(ii) = (iii): Necht x € X a V € U(f(x)) jsou dany. Pak existuji Vi,...,V,, € S spliujici f(x) €
Ni_, Vi C V. Jelikoz z € N, f~1(V;) a tato mnoZina je oteviend z (ii), existuje U € 7 obsahujici = takové,
zexeU C N [H(Vi). Pak f(U) C /-, Vi CV atedy f je spojité v x.

(iii) = (1): At V € o jeddna a x € f~1(V). Pak f(z) € V, a tedy existuje dle (iii) U € U(x) takové, Ze
f(U)CV.Tedy U C f~1(V), coz znamend, ze f~*(V) je v T.

Implikace (i) = (iv) je zjevnd a (iv) = (i) plyne nésledovné: Je-li V' € o, pak zvolme V C B spliujici
UV = V. Pak vzory mnozin z V jsou v 7 dle (iv), a tedy f~1(V) = Uy ey f (W) € 7.

(i) = (v): At F C Y je uzaviend. Pak f~Y(F) = X \ f~1(Y \ F) je uzaviend, nebot f~1(Y \ F) je
oteviena.

(v) = (vi): Mnozina f~*(f(A)) je uzaviens a obsahuje A, tedy i A. Odtud f(A) c f(f~*(f(4))) C
7(A).

(vi) = (vii): Aplikujeme (vi) na A = f~!(B). Dostaneme f(f~1(B)) C ff~1(B) C B. Po aplikovan{
vzoru obdrzime f~1(B) C f~1(B).

(vii) = (viii): Vyjadfenim vnittku pomoci uzavéru dostdvime

\B)Cc X\ f~H(Y\B)
))-

(viii) = (i): Je-li V C Y oteviend, pak f~1(V) C Int(f~*(V)), oviem obracend inkluze plat{ trividlné.
Tedy f~1(V) je oteviena.

(i) = (ix): vyplyva hned z definice spojitosti a konvergence. Vskutku, necht x je limita usmérnéného
souboru {z;}. Pak pro V € U(f(z)) je f~1(V) € U(x). Tedy existuje ig € I takové, Ze pro i > i plati
z; € f~Y(V). Proto f(z;) € V proi > ig, tj. f(z) je limitou {f(x;)}.

(ix) = (x): Necht z je hromadnym bodem {z;};cr. Pak existuje usmérnény podsoubor {y;} e souboru
{z;}ier takovy, ze x je limitou {y;} (Tvrzeni . Dle (ix) je f(z) limita {f(y;)}. Jelikoz je {f(y;)}
usmérnény podsoubor souboru { f(z;)}, dostdvame, Ze f(z) je hromadnym bodem {f(z;} (Tvrzeni [1.16).

(x) = (iii): Necht f neni spojité v z € X. Pak existuje V € U(f(x)) takové, ze pro kazdé U € U(x)
muzeme nalézt zy € U spliujici f(xy) ¢ V. Pak z je limitou, a tedy i hromadnym bodem, {zy}, ale f(x)
nen{ hromadnym bodem {f(zy)}.

(i) = (xi): Necht z je limitou filtru F a V € U(f(x)). Pak U = f~1(V) € U(z), takze U € F. Proto
V = f(U) lezi ve filtru s bazi {f(F); F € F}, tj. f(x) je limitou tohoto filtru.

(xi) = (iii): Necht f nenf spojité v x € X. Pak existuje V € U(f(x)) takové, ze pro kazdé U € U(x)
neplat! f(U) C V, tj. f(U)\V # 0. Uvazujme filtr F s bazi {U; U € U(z)}. Pak z je limita filtru F, ale
f(x) neni limitou filtru G s bézi {f(F); F € F}, nebot pro nase okoli V neplati V' € G. (Abychom to ovérili,
uvazujme opak. Pak existuje F' € F splijici f(F) C V. tedy existuje U € U(x) takové, ze U C F. Tedy
f(U) C f(F) CV, coz je spor.)

(vi) = (xii): Je-li z € X hromadnym bodem filtru F, pak « € (\{F; F € F}. Pak pro f(z) a F € F
plati f(x) € f(F) C f(F), tedy f(x) je hromadnym bodem filtru s bazi {f(F); F € F}.

(xii) = (iii): Postupujeme jako v dukazu (xi) = (iii). Necht f neni spojité v x € X. Pak existuje
oteviené okoli W bodu f(z) takové, Ze pro kazdé U € U(x) neplati f(U) C W, tj. existuje xy € U spliujic

fH It B) = fTH Y\ Y\ B) = X\ f~(

Y
— X\ X\ 1(B) = Int(f (B
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f(zy) ¢ W. Uvazujme filtr F s béz{ tvofenou mnozinami Fyy = {xy; V C U,V € U(x)}, kde U € U(z). Pak
x je limita filtru F, ale f(z) neni hromadnym bodem filtr G s bazi {f(F); F € F}, nebot pro nase okoli W
plati, ze W N f(Fy) = 0 pro kazdé U € U(z). O

V poznamce po Tvrzeni [1.25| jsme konstatovali, Ze staCi uvazovat jen usmérnéné soubory indexované
lokalnimi bazemi okoli. To znamen4, Ze i pro spojitost v (ix) stac¢i uvazovat jen tyto usmérnéné soubory.
Protoze ty jsou v pseudometrickém prostoru nejvyse spocetné, lze i v pseudometrickych prostorech pro
ovéTeni spojitosti pomoci (ix) pouZit jen posloupnosti. Jsme tedy opét v souladu s pouzitim konvergence v
pseudometrickych prostorech.

Z teorie pseudometrickych prostorii je zndmo (a pomoci trojiuhelnikové nerovnosti je snadné dokézat), ze
funkce {z ~~ p(z,a)} : (X, p) = R je spojita pro kazdé a € X a stejné tak je spojita funkce {x ~~ p(z, A)} :
(X,p) = R pro kazdé A C X.

Nasledujici tvrzeni je sice trivialni, ale je nutné ho uvést.

Tvrzeni 1.44. Skladani spojitych zobrazeni

Jsou-li f: X =Y ag:Y — Z spojitd zobrazeni, pak go f: X — Z je spojité. Je-li f spojité v bodé x a g
spojité v bodé f(x), pak go f je spojité v bodé .

Diikaz. Staé si uvédomit, ze (go f)~1(V) = f~1(g71(V)) a je-li V okoli go f(z), pak g=1(V) je okoli f(z),
a tedy f=1(g7*(V)) je okolf . O

Podivame se na slibeny skryty homeomorfismus v retrakci. Podle terminologie z dalsi kapitoly vysledek
znamené, Ze retrakty prostoru X se daji vnorit do X, tj. jsou homeomorfni podprostorim v X.

Tvrzeni 1.45. Vlastnosti retrakce

Je-li f: X =Y retrakce a g: Y — X prislusné zobrazent, Ze fog = ly, pak g je injektioni a f je surjektivni.
Navic, zobrazeni f je na g(Y) prosté a inverzni ke g, takZe f je vzhledem k g(Y') homeomorfismus na'Y s
inverznim zobrazenim g.

Diikaz. Protoze y = f(g(y)) pro kazdé y € Y, je f surjekce. Navic uvedend rovnost dévéa i to, Ze zobrazeni g
je injektivni a Ze f je prosté na g(Y). TakZe nejen f(g(y)) =y pro kazdé y € Y ale i g(f(x)) = « pro kazdé
z € g(Y) a f je tedy injektivni na g(Y) a je vzhledem k ¢g(Y") spojité. O

Nasledujici seznam topologickych vlastnosti ma piimocaré dikazy s pouzitim vhodnych, vyse uvedenych,
charakterizaci spojitosti. Napf. je-li f: X — Y homeomorfismus, je A hustd podmnoZina X, pravé kdyz je
f(A) husta podmnozina Y.

Tvrzeni 1.46. Topologické vlastnosti

Ndsledugici pojmy jsou topologické: separabilita, prostor 1. kategorie, prostor 2. kategorie, Bairetv prostor,
prostor se spocetnou otevienou bdzi, hustota, vdiha, charakter.

Casto se pouzivaji rizné mnoziny spojitych zobrazeni mezi topologickymi prostory. Ozna¢ime F(X,Y)
muoZinu vSech zobrazeni definovanych na X s hodnotami v Y a C(X,Y) jeji podmnoZinu vSech spojitych
zobrazeni. V pfipadé Y = R se piSe pouze F(X) a C(X). V tomto pfipadé znaéi F*(X) (respektive C*(X))
mnozinu vSech omezenych (respektive spojitych omezenych) realnych funkei na X. Na tyto mnoziny lze
zavést rizné vhodné topologie. V tuto chvili se zminime jen o tzv. topologii stejnomérné konvergence.

Definice 1.47. Topologie stejnomérné konvergence
At X je topologicky prostor a (Y, p) je metricky prostor. Na mnoziné F'(X,Y’) se definuje topologie pomoci
bazi okoli B(f), f € F(X,Y):

B(f) ={B(f,r); r >0}, kde B(f,r)={g9€ F(X,Y); Vo e X:p(f(z),g(x)) <r}.

Tato topologie se nazyva topologii stejnomérné konvergence. O

Uvedena okoli pripominaji definici oteviené koule v metrickém prostoru. Opravdu, pokud definujeme
d(f,g) = sup{p(f(z),g9(z));z € X}, je B(f,r) = Ba(f,r). Funkce d mé vSechny vlastnosti metriky, ale
mize nabyvat nekoneénych hodnot (které vsak na popis kouli nemaji vliv). Sta¢i vzit ¢ = min{l, p} a
muoziny B(f,r) vzniklé pomoci p nebo o budou pro r < 1 totozné. Je vhodné upozornit, Ze nelze za o
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vzit libovolnou omezenou metriku ekvivalentni s p, ale tzv. stejnomérné ekvivalentni metriku (o tom vice v
kapitole o uniformnich prostorech).

Pravé jsme dokazali prvni bod z nésledujiciho tvrzeni (a soucasné, Ze uvedena soustava B(f) spliiuje
poZzadavky na lokalni baze okoli bodd). Druhy bod je velmi dilezity pro aplikace.

Tvrzeni 1.48. Stejnomérna konvergence funkci

At X je topologicky prostor a (Y, p) je metricky prostor a F(X,Y) je prostor s topologii stejnomérné kon-
vergence

(a) Prostor F(X,Y) je metrizovatelny topologicky prostor.
(b) Mnozina C(X,Y) je uzaviend v F(X,Y).
(¢) Limita posloupnosti spojitych zobrazeni v F(X,Y) je spojité zobrazeni.

Diikaz. Dtikaz tvrzeni (a) probéhne dle postupu naznaceného vyse.

Nejprve musime ukézat, ze {B(f)} rep(x,y) splije vlastnosti (O1)-(03) z Tvrzeni Vlastnost (O1) je
splnéna zjevné. Mame-li f € F(X,Y)a B(f,r1), B(f,r2),kdery > 0,72 > 0, jsou dény, pak B(f, min{ry,r3}) C
B(f,m1) N B(f,r2), Tedy (O2) plati.

Necht f € F(z,Y) a U = B(f,r) € B(f) jsou dany. Uvazujme V = B(f,5) C U a libovolné g € V.
Polozime W = B(g, 7). Pak W C U, nebot pro h € W a 2 € X plati

T
p(f @), (@) < p(f (@), 9(2)) + plg(e), h(z) < 5+ 7 <7
Tedy W C U a (0O3) tak plati.
Méme tak jednoznacné urcenou topologii 7 na F'(X,Y’) s béazi okoli {B(f)} rer(x,v). Chceme ukézat, ze
je metrizovatelnd. Uvazujme proto na Y metriku o = min{1, p} a metriku w na F(X,Y") definovanou jako

w(f,g) =sup{o(f(2), 9(z)); © € X}, f,9€ F(X,Y).

Je snadné se presvédcit, ze w je vskutku metrika na F(z,Y). Zbyva dokédzat, Ze generuje topologii 7.
Necht tedy f € F(X,Y) a B(f,r) jsou didny. Bez ijmy na obecnosti pfedpokliddejme, Ze r < 1. Hleddme

s > 0 takové, ze B,(f,s) C B(f,r). K tomu postaci volit s = §. Vskutku, necht g € B, (f,s). Pak

p(f(2),9(x)) = o(f(2),9(x)) < s =

Tedy g € B(f,7), tj. Bu(f,s) C B(f,r).
Obréacené, necht koule B, (f,r) je ddna. Bez ijmy na obecnosti Ize predpokladat, ze r < 1. Pak B(f, ) C
B, (f,r). Vskutku, je-li g € B(f, 5), pak

<r<l1, zxzelX.

N3

w(f.9) = sup{o(f(x), g(a)); = € X} < sup{p(f(x), g(x)); @ € X} < 5 <.

Tedy g € B, (f,r).

Dostévame tak, ze systémy U, (f) a U, (f) jsou stejné pro kazdé f € F(x,Y). Topologie 7 a topologie
generovana metrikou w jsou tak téz stejné.

(b),(c): Vlastnosti (b) a (c) jsou zfejmé ekvivalentni. DokdZeme (b). Necht f € F(X,Y)\ C(X,Y). Hle-
ddme r > 0 takové, ze B(f,r) NC(X,Y) = (. Zobrazeni f nenf spojité, tedy existuje z € X a s > 0 takové,
ze f(U)\ B,(f(x),s) # 0 pro kazdé okoli U bodu x. Vezmeme r = s/3, g € B(f,r) a libovolné okoli U
bodu z. Pak existuje y € U, ze f(y) ¢ B,(f(x),s/3). Protoze p(f(x), f(v)) < p(f(x),g(x)) + pl9(z), 9(y)) +
p(g9(y), f(y)), musi byt p(g(z),g(y)) > s/3, takze g neni spojité v bodé z. O

Poznamka 1.49

Konvergence v uvedené topologii na F(X,Y) se nazyva stejnomérné konvergence, protoZe pokud f, —
f v této topologii, pak konvergence posloupnosti f,(z) — f(x) je stejné rychla pro vSechny body x €
X. Stejnomérnéa konvergence (jako kazda konvergence metrického prostoru) uréuje topologii ve smyslu, Ze
uzévér mnoziny je mnozina v8ech limitnich bodt posloupnosti z této mnoziny. To uz neplati, vezmeme-li za
konvergenci v F(X,Y) tzv. bodovou konvergenci, tj. f, — f pokud f,(z) — f(x) pro kazdé x € X. Tato
konvergence obecné neurcuje topologii v pravé uvedeném smyslu, ani kdyz vezmeme F(X). Oznacime-li
munozinu bodovych limit posloupnosti z A jako u(A), pak nemusi platit ¢tvrta vlastnost uzavéru, tj. mitize
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nastat situace u(u(A)) # u(A). To nastane napf. pro A = C([0,1]). H.Lebesgue dokonce v tomto pifpadé
dokézal, ze ug(A) # uq(A) pro zédné 8 < a < wy, kde definujeme ug(A) = u(A), ua(A) = u(U{us(4); 8 <
a}. Funkce z u,(A) se nazyvaji funkce a-té Baireovy t¥idy.

1.7 Oddélovaci axiomy

Pro zajisténi dostatetné pestrosti systému otevienych mnozin zavadime pojmy, které nadm oddéluji body
resp. uzaviené mnoziny pomoci otevienych mnozin. Jde o zékladni pfiblizeni k metrizovatelnosti, protoze
vSechny uvedené definice jsou v metrizovatelnych prostorech splnény. Oznaceni nasledujicich pojma méa svoji
tradici vychézejici z minulosti, proto pisobi lehce nesystematicky.

Nejdfive uvedeme obecné pojmy a jednoduché vztahy a vlastnosti, poté v jednotlivych ¢astech specialni

vvvvvv

a slozitéjsi vlastnosti.

Definice 1.50. Oddélovani bodu 1
Topologicky prostor X se nazyva

e Ty, pokud pro kazdé ruzné body x,y € X existuje oteviena U, ze |[U N{x,y}| =1,

e T3, pokud pro kazdé rtizné body z,y € X existuje oteviena U, 7e x € U ay ¢ U,

e T (nebo Hausdorffiv), pokud pro kazdé rizné body x,y € X existuji oteviené disjunktni mnoziny U,
VizexeU,yeV,

e reguldrni, pokud pro kazdou uzavienou F C X a bod z € X \ F existuji oteviené disjunktni mnoZziny

U,V,zexecUaFCV,

e normdlng, pokud pro kazdé dvé disjunktni uzaviené mnoziny F, F existuji disjunktni oteviené mnoziny
U, V,zeECUaFcCV. 0

Zda se, ze postupné jsou vlastnosti silnéjsi a silnéjsi, ale zcela tomu tak neni, protoze v regularité a
normalité vystupuji uzaviené mnoziny, kdezto v piredchozich vlastnostech uzavienost bodi neni zminéna.
Proto se dodefinovavé regularita a normalita za predpokladu uzavienosti bodu.

Definice 1.51. Oddélovani bodu 2
Topologicky prostor X se nazyva

e T3, pokud je regularni a 77,

e Ty, pokud je normélni a T7. O

V pripadé axiomi T, 75, T, mluvime o tom, Zze dvojice otevienych mnozin oddéluje dvojici bodi, resp.
bod a uzavienou mnozinu, resp. dvé uzaviené mnoziny.

Plati jedno diilezité pozorovani:

Je-li (X, 1) Ty-prostor, i=0,1,2, pak kazdy prostor (X,0),0 D T, je také T;-prostor.

vvvvvv

Hausdorff ve své knize v r.1914 jako jeden z axiomu topologickych prostort (pomoci soustav okoli). Také
u ostatnich oddélovacich axiomii jsou znamy jejich ,,objevitelé“, ale pfislusna jména se neuzivaji (vyjimku
pozname pozdéji u dalsiho oddélovaciho axiomu). Napf. Tp-prostory se pfipisuji A.Kolmogorovovi, nor-
maélni prostory se nezavisle v pribéhu let 1921-1924 objevily u L.Vietorise, H.Tietzeho a P.s.Aleksandrova
s P.S.Urysohnem, ktefi dokazali nejdulezitéjsi vysledky o normalnich prostorech.

Nasledujici priklady jsou jednoduché a vysledky plynou pifimo z popisu téchto prostort. Nékteré z uve-
denych prostort maji silnéjsi vlastnosti, napt. jsou normalni, to uz ale neni jednoduché, jak uvidime pozdéji.

Priklady 1.52. Jednoduché priklady oddélovacich axiomu
1. Diskrétni prostory jsou Ty.
2. Indiskrétni prostory jsou normalni i regularni a, pokud jsou aspon dvoubodové, nejsou Ty,

3. Sierpiniského prostor Sy je Tg a neni T, je norméalni (nemé dvé disjunktni neprazdné uzaviené mnoZziny)
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a neni regularni (bod 1 nelze oddélit od uzaviené mnoziny {0}).

4. Prostory s ko-konecnou topologii jsou T a, jsou-li nekone¢né, nejsou Ts. Nekoneéna mnozina X s ko-
konecénou topologii z Piikladu 3) je Th (doplitky koneénych mnoZin jsou oteviené, takze kazdy bod je
uzavieny), ale neni Ty (okoli jsou dopliiky kone¢nych mnoZin, takZe prinik dvou okoli jakychkoli dvou boda
mé4 za doplnék kone¢nou mnozZinu a tedy je neprazdny). Koneény ko-koneény prostor je diskrétni.

Doplnime, Ze prostory s ko-kone¢nou topologii jsou nejmensimi topologiemi na dané mnoziné, které jsou T;.
Je to proto, Ze maji za uzavienou bazi v8echny kone¢né podmnoziny a cely prostor. Striktné mensi topologie
tedy bude obsahovat bod z, ktery neni uzavieny, jeho uzavér obsahuje jiny bod y a kazdé okoli bodu y tedy
obsahuje z, coz je negace Ti-axiomu. Proto se prostory s ko-kone¢nou topologii nazyvaji hrubé T;-prostory.

5. Usporadatelné i zobecnéné usporadatelné prostory jsou Ty (pozdé&ji ukdZeme, Ze jsou normélni).
6. Metrizovatelné prostory jsou Ts (pozdéji ukdZeme, Ze jsou norméalni).
7. Nuldimenzionalni prostory jsou regularni (pozdéji ukdZeme, Ze nemusi byt normalni).

8. Prostory s jednim hromadnym bodem jsou Ty, regularni i normélni, protoze pokud uvedeny hromadny
bod nelezi v uzavirené mnozing, je ta uzaviena mnozina obojetna. TakZe prostory urcené filtrem jsou norméalni
(napft. v&jir, N¢). Jsou Ty pravé kdyz definujici filtr je volny.

9. Isbelliv-Mrowkiv prostor je T3, protoZe je T a je nuldimenzionalni (pozdéji ukdZeme, Ze nemusi byt
normalni). O

Nasledujici lemma budeme ¢asto pouzivat automaticky.
Lemma 1.53. Jednoduché popisy oddélovani
At X je topologickyj prostor. Pak plati:
(a) Ndsledugici tvrzend jsou ekvivalentni.
(ai) Topologicky prostor X je Tj.
(aii) Kazdd jednoprvkovd podmnozina X je uzaviend.
(aiii) KaZdd konecnd podmnoZina X je uzavrend.
(b) Ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentnd.

(bi) Topologicky prostor X je Ts.

(bii) Yo,y € X rizné U cU(x): 2 €U ay ¢ U.
(¢) Ndsledujici turzent jsou ekvivalentnd.

(ci) Topologicky prostor X je reguldrnd.

cii) Vo € XVU € U(x)IV € U(x): V C U.

(cii)
(d) Ndsledujici tvrzend jsou ekvivalentnd.

1) Topologicky prostor X je mormdini.
di) Topologick X l
(dii) YV C X otevienou VE C V uzavienou 3U C X oteviend, e ECU Cc U C V.

Diikaz. (a)(ail) = (aii): Je-li {z} jednoprvkovd mnozina v X a y € X \ {z}, pak dle (ai) existuje oteviend
U, C X takova, ze y € Uy a « ¢ Uy. Tedy

X\eb= U U,

yeX\{z}

je oteviend mnozina, tj. {z} je uzaviens.

(ail) = (aiii): Indukei dokdzeme, Ze pro kazdé n € N je n-prvkovd podmnozina X uzaviend. Pron =1
toto vime z (aii). Pfedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro n € N. Pokud {x1,...,2Zn, Zny1} je n + 1-prvkovd
mnozina, pak Y = {z1,...,z,} je uzaviend z indukéniho predpokladu. Jelikoz {x, 41} je uzaviend z (aii), je
i mnozina X =Y U {x,11} uzaviend.
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(aiii) = (ai): Necht z,y € X jsou rtzné body. Jelikoz {z} je uzaviend mnozina dle (aiii) a y ¢ {z},
existuje oteviend mnozina U C X takova, 7e x ¢ U ay € U. Tedy X je Ti.

(b)(bi) = (bii): Méjme dva rizné body x,y € X ddny. Nalezneme U, V' C X oteviené disjunktni takové,
zexeUayeV.PakUCX\V,atedyUCX\V=X\V,tj.y¢U.

(bii) = (bi): Mé&jme opét dva rtzné body z,y € X dény. Nalezneme U € U(x) takovou, ze z € U a
y¢U.Pak V=X \U splijey € VaVnNU ={. Tedy X je Hausdorfftv.

(c)(ci) = (cii): Méjme z € X a U € U(z) ddny. Vezméme W € 7 spliujici x € W C U. Pak F = X\ W
je uzaviend mnozina neobsahujici bod z. Tedy existuji oteviené disjunktni mnoziny V, H C X takové, ze
zeValF CH.Pak

VCX\H=X\HCX\F=WcU.

(d)(di) = (dii) Je-li X normélni a V oteviend, E C V uzaviend, pak E a X \V jsou disjunktni uzaviené,
tedy z normality existuji oteviené disjunktni mnoziny U, W, ze £ C Ua X \V C W. Nyni U C X \ W.
Mnozina X \ W je uzaviend, tedy U C X \W C V.

(di) = (diii): Méjme uzavfené disjunktni mnoziny £, . Méme, ze E C X\ F' a X\ F' je oteviend. Tedy
existuje oteviend mnozina U,7%e ECU CUCX\F.Nyni ECU a F C X\U a U, X \U jsou disjunktni
oteviené mnoziny. O

7 definic je snadno vidét, ze plati implikace Ty — T3 — T, — 11 = Tj. Zadnou z uvedenych
implikaci nelze obratit. Uvedme protiptiklady na jednotlivé implikace.

Priklady 1.54. Protipfiklady na oddélovani

1. Priklady ukazuji, ze Ty # Ty (Sierpiriského prostor) a Ty # T (ko-koneéna topologie na nekone¢ném
prostoru).

2. TQ 7é> T32
Uvazujme mnozinu X = R a mnozinu Z = {; k € Z\ {0}}. Pro kazdé z € X polozme

o @ DL, 2 e X\ {0},
o) {«—;,m\zml, e

Pak systém {B(x)}rex spliuje pozadavky (O1)-(03) z Tvrzeni [1.11] takZe generuje na X jednozna¢né
uréenou topologii 7. Prostor (X, 7) je Ta-prostor (jeho topologie je v&tsi nez obvykla topologie na R), ktery
neni T, protoZze uzévéry bazovych okoli bodu 0 jsou intervaly [z — =,z + %] a ty nejsou bazi v U(0).

3. T3 7$ T4I

(J.Thomas (1969)) Originalni piiklad nepatrné zménime kviili vhodngjsimu vyobrazeni. At X = ([0, 1] x
(@n0,1])) \ {(0,0)} s nasledujici topologii. Body (z,y) € X,z > 0,y > 0, jsou izolované. Body (a,0)
maji za okoli mnoziny {(a,y); 0 < y < z},z € (0,1) (svisla Cervena usetka na obrazku), Body (0,b)
maji za okoli mnoziny ([0,1] x {b}) \ K, |K| < w (vodorovna modra tsetka na obrazku bez vyznacenych
bodit). Prostor X je nuldimenzionalni a Ty, takZe je T3. UkdZeme, Ze neni normalni. Nelze oddélit uzaviené
mnoziny A = (0,1] x {0} a B = {0} x (Q N (0,1]) nebot kazdé oteviené okoli U(B) mnoziny B ma za
doplnék v (0, 1] x (QN (0, 1]) spocetnou mnozinu a kazdé okoli U(A) mnoziny A spliwje, Ze prinik U(A) a
(0,1] x (@QN(0,1]) je nespoletny. O



34 Kapitola 1. Zakladni topologické pojmy

U(h§<\/ u@)
b \/c o o o

0 A a 1

Prejdeme k hlubsim tvrzenim. Nasledujici oddélovani je dobfe zndmé z teorie metrickych prostort.

Tvrzeni 1.55. Metrizovatelné prostory jsou normalni
V kaZdém metrizovatelném prostoru X existuje pro kaZdou dvojici disjunktnich uzavicengch mnozZin £ a F
spojitd funkce f: X —[0,1], Ze f(F) C {0} a f(F) C {1}. Metrizovatelné prostory jsou tedy Ty.

Diikaz. At p je metrika na X, kterd generuje uvazovanou topologii. Definujme

(z,E) :
f(z) = p(x,g) oz F) (1.2) |eq:distance

Jelikoz funkce z — p(z, A) pro A C X neprazdnou je 1-lipschitzovskd, a tedy spojitd, sestava vzorec pro f
ze spojitych zobrazeni. Navic vime, ze dist(z, A) = 0, pravé kdyz z € A. Tedy jmenovatel v (1.2)) je kladnd
funkce. Proto je f spojitd funkce. Nynf oteviené mnoziny {z € X; f(z) < 3} a {z € X; f(z) > 1} oddéluji
FEalkF. O

Predchozi tvrzeni se zda byt silnéjsi nez normalita, protoze oddéluje disjunktni uzaviené mnoziny v
metrizovatelném prostoru spojitou funkci. P.S.Urysohn (1924) ukézal, Ze tyto dvé vlastnosti jsou v normalnich
prostorech ekvivalentni. Je to velice silné tvrzeni.

Véta 1.56. Urysohnovo lemma

Topologicky prostor X je normding, prdve kdyZ pro kazdé dvé disjunktni uzaviené mnozZiny A a B existuje
spojitd funkce f: X —[0,1], Ze f(A) C {0} a f(B) C {1}.

Diikaz. Pro kazdé raciondlni ¢islo r € [0, 1] nalezneme otevienou mnozinu V,. C X tak, ze plati
(1) V;. C V,u, pokud r < 1/;
(2) AcVpaBcC X\ W.

Mnoziny {V,} nalezneme induktivné. Polozme m = 0, ro = 1 a uspofddejme raciondlni ¢isla v (0,1) do
prosté posloupnosti r3, 74,75, . ...

Nejprve nalezneme U C X otevienou takovou, ze A C U C U C X \ B a polozime Vo = U, V; = X \ B.
Zjevné Vi C Vy. Pak (2) je splnéna, stejné jako podminka

(3k) Vi, C Vi, kdykoliv r; <rjai,j<k,

pro k = 2.
Necht nyni{ mnoziny V., pro ¢ < n jsou pro néjaké n > 2 definovany tak, ze spliuji (3,,). Necht r; €
{r1,...,mn} je vybréno tak, Ze se jedna z téchto ¢isel o nejblizsi ¢islo k r, 4 zleva; podobné necht r,, €

{r1,...,r} je ¢islo nejblizsi k ry, .1 z {r1,...,r,} zprava. Pak diky 7, < r,, z (3,,) plyne inkluze V,, C V..
Necht U je oteviend mnozina spliujici V,,, C U C U C V,,,, pak polozenim V. +1 = U obdrzime posloupnost
Vs oo Voo, splnujict (3,41). Tim je induktivni konstrukce ukoncena.

Polozime

inf{r; e V,.}, x €V,
flay = M } '
1, x e X\V.
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Z (2) plyne f(A) C {0} a f(B) C {1}, je tedy tfeba dokdzat spojitost f. K tomuto staci ovéfit, ze vzory
intervalti [0,a) a [b,1) jsou oteviené v X pro kazdé a <1ab>0.
Jelikoz plati f(z) < a pravé tehdy, kdyZz existuje r < a raciondlni spliujici € V;., mame

740,a)) = U{VT; r < a racionalni},

coz je oteviend mnozina.
Déle f(z) > b, pravé kdyz existuje r’ > b raciondlni takové, ze X ¢ V... To vSak dle (1) znamend, ze
existuje r > b raciondlni spliujici = ¢ V.. Tedy

FH(b,1]) = U{X \ V;; 7> bracionaln{} = X \ ﬂ{W, ; 7> b raciondlni}

je téz oteviend mnozina. Funkce f je tak spojitd, coz dokazuje prvni implikaci.
Obracena implikace je snadna stejné jako v Tvrzeni [I.55 o normalité metrizovatelnych prostorti. O

Poznamka 1.57

Z Urysohnova lematu snadno plyne, ze pro a < b v R a dvé disjunktni uzaviené mnoziny A, B v normalnim
prostoru X existuje spojita funkee f: X — [a,b] takova, ze f(A) C {a} a f(B) C {b}. Vskutku, zkonstruu-
jeme funkei g: X — [0, 1] jako ve Vé&té a sloZime ji s rostoucim homeomorfizmem g: [0, 1] — [a, ].

Vznika otéazka, zda i pro regularni prostory je oddélovani bodu od uzaviené mnoZziny otevienymi mnozi-
nami ekvivalentni oddélovani pomoci spojitych funkci. Nésledujici pfiklad ukazuje, ze tomu tak neni.

Piiklad 1.58. A.Mysior (1981)
At X je mnozina Xo U {oo}, kde Xo = {(z,y) € R?; y > 0}, s topologii definovanou nasledovné.

e Kazdy bod (z,y) € X, kde y > 0, je izolovany.
e Pro bod z = (z,0) definujeme
Ai(z) ={(z,y); 0<y <2} As(z) ={(z+yy); 0<y<2}
Baze okoli bodu z pak sestava z mnozin

(A1(2) UAs())\ K, |K|<w,z¢K.

e Bize okoli bodu oo pak sestava z mnozin Uy, , = {00} U {(z,y) € Xo; © >n}, neN.

Na obrazku je okoli bodu s kone¢né mnoha odstranénymi body jen pro bod (0,0), u ostatnich by to bylo
podobné.

Bazova okoli bodii z {(x,y) € R? y > 0} jsou obojetna, a U ni2 C Uson, takZe kazdy bod je uzavieny a
ma& bazi uzavienych okoli. Tudiz X je Ts.

Oznatme L; = {(z,0) € Xo; i — 1 <z <1}, ¢ € N. Pak L; je uzavienad mnoZina. UvaZzujme spojitou funkci
f:+ X —[0,1] spliwjici f(L1) = {0}. UkaZeme, Ze také f(oco) = 0, coZ znamen4, Ze L; nelze oddélit od bodu
oo spojitou funkei, tj. X neni uplné regularni.

Abychom toho dosahli, dokaZeme indukei, Ze pro kazdé i € N je mnozina K; = {z € L;; f(z) = 0} nekone¢na.
Tvrzeni zfejmé plati pro ¢ = 1. Predpokladejme nyni jeho platnost pro néjaké ¢ € N. Nejprve nalezneme
spocetnou nekone¢nou mnozinu K; C K;. Pak ze spojitosti f v bodé z € K] plyne existence spodetné
mnoziny Ag(z) C A2(z) takové, ze f =0 na As(z) \ Ao(z). Pak je mnozina

A=p, (U{Ao(z); z € Ké})

spocetné (zde p,, znadi projekei roviny na prvni souradnici). Uvazujme nyni libovolné ¢ € L; 1\ A. Necht U €
U(t) je libovolné okoli. Pak existuje z € K| takové, ze A1 (t)N(A2(2)\Ao(2)) # 0. Vskutku, necht F' je koneéna
mnozina splitujici A1 (¢) \ F' C U. Pak pouze koneéné mnoho z € K/ spliwuje (A1 () \ F)N(A2(2)\ Ao(z)) = 0,
tedy existuje z € K| takove, ze (A1(t) \ F) N (Aa(2) \ Ao(2)) # 0. Pak oviem U N (A2(2) \ Ao(2)) # 0, coz
jsem chtéli ovérit.

Tedy kazdé okoli t obsahuje bod, ve kterém se f nuluje. Ze spojitosti f tak plyne f(¢) = 0 pro kazdée
t € Lipq \ A. Jelikoz je A spoCetnd, je mnoZina K; 1 nekonecna.

Nyni jiz vidime, Ze kazdé okoli bodu oo obsahuje bod, ve kterém je f nulova. Ze spojitosti f pak plyne

f(o0) =0. O
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1.7.1 Uplné regularni prostory

7Z predchozich priklada vyplyva, Ze je vhodné zavést i t¥idy prostort pomoci oddélovani spojitymi funkcemi.
Lze op&t oddé&lovat jen dva rizné body (dostanou se tzv. uplné Hausdorffovy prostory — nejsou vSak prilis
pouzivané) nebo body a uzaviené mnoZiny. Oddélovani dvou uzavfenych mnoZin, jak vime z Urysohnova
lemmatu, nic nového nepfinese.

Definice 1.59. Uplné regularni prostory

Topologicky prostor X se nazyva uplné requldrni, jestlize pro kazdy bod x € X a uzavienou mnozinu F' C X
neobsahujici bod x existuje spojita funkce f: X — [0,1] s vlastnosti f(z) =0, f(F) C {1}.

Uplné regularni T;-prostor se nazyva Ty 1-prostor nebo Tichonoviv prostor O

Uplné regularni prostory se poprvé objevily v r. 1925 u P.S,Urysohna, velky podil na jejich zakladnich

vvvvvv

topologickych prostori, protoze jsou tizce spojeny s prostorem realnych ¢isel a metrickych prostort.

Uvedeme nékolik jednoduchych pozorovani, ktera se ¢asto hodi.
Fakt 1.60. Jednoduché vlastnosti tiplné regularnich prostoria

(a) KaZdy nuldimenziondlni prostor je tiplné requldrni. Opravdu, jestlize x ¢ F, existuje obojetna mnozina
U>z,UNF = () a funkce majici hodnotu 0 na U a 1 na dopliitku U, je spojita. Tedy diskrétni i
indiskrétni prostory jsou uplné regularni, prostory uréené filtrem jsou aplné regularni (napf¥. v&jif nebo

Ne).

(b) Kazdyj tiplné reguldrni prostor je tzv. symetricky (pro x,y v prostoru plati implikace x € @ = Yy €
{x}), coz normdlni prostor nemust spliiovat (nap¥. Sierpinského prostor, takZe normalni prostor nemusi
byt tplné regularni.

(¢) Plati implikace Ty = T. 31 = T3, uplnd reqularita = regularita. Vyse jsme uvedli, Ze normalita
#+= tplnd regularita.

(d) Implikace Ty = T, 1= T3, dplnd regularita = regularita, se nedaji obrdtit. Thomastv piiklad z
3) je nuldimenzionalni, a tedy uplné regularni, ale neni normalni. Mysiorav pfiklad jeTs a

neni uplné regularni.

Diikaz. Je tieba dokézat (b). Necht tedy = € {y}. Pokud by y nebylo v uzavéru {z}, diky tiplné regularité
by existovala spojita funkce f spliujici f(y) = 0 a f({x}) = 1. Pak ovSem neni pravda, ze x € {y}, coz je
spor. Tedy y € {x}.

O

Na konci této ¢asti je uveden graficky prehled piredchozich implikaci. Nyni uvedeme nékolik specidlnich
a uziteénych vlastnosti prostort To—Ty.

Je ekvivalentni pozadovat v definici uplné regularity, aby obor hodnot funkce f byl libovolny alespon
dvoubodovy metricky prostor (X,d) a platilo f(z) ¢ f(F). Stadi vzit spojitou funkci g := {r ~ 1 —
d(r, f(F))/d(f(z), f(F))}: R — R, protoZe sloZeni g o f ma hodnotu 0 v z a 1 na F. Snadno tuto funkci
upravime pomoci maxima a minima, aby jeji obor hodnot byl [0, 1].
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Ekvivalentné muzeme pouzit formulaci, ze z € X a uzaviena mnozina F' v X neobsahujici  se daji oddélit
vzory otevienych mnozin z R pfi spojitych funkcich. UkaZeme, Ze v tomto piipadé vzory otevienych mnozin
z R (nebo z [0, 1]) tvoii otevienou bazi v X. Tyto vzory se vyskytnou ¢asto pii pouZiti uplné regularnich
prostoril, a proto maji sviiyj nazev: funkciondlné oteviené mnoZiny; jejich dopliiky, tj. vzory uzavienych
mnozin, se nazyvaji funkciondlné uzaviené mnoziny. V anglicting se pouzivaji i ndzvy cozero sets, resp. zero
sets. Jak jsme totiz vidéli v pfedchozim odstavci, funkcionalné uzaviené mnoziny jsou pravé vzory bodu 0
pii spojitych zobrazenich X — [0,1]. Tyto Gvahy shrneme.

Fakt 1.61. Jednoduché vlastnosti funkcionalné otevfenych a uzavienych mnozin

Plati nasledugjici ekvivalence pro mnoziny A v prostoru X :
(i) A je funkciondlné oteviend (resp. uzavrend);

(i1) Existuje spojité zobrazeni f : X — M do metrického prostoru a oteviend mnoZina G (resp. uzaviend
mnoZina F) v M, fe A= f~YG) (resp. A= f~1(F)).

(#ii) V predchozi polozce (ii) lze vzit za F bod z M a jeho doplnék za G.
(iv) V poloZce (ii) lze vzit M = [0,1], F = {0},G = [0,1] \ {0}.
(v) V poloZce (ii) lze vzit M = R, F = {0},G =R\ {0}.

V dtkazu budeme potfebovat snadné tvrzeni (Ditisledek [2.17) z nésledujici kapitoly, Ze pokud jsou
fyg: X — R spojita zobrazeni, jsoui f + g, f - g, max{f, g}, min{f, g} spojita zobrazeni X — R.

Diikaz. Je-li A = X nebo A = 0, je zjevné A funkciondlné oteviend mnozina a spliiuje podminky (i)-(v). V
dalsim tedy predpoklddejme, ze A je neprazdnd mnozina ruznd od X.

(i) = (v): Necht A je funkciondlné oteviend mmnozina, tedy A = f~1(G) pro G C R otevienou a
f: X — R spojité. Pak G je neprazdnd mnozina ruznd od R. Spojitd funkce p(t) = d(t,R\ G) (zde d je
standardni metrika na R) spliiuje ¢(t) =0 prot € R\ G a ¢(t) > 0 pro ¢t € G. Tedy funkce g = po f spliiuje
g(x) >0prox € Aag(x) =0proxz € X\ A. Tim je vlastnost (v) ovéfena.

(v) = (iv): Mame-li f: X — R spojité takové, ze A = f~1(R\ {0}), pak funkce g(z) = min{|f(z)|, 1},
x € X, je spojitd a splituje g(x) =0 pro z € X \ A a g(z) € (0,1] pro z € A.

Implikace (iv) = (iii) = (ii) jsou jasné.

(if) = (i): Necht f: X — M je spojité zobrazeni do metrického prostoru (M, d) a G je oteviend mnozina
v M splitujici A = f~1(G). Pak G je neprdzdnd a rtiznad od M. Uvazujme funkci g: X — R definovanou
jako g(x) = d(f(z), M\ G), z € X. Pak g je spojitd, g(z) =0 prox € X \ A a g(x) > 0 pro x € A. Tedy
A =g 1((0,)) je funkcionalné oteviend mnozina. O

Tvrzeni 1.62. Regularita pomoci regularné otevienych mnoZzin

Prostor je tupln€ requldrni, prdavé kdyZ jeho funkciondlné oteviené mmnoZiny tvoti otevienou bdzi (nebo jeho
funkciondlné uzaviené mnoZiny tvori uzavienou bdzi).

Diikaz. At X je tplné regularni prostor a B je mnozina vSech jeho funkcionalné otevienych mnozin. Soustava
B je bazi néjaké topologie na X, protoze spliiuje podminky tvrzeni podminka (B2) je trividlné splnéna,
pro U,V € B existujf spojité funkce f,g : X — [0,1], zZe U = f~1((0,1]),V = ¢g71(0) a pak UNV =
(f-9)7((0,1]), takze U NV € B. Protoze kazd4 funkciondlné otevienad mnoZina je oteviend, zbyvd ukdzat,
ze je-li ¢ € G C X,G oteviend, existuje U € B, ze x € U C G. To vsak plyne pfimo z definice tplné
regularity.

At soustava B vsech funkcionalné otevienych mmnozin v prostoru X je jeho otevienou bazi. Vezmeme
x ¢ F, kde F je uzaviend v X. Pak existuje U € B, ze x € U C X \ F, takZe existuje spojitd funkce
[:X —[0,1],z2e U = f~1((0,1]). To ale znamena, ze f(x) > 0 a f(F) C {0}, coZ je ekvivalentni pozadavku
z Definice [[L59 O

Pokud budeme v dalsim textu pouzivat Gplné regularni prostory, vétsinou budeme misto otevienych
nebo uzavienych mnozin pouzivat funkcionalné oteviené nebo uzaviené mnoziny. Tyto béze maji specifické
vlastnosti. Uvedeme je pro funkcionalné uzavené mnoziny na prostoru X (pro funkcionalné oteviené mnoziny
stadi pouzit de Morganovy vzorce).

o Kazdd funkciondlné uzavrend mnozina je Gs-mnoZina, tj. je prunikem spocetne mnoha otevrenych mno-
Zin (dokonce funkciondiné oteviengich mmozin). Je-li totiz F = f~1(0), je F =0, f~*((=1/n,1/n)).
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o Sjednoceni konecné mnoha funkciondlné uzavrenych mnozin je funkciondlné uzavreny. At F; = f;l(O),i =
1,2 pro fz X = [0, 1] Pak Fi U F, = (fl : f2>_1(0).

e Prunik spocetné mnoha funkciondlné uzavrenych mnozin je funkciondlné uzavreny. Opravdu, vezmeme
F, = f,%0),n € N pro spojitd f, : X — [0,1], Pak zobrazeni f = > min{f,,27"} je spojité a
F7H0) =N Fa.

V metrizovatelnych prostorech je kazda uzaviena mnozina funkcionalng uzavienou (nebot pro F' C (X, d)
uzavienou je F = f~1(0), kde f(x) = d(x,F), # € X), v obecnych topologickych prostorech to vSak
neplati. Napf. v nespocetném X s ko-koneénou topologii jsou netrivialni oteviené mnoziny dopliky konec¢nych
mnozin, takze jejich spocetné pruniky jsou dopliikem nejvyse spocetnych mnozin, kdezto koneéné mnoziny
maji doplitky nespocetné, a tedy nejsou Gs.

Sjednoceni nekonecné mnoha funkcionalné uzavienych mnozin nemusi byt uzavienou mnoZinou, napii-
klad. v R je Q spocetné sjednoceni bodt, a Q neni ani uzavienou mnoZinou.

Prinik nespocetné mnoha funkcionalné uzavienych mnozin nemusi byt funkcionalné uzavieny. Napf.
mnoZina wy + 1 s topologii uréenou filtrem F v bodé wq, kde F ma za bazi intervaly (a,wi],a € wy. Pak
kazdy prvek z F je funkcionalné uzavieny (je obojetnou mnozinou), prinik uvedené baze filtru je bod wy,
ktery ale neni Gs-mnozinou, takze neni funkcionalné uzavieny.

1.7.2 Hausdorffovy prostory

K pfedchozim jednoduchym vlastnostem piidame nékolik vlastnosti Hausdorffovych prostort ukazujicich
jednoznacnosti, které v T prostorech neplati. Pozd€&ji pozname jejich dulezitost.

Tvrzeni 1.63. Jednoznaénost limity usmérnéného souboru

Prostor X je Hausdorffiv, pravé kdyz kaZdy usmeérnény soubor md nejvyse jednu limitu.

Diikaz. At pro spor (z;)ier je usmérnény soubor a z, y jsou jeho ruzné limity. Prostor X je Hausdorffuv, tedy
existuji oteviené disjunktni mnoziny U a V, ze x € U a y € V. Z definice limity existuji ¢, jo € I, Ze pro
it>dpaj>jojex; €U ax; € V. Mnozina (I, <) je usmérnénd, tedy existuje k € I, ze k > iy a k > jo.
Nyni ovSem x; € U NV, coz je spor s disjunktnosti.

Nyni pfedpoklddejme, ze X neni Hausdorffuv a 7ze x,y € X je ta dvojice ruznych bodu, které nejdou
oddélit disjunktnimi otevienymi mnozinami. Uvazujme usmérnénou mnozinu (U (z) xU(y), <), kde (A, B) <
(U, V), pravé kdyz A D U a B D V. Pro kazdé (U,V) € U(z) x U(y) zvolime néjaky bod z vy € UNV.
Usmérnény soubor {zy,v); (U, V) € U(x) x U(y)} konverguje jak k bodu z, tak k bodu y. O

Tvrzeni 1.64. Rovnost zobrazeni
At XY jsou topologické prostory a f,g: X — Y spojitd zobrazeni. Pokud Y je Hausdorffiv, pak {x € X;
f(z) = g(x)} je uzaviend.

Diikaz. Je-li x € X takové, ze f(x) # g(x), pak existuji oteviené disjunktni mnoziny U, V' oddélujici f(x) od
g(z). Polozme W = f=Y(U) N g~ (V). Z¥ejmé f(W) N g(W) = 0, tedy W je okoli x disjunktni s {z € X;
f(z) =g(z)}. 0

Diisledek 1.65. Uzavienost retraktu
Necht podmnozina A Hausdorffova prostoru X je jeho retraktem. Pak A je uzaviend mnoZina.

Diikaz. At f: X — A je spojité zobrazeni a f|4 = Ids.Pak A = {2z € X; f(x) = Idx(z)}. Podle pfedchoziho
tvrzeni je A uzaviend v X, nebot X je Hausdorffuv prostor. O

Dusledek 1.66. Jednoznacnost spojitého rozsireni

Je-li X topologicky prostor, Y Hausdorffiv topologicky prostor a f: X — Y spojité a S C X hustd, pak
funkce f|s md jediné spojité rozsiteni na celé X.

Diikaz. Je-li g: X — Y spojité zobrazeni shodujici se s f na S, pak mnozina {x € X; f(z) = g(x)} obsahuje
S, a tedy je husta v X. Navic podle Tvrzeni je i uzavrena. Tedy se musi rovnat X. O
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Tvrzeni 1.67. Velikost Hausdorffova prostoru
Je-li X Haudorffiv topologicky prostor, plati | X| < 921

Diikaz. At A je hustd podmnozina v X. Kazdému bodu =z € X prifadime soustavu 4, podmnozin A, a to
A, = {UN A; U je okoli z}. Protoze X je Hausdorffuv, je toto pfifazeni prosté. Mohutnost soustav pod-

mnozin A je vSak 92!, O

Pro Ti-prostory tvrzeni neplati: libovolné velky prostor s kokonecnou topologii mé spocetnou hustou
Cast.

1.7.3 Regularni prostory

Charakterizace regularity z Lemmatu m(c) se da vhodné preformulovat. Podmnozina A prostoru X se

nazyva requldrné oteviend (resp. reguldrné uzaviend), jestlize A = Int(A) (resp. A = Int(A)).

Fakt 1.68
Pro topologickyj prostor X jsou ndsledujici podminky ekvivalentni.

(i) Prostor X je reguldrni.
(i1) Kazdy bod prostoru X md lokdlni bdzi sloZenou z uzavienych mnoZin.

(iti) Kazdy bod prostoru X md lokdlni bazi sloZenou z requldrné uzaviengch mnoZin.

Diikaz. (i) = (ii): Uvazujme pro z € X systém V(z) = {U; U € U(z)}. Pak V(z) C U(x) a dle Lem-
matu [1.53|(c) tvori lokdlni bazi v z.

(if) = (iii): Uvazujme x € X a U € U(x). Dle (ii) nalezneme F' C X uzavienou takovou, ze z € Int F' C
F CU. Pak H = Int F je regularné uzaviena, nebot

Int(H) = Int(nt F) C It F = Int F = H

Int(H) = Int(Int F) D Int(Int F) = Int F' = H.

Navic H € U(z) a H C U. Tedy reguldrné uzaviené mnoZiny tvoi{ lokaln{ bézi v x.
(iif) = (i): Jsou-li z € X a U € U(x) dény, pak existuje dle (ii) reguldrné uzaviend mnozina H € U(z)
spliiujici H C U. Dle Lemmatu [1.53|(c) je X reguldrni. O

Nasledujici tvrzeni se asto pouZiva pii rozsifovani zobrazeni z A na A. Zna¢né zjednodusuje dikaz
spojitosti rozsifeni, protoZe neni nutné dbat na hodnoty zobrazeni v dalsich pfidanych bodech k A.

Tvrzeni 1.69. Regularita a rosifeni zobrazeni

At X je requldrni prostor, A je hustd podmnoZina prostoru Z a f: Z — X je spojité na A vzhledem k A.
Pak f je spojité na Z, jestlize pro kaZdy bod z € Z \ A je [ spojité v bodé z vzhledem k mnoziné AU {z}.

Diikaz. Musime dokézat, ze za uvedenych predpokladu je f spojité v x vzhledem k mnoziné Z. Vezmeme
okolf U bodu f(z) a najdeme okoli V bodu f(z) takové, ze V C U. Existuje oteviené okoli W bodu z takové,
ze f(WNA) C V. Protoze A je husty v Z, je W C W N A. Vezméme z € W libovolné. Pak z € ANW,
takze existuje usmérnény soubor {a;} v ANW konvergujici k z. Ze spojitosti f na AU{z} plyne, Ze f(z) je
limita {f(a;)}. Tedy f(2) € f(WNA) CV CU. Tedy f(W) C U a diikaz je tak hotov. O

Uvedli jsme piiklad regularniho prostoru, v ném?7 existuje uzaviena mnoZzina F a bod x ¢ F, Ze pro
kazdou spojitou funkef je f(x) € f(X). Odtud vyplyva, Ze je-li funkce na F konstantni, ma stejnou hodnotu
i v bodé z. Pomoci jistych konstrukei s timto nebo podobnym prostorem lze sestrojit regularni prostor, na
némyz je kazda spojita realna funkce konstantni. Jednim z prvnich, kdo takovy prostor sestrojil, byl J.Novak
v 1.1948. H.Herrlich (1965) dokonce ukéazal, Ze pro kazdy T-prostor Y existuje aspoit dvoubodovy regularni
prostor X, Ze kazdé spojité zobrazeni X do Y je konstantni.

1.7.4 Normalni prostory

Jednim z velmi dilezitych pouziti Urysohnova lemmatu je zobecnéni Tietzovy rozsifovaci véty z metrickych
prostorti na normalni prostory. Dikaz pouziva zcela jiné metody nez byly pouzity v diikazech Tietzovy véty.
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Véta 1.70. Tietzeova-Urysohnova roSifovaci véta

Je-li X normdlni prostor a F' C X uzaviend, pak lze kaZdou spojitou funkci f: F — R spojité rozsirit na
celé X, tedy existuje spojitd funkce f: X — R, Ze flp = f.

Diikaz. Nejprve ukazeme platnost nasledujiciho pozorovani:

Ke kazdé spojité funkci g: F — [—c, ] existuje spojitd funkce §: X — [—£, ], Ze |g(z) — g(z)| < 2c pro
kazdé x € F.

Pro ovéfeni tohoto faktu uvazujme mnoziny £ = {r € F; g(z) < -5} a H = {z € I; g(x) > 5}, coz
jsou zfejmé uzaviené a disjunktni mnoziny v X. Muzeme tedy podle Urysohnova lemmatu najit spojitou
funkci h: X — [-1,1] takovou, ze h(E) C {—1}, h(H) C {1}. Polozime g = £h. Pak pro x € F plati
9() — 9(2)] < Ze.

Nyni ukéZeme, Ze lze spojité rozsitit kazdou funkci f: F — [—1,1]. Indukei najdeme spojité funkce
gn: X = R, n €N, takové, Ze sup,¢ x |gn(z)| < % (%)n_l aprokazdé x € FaneNje

@)

Polozme g; = f. Jsou-li g1, ..., g, zndmé, najdeme g, diky pozorovani k funkci f — S, gi ziZené na F
a konstantou ¢ = (2)".

Polozme fn = Z?zl gi a f = 221 gi, coz je stejnomérné konvergentni fada z Weierstrassova kriteria.
Podle Tvrzenije f spojita. Navic pro z € F je |f(z) — f(z)| = | f(x) —lim fi(z)] = lim | f(z) — f;(x)| = 0.
Tedy opravdu f rozsituje f.

Je-linyni f: F — R spojitd, najdéme nejprve homeomorfismus h: R — (—1,1). Nyni hof: F — (—1,1) C
[—1,1], tedy existuje spojité rozsifeni v: X — [—1,1] pro funkci ho f. At E = v~1({-1,1}). MnoZiny F a
F jsou uzaviené a disjunktni, tedy existuje spojitd funkce m: X — [0,1], ze m(E) C {0} a m(F) C {1}.
Sou¢inova funkce m - v: X — (—1,1) se shoduje s ho f na F. Tedy funkce h™! o (m - v) je hledané spojité
rozsifeni funkce f. O

‘f(l") - Zgi(v’ﬂ)

Jestlize kazda (resp. spojitd omezend) redlnd spojitd funkce na podprostoru A v X se da rozsifit na
spojitou funkci na X, fikame, ze A je C-vnofeny (resp. C*-vnofeny) v X. Pfedchozi tvrzeni tedy fika, Ze
kazda uzaviena podmnoZina normalniho prostor je v ném C-vnofené.

V prvni ¢asti ditkazu je potieba, Ze kazdé dva disjunktni vzory v F uzavienych mnozin z [0, 1] je moZné
oddglit spojitou funkei v celém X (uzavienost F neni potfeba). Piipometime (1.61), Ze dvé mnoziny A, B v
prostoru X se nazyvaji funkcionalné oddélitelné, jestlize jsou ¢asti dvou disjunktnich funkcionalné uzavienych
mnoZin (t]. existuje spojita funkce f: X — [0,1] takova, ze f(A) C {0}, f(B) C {1}). Ditkaz Véty [L.70] tedy
dava nasledujici jednu implikaci v nasledujicim tvrzeni (druha implikace je trivialni).

Véta 1.71. Charakterizace C*-vnoteni
Podmnozina F prostoru X je C*-vnofend pravé kdyz kazdé dvé mnoziny funkciondlné oddélitelné v F jsou
funkciondlné oddélitelné v X.

Druha ¢ast dikazu dopliuje, Ze je-li F' C*-vnoreny v X a lze funkcionalné v X oddélit F' od funkcionélné
uzavienych mnozin disjunktnich s F', je F' dokonce C-vnofeny. Dokézeme i opa¢né tvrzeni.

Véta 1.72. C-vnofeni versus C*-vnofreni
Podmnozina FF C X je C-vnofend v prostoru X prdvé kdyZ je v ném C*-vnotend a kazZdd funkciondlné
uzaviend mnozin v X disjunktni s F' lze od f funkciondlné oddélit.

Diikaz. Staci ukdzat, ze pokud je F' je C-vnoiend v X a A je funkciondlné uzaviend vX, AN F = (), existuje
spojita funkce f : X — [0,1] s hodnotou 0 na A a s hodnotou 1 na F. Existuje spojitd funkce g: X — [0, 1],
7e A = g—1(0). Funkce 1/g je spojita na F a lze ji tedy rozsfiit spojité na funkci A na X. Potom f =g-h
mé pozadované vlastnosti. O

Je ziejmé, Ze z Urysohnovy rozsifovaci véty plyne Urysohnovo lemma. Pozdéji dokdZeme predchozi tvrzeni
jako dusledek Stoneovy-Weierstrassovy véty a tim dostaneme jako jednoduchy dusledek i Urysohnovo lemma.

Urysohnova rozsifovaci véta lze pouzit k diukazu, Ze nékteré prostory nejsou normalni. Ukazeme dva
postupy na Isbellové-Mrowkové prostoru, pozdéji i na jinych prostorech.
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Priklad 1.73. Isbellav-Mroéowkuav prostor neni normalni

At S je skoro disjunktni soubor na N mohutnosti kontinua a X = NU S je pfislusny Isbelliv-Mrowkiv
prostor. Pak X neni normalni. O

Diikaz. Pruni dikaz: Podprostor S je uzavieny a diskrétni v X, a tedy kazd4 funkce na S je spojitd na
S. Pokud je X normélni, lze kazdou funkci na S spojité rozsitit na X, takze |C(X)| > |RS| > 227, Ale
X je separabilni, nebot N je hustd v X, a tedy |C(X)| = 2¥ (To plyne z pozorovani, Ze spojitd funkce na
X je jednozna¢né uréena svymi hodnotami na N, takze zobrazeni restrikce r: C'(X) — RY je prosté. Tedy
|C(X)| < |RN| = 2¢.) Tento spor dokazuje, ze X neni normélni. (Pouzili jsme Tietzovu-Urysohnovu vétu o
rozsitovani spojitych funkei na normélnim prostoru (vizte Vétu , ale 1ze pouzit jen Urysohnova lemmatu
o oddélovani uzavienych mnozin (Véta , protoze disjunktnich dvojic uzavienych podmnozin v S je také
kontinuum.)

Druhy dukaz: Muzeme zminit jesté jeden postup dikazu, kde mohutnost S nehraje roli, ale predpokla-
ddme maximalitu S. Opét predpokladame, Ze X je normélni. Vezmeme prostou posloupnost {S,,} v S. Pak je
mnozina Y = {S,; n € N} uzaviend v S, a tedy v X. Necht h: Y — R je definovédna jako h(S,) =n, n € N,
a necht f: X — R rozsifuje funkci h. Protoze N je hustd podmnozina v X, zizeni f na N je neomezené, a
existuje proto prostd posloupnost P = {p,} v N takovd, ze lim, o |f(pn)| = co. Protoze S je maximdlni,
existuje S € S, Ze mnozina P = {p,; n € N} spliluje |P N S| = w. Pak PN S chdpand jako posloupnost v N
konverguje k bodu S € S, limita funkce f na posloupnosti P N S je vSak nevlastn{ a rovnd se f(S) € R. A
to je spor. O

Poznamka

Rozdil v obou postupech: Prvni postup da nenormalitu X, jakmile 2/SI > 2¢  piicem? staci, ze S je skoro
disjunktni soustava (nemusi byt maximalni). Ve druhém postupu byla potifeba maximalita soustavy S, ale
nebyla potfeba jeji mohutnost (musi byt nekoneéna).

Uvedeny postup dava obecné tvrzeni (F.B.Jones, 1937): Separabilni prostor majici uzavieny diskrétni pod-
prostor mohutnosti kontinua neni normdini. Lze vzit misto mohutnosti kontinua jen mohutnost k£ > w? V
dikazu bylo potfeba nerovnost 2 < 2¢. Jakmile tato nerovnost plati, lze v tvrzeni dat x za 2“. Napf.
za hypotézy kontinua (obecnéji za Martinova axiomu) tato nerovnost vzdy plati pro £ > w. Existuji vSak
modely teorie mnozin, ve kterych existuje maximalni skoro disjunktni soustava na N mohutnosti w; < 2“ a
nas postup nelze pouzit.

Priklad 1.74. Usporadané topologické prostory jsou dédi¢né normalni

Usporadany topologicky prostor je dédi¢né normalni. O

Diikaz Rikdme, Ze dvé podmnoziny P;, P, v prostoru X jsou semiseparované, jestlize Py NPy = Py NPy = .
Dokéazeme nasledujici pozorovani.

Prostor X je dedicné normdlni, pravé kdyz kaZdé jeho dvé semiseparované podmnoziny maji disjunktni
otevrend okoli.

Predpokladejme nejprve, ze podminka v tvrzeni plati a Y C X je podprostor. Necht P;, P, C Y jsou
disjunktni uzavrené mnoziny v Y. Pak EX NP =P QEX =, tak? je Ize oddélit otevienymi mnoZinami.
Stopy téchto mnozin v Y pak oddéluji P, a P, v Y.

Predpokladejme nyni dédi¢nou normalnost prostoru X a necht Py, P, C X jsou semiseparované. Polozme

V=X\(P NP )aY =P UP,UV. Pak
P nB =P nh Ny = ((EXQEX)Q(HUPQ)> U (EXQEX0V>
= (HXOEXmPl)U(EXmEXOPg) = (P, OEX)U(EXHPQ) =0

Tedy EY a EY jsou disjunktni uzaviené mnoziny v Y. Lze je tak v Y oddélit otevienymi mnozinami,
tedy existuji oteviené Uy, Us C X splitujici Uy D P, Uy D P, a U NU;NY = 0. Polozme V; = U; NV a
Vo = U, NV. Pak Vi, V3 jsou oteviené mnoziny v X spliujici P, C V;, 1 =1, 2.

Vskutku, pokud = € P;, diky semiseparovanosti P; a P, plati z ¢ ﬁlX N EX, tedy z € V. Protoze
x € Uy, plati x € V. Analogicky bychom ovérili piipad x € Ps.

Nakonec ovéfime, ze Vi NV, = (). Skuteéné, pro ptipadny bod x € V1NV, plati z € V, tj. z ¢ EX HEX.
Déle o ¢ Y, nebot Uy N U NY = 0. Jelikoz o ¢ (P, UR,) U (X \ (P1 NP5 ), plati z € P, NPy, co? je
spor.
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Tedy Vi, Vs separuji Py a P. Tim je dukaz pozorovani dokoncen.

At (X, <) je usporadany topologicky prostor. Ukdzeme néasledujici fakt.

KazZdou mnozinu S C X je mozno vyjadrit jako sjednoceni disjunktniho systému neprdzdnych mazimdlnich
konvexnich mnoZin. Mazimdlni konvexni mnoZiny v S jsou nazjyvany konvexnimi komponentami S.

Abychom nasli ptislusny rozklad S, pro kazdé p € S uvazujeme sjednoceni S;, vSech konvexnich podmno-
zin S, které obsahuji p. Pak S, je konvexni mnozina. Vskutku, necht a,b € S, takové, ze a < b, a ¢ € (a,b)
je dano. Necht A, B C S konvexni spliujia € A, b€ B ap e AN B. Pak budto p < t, nebo p > t. V prvnim
piipadé ¢t € B, v druhém pripadé t € A. Tedy t € S, a S, je konvexni.

Déle si povSimneme, ze pokud S, NSy # 0, mdme S, = S,. Vskutku, necht ¢ € S, N S,. Pak S, S, jsou
dvé konvexni podmnoziny S obsahujici ¢, takze S, U S, C S;. Z maximality pak plyne S, = Sy = §,. Tim je
dikaz rozkladu S dokoncen.

Necht nyni A, B jsou dvé semiseparované podmnoziny X.

Krok 1. Obé mnoziny zvétsime tak, aby zustaly semiseparované a pritom mély lepsi tvar. Definujeme

:U{[a,b]; a,be A Ja,b)NB=0} a B*:U{[a,b]; a,b € B,[a,b)NA=0}.

Pak A*, B* jsou disjunktni mnoziny a A C A*, B C B*. Disjunktnost ovéfime takto: Pokud p € A* N B*,
existuji a,b € A a ¢,d € B takové, 7e p € [a,b] N [c,d] a [a,b] N B = = [¢,d] N A. Avak ani ¢, ani d nepati{
do [a, b] a podobné ani a, ani b nepati{ do [¢, d]. Tedy [a,b] N [c,d] = 0, coz je spor.

Dale A C A*, nebot pro a € A je interval [a, a] disjunktn{ s B.

Krok 2. Dokdzeme, ze mnoziny A*, B* jsou semiseparované. K tomuto t¢elu ovéiime inkluzi A* C A* UA.
Uvazujme né&jaké p ¢ A* U A. Predpokladejme nejprve, ze p neni maximalni, ani miniméalni prvek X. Pak
existuje interval (s, t) obsahujici p, ale disjunktni s A. Interval (s,¢) muze protinat interval [a,b] C A* jediné
tehdy, kdyz a,b € A a [a,b]N B = (). Pak ovem fakt (s,¢)NA = () davé, Ze (s,t) C (a,b). To oviem implikuje
p € A%, coZ je spor. Tedy (s,t) N A* = () a p ¢ A*. Podobné bychom ovéfili p¥ipad, kdy p je maximaln{ nebo
minimélni prvek X.

Tim padem méame

A*NB*C(A*UA)NB*=(A"NB*)U(ANB*) =0.

Tedy A*, B* jsou semiseparované.
Krok 3. Pisme nyni A*, B* a X \ (A* U B*) jako sjednoceni konvexnich komponent, tedy

A*=|JAs, B*=|JBs a X\(4"uB)=]0C,.

a€l BeJ veEK

Pak systém
M={As; a€l}U{Bg; feJ}U{Cy; y€ K}
je linedarné usporadand mnozina, pokud na ni uvazujeme usporadani zdédéné z X. Tedy M; < My pro
My, Ms € 9, pokud m1 < mo, kdykoliv m; € My a mo € M.
Pro a € I oznacime
= {u € X; u> a pro vSechna a € A,}.
Pak Aa mé nislednika v 9, kdykoliv A, N S, # 0. Piedpoklidejme totiz, ze prinik A, NS, je neprazdny.
Pak obsahuje pravé jeden bod p. Ten neni obsazen v B*, takze existuje okol{ (x,y) bodu p disjunktni s B*.
Pak (z,y) NSy # 0, takze (p,y) # 0. Ale (p,y) je disjunktni s A* U B*, takz existuje C,, obsahujici (p,y).
Pak toto C,, je ndslednikem A, v M. Oznacéime ho A}.
Krok 4. Pro kazdé v € K vybereme ¢y, € Cy. Tedy pokud A, N S, # (), mdme jednozna¢éné urcené
+ € CF. V tomto pifpadé polozme I, = [p,cl), kde p € A, N S,. Pokud je tento primik prazdny, polozime
o = 0. Podobné definujeme J, pomoci ostrych dolnich zavor A,, kde pouzijeme stejné body c,. Polozime

U,=J,UA,UIl,, «a€l,

Vs=JgUAgUlg, peJ
Pak U, i V3 jsou konvexni oteviené mnoziny spliujici A, C U, a Bg C V3. Pak
U=JUs a V=)V
acl peJ

jsou oteviené mnoziny obsahujici A*, respektive B*. Protoze A,NBg = 0, z konstrukce pomoci ¢, dostavame,
ze Uy NV =0. Tedy UNV =0, takz tyto mnoziny separuji A a B.
O
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Priklad 1.75. Silné nuldimezionalni prostory

V tplné regularnich prostorech oddélujeme body od uzavfenych mnoZin spojitymi funkcemi do [0, 1]. Pokud
vezmeme oddélovani bodii od uzavienych mnozin spojitymi funkcemi do {0, 1}, dostaneme nuldimenzionalni
prostory, tj. oddélovani bodt od uzavienych mnozin obojetnymi mnozinami. Nasledovat by mohlo oddé&lovani
disjunktnich uzavfenych mnoZzin obojetnymi mnozinami, tj. spojitymi funkcemi do {0,1}. To oviem bude
mozné jen v normdalnich prostorech. Rozsifime proto uvedené oddélovani na dalsi prostory. Rekneme, Ze
topologicky prostor X je siln€ nuldimenziondlng prostory, jestlize pro kazdé jeho dvé disjunktni funkcionélné
uzaviené mnoziny Fi, Fy existuje obojetnd mnozina H, ze F; C H C X \ F» (ekvivalentné: pro kazdé
dvé disjunktni funkcionalné uzaviené podmnoziny Fy, F» v X existuje spojita funkei X — {0,1} majici
hodnotu 0 na F} a 1 na Fs. Smysl ma tato definice hlavné v uplné regularnich prostorech. Ziejmé kazdy
silné nuldimenzionalni aplné regularni prostor je nuldimenzionalni. Opak neplati. P¥iklady a vlastnosti silné
nuldimenzionalnich prostort budou popsény v kapitole Dodatky. O

Priklad 1.76. Ultrametrické prostory

Jako pfiklad silné nuldimenzionélnich prostort lze uvést ultrametrizovatelné prostory. O

Dikaz. Necht F je uzaviend mnozina v ultrametrickém prostoru (X, p) a G D F je oteviend mnozina. Pak
mnozina H = {z € X; p(z,F) < p(z,X \ G)} je obojetnd mnozina a ' C H C G. Ziejmé¢ F C H C G.
Vskutku, je-li @ € F, je 0 = p(z,F) < p(z,X \ G). Déle, je-li x € H, pak pokud =z € X \ G, plati
0=p(z, X \G) < p(X, F), coz nelze. Tedy opravdu H C G.

Zbyva dokdzat, ze H je obojetnd. Protoze obé funkce x — p(z,F) a z — p(x, X \ G) jsou spojité na
X, je H oteviend. UkéZeme, ze X \ H je také oteviend mnozina. Zvolime bod z € X \ H, tj. bod spliiujic
p(z, F) > p(z,X \ G). Protoze mnozina {z € X; p(z,F) > p(z,X \ G)} je oteviend, je z vnitinim bodem
X\ H, pokud p(z, F) > p(z, X \ G). Staci tedy uvazovat piipad p(z, F') = p(z, X \ G). Oznacime toto kladné
¢islo jako r a ukdZzeme, Ze B(z,r) C X \ H.

Pro spor predpoklddejme, Ze existuje y € H N B(z,r). Tvrdime, ze B(y,r) = B(z,r). Vskutku, je-li
b € B(y,r), plati

p(b, z) <max{p(b,y), p(y,2)} <,

tedy b € B(z,r). Podobné pokud a € B(z,r), mdme

pla,y) < max{p(a, ), pla,y)} <.

tedy a € B(y,r). Proto B(z,r) = B(y,r).
Pak ovSem p(y, F') > r. Kdyby totiz existovalo ¢ € F splijici p(y, ¢) < r, platilo by

p(c, z) < max{p(c,y), py,2)} <,

tj. p(z, F) < r, coz nelze. Tedy

r < ply, F) < max{p(y, 2), p(z, F)} =

tedy p(y, F) = 1.
Uplné stejné pouzitim X \ G misto F' dostaneme p(y, X \ G) = r, coZ je spor s volbou y € H. O

Pozdgji ukazeme, Ze silné nuldimenzionalni metrizovatelny prostor je ultrametrizovatelny a ze silné nul-
dimenzionélni metrizovatelné prostory jsou usporadatelné. HElBodkaz

Normalita prostoru je definovana pomoci oddélovani uzavienych mnozin otevienymi mnozinami. Jak je
ukazéno vyse, mizeme pozadovat oddélovani i pomoci uzavérii otevienych mnozin, tedy pomoci special-
nich uzavienych mnozin. Pfejdeme-li k dopliiktim, dostaneme charakterizaci normality pomoci otevienych
mnozin. Musime se ale vyrovnat s uvedenou specidlnosti. Dostaneme kvalitativné jiny pohled i pfistup k
topologickym vlastnostem.

Je-li X normalni a Fp, F5 jsou disjunktni uzaviené mnoziny, existuji oteviené mnoziny V;,U;, i = 1,2,
takoveé, ze F; C V; C V; C U; aUyNUy = ). Oznacime G; = X \ F, i = 1,2, takze G = {G1, G2} je oteviené
pokryti X (definice vizte dale). Jestlize oznac¢ime Hy = Uy, Hy = Uy, Hy = X\ (V1UV3), dostavame oteviené
pokryti H = {H1, Hy, H3} s vlastnosti, Ze kazdé H; je ¢asti n&jakého G;. Plati vice: sjednoceni prvka z H
majicich neprazdny prunik je ¢asti néjakého prvku z G.

Tato vlastnost charakterizuje normalitu. Uvedeme ji v obecnéj$im tvaru, nejdiive vSsak pojmenujeme
pouzité vlastnosti pokryti. Formulace se zkrati a vice objasni, navic tyto pojmy pouzijeme casto v dalsich
kapitolach.
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Definice 1.77. Vlastnosti pokryti

e Rekneme, 7e soustava S podmnozin X je pokryti mnoziny X, jestlize US = X. Je-li X topologicky
prostor a vechny prvky jsou oteviené (nebo uzavi¥ené) mnoZiny, nazyvé se S oteviené (resp. uzaviené)
pokryti.

e Pokryti A mnoziny X se nazyva zjemnéni pokryti B, jestlize kazdé A € A je ¢asti nékteré mnoziny z

B.

e Pokryti A mnoziny X se nazyva hvézdovité zjemnéni pokryti B, jestlize pro kazdé x € X existuje
n&jaké B € B, ze stary(z) = U{A € A; x € A} C B.

e Pokryti A mnoziny X se nazyva silné hvézdovité zjemneénd pokryti B, jestlize pro kazdé kazdé Ag € A
existuje n&jaké B € B takoveé, Ze star4(Ao) = J{A € A; AgNA#£0} C B.

e Oteviené pokryti G; prostoru X se nazyva normdlni, jestliZe existuje posloupnost pokryti {G, }n>1, Ze

Gn+1 hvézdovité zjemnuje G, pro kazdé n > 1. 0

Uvedena zjemnéni lze definovat nejen pro pokryti, ale pro libovolné soustavy mnozin. Je také ziejmé,
jak by se definovalo P-pokryti pro néjakou vlastnost P, nebo hvézda star 4(C) pro libovolnou podmnoZzinu
CcCX.

Fakt 1.78. Jednoduché vlastnosti zjemnéni

(a) Je-li A hvézdovité zjemnéni pokryti B a B je hvézdovité zjemnéni pokryti C, je A siln€ hvézdovité
zjemnéni pokryti C.

(b) Je-li (X,d) metricky prostor, md pokryti {By(x,r)}rex pro libovolné r > 0 hvézdovité zjemnéni
{Ba(z,7/2)}rex. (Tedy kaZdé pokryti X koulemi o stejném poloméru je normdlnd.)

Dikaz. (a) Necht Ag € A je ddno. Pak pro kazdé = € Ay vybereme B, € B spliiujici star4(z) C B,. Pak
mame

star 4 (Ap) = U star 4(z) C U B,.
x€Ag z€Ag

Zvolime pevné xy € Ay. Pak pro kazdé z € Ay plati

xo € Ag C star4(z) C B,.

Tedy

U B, C starg(xg).
z€Ap

Zvolime-li tedy C € C takové, ze starg(xg) C C, dostaviame

star 4(Ag) C U B, C starg(zg) C C.
z€Ap

Tim je dtikaz (a) dokoncen.
(b) Necht B = {By(x,7)}zex a A= {B4(x, §)}sex. Déle necht z € X je ddno. Pak

r T r r
StaI‘_A(ZL') - U{Bd(yv 5)7 T € Bd(yv 5)} - U{Bd(yv 5)7 d(l’7y) < 5} C Bd(.’E,T).
Tedy i (b) plati. O
Pozdéji ukaZzeme, Ze podminka stejného poloméru ve Faktu b) se muZe vypustit.

Véta 1.79. Charakterizace normality pomoci pokryti

(a) Prostor X je normdlni, pravé kdyz pro kaZdé jeho oteviené pokryti{Gu, ...,Gn} existuje oteviené pokryti
{Hi,...,H,} takové, Ze H; C G; pro kazdéi € {1,...,n}.

(b) Prostor X je normdlni, prdvé kdyz kazdé jeho koneéné otevrené pokryti md konecné oteviené hvézdovité
zjemnéni. Konecnd oteviend pokryti normdlniho prostoru jsou proto normdlni.
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(¢) Je-li prostor X normdlni, pak pro kaZdé bodove konecné oteviené pokryti {Go; a < K} existuje oteviené
pokryti {Hy; o < k} spliiujici Hy, C Go, o < k. (Systém je bodove koneény, pokud kazdy bod prostoru
leZi jen v konecné mnoha mnoZindch systému.)

Dikaz. (a) Dokézeme, Ze normdlni prostor mé uvedenou vlastnost, opacné tvrzeni je trividlni. Vskutku,
pokud vlastnost plati a Fy, F jsou disjunktni uzaviené mnoziny v X, je {X \ F1, X \ Fa} oteviené pokryti

X. Nalezneme Hy, Hy oteviené mnoziny v X takové, ze Hy UHy = X a H, C X\ F, Hy C X\ Fy. Pak
X\H13F17X\H23F23

(X\H)N(X\ Hy) =X\ (HHUHy) = X\ X =0.

Tedy X je normaélni.

Pro dikaz obracené implikace pouzijeme indukci vzhledem k poc¢tu prvka pokryti. Tedy dokazujeme
indukci nasledujici fakt .

Je-li X normdlnt prostor a {G1,...,Gy} je oteviené pokryti X, existuje otevrené pokryti {Hy,...,H,}
prostoru X takové, ze H; C G;, i € {1,...,n}.

Pro pokryti{ o dvou prvcich {Gy,Gs} vezmeme uzaviené mnoziny F; = X \ G;, i = 1,2, které jsou
disjunktni, a existuji tedy oteviené mnoziny V; C U;, ¢ = 1,2 takové, ze Uy NUs =) a

F,cV,cV,cU;, i=1,2.
Pak H; = X \ 'V, i = 1,2, jsou hledané prvky. Vskutku,
HiUHy = (X\W)U(X\V2) =X\ (VinTe) =X \0=X,
takze {Hy, Ho} je pokryti. Déle
H=X\V,icX\Vi=X\VicX\F=G;, i=12
At nyni tvrzeni plati pro n € N\ {1} a {Gi,...,Gps1} je oteviené pokryti X. Oznacime G' = |J_, G;.

Podle prvni ¢asti dikazu existuje oteviené pokryti {H', H, 11} takové, ze H CG aHpyy CGryr. Jelikoz
je H' normdlni prostor, podle indukéniho predpokladu existuje oteviené pokryti {Uy, ..., U,} prostoru H' s

+H' 77 . 1z . . ..
vlastnost{ U; € G;,NH' C Gy, i € {1,...,n}. Pro kazdé i € {1,...,n} nalezneme otevienou mnozinu H;
v X s vlastnosti

T _
U, CH; CH; CG,.
Pak {Hy,...,Hy, Hy11} je hledané pokryti.
(b) At X je normalni prostor a G = {G|}ies je jeho oteviené konecné pokryti. Podle ¢ésti (a) nalezneme
prislusné oteviené pokryti {H;}iecs spliiujici H; C Gy, i € I. Pro J C I definujeme

m:(ﬂai)\ U

ieJ i€I\J

Ukazeme, ze systém
U={Uy; JcCI}

je oteviené pokryti, které hvézdovité zjemnuje {G;}icr. o
Je-li © € X déno, polozime J = {i € I; z € G;}. Pak z ¢ UieI\J H;. Vskutku, kdyby existovalo i € T\ J
takové, ze x € H;, pak x € Gy, tj. i € J. To je ale spor s faktem i € I\ J. Proto

xEHGl\ U E:U].

ieJ iel\J

N4&s systém U je tak oteviené pokryti.

Nyni ovéifme, Ze hvézdovité zjemiuje G. Necht = € X je ddno. Zvolime i € I spliwjici € H;. Je-li nyni
JCI,zexeUy, pak Uy C G;.

Vskutku, plati totiz i € J (kdyby i € I\ J, pak x € H; C Ui,el\(,Hiy, takze x ¢ Uy). Proto U; C G;.
JelikoZz U; obsahujici 2 bylo libovolné, mame stary (z) C G;. Dikaz je tak hotov.

Pro ditkaz opac¢ného tvrzeni vezmeme uzavrené disjunktni mnoziny Fi, Fo v X a k nim prislusné oteviené
pokryti G = {X \ F1, X \ F2}. K nému najdeme oteviené hvézdovité zjemnéni H. Mnoziny G; = stary (F;),
i = 1,2, jsou pak disjunktni oteviend okoli mnozin F; a F5.
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Vskutku, G je oteviend mnozina obsahujici F}, nebot pro kazdé x € F) existuje H € H takové, ze
x € H. Pak

x € H C stary (Fy) = Gy.

Podobné ovéiime Fy C Gs.

Predpokladejme nyni, Ze x € G1 N Gy. Pak existuji Hy, Hy € H takové, Zze H1NFy #0, HoNFy, # 0 a
x € Hi N Hs. Jelikoz je H hvézdovité zjemnéni G, pro x plati budto

stary(x) C X \ F1 nebo stary(z) C X \ Fs.

V prvnim pripadé plati vSak

X\ Fy D stary(z) D Hy,
coz je mnozina protinajici F;. Tedy mame spor. Podobné v druhém pripadé dostavame
X \ Fy D stary(z) D Ho,

coz je mnozina protinajici Fy. Tedy opét dostavame spor.
Proto G1 N G2 =0, a X je tak normAlni.

(¢c) Pokryti {Hq} o<k sestrojime transfinitni indukei podle indexti @ € k. Jako prvni krok vezmeme
uzavienou mnozinu Fp = X \ J{Ga; 0 < a < &}, kterd je casti Go, protoze {Ga}a<x je pokryti X. Diky
normalité X existuje oteviend mnozina Hy, ze Fy C Hy C Hy C Go. Potom Ho U |J{G4; 0 < a < K} = X.

Méjme sestrojeny oteviené mnoziny Hg, 3 < «, takové, ze Hg C Gg a |J{Hg; B < a}UU{G,; a <~y <
k} = X. Potom

Fa:X\(U{Hg; ﬂ<a}UU{G7; a <y <k})

je uzaviend mnozina, kterd je ¢asti G,. Existuje tedy oteviend mnoZina H, s vlastnosti F,, ¢ H, C H, C
Go. Z¥ejmé je | J{Hp; B < a}UUH{Gy; a <y <k} =X.

Tim je indukce zavrSena a zbyvd dokézat, ze |J,., Ho = X. Necht z € X lezi v mnozinich G,,,
E=1,...,n, a1 <ay <--- < . Vezmeme o € (ay, k). Protoze x € [J{Hg; B < atUU{G,; a <~y <k},
musi byt z € J{Hp; B < a}. O

Je mozné v prvni ¢asti diikazu (b) vzit (podle Urysohnova lemmatu) spojité funkce f;: X — [0, 1] majici
hodnotu 0 na H; a 1 na X \ G,. Potom d(z,y) = >, |fi(z) — fi(y)| je pseudometrika spojitd na X x X,
takZze oteviené koule v (X, d) jsou oteviené mnoZiny v X. Snadno je vidét, ze {Bg(x,1)}x zjemiiuje pokryti
{G;} (pro kazdé x € H; je By(z,1) C G;) a je normalni, takZe i pokryti {G;} je normalni. Nicméné, ziskané
normalni pokryti je obecné nekonecné. Ziskat z tohoto pokryti koneéné lze, vétSinou postupem pouzitym v
nasem dukazu.

Priklad 1.80

Uvedené charakterizace normality pomoci hvézdovitych zjemnéni koneénych otevienych pokryti nelze zobec-
nit na libovoln& nekone¢na pokryti.

Usporadany prostor w; je normalni (vizte Ptiklad . Vezmeme jeho libovolné oteviené pokryti G. Pro
kazdy limitni ordinal o € w; existuje 6, < «, Ze [0,a] C G pro n&jaké G € G. Podle Fodorovy véty je
do = 6 pro n&jaké § a nespocetné mnoho «. To znamena, Ze starg(d) D [§,w;). TakZe Zadné oteviené pokryti
prostoru wy neobsahujici ngjaky interval [0, w;) nemé oteviené hvézdovité zjemnéni (nap¥. pokryti {[0, a);
o€ wrl}). O

Mame sem dat i priklad, Ze nelze v zobecnéni 1 vypustit bodovou kone¢nost?

V nésledujicim znézornéni znac¢i ,R“ regularni, ,,UR* Gplné regularni a ,N* normalni prostory.
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KAPITOLA 2

Zakladni operace s topologickymi prostory

V teorii topologickych prostort (podobné jako napi. v teorii algebraickych struktur) je potieba znat kon-

vvvvvv

story, souciny, kvocienty a disjunktni soucty. Pozdéji se ukazalo, Ze tyto konstrukce jsou specidlnim pfipadem
obecnéjsiho piistupu. S timto obecnym pohledem za¢neme. Z uvedenych specialnich pfipadia budou pro nés

2.1 Obecné konstrukce

Definice 2.1. Usporadani topologii

At X je mnozina a 7,0 dvé topologie na X. Rekneme, Ze T je vétsi (jemnéjsi, silné€jsi) nez o, pokud 7 D 0.
Topologie o se v tom pFipadé nazyva mensi (hrubsi, slabsi). O

Je-li X mnozina, pak systém topologii na X vytvari uspofadani dané inkluzi, tedy 7 < o, pokud 7 C 0.
Tento usporadany prostor méa pak nasledujici vlastnosti.

Tvrzeni 2.2. Svaz topologii

Necht X je mnoZina a (T, <) je systém vSech topologii na X uspoiddany inkluzi.

(a) Pak (T, <) je uplny svaz, kde diskrétni topologie tvori nejuétsi prvek a indiskrétni nejmendi. Je-li {r;;
i€ l} CT, pakinfic; 7 = (), Ti asup;e; 7 je topologie, jejiz subbdzi je systém \J;c; Ti-
(b) Topologie T je vétsi nez o, prdvé kdyz identické zobrazeni Id: (X, 1) — (X, o) je spojité.

(c) At {7i; i € I} (resp. {oy; i € I}) je soubor topologii na mnoziné X (respektive Y) a f: X — Y
je zobrazend. Je-li f: (X,7;) — (Y,0;) spojité pro kaZdé i € I, pak i zobrazeni f: (X,sup;7;) —
(Y,sup;0;) a f: (X,inf;7;) — (Y,inf; 0;) jsou spojitd.

Diikaz. (a) Systém (T, <) je zjevné Casteéné uspofddand mnozina, kde diskrétni topologie je nejvétsi a
indiskrétni topologie nejmensi prvek. Méjme systém topologii {7;; i € I} v T'. Pak systém mnozin 7 = [, 7
splnuje pozadavky z Definice a tedy se jedna o prvek z T. Je-li nyni A € T splnujici A < 7, ¢ € I, pak
A< 7. Tedy 7 = inf;cr 7.

Pro odvozeni rovnosti pro supremum oznacme o topologii, jejiz subbdze je ddna systémem (J,.; 7; (ten
zjevné splnuje pozadavek Dflsledku. Pak 7; < o pro kazdé ¢ € I. Déle necht A € T spliuje A > 7, ¢ € 1.
Necht U € ¢ a x € U. Pak existuje konetné mnoho mnozin Uy, ..., U, € |J;c; 7i takové, Ze x € ﬂ?zl U; cU.
Pak Uy,...,U, € A, takze ﬂ?zl U; € A\, a U je tak v A. Proto 0 < A, coz znamend, Ze 0 = sup;c; 7.

(b) Je-li 7 D o, je zjevné identické zobrazeni spojité. Obracené, pokud i: (X,7) — (X, 0) je spojité a
Ue€o,pak U=i"YU) €. Tedy o C 7.

(c) Necht V' je mnozina ze subbéze sup;c; 05, tedy V € o; pro néjaké i € I. Pak f~1(V) € 7;, coz dle (a)
znamend, ze f~1(V) € sup;c; 7i. Tedy f je spojité dle Tvrzeni m(u)

Pro dikaz spojitosti f vzhledem k infimum, necht V' € inficy oy, tedy V € (,c; 05 Pak f71(V) €
Nic; 7 = infier 7. Tedy f: (X, infier 7)) — (Y, infics 0y) je spojité. O

Poznamka 2.3

Uvést piiklad, ze J; <1 Ti neni obecné bazi topologie a je bazi, pokud je {7} 1 nahort usmérnénou mnozinou.
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Definice 2.4. Projektivni a induktivni vytvareni

At X je mnozina a X, i € I, je soubor topologickych prostort.

(a) Topologie T na mnoziné X se nazyva projektioné vytvoiend souborem f;: X — X;, i € I, pokud 7 je
nejmensi topologie pfi niz jsou vSechna zobrazeni f;: (X,7) — X; spojita.

(b) Topologie 7 na mnozing X se nazyva induktivné vytvofend souborem f;: X; — X, ¢ € I, pokud 7 je
nejvétsi topologie pii niZ jsou vSechna zobrazeni f;: X; — (X, 1) spojita.

O

Terminy: kromé dalsich termint inicidlni a findlni topologie jesté existuji terminy slaba a silna topologie (z
funkcionalky). Neni mi jasné, které terminy jsou vyznamové nejlepsi. Asi je vhodné v poznamce tyto dalsi terminy
uvést.

Tvrzeni 2.5
Necht je X mnoZina a X;, i € I, je soubor topologickych prostori.

(a) Je-li {fi: X — X;; i € I} soubor zobrazent, pak existuje prdvé jedna topologie T na X projektioné
vytvotena timto souborem.

(b) Je-li {fi: X; — X; i € I} soubor zobrazeni, pak existuje prdvé jedna topologie T na X induktivné
vytvotena timto souborem.

Dikaz. (a) Necht (T, <) znaci systém vSech topologii na X s uspordddnim. Necht
F={reT; fi: (X,7) = X, spojité pro kazdé i € I}.

Uvazujeme-li na X diskrétni topologii 74, jsou vsechna zobrazeni f; spojita, tedy 74 € F' a F je neprazdna.
Necht o = inf F' € T'. Pak dle Tvrzeni c)jeceF.

Vskutku, proi € I a1 € F je f;: (X,7) = X, spojité, tedy dle Tvrzeni c)je fi: (X,0) = X; spojité
téz. Proto o € F je ona projektivné vytvorena topologie.

(b) Necht

F={reT; fi: X; —» (X, 1) spojité pro kazdé i € I}.

Uvazujeme-li na X indiskrétni topologii 7;,4, jsou vSechna zobrazeni f; spojitd, tedy 7inq € F a F je
neprézdnd. Necht o = sup F' € T'. Pak dle Tvrzeni [2.2{(c) je 0 € F.

Vskutku, proi € I a7 € F je f;: X; — (X, 7) spojité, tedy dle Tvrzen{ c) je fi: X; = (X, 0) spojité
také. Proto o € F je hledana induktivné vytvorena topologie. O

Poznamka 2.6

Je-li topologie T na X projektivné vytvofena souborem f;: X — (X;,7;),¢ € I, fikdme, Ze soubor
{fi: (X,7) = (Xi,7i)}ier je projektivné vytvarejici. Budeme pouZivat i pojem, Ze prostor (X, ) je pro-
jektivné vytvofeny souborem f;: X — (X;,7),4 € I, nebo, Ze prostor (X,7) je projektivné vytvoreny
souborem prostort (X;,7;),i € I, jestlize existuji zobrazeni f;: X — X, tak, ze (X, 7) je projektivné vy-
tvofeny souborem f;: X — (X;,7;),i € I. Nalezi-li prostory X; do n&jaké t¥idy prostoru A, fikdme, Ze 7
nebo (X, 7) jsou projektivné vytvoreny prostory z .A. Podobné pouZivame uvedené modifikace pro induktivni
vytvareni.

Priklady 2.7

1. Kazdy indiskrétni prostor je projektivné vytvofen prazdnym souborem zobrazeni, kazdy diskrétni prostor
je induktivné vytvoren prazdnym souborem zobrazeni.

2. Kazdy diskrétni prostor (X, 74) je induktivné vytvoren souborem {f,: {z} — X,; x € X} konstantnich
zobrazeni, které posilaji jednobodovy diskrétni prostor {z} na x € X.

3. Nasledujici vyroky jsou pro bijekci f: (X, 7) — (Y, 0) mezi topologickymi prostory ekvivalentni.

(i) Zobrazeni f: (X,7) — (Y, 0) je homeomorfismus.
(ii) Prostor (X, ) projektivné vytvofen zobrazenim f: X — (Y, 0).

(iii) Prostor (Y, o) je induktivné vytvoren zobrazenim f: (X,7) — Y.
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4. Infimum topologii 7;, ¢ € I, na mnoziné X je projektivné vytvofeno souborem {Id: X — (X, 7)}icr.
Podobné je supremum téchto topologii vytvofeno induktivné pomoci souboru {Id: (X, 7;) = X }ier.

5. Kazdy topologicky prostor je projektivné vytvoren zobrazenimi do Sierpiriského prostoru.
6. Kazdy topologicky prostor je induktivné vytvoren zobrazenimi z prostort uréenych filtrem.

7. Necht F je filtr na mnoziné X a o € X. Necht (X, zg, F) je toplogicky prostor uréeny témito objekty
dle Piikladu 6. Pak (X, zg, F) je induktivné vytvofen zobrazenimi z prostori ur¢enych ultrafiltrem. O

Diikaz. 1. Je-li X mnozina, pak pro prazdny soubor zobrazeni je vskutku indiskrétni topologie nejhrubsi to-
pologie, ve které jsou vSechna zobrazeni z tohoto souboru spojita. Podobné je diskrétni topologie nejjemnéjsi
topologie, pro které jsou vSechna zobrazeni z prazdného souboru spojita.

2. Diskrétni topologie 74 je nejvétsi prvek ve svazu topologii na X a v této topologii je kazdé zobrazeni
fz spojité. To znamenad, ze 74 je induktivné vytvarena timto souborem.

3. (i) = (ii): Necht F znadi ty topologie A na X, ve kterych je zobrazeni f: (X,\) — (Y, o) spojité.
Pak 7 € F. Necht \ € F je déno. Pak pro U € 7 plati U = f~1(f(U)) € A. Tedy 7 = inf F' je projektivné
vytvafena zobrazenim f: X — (Y, 0).

(ii) = (i): Zjevné je f: (X,7) — (Y, 0) spojité. Pak A = {f~1(V); V € o} je topologie na X, v ni7 je
zobrazeni f: (X, ) — (Y, 0) spojité. Tedy 7 C A. Pokud tedy U € 7 je ddno, pak existuje V' € o takové, ze
U=f"YV). Tedy V = f(U) € o, coz znamena, 7e f~* je spojité zobrazeni. Tedy f je homeomorfizmus.

(i) = (iii): Necht F' znadi ty topologie A na Y, ve kterych je zobrazeni f: (X,7) — (Y, \) spojité. Pak
o € F. Necht A\ € F je ddno. Pak pro V € A plati f~}(V) €7, atak V = f(f~1(V)) € 0. Tedy 0 = sup F
je induktivné vytvafena zobrazenim f: (X,7) —» Y.

(iil) = (i): Zjevné je f: (X,7) — (Y,0) spojité. Pak A = {f(U); U € 7} je topologie na Y, v niz
je zobrazeni f: (X,7) — (Y, ) spojité. Tedy A C o. Pokud tedy U € 7 je déno, pak f(U) € A\ C o, coz
znamend, e f~1: (Y,0) — (X, 7) je spojité zobrazeni. Tedy f je homeomorfizmus.

4. Necht 7, ¢ € I, jsou topologie na X a 7 je jejich infimum. Necht o je projektivné vytvorena topologie
pomoci zobrazeni Id; = Id: X — (X, 7;), ¢ € I. ProtoZe jsou vSechna zobrazeni Id: (X, ;) — (X, 7;) spojitd,
je dle Tvrzeni spojité i zobrazeni Id: (X, 7) — (X;, 1), ¢ € I. Tedy o C 7 z definice projektivni topologie.

Na druhou stranu, pokud U € 7 je ddna, pak U € 7;, 4 € I, z popisu infima topologii. Tedy U = Idfl(U) S
o, nebot Id =1d;: (X,0) — (X, 7;) je spojité pro kazdé i € I. Tedy 7 = o.

Necht nyni 7 je supremum topologii 7;, ¢ € I, na mnoziné X a o je induktivné vytvorena souborem
{Id; = 1d: (X, 7;) = X}ier. Jelikoz je Id: (X, 7;) — (X, 7) spojitd pro kazdé ¢ € I dle Tvrzeni c), je
TCo.

Na druhou stranu, je-li U € o, je U =1d; ' (U) € 7; pro kazdé i € I. Tedy U € J,c; 7 C 7, takze o C 7.

5. Necht (X, 7) je topologicky prostor. Pro kazdou otevienou G € 7 uvazujme zobrazeni fg: X — S (zde
S je Sierpinského prostor) definované jako

R )

Pak {fc}aer je systém spojitych zobrazeni z (X, 7) do S.

Necht o je projektivné generovand timto systémem, pak o C 7 ze spojitosti nasich zobrazeni. Obracené,
necht G € 7 je libovolnd. Pak G = f;'({1}) € o ze spojitosti fg: (X,0) — S.

6. At (X, 7) je topologicky prostor. Pokud 7 je diskrétni topologie, pak dle bodu 1. sta¢i uvazovat prazdny
soubor zobrazeni. Jinak uvazujme pro kazdy hromadny bod z € X systém G, = {U \ {z},; U € U(z)}.
Pak G(x) je filtr na X a prostor (X,z,G(x)) je prostor uréeny filtrem G, a bodem z. UvaZujme systém
vSech takovychto prostort pro hromadné body = € X a identickd zobrazen{ Id: (X, z,G,) — X a necht o je
induktivné vytvorena timto systémem.

Piislusné zobrazeni Id: (X, x,G,) — (X, 7) jsou spojitd. Vskutku, je-li € X hromadny bod a U € 7,
pak U je oteviend v (X, z,G,), nebot body X \ {x} jsou izolované, a je-li z € U, mame U \ {a} € G, tj.
U={z}U U\ {z}) je oteviend mnozina v (X, z,G,). Tedy 7 C o z definice induktivni topologie.

Naopak, je-li U € o ax € U je dany bod, nalezneme V' € U, (x) splitujici x € V' C U. Pokud z je izolovany
v (X, 7), je V.= {z} nase hledand mnozina. Pokud ne, je Id: (X,z,G,) — (X, o) spojité zobrazeni, takze U
je oteviend v (X, x,G,). Tedy existuje W € G, spliwjici z € {&} UW C U. Vzhledem k definici G, mame
pozadovanou mnozinu, polozime-li V = {z} UW.

7. Necht (X, xg,F) je topologicky prostor piislusny bodu zg € X a filtru F na X. Uvazujme prostory
(X, 20,U), kde U je ultrafiltr obsahujici F spolu s identickymi zobrazenimi Id: (X, zo,U) — (X, zq, F).
Necht o je topologie na X induktivné vytvorend témito zobrazenimi a 7 je topologie prostoru (X, zg, F).
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Jelikoz U D F, jsou vSechna zobrazeni Id: (X, zo,U) — (X, z, F) spojitd, takze 7 C 0. Necht U € o a
x € U. Hleddme V € 7 spliwijici x € V C U. Je-li € U 7-izolovany, staci polozit V' = {z}. V opaéném
ptipadé je x = . Pokud F N (X \ U # () pro kazdé F € F, je F U (X \ U) bdze néjakého filtru, a tedy
i ultrafiltru U. Ze spojitosti Id: (X, zo,U) — (X, xo,7) plyne existence mnoziny H € U spliujici H C U.
Pak ovsem i U € U, coz je spor s faktem X \ U € U. Tedy existuje F' € F s vlastnosti F' C U. Pak ovSem
V = {20} UF je hledané okoli bodu z. Tim je diikaz dokoncen.

O

Poznamka 2.8
Brzy dokdZeme, Ze prostor je uplné regularni, pravé kdyz je projektivné vytvofen zobrazenimi do [0,1] a
prostor je nuldimenzionalni, pravé kdyz je projektivné vytvoren zobrazenimi do prostoru 2.

Projektivné a induktivné vytvorené topologie se daji snadno popsat pomoci vySe uvedenych svazovych
operaci. Dukaz néasledujiciho tvrzeni je pfimou aplikaci Definice Ziejme je mozné viude psat ,,uzaviené*
misto ,,oteviené‘.

Dalsi popisy pomoci okoli, uzavéru nebo konvergence dame kam? Cviceni?

Tvrzeni 2.9. Popis projektivné a induktivné vytvorenych topologii

(a) At X je mnoZina a fi: X — (X;,7:), i € I, je soubor zobrazeni. Necht T je topologie na X. Pak T je
projektivne vytvoiena systémem f;: X — (X, 1), i € I, prave kdyz {f; 1(G); i € I,G € 7;} je subbdze
topologie T.

(b) At X je mnoZina o fi: (X;,7) — X, i € I, je soubor zobrazeni. Necht T je topologie na X. Pak
T je induktivné vytvoiena systémem f;: X — (Xi,7:), i € I, pravé kdyz 7 = {G C X; f'(G) €
7; pro kazdé i € I}.

Diikaz. (a) = : Necht 7 je projektivné vytvofena danym systémem a o je topologie dand subbézi { f;*(G);
i € I,G € 7;}. Pak pro kazdé i € I je zobrazeni f;: (X,0) — (X;,7;) spojité, a tedy 7 C o. Na druhou
stranu, kazda mnozina f; '(G), G € 7, i € I, lezi v 7, jelikoz kazdé zobrazeni f;: (X,7) — (X,7;) je téz
spojité. Tedy subbéaze o je obsazena v 7, coz implikuje o C 7.

< : Necht je systém B = {f;1(G); i € I, G € 7;} subbazi topologie T a necht o je projektivné vytvorend
topologie. Dle prvni implikace je systém B téz subbaze o. Tedy 7 = 0.

(b) Je snadné vidét, ze

o={GcCX; f7(G) € pro kazdé i € I}

je topologie.

— : Necht 7 je induktivné vytvofena danym systémem. ProtoZe jsou vSechna zobrazeni f;: (X;,7;) —
(X,0), i € I, spojité, je o C 7. Na stranu druhou, je-li G € 7, je fi_l(G) €7, 1€ 1, takze G € 0. Proto
o=T.

<= : Necht A je induktivné vytvofena topologie. Dle prvni implikace je A = . Z pfedpokladu méame
7 =o0. Tedy 7 = A je induktivné vytvorena. O

Je vidét, ze popis pomoci otevienych nebo uzavienych mnozin je jednodussi pro induktivni vytvareni nez
pro projektivni. Naopak, popis pomoci konvergence je jednoduchy pro projektivni vytvareni (vizte nasledujici
fakt) a skoro nepouZitelny pro induktivni vytvafeni.

Fakt 2.10
At prostor (X, 1) je projektioné vytvoteny souborem f;: X — (X;,7), @ € I. Pak usmérnény soubor {x,}
konverguje k x v X, prave kdyz kazdy soubor { fi(z4)} konverguje k fi(x) v X;.

Diikaz. Implikace = plyne ze spojitosti zobrazeni f; a Tvrzeni [1.43
Implikace <= se ovéri takto: Necht x € X a {x,}aca je usmérnény soubor takovy, ze fi(z,) — fi(2)
pro kazdé ¢ € I. Je-li U otevfend mnozina obsahujici z, dle Tvrzeni 2.9 existuje J C I koneénd a mnoziny
Uj € 7; takové, Zze x € ()¢, f;l(Uj) C U. Nalezneme ay € A spliujici f;(z,) € U; pro kazdé a > ap a
7 € J. Pak pro a > ag plati
za€ () F;1(U;) CU.
jeJ

Tedy z4 >z v 7. O
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Z pravé uvedenych popist snadno vyplyne nésledujici charakterizace (analogické tvrzeni plati i pro in-
duktivni vytvafeni.).

Véta 2.11. Charakterizace spojitosti do projektivné vytvoreného prostoru

At prostor (X, T) je projektivné vytvoien souborem zobrazent f;: X — (X;,7;), i € I. Zobrazeni g: (Y,0) —
(X, 1) je spojité, pravé kdyZ pro kazdé i € I je zobrazeni f; o0 g: (Y,0) = (X;,7;) spojité.

Diikaz. Ozna¢me S subbézi topologie 7 z Tvrzeni (a) Zobrazen{ g: (Y,0) — (X, ) je spojité, pravé kdyz
pro kazdy prvek H € S je g~ 1(H) oteviend mnozina v (Y, o), tj. pro kazdé i € I a kazdou otevienou mno-
zinu G € X je g_l(fi_l(G)) oteviend mnozina v (Y, o), coZ plati pravé kdyz f;og je spojité pro kazdé i € I. O

Mozné poznamky nebo cvic¢eni: Plati i opa¢né tvrzeni: At {f;: (X,7) — (X, 7:)}1 je soubor spojitych zobrazeni
a plati, ze libovolné zobrazeni g: (Y, o) — (X, 7) je spojité, praveé kdyz vSechna sloZeni f; o g jsou spojita. Pak soubor
{fi: (X,7) = (X4, 7:)}1 je projektivné vytvarejici.

Projektivni a induktivni vytvareni jsou asociativni v nasledujicim smyslu, napf. pro projektivni vytvareni: Jsou-li
soubory {fi: (X,7) — (Xi,7)}r a {fi;: (X,7) — (Xi,j,7i5)} 7,9 € I, projektivné vytvarejici je i soubor {f; ; o
fir (X,71) = (Xi4,5, 74,51 € 1,7 € J;} projektivné vytvarejici.

Existuje i siln&jsi obracené tvrzeni: Je-li {fi ;o fi: (X,7) = (Xij, 7,551 € I,j € J;} projektivné vytvarejici, je i
{fi: (X,7) = (Xi, 7))} projektivné vytvarejici.

2.2 Podprostor a soucin

piibuzné pojmy v mnozinach viz Uvodni kapitolu.
Definice 2.12. Podprostor a soucin

1. At (X, 1) je topologicky prostor a A C X. Prostor (A, o) se nazyva podprostorem prostoru (X, 7), pokud
topologie ¢ na A je projektivné vytvofené zobrazenim inkluze j: A — (X, 7) (tj. identickym zobrazenim A
do X). Topologie o se nazyva ztZeni (restrikce) topologie 7 na A a zna¢i se 0 =7 [ A nebo o = 74.

2. Jsou-li (X;,7;),1 € I, topologické prostory, pak jejich soucin je topologicky prostor (X, 7), kde X = [[ X;
a topologie 7 je projektivné vytvofena projekcemi m;: X — (X;,7;). Znaéi se [ [, (Xi, 7).

3. Zobrazeni f: (X,7) — (Y, 0) se nazyva vnotend, pokud f je prosté a topologie 7 je projektivné vytvofena
zobrazenim f. 0

Fakt 2.13

(a) Mnozina U v podprostoru A prostoru (X, T) je oteviend (resp. uzaviend), prdavé kdyz existuje oteviend
(resp. uwzaviend) mnoZina V v X takovd, Ze U = ANV.

(b) f: (X,7) = (Y,0) je vnofent, pravé kdyz zuZeni f: X — f(X) je homeomorfismus prostoru X na
podprostor f(X) CY.

(c) Je-li X podprostorem'Y a'Y podprostorem Z, je X podprostorem Z.
(d) Zobrazeni f: X —'Y je spojité, prdavé kdyz je spojité jako zobrazeni do podprostoru f(X) prostoru Y.

Diikaz. (a) Necht A = {U N A; U € 7}. Pak je A zfejmé topologie na A, pficemz je tento systém dle
Tvrzeni subbdze topologie podprostoru o. Tedy A C o. Je-li nyni V' € o, existuje systém V C P(A)
takovy, ze V = |JV a kazd4 mnozina z V je priunikem konecné mnoha prvka z A. JelikoZ je A topologie, je
kazd4d mnozina z V elementem A, a tedy i V je elementem A. Proto je V tvaru U N A pro néjaké U € 7.

Tvrzeni o uzavienych mnozinach snadno plyne prechodem ke komplementtim.

(b) = : Necht f: X — Y je vnofeni a A je topologie podprostoru na mnoziné f(X) C Y. Z Tvrzeni 2.9
plyne, ze {f~1(V); V € o} je subbéze topologie 7. Je-li tedy W € X, je W = V N f(X) pro n&jaké V € o.
Pak f~1 (W) = f~Y(V) € 7, takze f je spojité.

K ovéteni spojitosti f~1: f(X) — X staéf ukdzat, ze f(U) € X pro kazdou mnozinu U ze subbéze 7. Ale
F(fY V)=V f(X)€eAproV €, tedy f~! spojité.

<= : Necht f: X — f(X) je homeomorfizmus (X, 7) na podprostor (f(X),\), kde A je topologie
podprostoru na f(X) generovand topologii o. Necht w je topologie na X projektivné generovand f: X —
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(Y, ). Pak
{7 (V) Veot={fT"(VNf(X)); Veo}t={f"(W); Wer}

je subbéze w dle Tvrzeni (a). Jelikoz je tento systém v 7 diky spojitosti f, je w C 7.

Obrécens, je-li U € 1, pak f(U) € A, takze U = f~1(f(U)) € w. Tedy T = w.

(¢) Tvrzeni snadno plyne z popisu topologie podprostoru dané (a).

(d) Zobrazeni f: X — Y spojité, pravé kdyz f~1(V) € 7 pro kazdou V € o. Jelikoz F~(V)
7YV n f(X)), je tato vlastnost ekvivalentni spojitosti f do podprostoru f(X) diky popisy z tvrzeni (a).

D\_/

7 Tvrzeni a) plynou nasledujici popisy topologii podprostoru a souéint.

Tvrzeni 2.14. Popis subbéaze a baze soucinu
Soustava S = {n; *(U): i € I,U € 7;} je oteviend subbdze soucinu [1;c;(Xi, 7). Odvozend baze B na soucinu
pak vypadd ndsledovné:

B:{W;I(Ul)ﬂ'-'mﬂ'-_l(Un); i1,...,0n € I, Uy ETi17~-~7Un ETin,nGN}.

Priklad 2.15

Soucin indiskrétnich prostori je indiskrétni, sou¢in nekone¢né mnoha aspon dvoubodovych diskrétnich pro-
stort neni diskrétni a navic nema zadny izolovany bod. O

Topologie na sou¢inu je pomérné slozité a oteviené mnoziny si tézko pfedstavime. Pro ilustraci uvedeme
nékolik zjednodusenych obrazka prvka oteviené baze soucinu. Jednoduchy piipad je souéin koneéné mnoho
prostorii a kazdy si dovede piedstavit otevienou bazi v euklidovskych prostorech (vnitiky kvadri).

| V piipadé souinu prostori X a Y vezmeme oteviené mnoziny U

Vi . ””””””””””” v X aV vY ajejich soucin (tj. primik vzori w3 (U) Nyt (V))

R je typickym prvkem vySe uvedené oteviené baze v soucinu X x Y.
‘ Graficky je to priunik dvou Sedych pasi na obrazku

V soucinu nekoneéné mnoha prostorti uz musime mit vétsi predstavivost.

Mg X; o . . . . . N
Lk Sou¢in [[; X; si znézornime jako sou¢in dvou prostord, a to

HI Xi . .
[1x Xk % [\ x Xi, kde K je koneénd podmnozina I. Vezmeme
oteviené mnoziny U, v X, pro k € K a jejich soucin (tj. bazovou
otevienou mnozinu v [], Xi). Vzor této mnoziny v uvedeném
soudinu ], Xk x [] nx Xi je typicky prvek oteviené baze v sou-

hkhk M X, ¢inu [[; X;. Graficky je to Sedy pas na obrazku.

Prvky soucinu nekoneéné mnoha prostorii si lze predstavit jako zobrazeni na indexové mnoziné I, které maji
v bodé i hodnotu v X;. Nasledujici obrazek se pokousi tuto predstavu vyvolat. Vodorovna tsecka dole je
mnozina I, kolmice na ni jsou prostory X; a uvedené tii grafy jsou tii prvky soucinu []; X;.

N V naSem piipadé méa zvolena koneéna mnozina K ¢tyfi prvky — to

i il jsou ty body z I, kde jsou na kolmicich v nich zdtiraznéné mensi

I I X usecky, coz jsou oteviené mnoziny Uy v Xj. Bazovou otevienou

4‘\.;,___,__,-—‘ A mnozinu tvori vSechna zobrazeni, ktera prochézeji onémi zdiraz-
111 J nénymi dseckami.

I

Dalsi popisy pomoci okoli, uzévéru nebo konvergence (cviceni, poznamky?). Zv1asts konvergence usmér-
nénych soubort v sou¢inové topologie je piimocara: usmérnény soubor (x;);es konverguje k x, pravé kdyz
pro kazdé i € I konverguje soubor (z;(i));es k (i) (vizte Fakt . Tedy soucinova topologie odpovida
bodové konvergenci. Proto se souc¢inova topologie nékdy nazyva topologii bodové konvergence.
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7 obecnych tvrzeni v predchozi sekci nebo z pravé uvedeného popisu topologie souc¢inu dostavame pro
soucin topologickych prostort néasledujici prvni dvé vlastnosti. Dalsi dvé vlastnosti plynou z vlastnosti 1.

Tvrzeni 2.16. Vlastnosti soucinu vyplyvajici z vlastnosti projektivniho vytvareni
(a) Zobrazent f: Z — [[; X je spojité, pravé kdyZ jsou spojitd vSechna sloZeni f s projekcemi mi: X — X.

(b) Je-li kazdy prostor X; soucinem prostorid X, ;,j € J;, je zobrazeni p: [[, X; — [[{X: ;i€ 1,5 € J;}

definované jako
p({zitier) = p({{zij}jer bier) = {zij}ierjeu,

homeomorfizmus téchto prostori.
(¢) Jsou-li f;:Y; — X; spojitd zobrazend, je i jejich soucin [[; fi: [1,Y: = [1; Xi spojity.
(d) Je-li v predchozi poloZce Y; =Y pro kazdé i € I, je diagondini soucin Arf;: Y — [, X; spojity.

Diikaz. (a) Vzhledem k tomu, Ze projekee ;: Hjel X; — X, jsou spojité, je slozené zobrazeni m; o f spojité,
pokud f je spojité.

Pokud jsou vSechna zobrazen{ 7o f, i € I, spojitd a U = 7= 1(U;), kde i € I a U; € 7;, pak f~1(U) =
(mi o £)~Y(U;) je oteviend v H ; X;. Dle Tvrzeni Ea_ 11 je f spojité.

(b) Pro ovéfeni spojitosti p si stam rozmyslet, ze p; ;j op = p; o p; o p je spojité pro kazdé i € I a j € J;
(zde pj: Xi = [lpes, Xik = Xij api: [[;e; Xi — Xi jsou kanonické projekee). K ovéfeni spojitosti inverze
je tfeba zjistit, ze zobrazeni

{xijtierjer € H{Xi,j; iel,je i} xi={z}jes, € Xi = H Xik
keJ;

je spojité. To vSak opét plyne z tvrzeni (a).
(c) Opét pouzijeme (a). Pro kazdé i € I necht 7 a 7} jsou kanonické projekce na piislusnych soucinech.
Pak 71X o [l fi=fio m¥, coZ je spojité zobrazeni. Dle (a) je i [,c; fi spojité zobrazeni.
(d) Je-li pro i € I zobrazeni 7;X projekce [l;c; Xj na X;, pak m 0 Ajerf; = fi. Tedy Ajerfi je spojité
zobrazeni dle (a).
O

Posledni vlastnost (d) ma dilezity disledek: Je-li ngjakd n-arni operace ¢ na prostoru Z spojita (tj.
p: Z™ — Z je spojité zobrazeni) a f1,...f, jsou spojita zobrazeni X — Z pak i vysledek operace ¢ na
{f1, s fn} (8- o({fi})(x) = p({fi(x)})) je spojitym zobrazenim X — Z. ProtoZe na R jsou operace s¢itani,
nasobeni, prevracend hodnota na nenulovych ¢&islech a absolutni hodnota spojité, dostavame nésledujici
tvrzeni.

Diisledek 2.17. Algebraické operace spojitych zobrazeni

Jsou-li f,g: X = R spoyzta zobrazent, pak f+g, f —g, f-g, max{f, g}, min{f, g}, |f| jsou spojitd. Pokud
g je nenulové, pak takeé L je spojité.

Priklad 2.18. Bodova konvergence funkci

Na mnoziné C([0,1]) viech spojitych funkci definujme topologii podprostoru zdédénou ze soucinu RI,
takZe posloupnost funkci f, konverguje k funkci f v dané topologii, pravé kdyz konverguje k f bodové.
Prostor C([0,1]) s topologii bodové konvergence (¢asto se zna¢i C,([0,1]), kde ,,p“ znamena ,pointwise*)
neni metrizovatelny prostor, nebot v zadném bodé nemé spocetny charakter. Opravdu, m&jme libovolnou
spojitou funkci f: [0,1] — R a pfedpokladejme, Ze ma spocetnou bézi okoli {U, }nen. Podle popisu baze
soucinu existuje pro kazdé n € N kone¢na mnozina K,, C [0,1] a kladné ¢islo ¢,, tak, Ze kazda funkce, ktera
se v bodech z K, li§f od f o méné nez ¢, nalezi do B,,. Sjednoceni |J,, .y Kr je spocetné, takze existuje bod
zo € [0,1] \ U K. Potom U = {g € C([0,1]); |g(xo) — f(xo| < 1} je okoli funkce f, a musi tedy obsahovat
néjaké vyse uvedené okoli vytvorené pomoci K,, a ,. To vS8ak neni moZné, protoZe existuje spojita funkce
(napf. polynom) rovnajici se funkci f na K, a majici hodnotu f(xo) + 2 v bodé 0, a tedy nelezi v mnoZing
U. O

Jednoduché modifikace pfedchoziho dikazu dava vice: charakter Cp,(X) pro nekoneény Tichonoviv pro-
stor X je roven | X|.

Podprostory a souciny jsme definovali jako specialni piipady projektivniho vytvareni. Néasledujici dilezité
tvrzeni ukazuje, ze plati ¢astecny opak.
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Véta 2.19. Projektivni vytvareni pomoci souéinu

At (X, 1), (X4,75), © € I, jsou topologické prostory. Pak soubor {f;: X — X,;}icr je projektioné vytvdiejici,
prave kdyz je diagondini soucin Aier fi: X — [[; Xs projektivné vytvdrejici.

Dikaz. Dukaz plyne ihned z popisu topologii na soudinu a na projektivné vytvoreném prostoru (Tvr-
zeni a)).

= : Je-li dany soubor projektivné vytvatejici, tvori systém {f;*(G;); i € I, G; € 7;} subbazi topologie
7. Necht o je topologie na X projektivné vytvorend zobrazenim f = A;c;f;. Jelikoz je f spojité, je o C 7.
Je-li G; € 7;, médme f~(7; ' (G;)) = f7 ' (G;). Tedy subbéze 7 je obsazend v o, takze 7 C o.

< : Vytvari-li f = Af; projektivné topologii 7 a o je topologie projektivné vytvorend systémem
{fi: X — X,;}ier, pak 7 mé za subbézi systém S, = {f~1(G); G C [1;c; Xi oteviend}, zatimco o ma
za subbdzi systém S, = {f;l(Gi); 1 € I,G; € 71;}. Jako vyse vidime, ze S, C S;. Tedy 0 C 7. Na
druhou stranu, necht U € 7 a € U jsou dany. Nalezneme Gy,...,Gn C [];c; Xi oteviené spliujici

re f~1(GiNn---NG,) CU.Pak f(z) € GiN--- Gy, takZe existujf i1,...,im € L a Vi, €75y..., Vi, €T
takové, ze
f(z) € 77;11(‘/1‘ n--- ﬂw;}(Vim) CGiN--G,.
Pak
fi_l(‘/ilv' < f;}(mm) €S,
a jejich prinik splnuje
T € n fz?l(‘/u) = mffl(f]rzfll(‘/i )) — f*l <m le(v;_l)> - ffl (Gl a... ﬂGn) cU
=1 1=1 =1
Tedy U € o, takze 7 C 0. -

Tvrzeni 2.20. Diagonalni vnoreni
At (X, 1), (X4, 1), © € I, jsou topologické prostory a soubor {fi: X — X,;}ier je projektivné vytvdiejict.
Pokud je diagondini soucin Nierfi: X — [[; Xi prosty, je vnorenim X do [[,c; Xi.

Diikaz. Je-li Ajf; prosté, jde o spojitou bijekci X na f(X). Jelikoz je f dle Véty projektivné vytvarejici,
jedna se dle definice o vnofeni. O

Dostavame nasledujici velmi dulezitou vétu. PouZijeme dva nové pojmy. At C je néjaka tiida zobrazeni
na topologickém prostoru X.

1. Rekneme, %e C oddéluje nebo rozlisuje body mnoziny X, jestlize pro kazdé dva rizné body x1,x2 € X
existuje f € C s vlastnosti f(x1) # f(x2).

2. Rekneme, Ze C oddéluge body a uzaviené mnoZiny, jestlize pro libovolnou uzavienou mnozinu F C X a
bod z € X \ F existuje f € C s vlastnosti f(x) ¢ f(F).

Diisledek 2.21. Vnotreni do souéinu
At A je néjakd tiida topologickych prostori. Pak existuje vnoient prostoru (X,7) do soudinu prostori z A,
jestlize tiida zobrazeni Jy . 4 C(X,Y) oddéluje body i body a uzaviené mnoZiny v X.

Diikaz. Vezmeme mnozinu B prostoru z A, kterd oddéluje body i body a uzaviené mnoziny v X. Necht
I =UyepC(X,Y) aproie€ I necht f; znaci zobrazeni i. Oddélovani bodl znamend, Ze diagondlni soucin
F = Aerfi je prosty. Vskutku, jsou-li z,y € X ruzné body, existuje Y € B a f € C(X,Y) spliujici
f(x) # f(y). Pak ovSem F(x) # F(y), nebot na souradnici ¢ odpovidajici f mdme m;(F(z)) = f(z) # f(y) =
7 (F(y)).

Oddélovéani bodi a uzavienych mnozin znamend, ze X je projektivné vytvoien souborem (Jy .z C(X,Y).
Vskutku, potfebujeme ovérit, ze systém {f;: X — (Y;,7s); ¢ € I} projektivné generuje 7, tj. Ze systém
S = {f1Gy); i € I,G; € 7;} tvori subbézi 7. Ze spojitosti funkei f; mdme S C 7. Necht U € 7 spolu s
bodem z € U je dédna. Hleddme prvek V € S spliwujici € V C U. JelikoZ je X \ U uzaviend a x ¢ X \ U,
dle predpokladu existuje i € I takovy index, Ze f;(x) ¢ fi(X \ U). Tedy existuje W € 7; oteviend spliujici
filx) eWaWnfi(X\U)=0.PakV =f'W)eS,z€VaVn(X\U)=0. Tedy V je hledany prvek
z S.
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Nyni nam Véta déva dokazované tvrzeni. O

Pokud je X Ti-prostor, implikuje oddélitelnost bodt a uzavienych mnozin i oddélitelnost boda a lze
tedy v tomto pripadé predpokladat jen oddélitelnost bodu a uzavienych mnozin.

Priklady 2.22. Vnofeni do souéinu

1. Kazdy Ty-prostor lze vnorit do mocniny Sierpinského prostoru S.

At X je aspoint dvoubodovy Ty-prostor a G # X oteviené neprazdna mnozina v X . Pak zobrazeni f: X — S,
které zobrazi G nabod 1 € S a X \ G na 0 € S je spojité. Odtud plyne, ze C(X, S) oddéluje body i body a
uzaviené mnoziny v X.

2. Kazdy Ty-prostor lze vnorit do soucinu hrubych Ty-prostori. _

At X je nekonecny Ti-prostor a F' # X je neprazdnd uzaviend mnozina v X. Ozna¢ime X hruby T;-prostor
na nosné mnoziné X a vezmeme zobrazeni f: X — X, které zobrazi F' na n&jaky bod z F' a které je identické
na X \ F. Toto zobrazeni je spojité. Odtud plyne, ze C(X, X) oddéluje body a uzaviené mnoziny v X.

3. Kazdy nuldimenziondlni Ty-prostor lze vnorit do Cantorova prostoru.

At X je aspon dvoubodovy nuldimenzionélni Tg-prostor a G # X je neprazdna obojetnd mnoZina v X. Pak
zobrazeni f: X — 2, které zobrazi G na bod 0 € 2 a X \ G na 1 € 2 je spojité. Odtud plyne, ze C(X,2)
oddéluje body a uzaviené mnoziny v X.

4. Kazdy Tichonovuv prostor lze vnorit do Tichonovova kvddru.
Definice uplné regularniho prostoru X fika, ze C'(X, [0, 1]) oddéluje body a uzaviené mnoziny X. Je-li navic
X Ty, oddéluje tato mnozina i body X. O

Existuji i charakterizace vlastnosti topologickych prostori pomoci vlastnosti podprostori. Znamé jsou
napf. charakterizace pomoci vlastnosti diagonaly v souc¢inu. Uvedeme jedno takové jednodussi tvrzeni, ostatni
budou pozdé&ji (nap¥. kompaktni Hausdorfftv prostor nebo uspofadatelny prostor, jehoz diagonala je priini-

kem spocetné mnoha otevienych mnoZin (tzv. Gs-mnoZina), je metrizovatelny).

Tvrzeni 2.23. Charakterizace Hausdorffova prostoru

(a) Prostor X je Hausdorffiv, prdvé kdyz jeho diagondla Ax = {(z,z) € X x X; z € X} je uzaviend v
X xX.

(b) Prostor X je Hausdorffiv, pravé kdyZ pro kaZdé dvé spojitd zobrazeni f,g9: Z — X je mnoZina {z € Z;
f(z) = g(2)} uzavrend v Z.

Diikaz. (a) Diagonédla Ax je uzaviend v X x X, pravé kdyz pro kazdy bod (z,y) € (X x X)\ Ax existuje jeho
okoli U x V disjunktni s diagonalou. Pak UNV =, tj., U a V oddé&luji z od y. Tedy podminka uzavienosti
Ax je ekvivalentni s tim, ze X je Hausdorffuv.

(b) Je-li X Hausdorffiv, je Ax uzaviend a mnozina {z € Z; f(z) = g(2)} je vzorem diagondly pro
diagondlni zobrazeni{ f x g: z — (f(z),g(z)). Neni-li X Hausdorfliv, neni Ax = {(z,y) € X x X;
m1(z,y) = me(x,y)} uzaviend mnozina. O

Casto pouzivanou aplikaci pfedchoziho tvrzeni je nasledujici véta.

Tvrzeni 2.24. Rovnost zobrazeni na husté mnoziné
Je-li X Hausdorffiv prostor a f,g: Z — X spojitd zobrazeni rovnajici se na husté podmnozZiné v Z, pak

=g

Diikaz. Podle predchoziho tvrzeni je mnozina {z € Z; f(z) = g(2)} uzaviend v Z. ProtoZe obsahuje hustou
mnozinu, rovné se celému prostoru Z. O

2.3 Kvocient a suma

Nyni se podivame na specialni pfipady induktivniho vytvareni. Jedna se o tzv. duélni p¥istup (obracime Sipky
zobrazen{ v definicich a v tvrzenich) a nebudeme proto nékteré poznamky, tvrzeni a dikazy uvadét. Navic,
induktivni vytvareni se nepouzivé tak casto jako projektivni. Pro pojmy kvocientu a sumy v mnozinéch vizte
Uvodni kapitolu.
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Definice 2.25. Kvocient a suma

1. Surjekce f : X — Y mezi topologickymi prostory se nazyva kvocientové zobrazeni (pak Y se nazyva
kvocientem prostoru X podle zobrazeni f), pokud je induktivné vytvaiejici.

2. Jsou-li (X;,7;),1 € I, topologické prostory, pak jejich (disjunktni) suma je mnozina [[,.; X; s topologii
induktivné vytvofenou zobrazenimi v;: (X, 7;) — [[;c; Xi. Znaci se [],o;(Xs, 7). 0O

Vime, Ze [[; X; je mnozinové roven | J;({i} x X;). Pokud jsou mnoziny X; disjunktni, sta¢i pouzit | J; X;.
I v obecném piipadé se ¢asto X; ztotoziuji s {i} x X;.
7 Tvrzeni b) plynou nésledujici popisy topologii kvocientu a sumy.

Fakt 2.26. Popis topologii na kvocientu a sumé
(a) At f: (X,7) — (Y,0) je zobrazeni. Pak ndsledujici turzent jsou ekvivalentni.

(ai) Zobrazeni f je kvocientové.

(aii) MnoZina A CY je oteviend v'Y, prdvé kdy? je f~1(A) oteviend v X.

(b) MnoZina A je oteviend (resp. uzaviend) v sumé [[,.; Xi, prdve kdyZ existuji oteviené (resp. uzaviené)

mnoZiny A; v X; takové, Ze A =[1,c; A;.

iel

Diikaz. (a) Necht 7 je topologie na X a A je kvocientova topologie na Y. Dle Tvrzeni (b) mame jeji
popis jako A = {A C Y; f~1(A) € 7}. Z toho jiz tvrzeni plyne. Je-li tedy f kvocientové, je A = o, a tedy
(ai) = (aii). Plati-li (aii), je opét A = o, tj. f je kvocient.

(b) =>: Je-li A C [[;c; X; oteviend, je A; = 17 '(A) € 7; pro kazdé i € I. Pak A =][,c; A;.

<= :Jeli A=T]J,.; Ai pro A; € X; oteviené, je A oteviend v [[;.; X;, nebot Li_l(A) = A, je oteviend
v X; pro kazdé i € I. a

Jsou-li X; v pfedchozi polozce (b) disjunktni, je A oteviena (resp. uzaviena) v sumé [ [, X;, pravé kdyz
AN X; je oteviena (resp. uzaviena) v X; pro kazdé i € I.

Zobrazeni ¢;: X; — []; X; jsou vnofeni na obojetnou mnozinu (obojetné podprostory, pokud jsou X;
disjunktni). Z toho plynou dalsi jednoduché popisy topologie sumy, nap¥. pomoci uzavéru, okoli nebo konver-
gence. Lze si také uvédomit, Ze pro neprazdna X; existuje vnofeni e: [[; X; — I x[[; X;, kde I ma diskrétni
topologii: zvolime pevny bod a € []; X; a potom mypy(e(i, x;)) = i, mi(e(i, x;)) = @i, 7;(e(i, z;)) = mj(a) pro
J#i
Priklady 2.27. Jednoduché priklady

1. Ekvivalence E = (Q x Q) U (P x P) na R urc¢uje kvocientové zobrazeni R na dvoubodovy indiskrétni
prostor.

2. Definujeme-li na R ekvivalenci mezi xFy, pravé kdyz = — y € Z, pak kvocientovy prostor R/E = R/Z je
homeomorfni kruznici.

3. Znamy je Mobitiv list. Vezmeme napi obdélnik v roviné s vrcholy (0,0),2,0),(2,1),(0,1) a ztotoZnime
kazdy bod (0,a) s bodem (2,1 — a) pro a € [0,1].

4. At X je topologicky prostor. V sou¢inu X x [0, 1] ztotoZnime do bodu ,horni podstavu®, tj. viechny body
(z,1),2 € X. Vznikly kvocient se nazyva kuZzel nad X a pouZiva se ¢asto v homotopickych tlohach. O

Diikaz. 1. Zjevné je R/E = {[Q], [P]}, pfi¢emZ pro kvocientové zobrazeni ¢: R — R/E je ¢71([Q]) = Q, a
tedy [Q] netvoii otevienou mnozinu. Podobné ani [P] neni izolovany, takze R/E je indiskrétni.

2. Polozme g: R — T = {\ € C; |A| = 1} jako g(z) = €*™* x € R. Necht ¢: R — R/Z je kvocientové
zobrazeni. Polozme ¢: R/Z — T jako ¢([z]) = g(z), [z] € R/Z. Toto zobrazeni je dobfe definované, nebot
pokud z —y € Z, pak g(z) = g(y). Déle je ¢ bijekce R/Z a T. Navic plati g = ¢ o ¢, coZ znamen4, Ze ¢ je
spojité zobrazeni. Vskutku, pokud U C T je oteviend, je ¢~ (¢~ 1(U)) = g~ }(U) oteviend v R, takze =1 (U)
je oteviend v R/Z.

Ovéffme nyni spojitost inverze. Necht tedy A, — A pro néjakou posloupnost {\, } a A v T. Pfedpokladdejme
nejprve, Ze A # 1. Pak mtzeme najit z,, € [0,1] a = € (0, 1) spliiujici g(x,) = Ay, n € N, a g(z) = . Pokud
by posloupnost {z,,} nekonvergovala k z, existuje jeji podposloupnost {z,, } konvergujici k y € [0,1] \ {z}.
Pak ovSem g(z,,) — ¢(y) = g(z), coz znamend z —y € Z. To ale neni pravda, takze z, — x. Tedy
o™ () = d(zn) = 4(z) = 9~ (V).



2.3. Kvocient a suma 59

Pokud A\ = 1, mtzeme po vynechdn{ koneéné mnoha ¢lent z posloupnosti {\,} pfedpoklddat, ze mame
Ty, € [~ 3, 3] splitujici g(z,) = Ay. Stejné jako vyse pak dojdeme k zévéru, ze x,, — 0, tj ¢~ (\,) = q(z,) —
q(0) = [0] = ¢~ 1(1). Tedy i inverze k ¢ je spojitd, takze ¢ je homeomorfizmus R/Z a T.

O

Sice je popis kvocientu pomoci otevienych mnozin jednoduchy, ale to neznamen4, Ze se snadno ovéfuje.
Popis kvocientu pomoci okoli a uzéavéri je komplikovany. Nasledujici tvrzeni uvadi velkou t¥idu zobrazeni,
které jsou kvocientové a snadnéji se ovéiuji.

Tvrzeni 2.28. Postacujici podminka kvocientového zobrazeni

Je-li zobrazeni f: X —'Y spojité, oteviené (nebo uzaviené) a na, pak je kvocientové.

Diikaz. Stadi ovétit podminku z charakterizace kvocientového zobrazeni obsazeného v Tvrzeni 2.9 Je-li V
oteviend v Y, pak f~1(V) je oteviend v X ze spojitosti f. Je-li f=1(V) oteviena v X, pak V = f(f~1(V)),
protoze f je na a obrazem oteviené je oteviend v Y z otevienosti zobrazeni f, tedy V je oteviena. V pripadé
uzavienosti se ditkaz provede piechodem k doplitkiim a vyuzitim f(X \ f~1(V)) =Y \ V. O

Kvocienty podle otevienych nebo uzavienych zobrazeni jsou dilezité i proto, Zze zachovavaji vice vlastnosti
nez kvocienty.

Snadno se ovéfi, Ze projekce neprazdného soucinu prostorit [[; X; na podsoucin [, X; (tj J C I) je
oteviené zobrazeni a nemusi byt uzaviené (projekce roviny na primku). V piikladech je v 1 kvocientové
zobrazeni oteviené, ale neni uzaviené. V 2 jsou prvni a tfeti zobrazeni oteviené, nejsou uzaviené, ve druhém
prikladé neni oteviené, je uzaviené. V 3 a 4 je kvocientové zobrazeni uzaviené, neni oteviené. Vezmeme-
li sumy uvedenych prostorii a jejich kvocientti, dostaneme piiklad kvocientového zobrazeni, které neni ani
uzavfené ani oteviené. Asi jednodussim piikladem je kvocient R, ktery vznikne ztotoZnénim [0, 1] do bodu
(neni oteviené) a otevieného intervalu (2,3) do bodu (neni uzaviené).

Z funkcionalni analyzy je znama véta o otevieném zobrazeni, ktera ¥ika, Ze spojité surjektivni linearni
zobrazeni mezi Banachovymi prostory uz je oteviené. Vime, Ze spojité surjektivni zobrazeni mezi kom-
paktnimi Hausdorffovymi prostory je uzaviené. Vlastnost To nelze vynechat (identické zobrazeni [0, 1] do
indiskrétniho prostoru). Je vhodné si uvédomit, ze kvocient Hausdorffova prostoru podle uzavieného zobra-
zeni nemusi byt Hausdorffiv (stadi uvazovat Ts topologicky prostor, ktery neni Tj, a stahnout do bodu tu
uzavfenou mnozinu, kterou nelze od néjakého bodu oddélit).

Nasleduje bez (jednoduchych) dikazi souhrn vlastnosti kvocientd a sum v jistém smyslu dudlnich k
vlastnostem podprostort a soucint.

Fakt 2.29. Jednoduché vlastnosti vyplyvajici z vlastnosti induktivniho vytvareni

(a) Jsou-li zobrazeni X Ly 4 g kvocientouvd, je i jejich sloZeni go f: X — Z kvocientové.

(b) Je-li X sumou prostori X;,i € I a kaZdy prostor X, je sumou prostori X;;,j € J;, pak X je ho-
meomorfnd sumé prostord X, ;, (4,7) € [1; Ji, pomoct zobrazent ¢: H(ij)e]_[ hy X ; definovaného
5 i€ i
jako
o(x) =z, kdexe X;; pronéjakéicI aje J;.
(¢) Zobrazeni f: [[; X; — X je spojité, pravé kdyz jsou spojitd zobrazeni f ov;,i € I.
(d) Jsou-li f;: X; = Y;,i € I, spojitd, je spojitd i suma zobrazeni [ [, fi: 11, Xi = 11, Y-

(e) Prostor X je kvocientem sumy prostori X; prdveé kdyZ existuji zobrazend f;: X; — X tak, Ze {f;: X; —
Xtier je induktivné vytvdrejict a \J; fi(X;) = X.

Diikaz. (a) Potfebujeme ovéfit, ze mnozina (g o f)~1(W) je oteviend v X, pravé kdyz je W oteviend v Z.
To vsak ihned plyne z ekvivalenci

W oteviend v Z <= g (W) oteviena vY <= f (g ' (W)) oteviend v X
< (go f)"}(W) oteviend v X.
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(b) Plati

Mnozina A je uzaviend v H X, <— A= H A; pro A; € X; oteviené <—
i€l iel
A= H H A j pro A; ; € X; ; oteviené.
iel jeJ,

(c) = :Jeli f: []; Xs — X spojité, jsou slozeni f o ¢; spojita, nebot ¢; jsou spojitd zobrazeni.
< :Jeli V C X oteviend, méme f~1(V) = [[;c; ¢ "(f71(V)). To je vSak oteviend mnoZina ze
spojitosti zobrazeni ¢; o f.
(d) Je-li V e [],c; Yi oteviend, je V =[],.; Vi pro V; C Y; oteviené. Pak je ovSem mnoZina

i€l icl

-1
(H fi> W)y =1]#"W)

i€l i€l
oteviend v [[;.; X;. Tedy je zobrazeni [[,_; fi spojité.
(e) = : Necht f: [[;c; Xi — X je kvocientové zobrazeni a v;: X; — [[;c; X; jsou prislusnd vnoteni.
Pak f; = fou: Xy — X, i € I, jsou spojita zobrazeni a | J,;.; fi(X;) = X. Pak pro mnozinu V' C X plati
nasledujici ekvivalence:

V oteviend v X <= f~ (V) oteviend v HXi = 1,7 (f7H(V)) oteviend v X;,i € T
iel
— f71(V) oteviend v X;,i € I.
Z téchto ekvivalenci plyne, Ze systém {f;: X; = X };cr je induktivné vytvarejici.
<= : Necht systém {f;: X; — X} spliuje ¢, fi(Xi) = X a induktivné vytvaii topologii na X. Pak
zobrazeni f: [[;.; X; — X definované jako f((i,z)) = fi(z), x € X;, i € I, je surjektivni diky predpokladu
a plati f; = f o, i € I. Pak pro mnozinu V' C X plati nésledujici ekvivalence:
V oteviend v X <= f; (V) oteviend v X;,i € I <= (fo;) (V) oteviend v X;,i € I
< 1 (fH(V)) oteviend v X;,i € I <= f~(V) oteviend v ]_IX7
iel

Tedy f je kvocientové zobrazeni. O

2.4 Zachovavani vlastnosti konstrukcemi

Dosud jsme méli nésledujici topologické t¥idy prostori: T;-prostory, regularni a tuplné regularni prostory,
nuldimenzionalni prostory, metrizovatelné prostory, uspofadatelné prostory. Pro praci s témito tf¥idami je
nutné védét, jak se chovaji vzhledem ke konstrukcim. Mezi topologické vlastnosti nélezi i vlastnost, kdy
dana kardinalni funkce ma danou hodnotu. Je tedy vhodné védét, jak se pii konstrukcich kardinalni funkce
méni. Zatim byly definovany tfi takové funkce: charakter, vaha a hustota.

2.4.1 Zachovavani vlastnosti podprostory

Mohlo by se zdat, Ze vztah topologickych vlastnosti a kardinalnich funkci k podprostortim je jednoduchy.
Ne vzdy to tak je, sestrojeni nékterych protipfikladi byvaji slozité.

Definice 2.30. Dédi¢nost a soufinovost
Necht P je topologicka vlastnost.

1. Rikame, ze P je dédicnd (resp. uzaviené dedicnd), jestlize kazdy podprostor (resp. uzavieny podprostor)
prostoru s vlastnosti P mé opét vlastnost P.

2. Vlastnost P je soucdinovd (resp. konecné soucinovd), jestlize kazdy soudin (resp. soudin koneéné mnoha)
prostorti s P mé opét P. O

Lze definovat spocetnou sou¢inovost, nebo obecnéji k-soucinovost pro néjakou mohutnost x: Souc¢in méné
neZ x mnoho prostoru s vlastnosti P mé opét P.
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Uspotadatelnost je trochu opomijeny pojem, i kdyz se uspoirddané topologické prostory hodné pouzivaji
a maji hodné péknych vlastnosti. Tento pojem je hodné probadany, ale nevénuje se mu v textech o topologii
vice pozornosti. Pfed tvrzenim o dédi¢nosti usporadatelnych prostorti si musime nejdiive uvédomit vztah
mezi LOTS a GO prostory.

Nejdiive uvedeme jednoduchy piiklad uzavieného podprostoru Y uspofadaného topologického prostoru
X, ktery méa ostfe jemnéjsi topologii nez topologie uréena piislusnym ziazenim uspofadani na X. Staéi vzit
Y ={0}U (\/§7 V3) C Q. Jako podprostor je Y uzavieny v Q a jeho bod 0 je izolovany, kdezto v usporadani
na Y zdédéném z Q je hromadnym bodem intervalu (v/2, v/3). Je snadno vidét, Ze Y je zobecnény uspoiadany
topologicky prostor. Tato souvislost plati obecné, jak ukazuje nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.31. GO-prostory versus podprostory LOTS

Topologicky prostor je GO, prave kdyZ je (uzavienym) podprostorem LOTS.

Diikaz. Tvrzeni, ze podprostor LOTS je GO, je snadny, protoze zizeni intervali v X na Y jsou intervaly v
Y. Nechf naopak je dan GO prostor Y urceny néjakym usporadanim. Najdeme vetsi usporddanou mnozinu

(X, <) tak, Ze usporddéani na Y je zuzeni < a topologie na Y je zuzeni usporddané topologie na X. Proy € Y
definujeme

{0} pokud y e {a € Y;a>y}N{a€Y;a <y}
(—=1,0) pokud y e {a € Y;a >y}, y ¢ {a € Y;a <y}
[0,1) pokudy ¢ {a € Y;a>y}l,ye{a€Y;a <y}
(-1,1) pokud y ¢ {a €Y;a>y}U{a€Y;a <y}

y:

Potom X =[], X, s lexikografickym uspofadanim, tj. (y1,z1) < (y2, x2), jestlize bud y; < y2 nebo y1 =y
a 1 < x2. Mnozinu Y ztotoznime s podmnozinou {y,0);y € Y} v X. Snadno se ovéfi, Ze prostor Y je
uzavienym topologickym podprostorem usporddaného prostoru X. O
Lze poznamenat, ze kompaktni nebo souvislé podprostory LOTS jsou LOTS s usporddanim zdédénym z
vétsiho prostoru.odkaz? Priklad pred tvrzenim [2.31] netvrdi, Zze podprostor Y neni usporadatelny, k tomu je
potifeba dalsich znalosti.

Véta 2.32. Dé&diénost

(a) Ndsledugict vlastosti prostori jsou dédicné: T;-vlastnost proi =0,1,2,3, 3%, reqularita, uplnd regularita,
nuldimenzionalita a metrizovatelnost.

(b) Ty neni dédicnd (a tedy ani normalita). Obé tiidy jsou uzaviené dédicné.
(¢) Uspofddatelnost nent uzaviené dédicnd vlastnost.

Dikaz. Tvrzeni v (a) maji piimé jednoduché dikazy. At X je norméalni prostor a Y jeho uzavieny podpro-
stor. Jsou-li A, B disjunktni uzaviené podmnoziny v Y, jsou disjunktni uzaviené v X a tedy existuji dvé
disjunktni oteviend okoli v X mnozin A, B - jejich pruniky s Y jsou disjunktni oteviend okoli v Y mnozin
A, B, takze Y je normalni prostor. Piiklady, Ze normalita a usporadatelnost nejsou dédi¢né vlastnosti, jsou
uvedeny po tomto dikazu. O

Priklady 2.33. Normalita a usporadatelnost nejsou dédiéné vlastnosti

1. Normalita neni dédicnd vlastnost

Uvedeme piiklad, ktery je zjednoduSenim tzv. Dieudonného obdélniku (a ten je zjednoduSenim tzv. Ticho-
novova obdélniku w x wq). Necht X je spocetna a Y nespoCetnd mnozina, g € X a yo € Y jejich pevné
vybrané body. Topologie na obou prostorech: body, kromé obou vybranych, jsou izolované, vybrané body
maji za okoli doplitky kone¢nych mnozin. Oba prostory jsou nuldimenzionélni, kompaktni a Ts. Tedy X x Y
je kompaktni T, tedy normalni (Véta ).

Podprostor X x Y \ {(x0, 90} neni normalni, protoze jeho disjunktni uzaviené mnoziny A = {zo} x (¥ \
{¥0}),B = (X \ {zo}) X {yo} nelze oddé&lit otevienymi mnozinami. Oteviené okoli U mnoziny B je totiz
tvaru

U= J{z} x Y\ K.); |Kal <w,yo0 ¢ Koow € X\ {zo}},

a tedy obsahuje mnozinu (X \ {zo}) x (Y \ S) pro néjakou spoetnou mnozinu S. Pak existuje y € Y \ S
rizny od yo, pficemz bod (xg,y) z A lezi v uzavéru zvoleného okoli U mnoziny B. Tedy neexistuje oteviena
munozina V v X x Y \ {(zo, yo} obsahujici A a disjunktni s U.
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2. Vlastnost byt uspordidatelny neni uzavrené dédicnd vlastnost

Pro tento pripad potFebujeme znat vice o usporadatelnych prostorech. Napf., Ze usporadatelny prostor s
Gs-diagonalou je metrizovatelny.odkaz? Odtud plyne, Ze neexistuje usporadani na R takové, Ze jeho pii-
slugna usporadané topologie je Sorgenfreyova piimka. Podle tvrzeni je Sorgenfreyova primka uzavienym
podprostorem usporadaného topologického prostoru a neni uspofadatelna protoze mé Ggs-diagonalu a neni
metrizovatelna (hustota je mensi nez viha). O

Zbyvé podivat se chovani kardinalnich funkci na podprostorech.

Véta 2.34. Zachovavani kardinalnich funkci podprostory

ALY je podprostorem prostoru X. Pak plati ndsledujici tvrzend.
(a) X(¥) < x(X).
(1) w(Y) < w(X).
(c) d(Y) mize byt vetsi nez d(X); d(Y) < d(X) pro metrizovatelny nebo uspotddatelny prostor X.

Diikaz Prvni dvé tvrzeni plynou z toho, Ze oteviené mnoziny v Y jsou pravé zizeni na Y otevienych mnozin

Je-li (X,d) metricky prostor a S je hustd v X, mizeme bez Gjmy na obecnosti predpoklddat, Ze je
nekonecné. Pro kazdé s € S, n € N vezmeme néjaky bod ys, € Bs, %) NY, pokud je uvedeny priunik
neprazdny. Mnozina {y, ,; s € S,n € N} je hustd v Y a nemd vétsi mohutnost nez je |S|. (Jsou-li totiz
y €Y ar >0 dany, existuje s € S takové, ze p(y,s) < 4%, kde n € N spliuje % < r. Pak B(s, ﬁ) NY # 0,
a tedy existuje ys 2, € Y N B(s, o). Pak oviem

) 2n

P(Ys Ys,2n) < p(Y,8) + p(8,Ys,2n) < i"'i < l <)

PISERS = PR IR " 4n 2n T om

Je-li (X, <) usporddany topologicky prostor a S je hustd v X, opét budeme predpokladat, ze S je
nekoneénd. (V pripadé koneéné hustoty X je situace jednoduch4.)

Pro kazdé si,s2 € S, s1 < sg, vezmeme néjaky bod z,, 5, € (s1,52) NY, pokud je uvedeny prinik
neprazdny. Ozna¢me A mnozinu izolovanych boda v prostoru Y. Mnozina T' = {xg, s,; 51,52 € 5,81 < Sa2}
je hustd v Y\ A.

Vskutku, je-li y € Y \ A, uvazujme libovolny otevieny interval I C X obsahujici y. Jelikoz y neni
izolovany v Y, existuje usmérnény soubor {y;}icr v (Y \ {y}) N I konvergujici k y. Vybérem vhodného
usmérnéného podsouboru lze zajistit, aby napiiklad y; < y pro kazdé i € I. Zvolme i1,1i2,i3 € I splnujici
Vi, < Yi, < Yiy. Pak existujl s1 € (yiy,9i,) NS a s2 € (Yiy,Yiz) N S. Jelikoz je primnik (s1 Ns2) NY # 0,
existuje s, s, € (s1,Ns2) VT C INT. Tedy T je hustd v Y \ A.

Proto je mnozina T'U A hustd v Y. Jelikoz |T'| < |S], zbyva ukazat, ze |A| < |S].

Pro kazdé a € A, které neni minimdlnim nebo maximalnim bodem X, vybereme u/,v/ € Y takové, ze

a’ “a
! !

ul, <a<v),a(u,,v,)NY ={a}. Polozime

a’ va

A_ ={a € A; existuje b € A takové, Ze b < a a (uy,vy) N (u,,v)) # 0}

Ay ={a € A; existuje b € A takové, Ze a < b a (up,vy) N (ul,v)) # 0}

Pro kazdé a € A_ existuje pravé jedno b € A spliujici definujici vlastnost. Necht v € (up,v}) N (ul,, v),). Pak
polozime u, = v a v, = v,,. Dale pro a € A} existuje pravé jedno b € A spliujici definujici vlastnost. Necht
w € (uy,vy) N (ul,v,). Pak polozime v, = w a u, = u,. Pokud A € A\ (A_ U A}), polozime u, = u), a
Vg = V).

Pak jsou intervaly (ug,vq), (Uqr, V) Pro ruzné a,a’ € A disjunktni. Interval (uq,v,) v X obsahuje bod
Sq € S. Z uvedené disjunktnosti plyne |A| < |S|.

Vezméme nyni Isbelluv-Mrowkuv prostor vytvoreny nespocetnym skoro disjunktnim souborem na N.
Prostor X je separabiln{ (N je husty v X) a podprostor X \ N je nespocetny, uzavieny a diskrétni, takze ma
nespocetnou hustotu. O

V nerovnostech (a) a (b) nemusi nastat rovnost ani kdyz Y je husty v X. Napf. prostor N mé charakter
i vahu nespocetnou, vaha husté mnoziny N je w a charakter je 1.
Pro n&které podprostory je hustota dédi¢né, napf. pro oteviené podprostory (trivialni) nebo pro retrakty.
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Fakt 2.35. Densita retraktu
Necht'Y je retrakt X. Pak d(Y) < d(X).

Dikaz. Necht f: X — Y je retrakce X na Y, tj. existuje g: Y — X spojité splnujici f o g = Idy. Necht
S C X je hustd. Stac¢i ukédzat, ze i f(5) je hustd v Y. Necht tedy y € Y je ddno a {z;},cs je usmérnény
soubor v S konvergujici k bodu g(y). Pak usmérnény soubor {f(z;)} konverguje k bodu f(g(y)) = y. Tedy
f(S) je hustd v Y.

O
Naptiklad kazdy obraz vnofeni X; do [[;c; Xi, kde e;: X; — Hjel X je definovano jako
, r, j=1i,
(ei()) () = ., JEel
Yy, J 7& Z,

a y; € X, jsou vybrané body pro j € I\ {i}, je retraktem celého soucinu.
2.4.2 Zachovavani vlastnosti souciny

Véta 2.36. Soucdinovost

(a) Ndsledugict vlastnosti prostori jsou soucinové: Ty-vlastnost proi=0,1,2,3, 3%,

larita, nuldimenzionalita.

reqularita, uplnd requ-

(b) Ty neni konecné soucinovd (a tedy ani normalita).
(c) Metrizovatelnost je spocetné soucinovd vlastnost.

(d) Usporadatelnost neni konecné soucinovd.

Diikaz. (a) At X = [],c; Xi. Prostory Ty,i = 0,1,2 jsou definovany pomoci oddélitelnosti bodi. Mame-li
dva ruzné body z,y v [[; X;, existuje ¢ € I tak, ze m;(x) # m;(y) a tyto dvé projekce se daji v X; oddélit
podle definice — vzory prislusnych okoli oddéluji body z,y v soucinu.

Regularita a uplné regularita je definovana pomoci oddélovani bodu = od uzaviené mnoziny F', kterda bod
x neobsahuje. Z vlastnosti souc¢inové topologie existuje koneénd mnozina K C I a oteviené U; C X;, i € K,
7e T € ﬂwi_l(Ui) C X\ F, tedy z; € U;. V reguldrnim pripadé existuji oteviené mnoziny G; C X; takové,
ze x; € G; Cél c U;. Pak

x € ﬂ 7 NGy C ﬂ NGy C ﬂ (G C m W (U;) c X\ F.

€K icK icK icK

V uplné reguldrnim piipadé existuji spojitd zobrazeni f;: X; — [0,1], ze fi(x;) =0 a fi(X; \ U;) C {1}.
Polozme f(y) = max;ex fi(y;). Zobrazeni f je spojité a oddéluje x od F'.

At X, jsou nuldimenziondlni a U = HieK U; x HieI\K X, je kanonické okoli bodu z. Kazdé okoli U;
obsahuje obojetné okoli V; a pfislusné kanonické okoli [, , Vi x HieI\K X; je obojetné a ¢asti U.

Priklady na tvrzeni (b) a (d) jsou uvedeny v prikladech po tomto dukazu. Souéin spocetné mnoha
metrickych prostoru (X,,,d,), n € N je metrizovatelny napiiklad metrikou

d(z,y) = Z min{d, (zn,yn),27"}, z,yeX = H Xn.
n=1

n=1

Vskutku, funkce (z,y) € X x X — min{d,(z,,yn),27"}, n € N, jsou zfejmé pseudometriky na X. Diky
omezeni pomoci 27" je suma v definici d dobte definovand, takze d je téz pseudometrika. Jedna se dokonce
o metriku, nebot d(x,y) = 0 pro x,y € X znamend d,(x,,y,) =0, n € N, takZe x,, = y,, pro vSechna n € N.
Proto x = y.

Necht 7 je sou¢inova topologie a o topologie generovana metrikou p. Jelikoz jsou projekce m,: X — X,
spojité stejné jako funkce (zn,yn) € Xn X X, — min{d, (2, yn), 27"}, je funkce

(z,y) € X x X — min{d,,(zn,yn),27"} € [0,00)

spojitd na (X, 7) x (X, 7). Tedy i metrika p je spojitd na (X, 7) x (X, 7) z Weierstrasova kritéria. Proto jsou
o-oteviené mnoziny také T-oteviené, tj. o C 7.
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Pro dikaz obricené inkluze uvazujme T-otevienou mnozinu U C X a x € U. Nalezneme ny € N a oteviené

mnoziny U, C X, n=1,...,n, takové, ze z € (., 7, *(U,) C U. Pro kazdé n € {1,...,n¢} nalezneme
rn > 0 takové, Ze By, (2n,7n) C U,. Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze max{ry,...,mn,} <

2770, Necht r = min{2;,...,r,,} a uvazujme y € B,(z,r). Pak min{d, (z,,y,),27 "} <r <2770 <277,
n=1,...,ng, tedy dp(n,yn) <1 < r,. Tedy y, € Bg, (vn,7n) C Uy, n=1,...,n9, takZe

Y € Bay(x1,711) X -+ X Ba, (TngsTng) X [ XnCUrx-xUpx [[ XacU.

n=ng+1 n=no+1

Tedy U je o-oteviena, takze 7 C o. O

Priklady 2.37. Normalita a usporadatelnost nejsou soucéinové

1. Soucin dvou Sorgenfreyovych primek neni normdini
At X je Sorgenfreyova pfimka. Ta je normélni, nebot X je Lindelofav (vizte Priklady 3) a regularni,
takze normalita plyne z Véty [3.12}

Ukazeme, ze X X X neni norméalni. Pfedpokladejme opak. Podprostor D = {(x,—x);x € X je uzavieny a
diskrétni v souc¢inu X x X. Ma mohutnost 2¢. Podle Tietzovy-Urysohnovy rozsifovaci véty (Véta se
da kazda realna funkce na D (ta je spojitd) spojité rozsifit na X x X. Spojitych funkei na D je jako vSech
realnych funkei na R, tj. 22°. Mnozina Q je husta v X a tedy Q x Q je spocetna husta podmnozina v X x X.
Kazdé dveé spojité funkce na X x X rovnajici se na Q x Q jsou totozné, takze spojitych funkci na X x X je
stejné jako spojitych funkei na Q x Q, coZ je mohutnost (2¥)% = 2 < 227, Ziskany spor dokazuje, 7e X x X
neni normalni prostor.

2. Soucin dvou usporddangch topologickijch prostoriu nemusi bijt usporddatelny

Ukéazeme, Ze soucin X = (0,1) x (0,1) neni usporadatelny. Predpokladejme, Ze topologie na X je urcena
uspofadanim <. Vezmeme bod r = (1/2,1/2) a jeho okoli (p,q) pro p < r < ¢q. Existuje € > 0, ze U =
(1/2—¢€,1/2+¢) x (1/2—¢€,1/2+¢€) C (p,q). Pak U N (p,r),U N (r,q) jsou disjunktni oteviené mnoziny a
jejich sjednocenti je U \ {r}, coz ale neni mozné. Mnozina U \ {r} je totiz obloukové souvisly, a tudiz souvisly
metricky prostor. O

Soucin nejvyse spocetné mnoha metrizovatelnych prostori je metrizovatelny a tedy normalni. Soucin
nespocetné mnoha metrizovatelnych prostorti mize byt normalni (v dalsi kapitole uvedeme platnost tohoto

tvrzeni pro kompaktni prostory). Nejjednodussi nekompaktni metrizovatelny prostor je asi N. Ukazeme,
Ze soucin nespocetné mnoha téchto prostori norméalni neni. Toto tvrzeni vede k charakterizaci normality

soudind (3.20]).
Priklad 2.38. Mocnina N“' neni normalni
Uvazujme mnoziny
Fiy ={z e N**; {a € wi; mo(z) =n}| <1 prokazdé n e N\ {1}}
N {zeN; [{aew; mala) =n}| <1},
neN\{1}
Fy, ={x e N; {a € wy; mo(x) =n}| <1 pro kazdé n € N\ {2}}

= m {z e N*Y; Ha € wy; mo(z) = n}| <1}
neN\{1}

Ukéazeme, Ze se jedna o dvé disjunktni uzaviené nepréazdné mnoZiny. Zfejmé z(a) = 1, o € wy, lezi v Fy,
takze F} je neprazdna. Podobné bychom ovéfili neprazdnost Fs.
Dale zjistime, ze pro kazdé n € N je mnozina

F ={x e N, {a cw; ma(z) =n}| <1}

uzaviena. Vskutku, je-li @ € N1 \ F' dano, existuji dvé rtzné soufadnice a1,y € wy splijici xz(a1) =
z(ag) = n. Pak

U={yeN"; y(la1) =y(az) = n}
je oteviené okoli x neprotinajici F'. Tedy F' je uzaviend, z ¢ehoz plyne uzavienost mnozin Iy a F5.
Dale jsou disjunktni. Uvazujme totiz x € F; N Fy. Protoze je N spocetna a w; nespocetné, existuje S C wq
nespocetnd a n € N spliwjici z(a) =n pro a € S. Jelikoz x € Fy N Fy, mame n € {1,2}. Pokud alen =1, z
definice vidime x ¢ F», podobné = ¢ Fy, pokud n = 2.
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Predpokladejme nyni, ze N“1 je normalni. Pak existuji dvé oteviené mnoziny U; D F;, i = 1,2, s disjunktnimi
uzévéry. Vime, ze N* je separabilni.(Dusledek .

Uvazujme i € {1,2}. V U; vezmeme maximalni disjunktni systém ; kanonickych otevienych podmnoZin.
Ten je nejvyse spocetny (diky separabilité sou¢inu) a jeho sjednoceni je husté v U; (z maximality). Kazdy
prvek v U; je uréen koneénym pocétem soufadnic, takZe sjednoceni J; téchto soufadnic pro U;, je spocetné.
Necht J = J; U Jy. Pak J je spofetnd mnoZina. bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze je nekonecné.
Ukazeme, 7e plati U; = ;' (;(U;)). Ziejmé plati U; C 75" (77(T;)). Pro dikaz obracené inkluze uvazujme
y € 7 (ms(Th)), ti. mi(y) € 7s(U;). Pak existuje z € U; spliwjici m;(z) = m;(y). Necht {x4}eea je
usmérnény soubor v (JU; konvergujici k . Uvazujme usmérnény soubor {y, }aca, kde

{za(a), a € J,

€ A.
y(a)v aewl\Ja ¢

ya(a) =

Pak pj(z4) = m7(ya), takze y, € JU;. Protoze limy, =y, plati y € U;.
Protoze U; N Us = 0, z predchoziho mame

V=0 nU0;=n;" (m;(U1) Ny (75 (02)) = 75" (s (U1) Ny (U)).
Tedy

7TJ(U1) N 7T](U2) = 0.

Proto i . _
7 (F1) Nmy(Fp) Cmy(Ur) Ny (Us) = 0.

Uvazujme v3ak nyni bijekci b: J — N a bod € N7, ktery je definovan jako
z(a) =bla), «a€l

(Tedy x je prostéa funkce na J na N.)
Ukéazeme, ze x € 75 (Fy) Nmwy(Fy), coz bude vysledny spor. Definujme prvky x1,xs € N¥1 jako

21(0) = {:v(a), a € J, 0 1a(0) = {x(a), a € J,

1, a€wp\J, 2, a€wr\J

Pak 21 € Fy, z9 € Fy a my(x1) = © = wy(2z2). Tim je dikaz dokonéen. O

Zbyvé probrat kardinalni funkce na soucinech. Tato tloha je jednoduché na soucinech koneéné mnoha
prostori diky nasledujicimu faktu.

Tvrzeni 2.39. Kardinalni funkce na koneéném soudinu
Necht X1, ..., X, neprdzdné prostory, X = [[—; X; a ¢ oznacuje nékterou z funket x,w,d.

(a) Pokud max;—1,  ,{¢(X;)} <w, plati o(X) =[]/, p(X;).
(b) Pokud max;=1,. n{0(X;)} > w, plati p(X) = max;=1,. np(X;).

Diikaz. 7 principu matematické indukce staci dokdzat tvrzeni pro n = 2.

(a) Necht ¢ = x a (z1,22) € X. Vezméme U; lokdlni bézi x; kardinality x(X7,x1) a Us lokdlni bzi xo
kardinality x (X, z2). Pak U = {Uy x Us; Uy € Uy, Us € Us} je lokélni béze (x1, z2) kardinality ne vétsi nez
X(X1) - x(X2). Tedy x(X) < x(X1) - x(X2).

Pro dukaz obracené nerovnosti si uvédomme, ze diky konecnosti x(X1) a x(X2) mame x(X;) = x(X2) =
1. Tedy obracena nerovnost jisté plati.

Necht nyni ¢ = w. Stejné jako vyse si sta¢i uvédomit, ze je-li By baze X; a Ba béze X, je B = {By x Ba;
By € By, By € By} baze X. Tim méme nerovnost w(X) < w(Xy) - w(Xs).

Obracené uvazujme bézi B prostoru X. Necht w(X;1) = n; a w(X3) = na. Vezméme béze B; prostoru X;
SplﬁujiCi ‘Bz| = Ny, 1= 1,2

Uvazujme i € {1,2} pevné. Z koneénosti baze B; plyne, Ze kazdy bod z € X; mé minimaln{ (ve smyslu
inkluze) okoli U,. Necht B € B; splituje « € B C U,.. Pak z minimality U, plyne B_U,.. Tedy ono minimdln{
okoli U, pati{ do By pro kazdé = € X. Pak je mnozina A; = {U,; * € X} C By a je to baze, tedy
|Ar| = [Bi| = n1.
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Obdobné ovéfime, Ze systém minimdalnich okoli {Uy; y € X»} je béze o velikosti ny. Necht nyni A =
{U1 x Ug; Uy € A1,Us € As}. Pro kazdé Uy € Ay a Us € Ay zvolime zy, € Uy a yy, € Us tak, ze U je
minimalni okoli xr;, a Uz je minimdlni okoli y,.

Necht By, v,) € B spliuje

(zv,,yv,) € B, ,u,) C UL x Us.

Pak 71 (B, u,)) je oteviené okoli zy, obsazené v Uy, tedy m1 (B, u,)) = Ur. Analogicky mo (B, u,)) = Us.
Tedy By, u,) = U1 x Us a baze B obsahuje alespon vSechny prvky systému A. Proto |B| > n; - ny a druha
nerovnost je tak dokazana.

Necht nyn{ ¢ = d. Zjevné je soucin dvou hustych mnozin husty v soudinu, takze d(X) < d(X;) - d(X2).

Pro obrécenou nerovnost uvazujme prostor X; s d(X;) = ny € N. UkéZeme matematickou indukei, Ze
pro kazdy prostor Xo splilujici d(X2) € N plati d(X; x X3) > d(X1) - d(X2).

Pokud d(X2) =1 a D C X je hustd mnozina, je i m1 (D) hustd. Tedy |D| > ny. Proto

d(X) = ny -1 =d(Xy) - d(X2).

Necht nyni nase tvrzeni plati pro kazdé k € {1,...,n2}, kde ny € N. UkdZeme jeho platnost pro ng + 1.
Necht D je hustd mnozina v X a Dy = {y1,...,Yn,+1} hustd v X5. Oznac¢me V = X5 \ {yn,+1} a W =
Xo\{v1,-..,Yn, }- Diky pFedpokladu d(X3) = ng + 1 vidime, ze V, W jsou neprazdné oteviené disjunktni
mnoziny. Déle d(V') > ny. Vskutku, kdyby byla mensi, z inkluze

Xo = {ylv' .- ?yn2+1} = {yla s 7yn2} U {yn2+1} cVu {yn2+1}

platné diky V' C {y1,...,Yn, } by plynulo d(X3) < na + 1, coz by byl spor.

Pak X; x V je oteviend mnozina v X, takze DN (X7 x V) je hustd v X x V. Z indukéniho pfedpokladu
dostévame |D| > ny -ng. Déle E = DN (X1 x W) je té7 hustd v X7 x W. Tedy i jeji projekce 71 (E) je husta
v X;. Proto |E| > |m1(E)| > ni. Dohromady mame

|ID| =|DN (X1 x V)| + DN (X1 x W)| >ng-ng+n1 =ni(ng + 1).

Jelikoz D byla libovolnd hustd mnozina, je d(X) > nj(na + 1).

(b) Necht nyni{ pracujeme s nekoneénymi kardindly. Horni odhady pro ¢(X) plynou snadno z pozorovani,
Ze soucin bazi je baze soucinu, soucin hustych podmnozin je hustd podmnozina sou¢inu a soucin bazi je baze
v soudinu.

Dolni odhady pak plynou z faktu, Ze projekce baze soucinu je baze, podobné projekce husté mnoziny je
husta a projekce baze okoli body je baze okoli bodu. O

prostorti). Pro hustotu budeme potiebovat logaritmus kardinalniho ¢isla. Je-li k kardinalni ¢islo, definujeme

log k = min{)\; 2* > k}. Napf. logaritmus mohutnosti redlnych &isel je w (log2¥ = w).
V nasledujicim dikazu pouzijeme nésledujici tvrzeni.

Lemma 2.40. Vztah vahy a hustoty
Je-li X reguldrni, plati w(X) < 24X, Disledkem je nerovnost d(21) > log |I|.

Diikaz. Reguldrni prostor X ma otevienou bazi slozenou z regularné otevienych mnozin (vizte Fakt [1.68))
(pfipometime, ze G je reguldrné oteviend, pokud G je vnitiek 7). Je-li S hustd v X a G reguldrné oteviena,

je G = Int(G) = Int(G N S). Toto zobrazeni G ~ G NS, kde G probihd bézi z regularné otevienych mno-
7in, je prosté, coz dokazuje tvrzeni. Diisledek plyne z rovnosti w(2!) = |I| (vizte nasledujici Vétu b)). O

Véta 2.41. Kardinalni funkce na soucinech
At X =[], X; je soucin nekonecné mnoha aspori dvoubodovyjch prostori, které nejsou indiskrétn.

(a) x(X) = sup {x(X;)} + I];
(b) w(X) = sup {w(X;)} + |1|;

(c) d(X) < sup;{d(X;)} + log|I| (rovnost plati, obsahuje-li kaZdy prostor X; dvé disjunkini neprdzdné
oteviené mnoziny)..

Dikaz. (a) a (b) Vime, Ze x < w a Ze kanonickd oteviend baze v. X md mohutnost sup;{w(X;)} + |I], coz je
tedy i horni odhad pro w(X). ProtoZe projekce béze okoli bodu z € X na X; je baz{ okoli bodu m;(x) v X;,
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je x(X) > sup;{w(X;)}. Podle pfedpokladu existuje v kazdém X; neprdzdnd oteviend mnozina G, riznd
od X;. Zvolme a; € G;,b; € X; \ G;. Je-li U béze okoli bodu a = {a;}, pak jeji prunik neobsahuje zadny
bod majici néjakou souradnici b;. Pro kazdé U € U uvazujme bazové okoli Vi spliujici @ € Viy C U. Pak
V = {Vy; U € U} je lokdlni baze a a |V| < |U|. Pro kazdou V € V uvazujme koneénou mnozinu Iy C I,
kterd urcuje tuto bdzovou mnozinu. Pokud existuje i € I\ Uy ¢y, Iv, pak bod b = b(j) Z” ‘; Ef\{l}’
spliiuje b € |V C NU. To je vSak spor s vlastnosti & zminénou vyse. Tedy |Jy .y, v = I. Pokud by tedy
V| < |I], méli bychom [I| = |y ¢y, Iv| < [V| < |I], co by byl spor.

Takze |U| > |V| > |I], ¢imz dostavame hledanou nerovnost x(X) > |I].

(c) Krok 1. Stacf dokézat, Ze d(D?") < A pro diskrétni prostor D, kde |D| = A pro nekoneény kardinal A.

Pak totiz pro polozime A = log |I| 4+ sup;{d(X;)} a vezmeme husté mnoZiny S; v X; mohutnosti d(X;)
a surjekce f;: D — S;. Soucin [], fi: DI — [L;c; Si je spojita surjekce. Soucin D' maé podle piedpokladu
hustou ¢&st mohutnosti A (protoze |I| < 2*), a tedy i d(X) < d(IT;c; Di) < A

Krok 2. Zbyvéa tedy dokdzat, ze d(DQA) < \. Kanonickd baze B v Cantorové prostoru 2 mé mohutnost
A. Definujme S C D?" nasledovné:

S = {h € D*¥; existuji disjunktni By, ..., B, € B,n € N, h konstantn{ na kazdé z mnozin By, ..., B, 2’\\U By}.

Jelikoz koneénych podmnozin B je A a |D| = A, plati |S| < A. Ukdzeme, 7e S = D2,
At G je bazova oteviend mnozina v D*, tedy G = 7!
riizné body a dj, € D. Existuji disjunktni mnoziny By € B takové, Ze uy, € By, pro k € K (2* je normélni).

Vybereme d € D a polozime h: 2* — D jako

(dy), kde K je koneéna mnozina, u € 2> jsou

di, u€ Bp, ke K,
h(u) = A
d, ue 2 \Upx Br

Pak h € S a zaroven a h € G. Tedy S je husta v D% Tim je nerovnost v (¢) dokdzéna.
Pro tvrzeni v zavorce v (c) musime ukédzat, ze d(X) > log |I|, protoZe nerovnost d(X) > d(X;) plyne z
toho, Ze X; # 0 (dokonce |X;| > 2) a X; je homeomorfn{ retraktu sou¢inu (vizte Fakt [2.3F).
Predpoklddejme, ze d(X) < log|I| a S je hustd podmnozina d(X) mohutnosti mensi nez log |I|. Ozna¢me
Gio,G;,1 dvé disjunktni neprazdné oteviené mnoziny v X;, ¢ € I, a definujme zobrazeni ¢: X — 27 nasle-
dovneé:
0, z(i) € Gio,

1, x(i) ¢ Gy,

Ukazeme, 7e (S) je hustd mnozina v 2/. At H je kanonickd oteviens mnozina v 27, tj.

o(x) (i) = { iel.

H={te2; t(ir) =e1,...,t(ix) = ex},

kde iy,...,ix € I, €1,...,ex € {0,1} a k € N. Uvazujme kanonickou otevienou mnozinu O v X vytvofeno
jako
0= {x € X; ay € Gihfu cees Ty, € Gik75k}‘

Prunik SN O obsahuje néjaky bod x. Pak je zfejmé, Ze p(x) € ¢(S)N H, coz dokazuje nase tvrzeni o hustoté

()
Tim vSak jiz mame spor s predchozim Lemmatem nebot |p(S)| < log|I|. O

Dusledek 2.42. Separabilita soucinu

Soucin nejuyse kontinuum mnoha separabilnich prostori je separabilni.

2.4.3 Zachovavani vlastnosti kvocienty

Na rozdil od podprostori se mnohem méné topologickych vlastnosti zachovava kvocienty. Vice vlastnosti se
zachovava otevienymi nebo uzavienymi zobrazenimi.

Po definici kvocientu jsme uvedli piiklad ztotoznéni mnozin Q a P kazdou do jednoho bodu. Vysledkem
je dvoubodovy indiskrétni prostor, Kvocientové zobrazeni je dokonce oteviené. Takze kvocientova oteviena
zobrazeni nezachovavaji T; vlastnost pro zadné i, ani metrizovatelnost a usporadatelnost. Indiskrétni prostor
je uplné regulérni i norméalni a nuldimenzionalni. Pro tyto t¥idy prostorti mame nasledujici priklady.
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Priklady 2.43. Jednoduché priklady na vlastnosti kvocientd

1. At Y je kvocient R vznikly ztotoZznénim mnoZiny iracionéalnich ¢isel do jednoho bodu p a f je pfislusné
kvocientové zobrazeni. Prostor Y neni regularni. Uzav¥end mnozina F{1/n;n € B} U {0} v Y nelze oddélit
od bodu p otevienymi mnozinami, protoze kazdé oteviend mnozina v Y obsahujici F' obsahuje i p.

2. Vezmeme-li misto R mnozinu P iracionélnich &isel, v ném spocfetnou hustou mnozinu S a ztotoZnime
P\ S do bodu p, miZeme zopakovat postup z pfedchoziho pfikladu. Navic je P nuldimenzionalni a uvedeny
kvocient neni nuldimenzionalni, protoze P\ S je husty v P. O

Predchozi dvé kvocientova zobrazeni nejsou oteviena. Nasledujici velmi silny Isbellav vysledek je aplnym
feSenim situace

Véta 2.44. Oteviena spojita zobrazeni

Kazdyj topologicky prostor je kvocient pti otevieném zobrazeni Ty-prostoru.

Diikaz. At X je libovolny topologicky prostor a k je regularni kardinal, k > |X|. Existuje « disjunktnich
podmnozin S, C k,a € k, mohutnosti x a bijekce ¢: X Xk — k. Mnozina G C X X k je oteviend, jestlize pro
kazdy bod (z,a) € X x k existuje okoli U bodu z v X a " C Sy(z,a): [Sep(z,a) \ 5’| < & tak, Zze U x S" C G.
Snadno se ukéze, ze takto definované oteviené mnoziny jsou topologie a projekce mx: X X k — X je spojité
a oteviené zobrazeni.

Zbyva ukézat, ze X X k je nuldimenzionalni T4-prostor. Tady jsem zatim skoncil, rekonstruovat dikazy
Isbella je nékdy s potizema. Nicméné doufam, ze to ¢asem dokoncim O

Uzaviena kvocientova zobrazeni zachovavaji vice vlastnosti. Asi nejjednodussimi piiklady uzavienych
kvocientovych zobrazeni je ztotoZnéni do bodu kazdé uzaviené mnoziny A; z kone¢ného pocétu Ay, ..., A,.

Je ziejmé, Ze kvocient Ti-prostoru je Ti-prostor, pravé kdyz kvocientové zobrazeni je uzaviené. Stan-
dardni p¥iklad na nezachovani Ty-vlastnosti kvocientem je prostor Z s otevienymi mnozinami (n,o0),n € Z,
kde zotoZnime suda ¢isla do jednoho bodu a liché ¢isla do jiného bodu. Kvocientem je indiskrétni prostor a
kvocientové zobrazeni je oteviené i uzaviené. Hausdorffovost ani regularita se nezachovava uzavienym zob-
razenim: sta¢i vzit Ts-prostor, ktery neni normalni a ztotoznit dvé uzaviené mnoziny, které nelze oddélit
otevienymi mnoZinami, do dvou bodu.

V&jir vytvoreny jako kvocient sumy spocetné mnoha intervali [0, 1] ztotoZnénim vSech nul neni metrizo-
vatelny a kvocientové zobrazeni je uzaviené. Protoze kazdy kompaktni metrizovatelny prostor je spojitym
obrazem Cantorovy mnoziny, nezachovavé uzaviené kvocientové zobrazeni ani nuldimenzionalitu. Zatim jsme
se nezminili o norméalnich prostorech, diivod ukéze néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.45. Kvocient normalniho prostoru

Kvocient normdlniho nebo Ty-prostoru podle uzavieného zobrazent je normdlni (resp. Ty-prostor).

Diikaz. At f: X — Y je uzaviené kvocientové zobrazeni a X je normélni. Vezmeme dvé disjunktni uzaviené
mnoziny Fy, Fy v Y. Potom f~1(F : i) jsou uzaviené disjunktnf{ mnoZiny v X a ezistuj{ dvé disjunktn{

oteviené mnoziny G; D f~1(F : i) Mnoziny Y \ f(X \ G;) jsou oteviené, disjunktni a obsahuj{ F;. Protoze
f zachovava Ti-vlastnost, tvrzeni plati i pro T4-prostory. O

Jak se chovaji kardinalni funkce vzhledem ke kvocientam?

Véta 2.46. Kardinalni funkce a kvocient
At f: X =Y je kvocientové zobrazeni. Pak plati ndsledujici tvrzend.

(a) d(Y) < d(X).
(b) Je-li f oteviené, je w(Y) < w(X), jinak nemusi existovat vztah mezi w(X) a w(Y).

(c) Je-li f oteviené, je x(Y) < x(X), jinak nemusi existovat vztah mezi x(X) a x(Y).

Diikaz. Tvrzeni pro hustotu plati obecnéji: je-li f: X — Y spojité zobrazeni, je d(f(X)) < d(X). Tvrzeni v
(b) a (c) pro oteviend zobrazeni jsou také jednoduché: otevieny obraz oteviené baze v X je oteviend béze
v Y a podobné otevieny obrtaz oteviené lokdlni baze je lokdlni baze. Priklad véjite pred Tvrzenim [2.45
ukazuje, ze uzavrené kvocientové zobrazeni muze zvysit jak vahu, tak charakter. O
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Existuje mnoho tvrzeni, které za dalsich podminek na kvocientové zobrazeni ukazuje zachovavani nékte-
rych vlastnosti (napf. kdy kvocient metrizovatelného prostoru je metrizovatelny).

2.4.4 Zachovavani vlastnosti sumou

Tato ¢ast je nejjednodussi a nejméné zajimava. Vnofeni X; do [[; X; je oteviené i uzaviené na obojetny
podprostor, takze vSechny T;-vlastnosti, regularita, iplna regularita, normalita, metrizovatelnost i nuldi-
menzionalita se zachovava. Trochu pozor se musi davat u kardinédlnich funkci, ale i pro né jsou vysledky i
jejich dikazy jednoduché.

Tvrzeni 2.47. Kardinalni funkce versus sumy
At X =[1; Xi a ¢ € {w,d}. Pak o(X) = sup;{o(Xi)} + [I], x(X) = sup; {x(X:)}

2.5 Shrnuti

Piehled zachovavani vlastnosti jednotlivymi operacemi. Symbol (+) znamend zachovavani pojmu alespoii na
spocetny sou¢in nebo sumu.

To, T1, Ta, T3, Ty 1 T4 | separabilni | spo¢. baze | spoé. charakter | metr.
podprostor + - - T T+ T
(spoCetna) suma + + -(H) -(+) ¥ ¥
kvocient - - + - - N
(spocetny) soucin + - -(H) -(1) -(1) -

Vsimnéme si predevsim vybocujicich vlastnosti normality, ktera se nezachovava ani sou¢inem (Sorgen-
freyova pfimka) ani podprostorem (obdélnik Dieudonného . Normalita se zachovava uzavienym pod-
prostorem.

Tabulku rozsifime, nebude jednoduché zvolit, jak.
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KAPITOLA 3

Kompaktnost

vvvvvv

Uvedeme nyn{ jeden z nejdilezitéjsich pojmii v topologii, a to kompaktni prostory. V jistém smyslu se dé fici,
ze zobecnhuji konecné prostory. Kompaktnost ma mnoho charakterizaci a z nich se jako definice obvykle uvadi
popis pomoci pokryti (je to mozné historicky dusledek, protoze kompaktnost mé sviij pocatek v Borelové
vEteé z r.1894 o koneéném podpokryti uzavienych omezenych intervala v R). Uvidimé, Ze podstatné vlastnosti
mé kompaktnost pro Hausdorffovy prostory. Z tohoto divodu se nékdy definuji kompaktni prostory jen jako
Hausdorffovy (na to je tf¥eba davat pozor). Nase definice bude obecné.

Pokryti i specialni pi¥ipad oteviena pokryti byla definovana v Navic miZeme dodat, Ze podmnoZina,
pokryti, ktera je také pokrytim, se nazyva podpokryti.

3.1 Kompaktni prostory

Definice 3.1. Definice kompaktnosti

1. Topologicky prostor se nazyva kompaktni, pokud z kazdého otevieného pokryti lze vybrat kone¢né pod-
pokryti.

2. Topologicky prostor se nazyva spocetné kompaktni, pokud z kazdého spocetného otevieného pokryti lze
vybrat kone¢né podpokryti.

3. Topologicky prostor se nazyva Lindeldfiv, pokud z kazdého otevieného pokryti lze vybrat spocetné
podpokryti. 0

Je dobré si uvédomit, ze je ekvivalentni misto uvedeného podpokryti s danou omezenou mohutnosti
pozadovat oteviené zjemnéni se stejné omezenou mohutnosti. Misto libovolného otevieného pokryti mizeme
tedy uvazovat oteviené pokryti s vhodné&jsimi mnozinami.

Ptimo z definice vyplyva, Ze prostor je kompaktni, pravé kdyZ je soucasné spocetné kompaktni a Lin-
del6fav. Prostor X, ktery obsahuje spocetnou uzavienou diskrétni podmnozinu D, neni spo¢etné kompaktni
(vezme se oteviené pokryti {X \ D} U {Ug;d € D}, kde Uy N D = {d). Podobné se zjisti, Ze prostor, ktery
mé nespocetnou uzavienou diskrétni podmnozinu, neni Lindel6fav.

Kompaktnost ma kromé uvedené spocetné kompaktnosti a Lindel6fovy vlastnosti mnoho dalsich forem
blizkych kompaktnosti (sekvencialni kompaktnost, pseudokompaktnost, hemikompaktnost, parakompakt-
nost, redlnou kompaktnost), ale nejdilezit&jsi je ve svém zakladnim vyznamu. Ostatni moznosti se pouzivaji
v pripadé, Ze zkoumany prostor neni kompaktni, ale v néjakém smyslu méa ke kompaktnosti blizko. O nékte-
rych z uvedenych forem se zminime v dalsim textu.

Je zndmo z metrickych prostort a ukazeme to i v pristi kapitole, Ze pro né je ekvivalentni byt separabilni,
mit spocetnou vahu, byt Lindelofav a Ze je ekvivalentni byt spocetné kompaktni, kompaktni (i sekvencné
kompaktni, pseudokompaktni).

Priklady 3.2. Jednoduché priklady

1. Kazdy kone¢ny prostor je kompaktni, tedy napt. Sierpiniského prostor. Kazdy nejvySe spocetny prostor
je Lindelofav.

2. Diskrétni prostor je kompaktni, pravé kdyz je spocetné kompaktni, pravé kdyz je kone¢ny, Diskrétni
prostor je Lindel6fuv, pravé kdyz je nejvyse spocetny.

3. Kazdy indiskrétni prostor je kompaktni.

4. Kazdy prostor s ko-kone¢nou topologii je kompaktni. Kazdy prostor s ko-spocetnou topologii je Lindel6ftv
(a neni kompaktni, pokud je nespocetny).

71
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5. R ani otevieny interval (0,1) nejsou kompaktni.

6. Prostor s jednim hromadnym bodem je kompaktni, pravé kdyz doplnék kazdého okoli hromadného bodu
je koneény (tedy prostor N¢ neni kompaktni). O

UkéaZzeme nyni nékolik jednoduchych charakterizaci kompaktnosti, slozitéjsi uvedeme pozdéji (pro definici
centrovaného systému viz Uvodni ¢ast o filtrech).

Véta 3.3. Charakterizace kompaktnosti

Pro topologicky prostor X jsou ndsledujici podminky ekvivalentni.
(i) X je kompaktni.
(i1) Kazdy centrovany systém z uzaviengch mnoZin md neprdzdny prinik.
(i) Kazdy filtr md hromadny bod.
(i) Kazdy ultrafiltr md limitu.
(v) Kazdy usmérnény soubor v X md hromadny bod.

Dikaz. Implikace (i) = (ii): At F je centrovany systém v X sestdvajici z uzavienych mnozin a predpokld-
dejme pro spor, ze ma prazdny prunik. Uvazujme systém otevienych mnozin Y = {X \ F': F' € F}. Pak je
systém U oteviené pokryti X, nebot

X=X\0=X\[{{F; Fer}=|J{x\F; FeF} = Ju.

Tedy existuje koneéné podpokryti {Uy,...,U,} C U prostoru X. Vime, ze U; = X \ F; pro né&jakd F; € F,
i=1,...,n. Pak ovSem

Fn--NF,=X\U)Nn---N(X\Up) =X\ (U U---UU,) =0,

coz je spor s centrovanosti systému F.

Implikace (ii) == (iii): At F je filtr na prostoru X. Pak systém {F; F € F} je centrovany, takze existuje
r € X splijici z € {F; F € F}. Tedy x je hromadnym bodem filtru F.

(iii) = (iv): Jelikoz je hromadny bod ultrafiltru jeho limitou, mame pozadovany zavér.

(iv) = (v): At {x;}ier je usmérnény soubor v X. Polozme F; = {x;: j > i}, i € I. Pak je {F};; ¢ € I}
centrovany systém uzavienych mnozin, tedy lze vlozit do néjakého ultrafiltru U. Necht x € X je limita U,
tj. » € {U; U € U}. Pak z je hromadnym bodem {z;};c;.

Vskutku, necht V' je oteviend mnozina obsahujici x a ¢ € I je dano. Protoze V i F; jsou v U, plati
VNE;#0. Tedy i VN {z;; j > i} # 0 (jelikoz V je oteviend). Existuje tak j > ¢ spliujici z; € V. Tedy «
je hromadny bod {z;}ier.

Implikaci (v) = (i) dokdZeme sporem. Pfedpoklddejme, Ze U je oteviené pokryti X, které nemé konecné
podpokryti. Pak ke kazdé koneéné F C U existuje bod zx € X \ |JF. Uspofadejme koneéné podmnoZiny
U pomoci inkluze a uvazujme usmérnény soubor (zx)z. Ten mé néjaky hromadny bod = € X. Ovsem U je
pokryti, a tedy existuje U € U spliujici € U. Necht H C U konecénd sestava z mnoziny U, tj. H = {U}.
7 definice hromadného bodu existuje F O H konecnd takova, ze xr € U. To je ovSem spor s faktem
zr € X \UF C X\ U. Tim je diikaz dokoncen. O

Jen s formalni Gpravou ditkazu se dostanou nésledujici podobné charakterizace spo¢etné kompaktnosti a
Lindel6fovosti.

Véta 3.4. Charakterizace spocfetné kompaktnosti

Pro topologicky prostor X jsou ndsledujici podminky ekvivalentni.

(i) X je spocetné kompaktni.

(i1) Kazdy spocetny centrovany systém z uzaviengch mnoZin md neprdzdny prinik.
(i) Kazdd posloupnost v X md hromadny bod.

Diikaz. (i) = (ii): At F je spocetny centrovany systém v X sestdvajici z uzavienych mnozin a predpoklé-
dejme pro spor, Zze mé prazdny prunik. Uvazujme spocetny systém otevienych mnozin Y = {X \ F: F € F}.
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Pak je systém U spocetné oteviené pokryti X. Tedy existuje konecéné podpokryti {Uy,...,U,} C U prostoru
X. Vime, 7e U; = X \ F; pro néjakd F; € F, i =1,...,n. Pak oviem

Fn--nNF,=X\U)Nn---n(X\U,) =X\ (U1 U---UU,) =0,

coz je spor s centrovanosti systému F.
(ii) = (iii): Af (z5)nen je posloupnost v X. Polozme F,, = {zj: k > n}, n € N. Pak je {F,; n € N}
centrovany systém uzavienych mnozin, tedy existuje x € [, oy Fn Pak 2 je hromadnym bodem {w;, },en.
(ili) = (i): Predpokladejme, ze U = {Up}nen je spoletné oteviené pokryti X, které nemd konecné
podpokryti. Pak pro kazdé n € N existuje z,, € X \ (U; U---UU,). Posloupnost {z,} mé néjaky hromadny
bod z € X. Ovsem U je pokryti, a tedy existuje k € N spliujici z € Uy. Z definice hromadného bodu existuje
n > k v N takové, ze x,, € Uy. To je ovSsem spor s faktem

Tp €U, N(X\ (U1 U---UU,)) CUN(X\Uyg) = 0.

Tim je dikaz dokoncen. O

Lze charakterizovat i Lindel6fovy prostory pomoci hromadnych bodu jistych usmérnénych soubori (je
tzv. spodetné usmérnéna), ale nepouziva se.

Véta 3.5. Charakterizace Lindel6fovosti

Pro topologickyj prostor X jsou ndsledujici podminky ekvivalentnd.
(i) X je Lindeldfiv,

(ii) kaZdy spocetné centrovany systém z uzaviengch mnoZin md neprizdny prinik (jingmi slovy, kazdy filtr
se spocetnou prinikovou vlastnosti md hromadny bod),

Diikaz. (i) = (ii): At F je spoCetné centrovany systém v X sestdvajici z uzavienych mnozin a predpokla-
dejme pro spor, ze mé prazdny prinik. Uvazujme systém otevienych mnozin U = {X \ F': F' € F}. Pak je
systém U oteviené pokryti X. Tedy existuje spocetné podpokryti V = {U;; i € N} C U prostoru X. Vime,
7e U; = X \ F; pro n&jakd F; € F, i € N. Pak ovSem

NFE=NX\U)=X\JUi=Xx\X=0,
€N €N €N

coZ je spor se spocetnou centrovanosti systému F.

(ii) = (i): Necht U je oteviené pokryti X. Predpokliddejme, ze neméd spocetné podpokryti a uvazujme
systém F = {X \ U; U € U}. Pak pro libovolny spocetny podsystém F' C F mdme odpovidajici spodetny
podsystém U’ takze

F =({X\U; Ueuy=x\{Ju #0.

Tedy F je spoletné centrovany systém uzavienych mnozin. Dle (ii) je jeho prunik neprazdny, coz ale diky

rovnosti
D#£NF=({X\U; Ucut=x\{Ju=0

vede ke sporu. O

Do Uvodu, ¢ast filtry, doplnit spocetnou centrovanost a spocetnou primikovou vlastnost filtrii - tzv.
spocetnou uplnost.

Piiklady 3.6. Slozit&jsi priklady

1. Usporddany prostor je kompakini, prave kdyz je jeho definujici uspordddni uplnym svazem.
Necht (X, <) je uplny svaz a F je filtr v X. Pro kazdou mnozinu F' € F vezmeme zr = sup F a yp = inf{zy;
H e F,H C F}. Vsimnéme si, Ze pro Fy C F, mame zp, < zp, a yp, < Yp -

Ukazeme, ze z = sup{yr; F} je hromadnym bodem filtru F. Necht U je otevieny interval obsahujici z a
necht Fy € F je dana. Necht Fy € F spliiuje yg, € U. Polozme Fy = FrFy C Fy. Pak yp, < yp, < z, tedy
yr, € U. Déle existuje H C F», H € F, spliiujici z € U. Kone¢né nalezneme x € H takové, ze x € U. Pak
e HNU C FoNU C F1NU, tj. z je hormadnym bodem F.

Pokud (X, <) neni tplny svaz, af existuje A C X, kterd nema v X supremum. Vezmeme oteviené systémy

S={(+,a); ae A} a T ={(h,—); h je horni mez mnozinyA}
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(jedna ze soustav S, T miize byt prazdna). Pak X = J(SUT). Vskutku, je-li z € X, pak budto existuje
a € A splijici ¢ < a, a pak ¢ € [JS, anebo z > a pro kazdé a € A. Pak z je horni zavora A, ktera vSak
nemiZe byt nejmensi horni zavorou (pfipomeinime, Ze A nem4 supremum). Tedy existuje horni zavora h € X
mnoziny A, ktera je mensi nez x. Pak tedy z € |J 7.

Nyni ovéfime, Ze z naSeho pokryti nelze vybrat kone¢né podpokryti. Vskutku, necht
S ={(+,a); a1,...,an € A} CS a T ={(h;,—); h1,...,hy jsou horni zavory A} C T

jsou kone¢né systémy spliujici X = (J(S'UT’). Necht @ = max{ay,...,a,} a h = min{hy,...,h,,}. Pak
X = (+,a) U (h,—). Aviak neprazdny interval [a, h] tak neni pokryty, coZ je spor.

Mohl by téz nastat pfipad, kdy A nemé horni zévoru, tj. systém T je prazdny. Pak ovSem postupujme jako
vyse se systémem S a odvodime, Ze a neni pokryto S’.

2. Usporddany prostor wy je spocetné kompaktni a neni Lindeléfiv (tedy neni kompaktni).

Opravdu, kazda posloupnost {a,} v w; ma hromadny bod. Uvazujeme totiz spocetny ordinal 8 = sup{ay;
n € N}, takZe hodnoty posloupnosti {a, } lezi v uzavieném intervalu [0, 8]. To je uspofadany prostor, ktery
jest uplnym svazem. Tedy dle pfedchoziho bodu je kompaktni, takze {,} méa hromadny bod a € [0, F].
Jelikoz je topologie [0, ] dana usporadanim podprostorové topologie prostoru wy, je o i hromadnym bodem
posloupnosti {«,} v prostoru ws.

Nakonec si pov§imneme, Ze oteviené pokryti {[0, a); a € w;} nemé spocetné podpokryti.

3. Dlouhd poloprimka LT je spocetné kompaktni a neni Lindeléfova.
Stejné jako vysSe vidime, Ze pokryti {[0,a); « < wi} neméa spocetné podpokryti.
Pokud {z,,} je posloupnost v L™, pak pro kazdé n € N nalezneme «,, € w; tak, e z, < ay,. At a = sup{an;
n € N}. Pak podprostor [0,a] C L™ je kompaktni, nebot se jednéd o topologii uréenou tplnym svazem.
Vskutku, [0,a] C LT méa uspofadani urcéeno lexikografickym uspofadanim ([0, ) Nwq) x [0, 1), pfitemZ « je
nejvetsi prvek [0, a]. Stadi tedy ukazat, Ze toto usporadani je uplnym svazem. Necht A C [0, o] neprazdna je
déna. Necht

B = min{~y € wy; 7 horni zavora A}.
Pak 8 < «. Pokud 8 méa predchiidce, tj. 3 = § + 1, mame AN (§, 8] # 0. Nyni stadi pouzit kompaktnost
[0, 1], abychom ovéfili, Ze sup A € (4, 5] existuje.
Pokud 3 je limitni, pak pro kazdy ordindl § < 8 je AN (4, 3] # 0. Tedy sup A = S téZ existuje.

4. Isbelliv-Mréwkiv prostor X = N US,|S| > w, neni nikdy spocetné kompaktni, protoze S je nekonetna
uzaviend diskrétni podmnozina. Pro |S| > w neni tedy X ani Lindel6fiv. Je-li |S| < w, je X metrizovatelny,
je kompaktni, pravé kdyz |S| < w. Pro |S| = w je X Lindel6fav (je spocetny).

5. Sorgenfreyova primka X je Lindeldfuv prostor, ktery nemd spocetnou otevrenou bdzi.

Je ziejmé, Ze X nenf spocetné kompaktni (podmnoZina N nemé hromadny bod). At G je oteviené pokryti X,
Mizeme piedpokladat, ze G = {[z,b,); v € X}, kde b, > x. Oznaéme M = |, x (@, b;). Uvazujme nyni dva
body 21 < ze v X\ M. Pak x5 ¢ (21, by, ), takZe (z2,bs,) N (21, by, ) = 0. Proto je systém {(z,b,); z € X\ M}
disjunktni, a tedy spocetny. Tedy i mnozina X \ M je spocetna. Kazdy podprostor R je Lindelofuv, takze
oteviené pokryti {(x,b,); € X} mnoziny M mé tedy spocetné podpokryti. Z G vybereme spodetné pokryti
mnoziny X \ M a dohromady dostéavame spocetné podpokryti mnoziny X. O

Priklad 3.7. Dvé Sipky
Necht

X = ((0,1] x{0}) U ([0,1) x {1})

s lexikografickym uspoirdadanim. Pak X s intervalovou topologii je kompaktni Hausdorffav prostor. O

Diikaz. Uvazujme prostor
Y = ([0,1] x {0}) U ([0,1] x {1})

s topologii danou lexikografickym uspordaddnim. Pak Y = X U {(0,0) U (1,1)}, pfi¢emz body (0,0) a (1,1)
jsou izolované v Y. Pokud tedy dokdzeme, ze Y je kompaktni Hausdorffuv prostor, je i X, jakozto jeho
uzavieny podprostor, kompaktni Hausdorffiv prostor.

Prostor Y je zjevné Ty, nebot jeho topologie je generovana linedrnim uspotradéanim. Abychom ovérili
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kompaktnost Y, sta¢i dle Prikladu [3.6]1 ukézat, Ze Y je tplnym svazem. Prostor [0,1] i {0,1} tplnym
svazem jsou. K dokonceni diukazu tak staci ovérit, ze soucin Z dvou uplnych svazi Z1, Zo, ktery uvazujeme
s lexikografickym usporddanim, je opét uplny svaz.

Necht tedy A C Z je neprazdna. Pak polozime s; = supwz, (A). Pokud s; = maxmyz, (A), polozime

s9 =sup{z € Zs; (s1,%2) € A}.

Jinak necht so = min Z5. Tvrdime, Ze pak s = (s1, s2) je supremum A.

Vskutku, necht (¢1,2) € A je ddno. Pak t; < s; diky volbé s;. Pokud t; = s1, pak sy > to diky volbé sa,
takze (tl,tg) (s1,82). Pokud t; < s1, mame ihned (t1,t2) < (s1, $2). Tedy (s1,s2) je horni zdvora A.

Necht nyni (u1,us) € Z je libovolnd horn{ zdvora A. Pak u; je horni zdvora 7z, (A4), takZze u; > s1. Pokud
s1 neni maximum 7z, (A), mame (u1,uz) > (s1,82) = (s1, min Z5). Tedy (u1,us) > (s1,82).

Pokud s; je maximum 7z, (A4), pak budto u; > sg, coz implikuje (u1,uz2) > (s1,52), nebo u; = s;1. Pak
ovSem (u1,u2) = (s1,u2) > (s1,2) pro kazdé z € Zy spliujici (so,2) € A. Tedy us > so z definice s. Tedy
(u1,us) > (s1,82) 1 v tomto piipadé.

Ukézali jsme tak, ze (s1,s2) je vskutku supremum A, takze Z je tplny svaz. Tim je dikaz dokonc¢en. O

Nasledujici lemma ukazuje chovani kompaktii na mnozinové operace.

Lemma 3.8. Kompakty a mnoZinové operace
Necht X je topologicky prostor a K;, i € I, jsou kompakty v X .
(a) Je-li X Hausdorffiv, je prinik .

i€l
(b) Pokud I je konecnd, je ¢,

K; kompaktni.
K; kompakt.

Dikaz. (a) Necht K = (,.; K; je neprdzdny. Zvolme iy € I. Pak K;, i € I, jsou uzaviené, a tedy

ﬂKi:KiOm ﬂ K;

i€l i€\ {io}

i€l

je uzaviend mnozina v kompaktu K, a tedy kompaktni v K;,. Proto je kompaktni v X.

(b) Diky principu matematické indukee staci dokdzat tvrzeni pro kompakty K; a Ks. Uvazujme oteviené
pokryti K7 U Ks. Pak vybereme konecné podpokryti Uy C U spliujici K7 C |JU; a analogicky konecné
podpokryti Us C U pokryvajici Ky. Pak Ky U Ky C J(Uy Uls). O

Poznamka 3.9

Povsimnéme si, ze Lemma a) neplati nap¥. v Tj-prostorech. Vskutku, uvazujme prostor X = Z U
{+00, -0}, kde Z je diskrétni otevieny podprostor a okoli bodid +o0o a —oo jsou v Z dopliiky kone¢nych
mnozin. Pak X7 = Z U {+o0} i X3 = Z U {—00} jsou kompaktni mnoziny, ale jejich pranik X; N Xy = Z je
nekompaktni.

Dale si uvédomme, ze kompaktni podmnoziny nemusi byt uzaviené. Vskutku, je-li X indiskrétni prostor, je
kazda jeho podmnozina kompaktni, ale nemusi byt uzaviena.

Je dilezité znat, jak se kompaktnost chova vzhledem k zakladnim konstrukcim.
Véta 3.10. Kompaktnost a konstrukce
(a) Kompaktnost, spocetnd kompaktnost a lindeldfovost je uzaviené dédicnd a neni dédicnd.

(b) Kazdy spojity obraz kompaktniho prostoru (resp. spocetné kompaktniho ¢i Lindeldofova prostoru) je
kompaktni (resp. spocetné kompakini & Lindeldfiv).

(¢) Soucin [[; X; neprdazdnijch prostori je kompaktni, prdve kdyZ jsou viechny prostory X; kompaktni
(Tichonovova véta,).

(d) Suma |]; X; je kompaktni, prdave kdyz je mnozina {i € I; X; # 0} konecnd a vsechny prostory X; jsou
kompaktn.

Diikaz. (a) Je-li E' uzavieny podprostor X a U pokryti E otevienymi mnozinami v F, pak pro kazdé U € U
existuje oteviens U C X, ze UNE = U. Ozna¢me U = {U: U € U}. Pak U U {X \ E} je oteviené pokryti
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X a tedy k nému existuje koneéné podpokryti {Uy, ..., U,, X \ E}. Ziejmé {Uy,...,U,} pokryva E, tedy
Uy, ...,U, je konecné podpokryti E prvky z U.

Pro spocetnou kompaktnost a Lindeléfovu vlastnost bychom postupovali podobné.

(b) Je-li f: X — Y spojité a X kompaktni, pak pro kazdé oteviené pokryti & mnoziny f(X) je
{f~Y(U): U € U} otevienym pokrytim X. Tedy existuje koneéné podpokryti {f~1(U1),..., f~*(U,)} pro-
storu X. Ziejmé {Uy,...,U,} je konecné pokryti f(X).

Diukaz zbyvajicich tvrzeni je zcela analogicky.

(c) Sou¢in X = [],; X; neprazdnych prostort je neprézdny. Je-li kompaktni, je kazdé X; = m;(X) kom-
paktni podle (b).

Necht F je ultrafiltr na X. Mdme dokazat, ze F ma hromadny bod. Pro kazdé i € I je obraz m;(F) =
{m;(F); F € F} ultrafiltr na X;. Vskutku, je-li A C X, pak budto m; *(A) nebo X \ 7; *(A4) lezi v F dle
Tvrzeni V prvnim piipadé pak A = m;(7; ' (A)) € 7;(F), v druhém piipadé pak X;\ A € 7;(F). Dale pro
Fi, F5 € F plati m;(F1) N (Fy) D m;(Fy N Fy), tedy prunik koneéné mnoha mnozin z 7;(F) je neprazdny.
Tim pddem méme uzavienost m;(F) na nadmnoziny. Vskutku, pokud A O m;(F), pak budto A € m;(F),
nebo X; \ A € 7;(F). Druhy piipad vSak neptichdzi do ivahy, nebot inkluze

(Xi\A)Nm(F) C(Xi\A)NnA=0

by znamenala spor s neprazdnost{ priniki koneéné mnoha mnozin z 7;(F). Tedy A € m;(F). Z dokdzanych
faktt jiz plyne, ze F je filtr, a to dokonce maximalni, tj. ultrafiltr.

Necht z; € X; je limita m;(F), i € I. Pak bod x = {x;} € X je limitni bod ultrafiltru . K ovéfeni tohoto
faktu vezmeme bazové okoli U = N, W;l(Uil), kde 41,...,4, € I a U;, jsou oteviena okoli z;,, [ =1,...,n.
Pak pro kazdé [ € {1,...,n} okoli U;, protind kazdou mnozinu 7;, (F), F' € F, takze W;I(Uil) protind kazdou
mnozinu F' € F. Proto m; 1(Ui ) nalezi do F. Tedy i prunik U téchto mnozin nalezi do F, coz bylo dokédzat.

(d) Toto tvrzeni plyne snadno z toho, ze {X;}; je oteviené pokryti sumy. O

Formalné stejny je dikaz tvrzeni (a) a (b) pro spocetné kompaktni a Lindeléfovy prostory, vlastnosti
(d) pro spocetné kompaktni prostory, i pro Lindeléfovy prostory se zménou na spocetnou mnozinu {i €
I; X; # 0}. Existuji piiklady dvou spocetné kompaktnich prostord, jejichZ souéin neni spo¢etné kompaktni
— jsou slozit&jsi a jeden uvedeme v dalsi ¢asti o kompaktifikacich (Piiklad . Pro Lindel6fovy prostory
je priklad jednodussi: v Prikladé [3.6]5 jsme ukazali, Ze Sorgenfreyova piimka X je Lindelofova a vime, Ze
X x X obsahuje nespocetnou uzavienou diskrétni podmnozinu (vedlejsi diagonéla). Prostor X x X tedy neni
Lindel6fuv.

Z Tichonovovy véty dostéavame, Ze Tichonoviv kvadr [0,1]" a Cantortav prostor 2* jsou kompaktni pro
kazdy kardinal , Hilbertiv kvadr [[y[0,1/n] je kompaktni.

Poznamenejme jesté, ze Tichonovova véta je v ZF ekvivalentni s AC. Tichonovova véta ziZzena pouze na
Hausdorffovy prostory je v ZF ekvivalentni s Boolean prime ideal theorem.

Uvedeme nyni nékolik dalsich dilezitych vlastnosti kompaktnich prostorii, prevazné Hausdorffovych.

Tvrzeni 3.11. Nabyvani extrému

Spojitd redlnd funkce na (spocetné) kompaktnim neprdzdném prostoru nabyvd svého mazima a minima.

Diikaz. Necht f: X — R je spojitd funkce na spocetné kompaktnim prostoru X. Pak f(X) je spocetné
kompaktni prostor, a tedy je kompaktni. Vskutku, pouzijeme Vétu a zafixujeme né&jakou posloupnost
{zn 2, v f(X). Necht x € f(X) je hromadny bod zobecnéné posloupnosti {x,,}22 ;. Z definice hromadné
hodnoty nyni zkonstruujeme podposloupnost {z,, } konvergujici k z. Tedy f(X) je kompaktni metricky
prostor, a tedy i kompaktni topologicky podprostor R.

Zbyva jiz jen rozmyslet, ze kompaktni podmnozina K C R ma maximum a minimum. Pro tento tcel
oznacme s = sup K € R, to existuje diky omezenosti K v R. Z definice suprema existuje pro kazdé n € N
prvek z, € K N (s — %, s]. Nynf nalezneme hromadny bod z € K posloupnosti {z,}. Pak nutné z = s, tj.
s € K je maximum K.

Analogicky bychom provedli diikaz pro minimum. O

Véta 3.12. Postacujici podminka pro normalitu
(a) Reguldrni Lindeldfiv topologicky prostor je normdind.

(b) Hausdorffiv kompaktni topologicky prostor je Ty.
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Diikaz. (a) At E, F jsou uzaviené disjunktni mnoziny v reguldrnim Lindel6fové prostoru X. Bez (jmy na
obecnosti predpoklddejme, Ze jsou neprazdné. Pro kazdé r € E najdeme oteviené mnoziny U, C, 7e x €
U, CU, C X\F.Systém {U,: # € E} je oteviené pokryti Lindeléfova prostoru E, tedy existuje spocetna
mnozina C' C E takovd, ze {U.; ¢ € C} pokryvd E. Usporadejme systém {U,.; ¢ € C} do posloupnosti
{U}ien. Podobné nalezneme posloupnost otevienych mnozin {V;},;en takovou, ze U]Oil V;=FaV,;CX\E,
jeN.

Polozme pro j € N

J J
Uy =U;\UW% a Vy=V;\|J U
k=1 k=1

Déle definujme

v=Jur a v=JV.

ieN jEN

Pak U a V jsou oteviené mnoziny a £ C U a F' C V. Vskutku, necht z € E je libovolné. Pak existuje : € N
spliiujici « € U;. Jelikoz z ¢ UjeN Vj, je x € Uf C U. Podobné mdme F C V.

Navic U a V jsou disjunktni. Kdyby totiZz existovalo x € U NV, pak nalezneme indexy 4,j € N takové,
ze x € U NV} Pokud i > j, pak = € U; \ U, Vi, tedy = ¢ V;. To je ale spor, protoze V; D V. Pripad
1 < 7 vede ke sporu podobné. Tedy X je normdlni.

(b) Pro druhou ¢ast nyni staci ukdzat, ze Hausdorffuv kompaktni prostor X je reguldrni. At tedy FF C X
je uzavfend mnozina a x € X \ F. Pro kazdé y € F najdeme disjunktni oteviené mnoziny U, € U(z) a
Vy € U(y). Systém {V,; y € F} tvoii oteviené pokryti F.. Mnozina F' je kompaktni, tedy existuje kone¢né
podpokryti Vi, ,...,V,, mnoziny F. Nyni mnoziny U =U,, N---NU,, aV =V, U---UV,, oddéluji x od
F.

Vskutku, zjevné x € U a F' C V. Kdyby existovalo z € UNV, mdme i € {1,...,n} takové, ze z € V,,.
Pak ovsem z e UNV,, C Uy, NV,, =0. tedy U a V jsou disjunktni. Tim je dikaz dokoncen. O

Bez uvedenych predpokladi tvrzeni neplati, nap¥. nekoneény hruby T; prostor je kompaktni a neni
normalni.

Tvrzeni 3.13. Kompakty jsou uzaviené v Hausdorffovych prostorech

Je-li X Hausdorffiv topologicky prostor a K C X je kompaktni, pak K je uzaviend v X.

Diikaz. At © € X \ K. Pro kazdy bod y € K existuji oteviené disjunktni mnoziny U, a V,, takové, ze x € U,
ay € Vy. Systém {V,; y € K} pokryvd K, a tedy existuje koneénd mnozina F' C K splitujici K C U, cp V.
Pak U = ﬂyeF Uy, je okoli z, které je disjunktni s K. Tedy x nelezi v uzdvéru K. O

Ani toto tvrzeni neplati bez predpokladu Ty, opét staci vzit hrubé T; prostory X C Y.

Tvrzeni 3.14. Automaticky homeomorfismus

At XY jsou Hausdorffovy kompaktni prostory a f: X — Y spojité. Je-li f na, pak f je kvocientové zobrazend.
Je-li f prosté, pak f je homeomorfismus X na f(X).

Drikaz. Staci overit, ze obraz kazdé uzaviené mnoziny je uzaviena. Nicméné uzaviené mnoziny jsou kom-
paktni, spojity obraz kompaktu je kompakt, a tedy uzaviend mnozina v Y. Tedy f je uzaviené, a proto
kvocientové. Je-li navic f prosté, jedna se o bijekci na Hausdorffuv prostor f(X). Ten je kompaktni a f je
ze stejného duvodu jako v prvnim pripadé uzaviené, tedy homeomorfismus. O

Pro priklad neplatnosti bez Ts 1ze vzit identické zobrazeni kone¢ného diskrétniho prostoru na indiskrétni.

Poznamka 3.15

Tedy kompaktni Hausdorffova topologie 7 na dané mnoziné X je minimalni Hausdorffova a maximélni
kompaktni. Pokud je totiz ¢ Hausdorffova topologie na X, ktera splituje o C 7, pak je zobrazeni Id: (X,7) —
(Y, o) dle Tvrzeni homeomorfizmus, a tedy 7 = o. Déle pokud je o kompaktni topologie na X spliiujici
T C o, pak je Tg (nebot 7 je Hausdorffova a 7 C o), takZe 7 = o z pfedeslé avahy.

Existuji minimalni Hausdorffovy prostory, které nejsou kompaktni. Pokud je minimélni Hausdorffiv prostor
regulérni, je uz kompaktni.

Nasledujici dvé tvrzeni jsou snadné, ale pro jejich ¢asté pouziti je uvadime.



78 Kapitola 3. Kompaktnost

Lemma 3.16. Lokalni subbaze v kompaktnim prostoru

Je-li X kompaktni prostor a neprdzdnd mnoZina F C X je prinikem uzavienych mnoZin H, pak H je subbdze
okoli mnoZiny F (tedy pro kaZdouw U D F otevienou existuje F C H koneénd spliujici F C (\F C U).

Diikaz. Necht U je oteviend nadmnozina F'. Soustava {U} U{X \ H; H € H} je oteviené pokryt{ X (nebot
X\F =X\NH=U{X\H; H € H}). Vybereme konecné podpokryti {U}U{X\Hy; H, € H,k=1,...,n}
a dostavame F C (\;_, Hy C U. (Je-li totiz x € X \ U, existuje | € {1,...,n} takové, ze z € X \ H;. Pak
z ¢ ey Hi, a tedy Ni_, Hx CU.) a

Toto tvrzeni se Casto pouziva v piipadé, kdy bod v kompaktnim prostoru je prinikem nékterych svych
uzavienych okoli (vétSinou uzavért nékterych svych otevienych okoli). Jako disledek dostaneme, Ze pro
kompaktni To-prostor X plati x(X) < |X| (pro kazdé y # x existuje uzaviené okoli U, , bodu  neobsahujici

y -~ pak (., Usy = {z})-

Lemma 3.17. Uzavienost projekce podél kompaktniho prostoru

At XY jsou topologické prostory a Y je kompaktni. Jestlize G je oteviend mnoZina v X XY obsahugjici
{z} x Y pro né&jaky bod x € X, pak existuje okoli U, bodu x v X tak, Ze U, x Y C G. Tedy projekce
x: X XY =Y je uzaviend.

Diikaz. Pro kazdy y € Y existuji oteviena okoli U, ,,V, bodu x v X, resp. boduy vY,ze U, , xV, CG. Z
pokryti {V, }yey vybereme konecné podpokryti {Vj,, ..., V,, }. Potom N_, U,.,, je hledané okoli U,.

Necht F' C X xY je uzaviend a z ¢ mx (F). Pak G = (X xY)\ F' je oteviend mnozina obsahujici {x} x Y.
Tedy existuje okoli U, bodu z spliiujici U, xY C G. Pak U,Nmx (F) = 0, tedy mx (F') je uzaviend mnozina. O

Kompaktni prostory maji mnoho souvislosti mezi svymi kardinalnimi funkcemi. My méame zatim jen vahu,
hustotu, charakter a mohutnost. Uvedeme jen dvé souvislosti. Dalsi vyznamna nerovnost je |X| < 2X(X),
ktera ma ale komplikovanéjsi dikaz.

Tvrzeni 3.18. Vaha kompaktniho prostoru a jeho spojitého obrazu

Necht X je kompakini Hausdorffiv prostor.
(a) Plati w(X) < |X]|.
(b) Je-li f: X =Y spojité a surjektivni a Y Hausdorffiv, je w(Y) < w(X).

Dikaz. (a) Muzeme predpoklddat, ze X je nekonefny. Vime z Lemmatu a nasledujici poznamky, Ze
X(X) < |X|. Tedy w(X) < |X]|, protoze w(X) < x(X) - |X| (posledni nerovnost plyne z faktu, Ze sjednoceni
otevienych lokalnich bazi je oteviend baze celého prostoru).

(b) Je-li X konec¢ny, je i Y koneény a tvrzeni plati. Je-li Y konec¢ny, tvrzeni téz plati. Muzeme tedy bez
ujmy na obecnosti predpokladat, ze oba prostory jsou nekonec¢né. At B je baze prostoru X, ta je nekonecna..

Vskutku, kdyby B byla kone¢né, pak by topologie 7 prostoru X byla konec¢nd, tedy i systém F sestavajici
ze vSech uzavienych mnozin X by byl konecny. Ale {{z}; = € X} C F, takze i X je kone¢ny. Tento spor
ukazuje, ze B je nekone¢n4.

Nyni muzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, Ze je uzaviend na kone¢nd sjednoceni. Definujme
C ={Y\ f(X\ B): B € B}. Ztejmé |C| < |B|. UkédzZeme, Ze C je jiz béze prostoru Y. At je tedy y € ¥
a V oteviené okoli y. Pak f~1(y) je uzaviend mnoZina obsaZend v oteviené mmnoziné f~1(V). Systém
{B € B: B C f~1(V)} tvoif oteviené pokryti kompaktni mnoziny f~!(y). Proto existuje koneéné pod-
pokryti {By, ..., B,}. ProtoZe B je uzaviend na konecnd sjednoceni, dostdvdme B = By U---UB,, € B. Nyni
yeY\ f(X\B)CV. Tedy C je opravdu béze Y. O

Protoze vzdy plati x(X) < w(X), je i za danych podminek x(X) < |X|. Pro Ty-prostory vysledek neplati.
Uvédomme si, ze jakmile v T1-prostoru X existuje jeden bod x, ktery mé za okoli dopliiky konecénych mnozin,
je prostor kompaktni. Dalsi bod miize mit lokalni bazi velikou, napf. generovanou volnym ultrafiltrem, zbylé
body izolované. Potom x(X) > | X|, napf¥. pro | X| = w. Stejny priklad prostoru, nyni jako Y v tvrzeni (b),
dava priklad, kdy w(Y) > w(X).

3.1.1 Slozitéjsi charakterizace kompaktnosti

Uvedeme nyni trochu slozitéjsi charakterizace kompaktnosti.
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Véta 3.19. Charakterizace kompaktnosti pomoci subbaze a uplného hromadného bodu

Pro topologickyj prostor X jsou ndsledugjict turzeni ekvivalentni.
(i) X je kompaktnd.

(ii) Kazdd nekonecnd mnoZina md uplng hromadny bod, tj. pro kaZdou A C X nekonecnou existuje x € X
spliiugict |U N A| = |A| pro kaZdouw U € U(x).

(1ii) Je-li {F;}icr soubor neprdzdnijch uzaviengch mnoZin v X indexovany linedrné uspofddanou mnoZinu
I a spliwugici F; D Fy pokud i <i', pak (;c; Fi # 0.

(iv) Existuje oteviend subbdze S, Ze z kaZdého pokryti U C S lze vybrat koneéné podpokryti.

Diikaz. (i) = (ii): Necht A je nekonecnd podmnozina kompaktniho prostoru X a kazdy bod z € X mé
okoli U,, s |U, N A| < |A|. Vybereme kone¢né podpokryti {Uy,, ..., U, } prostoru X. Pak A = J(ANU,,),
coz déva spor |A| > |A].

(i) = (i): Necht U je oteviené pokryti X, které nemd koneéné podpokryti. Polozme

B = min {« ordindl; existuje podpokryti U’ C U takové, ze [U'| = |a|}.

Pak /8 neni koneény ordinal. Uvazujme podpokryti V C U velikosti |5, tj. V = {V;}y<p. Pro kazdé v < 8
nen{ systém {Vs; § < v} pokryti X, tedy muzeme pro kazdé v < 8 vybrat bod

xVGVV\UV};.

o<y

Pak mnozina A = {z,; v < f} ma Gplny hromadny bod x € X. Pro ten nalezneme v < 3 takovy, ze z € V.
Pak

1Bl = zy; v < B = A] = [Vy NA] < [{zs; 6 <7} < .
Tedy |B| = |7, tj. existuje bijekce e: v — . Uvazujem nyni mnoziny W5 = V4, 0 < . Pak

{Ws; 0 <} ={Vs; 0 < B},

takze W = {Ws; § <~} je pokryti X spliujici |W| = |y|. Ale v < 8, takze dostavdme spor s volbou f.
Implikace (i) = (iii): Méjme systém {F;; i € I} jako v predpokliadu (iii). Pak se jednd o centrovany
systém uzavienych mnozin, takze dle Véty [3.3|(ii) m4 neprézdny prinik.
Implikace (iii) = (iv): Mé&jme libovolnou subbézi S a pokryti U C S prostoru X. Predpokliddejme, Ze
U nemé konecné podpokryti. Polozme

B = min {« ordinal; existuje podpokryti V C U takové, ze |U| = ||} .

Pak 8 > w. Vezméme pokryti {V,},<3 C U a uvazujme mnoziny

Fy=X\|J{Vs 6<9}, v<8

Pak {F,; v < B} je nerostouci systém uzavienych neprdzdnych mnozin (to plyne jako vyse z minimality 3),
ktery m& dle (iii) neprdzdny prunik. Je-li vSak bod x v tomto pruniku, plati

xeﬂ{Fy; y<B=X\ U UV5 = 0.

Y<B o<y

Tento spor fika, ze Y ma konecné podpokryti.

(iv) = (i): Méjme otevienou subbézi s vlastnosti v (iv) a predpokladdejm, ze F je ultrafiltr v X bez
hromadného bodu. Pro kazdé z € X existuje koneénd S, C S, 7e x € (S, ¢ F. Protoze F je filtr, musi
pro kazdé = € X existovat S, € S, takové, ze S, ¢ F. Z pokryti {S,}.cx vybereme koneéné podpokryti
{Sayy--, 5z, }. Pak existuje i € {1,...,n} spliujici S,, € F. Vskutku, kdyby platilo S,,,...,Sz, ¢ F, z
vlastnosti ultrafiltru bychom méli

0= ﬁX\s

coz nelze. Tedy S;, € F pronéjakéi € {1,... ,n}. To je ale spor s faktem S, ¢ F. Tim je dikaz dokoncen. O
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Vlastnost (iii) je spiSe pomocného charakteru, i kdyz byva nékdy potfebna. Charakterizaci (ii) ukazalo uz
v r. 1921 n&kolik autort, charakterizaci (iv) az v r. 1939 J.W.Alexander. Tyto dvé charakterizace se pouzivaji
k dikazu Tichonovy véty o soucinovosti kompaktnich prostora (Tichonov ji v r. 1930 pfimo nevyslovil, ale
snadno vyplynula z jeho specidlniho dikazu pomoci existence iplnych hromadnych bodi; explicitné ji uvedl
a podobnym zpusobem dokézal E.Cech v r.1937). Na konci 30.let 20.stoleti se zacaly pouzivat jednodussi
pristupy pomoci ultrafiltra (Bourbaki), které tu jsou uvedeny.

Drukaz soucinovosti kompaktnich prostort pomoci Alexanderovy véty je jednoduchy (za otevienou subbéazi
na soucinu se vezme standardni subbéaze soucinu S = {7; ' (U): U € 7;,i € I}), ale ditkaz Alexanderovy véty
bez pouziti ultrafiltri je komplikovanéjsi.

Na zavér této ¢asti uvedeme zajimavou charakterizaci kompaktnich Hausdorffovych prostort. Vime, ze
N“1 neni normalni prostor . Odtud plyne, ze X“! neni normalni pro kazdy metrizovatelny nekompaktni
prostor, protoze takovy X obsahuje uzavienou spocetnou diskrétni mnozinu a jeji wi-mocnina neni norméalni
a je uzavienou podmnozinou X“'. Takze metrizovatelny prostor je kompaktni pravé kdyz jeho wi-mocnina
je normélni. Podobny vysledek lze dokazat i pro nemetrizovatelné Tichonovovy prostory.

Véta 3.20. Charakterizace kompaktnosti pomoci souc¢inu a normality

Topologickyj prostor je kompakini Hausdorffiv, privé kdyz kaZdd jeho mocnina je normdlni Ty.

Driikaz Vime, Ze soucin kompaktnich Hausdorffovych prostoru je kompaktni a Hausdorffuv, a tedy normalni.

Dokazeme opacnou implikaci v tvrzeni. At X je prostor, ktery neni kompaktni a kazdd jeho mocnina je
Ty (takze X je Tichonovuv).

Krok 1. Ukézeme, ze prostor X je spocetné kompaktni.

Vskutku, jinak obsahuje prostou posloupnost {z, }ren, kterd nemé v X hromadny bod. Pak je mnoZina
N = {z,; n € N} homeomorfn{ s diskrétnim prostorem N. Uvazujme totiz zobrazen{ ¢: N — N zobrazujici
n € N na z,,. Pak ¢ je zjevné spojité. Aviak i inverze ¢~ je spojitd, nebot N s podprostorovou topologii je
téz diskrétni prostor.

Déle si uvédomme, Ze N je uzaviend mnozina v X. Vskutku, je-li z € X \ N, existuje okoli U € U(x)
protinajici N pouze v koneéné mnoha bodech. Z Hausdorffovosti X lze potom U zmensit na okoli V' € U(x),
které je s N disjunktni.

Stonetv piiklad nyni rikd, ze N“* neni normalni, takze ani X“* by nebyl normalni, nebot N“* je jeho
uzavreny podprostor.

Krok 2. Prostor X tedy neni Lindelofiiv, takze existuje systém F uzavienych mnozin na X, ktery ma
prazdny prunik, ale pruniky spocetné mnoha jeho prvki jsou neprazdné (takze F je nespocetny). V soucinu
X7 jsou mnoziny

P=Ax={{z}peri z€X} a Q=1][F
FeF
disjunktni a uzaviené. Vezmeme libovolné oteviené okoli G mnoziny @ a libovolny bod x; € Q. Néjaké
kanonické okoli bodu z; je ¢dsti G, takze existuje koneénd podmnoZina J; C F, Ze 7rjl1 (my,(z1)) C G.
Vybereme bod y1 € (\pe 5, F' a vezmeme bod z2 € X 7 se soufadnicemi rovnymi y; na J; a rovnymi
soufadnicim x; na F \ Ji. Bod x2 lezi v Q, existuje tedy kone¢na mnozina Jo D Jy, Ze 7T;21(7TJ2 (x2)) C G.

Indukei dostaneme posloupnosti bodu y,, € nFeJﬂ, Fax,zQ,necN,s vlastnostmi 7p(z,) = y, pro
FeJ,a ﬂjﬂl(w‘]n (zn)) C G.

Posloupnost {y,} md hromadny bod y. Potom bod § = {y}recr € P se soufadnicemi y lez{ v uzdvéru
mnoziny G (coz je spor s normalitou soucinu). Opravdu, at U = [],cx Uk x X7F\K je kanonické okoli .
Existuje m € N takové, ze KNJ J, = L C Jy,. Pak (¢, Uk, jakozto okoli y, obsahuje néjaky bod y,,, takze
i U obsahuje bod y, = {yn}rer € G. O

Pro Tichonovtv prostor, ktery neni spo¢etné kompaktni, neni X“* normalni. Jestlize je spoc¢etné kom-
paktni a neni Lindeloftv, nenf X* normalni, kde wy < k < w(X). Lze tedy upfesnit hlavni ¢ast predchoziho
tvrzeni:

Je-li X nekompaktni Tichonoviv prostor a k = max{wy, w(X)}, nent soucin X" normdini.

Poznamka 3.21

Uvedené Nobleova véta se ukazala diilezita a tak se objevila fada jinych dikazt. VSechny dikazy pouzivaji
Stonetv piiklad. My jsme uvedli elementarni ditkkaz R.Engelkinga z r. 1988. Zminime se o dvou dalsich
dtkazech, které v8ak nejsou elementarni a pouzivaji hlubsi tvrzeni. (mozna budou nékde dale v textu)

1. Vime Ze X je spocetné kompaktni a neni Lindelofiv. Nejen X, ale i jeho mocnina X7 musi byt spocetné
kompaktni (X7 je homeomorfni s (X7)“1). Mnoziny P, Q oddélime spojitou funkci f, ta na spocetné kom-
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paktnim soucinu zavisi na spofetné mnoha soutadnicich, takze projekce mnozin P, () na tyto soufadnice jsou
oddélitelné, coZ je spor, protoZe se protinaji (F mé neprazdné priniky spocetné mnoha svych prvki).

2. Dalsi dukaz méa opét stejny za¢atek. Pak vezmeme né&jaky prvek F € 5(X)\X chapany jako filtr uzavienych
mnozin. Jako v p¥edchozim ditkazu musi byt X7 spocetné kompaktni, takze podle Glicksbergovy véty je
B(X7) = (B(X)” a spojitou funkeci oddélujici mnoziny P, Q lze rozitit spojité na (8(X)”, coz neni mozné,
protoze uzavéry téchto mnozin v (3(X)” obsahuji bod se stejnymi soufadnicemi rovnymi F.

3.2 Prostory spojitych funkci na kompaktu

Pred definici jsem zavedli znaceni C(X,Y) apod. pro mnoziny spojitych funkci. Zminili jsme se o
topologii bodové konvergence zdédéné ze soucinové topologie Y a o topologii stejnomérné konvergence pro
realné funkce, kterd je vytvorena tzv. supremovou metrikou. S touto metrikou je C*(X), a tedy C(X) pro
kompaktni prostor, Banachovym prostorem, jehoz nékteré vlastnosti jsou tésné provazany s topologickymi
vlastnostmi prostoru X. Uvidime v dalsi ¢asti, ze C*(X) = C(Y) pro vhodny kompaktni Ts-prostor, a tedy
je vhodné zkoumat C(X) hlavné na kompaktnich Hausdorffovych prostorech. Zakladnim vysledkem této
Casti je Stoneova-Weierstrassova véta o aproximaci. Nejdiive uvedeme nékolik pomocnych tvrzeni.

Tvrzeni 3.22. Diniho kriterium stejnomérné konvergence

At X je kompaktni topologicky prostor, f,: X — R posloupnost spojitiich funkci, Ze fni1 > fn, které kon-
verguji bodové ke spojité funkci f: X — R. Pak (f,) konverguje stejnomérné k f.

Diikaz. At e >0a D, = {x € X: f(x) — fo(x) < e}, n € N. Pak systém {D,,: n € N} je oteviené pokryti
X. Tedy lze vybrat konecné podpokryti {D1,...,D,}. Mdme Dy C Dy--- C D,, tedy D,, = X. O

Lemma 3.23. Stejnomérna aproximace odmocniny polynomy

Existuje posloupnost polynomd, kterd stejnomérné konverguje k funkci v/t na [0, 1].

Diikaz. Polozme po(t) = 0 a dile p,11(t) = pa(t) + (t — p2(t))/2 pro n > 0. Indukei ovéiime, ze p,(t) < /1t a
Prn—1(t) < pp(t) pro kazdé ¢ € [0,1]. Pro n = 0 to plati. Pfedpoklddejme, Ze to plati pro n a dokazujme pro
n+ 1. Z¥ejmé p,11(t) — pn(t) je diky predpokladu nezdporné. Dale

VE=pria(t) = V= palt) = 56 = pal0?) = o = (V= pal§) (1 = 3 (VE+ pal6)

piicemz vyraz vpravo je sou¢inem dvou nezdpornych ¢isel podle indukéniho predpokladu (a toho, 7ze /T +
pn(t) < 2\/@ Tedy \/E - pn+1(t) > 0.

Tedy limita posloupnosti p,(t) existuje vlastni pro kazdé ¢ € [0,1] a z rekurentniho vztahu se odvodi, ze
mé limitu v/¢. Podle Diniho kriteria p,, konverguje stejnomérné k odmocning. O

Okruh a svaz jsou pojmy algebraické povahy. Nebudeme zde pfipominat jejich obecné definice. Pouze
poznamenejme, ze pro ) # A C C(K,F) tvoii systém A okruh, pokud je uzavieny na nésobeni, s¢itani a
odéitani funkei. Systém A je samoadjungovany, pokud f € A, kdykoliv f € A. Systém A C C(K,R) je svaz,
pokud je uzavfeny na max a min dvou (resp. koneéné mnoha) funkei.

Véta 3.24. Stoneova-Weierstrassova véta
At K je kompakini topologicky prostor.

(a) Necht B C C(K,R) je vektorovy podprostor obsahujici konstanty a oddélugici body. Je-li B okruh nebo
svaz, pak B je hustd v C(K,R).

(b) Necht B C C(K,C) je vektorovy podprostor obsahujici konstanty a oddélujici body, ktery je navic
samoadjungovany. Pokud B je okruh, je B husty v C(K,C).

Dikaz. (a) Dokdzeme vétu nejprve pro svaz. Zaéneme pozorovanim, Ze pro ruzné body z,y € K a redlnd
¢isla a,b € R existuje h € B, ze h(xz) = a,h(y) = b. Existuje totiz funkce u € B, ze u(z) # u(y). Dale lze
volit za h linedrné preskalovanou funkci w:

b—a

S

(u(z) — u(z)) + a.
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Af tedy f € C(K) je libovolna a € > 0. Pro kazdou dvojici riznych bodu z,y € K zafixujeme funkci
foy € B, ze foy(x) = f(x) a foy(y) = f(y). Polozime f,, = f(z). Bud nyni z € K pevné. Pak pro
kazdé y € K existuje oteviené U, € U(y), ze |fz,y(2) — foy(W)| < €/2 a |f(2) — f(y)] < €/2 pro z € U,.
Systém {U,: y € K} tvoii oteviené pokryti K, tedy existuji y1,...,yx, ze Uy, U---UU,, = K. Definujme
foe=min{fs ..., foy, }- ZFejmeé plati f, € Ba f, < f+¢enacelém K a fo(z) = f(z).

Nyni pro kazdé x € K existuje oteviené U, € U(x), ze |f.(z) — fz(x)] < e/2 a |f(z) — f(z)| < /2 pro
z € Uy. Opét systém {U,: x € K} tvori oteviené pokryti K a tedy existuje koneéné podpokryti Uy, ..., Uy,.
Polozme g = max{fz,,..., fz,}- Pak g > f —c. Ziejmé ge Ba ||f — g|| < e.

Nyni predpokladejme, ze B je okruh. Ukédzeme, Ze pak B je svaz. Ziejmé B je opét vektorovy prostor
obsahujici konstanty a oddélujici body a také opét okruh. At f € B. Ukazeme, Ze |f| € B. Funkce f je spojitd
na kompaktu, tedy omezena. Proto existuje konstanta ¢ > 0, ze cf? € C(K,[0,1]). At p, je posloupnost
polynomii konvergujicich stejnomérné k odmocniné na intervalu [0, 1] z pfedchoziho lemmatu. Pak p,, o (cf?)
konverguje stejnomérné k /- o (cf?) = \/c|f|. Navic p, o (cf?) € B, protoze B je okruh. Tedy i v/c|f| € B
diky uzavtenosti B. Odtud jiz |f| € B.

Plati, ze max{f,g} = (f + g+ |f — g|)/2 a podobné pro minimum. Tedy B je svaz. Podle jiz dokdzané
¢asti véty pro svaz je B hustd v C(K). Tedy i B je husta v C(K).

(b) Necht B ¢ C(K,C) spliiuje predpoklady tvrzeni. Uvazujme A = {f € B; f(K) C R}. Pak A je redlny
vektorovy prostor obsahujici redlné konstanty, ktery je uzavieny na nasobeni. Navic A oddéluje body K.

Vskutku, pokud z,y € K jsou rtzné, existuje f € B spliujici f(x) # f(y). Pak prou =Rf = %(f +f)a
v="Sf=2%(f — f) plati u,v € A. Pak budto u(x) # u(y) nebo v(x) # v(y). Proto A oddéluje body.

Dle redlného tvrzeni tedy plati A = C(K,R). Necht nyni f € C(K,C) a ¢ > 0 jsou ddny. Nalezneme
f1, fo € A spliyjict [|[Rf — fil| + |Sf — fal| <e. Pak g = f1 +if € B a plati

If—gll = |(Rf = f1) +i(Sf - fo)| <e.
Tedy B = C(K, C). O

Stoneova-Weierstrassova véta patii mezi nejvice aplikovatelné vysledky topologie. Uvedeme nékolik jejich
dtsledki, nejdiive jednoduchych.

Disledek 3.25. Rizné aproximace spojitych funkci

(a) Polynomy s raciondlnimi koeficienty tvoi hustou podmnoZinu prostoru C([0,1],R) (Weierstrassova
véta, 1885).

(b) Spojitd funkce f(x1,...,2,):[0,1]" — R lze stejnomérné aproximovat linedrni kombinaci soucind
polynomdi jedné proménné p1(x1) -« pn(zy).

Diikaz. (a) Thned vidime, Ze prostor polynomi na [0, 1] je vektorovy podprostor C([0, 1], R) oddélujici body a
obsahujic{ konstanty. Tedy jeho uzavér je husty v C([0, 1], R). Zjevné jsou polynomy s raciondlnimi koeficienty
husté v tomto prostoru, takze (a) je dokdzéno.

(b) Systém

P = {(.’Ifl, cee 7'Tn) le(xl) c pn(wn)v P1y---3Pn polynomy na [071]}

obsahuje konstanty, oddéluje body, je uzavieny na nasobeni. Jeho linedrni obal je téZ uzavieny na nasobeni,
takZe je husty v C([0, 1], R). O

Disledek 3.26. Prostor C'(K) na kompaktnim metrickém prostoru je separabilni
Je-li K metrizovatelny kompaktni prostor, pak C(K,F) je separabilni.
Diikaz. Necht nejprve F = R. Prostor K mé spocetnou bazi B. Pro kazdou dvojici A, B € B s disjunktnimi

uzavéry fixujme spojitou funkei fa p: K — [0,1], kterd je na A nulovd a na B rovnd jedné. Nechf 1 znaci
funkci vsude rovnou jedné a necht

A={fanp; A, BEB,ANB=0}U{1}.

Pak A je spocetnd, takze i

oo

A = U{a1~~an; ai,...,an, € A}

n=1
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je spocetna. At C je nejmensi okruh obsahujici A. Pak nahlédneme, ze
n
C = {Zaiai; a1,...,0p € R,al,...,an € A/,TL S N},
i=1

a tudiz je separabilni.
Vskutku, uvazujme spocetny systém

n
D:{Zaiai; at,...,0n €Q,ay,...,a, € A',n € N}
i=1

vC. Jeli f =" aa; vC, uvazujme pro dané e > 0 raciondlni ¢isla 81, . .., 8, spliujici >0 |a; — Bi| < e.
Pak g =3, Bia; €D a

n
If =gl < lei — Billlail| <e- ,ax flag]].
i=1

Tedy D je spocetnd husta v C.

Pak C je separabilni okruh obsahujici konstanty a oddélujici body. Tedy C je podle Stone-Weierstrassovy
véty husty v C(K,R), ale z uzavienosti C je to jiz celé C(K,R).

Pokud F = C, nalezneme spocetnou hustou mnozinu D C C(K,R). Pak D' = D +iD = {d; + ids;
dy,ds € D} je spocetnd hustd mnozina v C(K, C). O

Posledné zminény vysledek lze pFirozené zobecnit tak, Ze hustota prostoru C'(K) je nejvySe rovna vaze
kompaktniho Hausdorffova prostoru K.

Nyni trochu slozitéjsi disledky. Prvni z nich (nékdy nazyvany Cechova rozsitovaci véta) neobsahuje ani
neni obsazena v Tietzové-Urysohnové vété. Uvidime pozdéji, Ze se v8ak s jeji pomoci da Tietzova-Urysohnova
véta vyvodit.

Véta 3.27. Spojité rozsifeni z kompaktnich mnozin

Kazdy kompaktni podprostor Tichonovova prostoru je C*-vnofeny.

Diikaz. Necht X je Tichonovovuv prostor a A C X je kompaktni. Oznaéme F = {f|a; f € C(X,R)}.
Ukézeme, ze F je uzavieny linedrni podprostor v C'(A4,R) obsahujici konstanty a rozlisujici body, ktery je
uzavieny na nasobeni. Podle Stoneovy-Weierstrassovy véty je pak F = C(A,R), coz dokazuje tvrzeni.

Je zfejmé, Ze F obsahuje konstanty, rozlisuje body v A a je okruhem v C(A4,R). Zbyva ukdzat, Ze je
uzavieny v C'(A4,R). At {f,} je posloupnost v C(X,R) takovd, Zze posloupnost funkei g, = f,|4 konverguje
na A stejnomérné k funkci g € C(A,R). Po vybéru vhodné podposloupnosti muzeme predpokladat, Ze
lgn+1 — gnll < 27", n € N. Polozime

hi=fi a hy,=max{-27", min{fn11 — fn,27"}}, neN\{1}.

Pak —27" < h, <27, n > 2, hi|la = g1 hnla = gni1 — gn Pro n > 2. Rada hy + >0 | hy, konverguje v
C(X,R) stejnomérné k funkci h a

hla=g1+ > (gni1—gn) = 9.

n=1

Funkce g tedy ma spojité rozsifeni na X a nélezi do F. a

V dalsim diisledku pouzijeme zavislost zobrazeni na souéinu na néjaké mnoziné soufadnic. Rikame, Ze
zobrazeni f: [[; X; = Z zdvisi na spocetné mnoha souradnicich, jestlize existuje spofetna mnozina J C I
takova, ze f(z) = f(y) jakmile m;(2z) = 7;(y) (jinymi slovy, existuje zobrazeni g: [[,.; X; — Z takove,
Ze f = gomy). Je zfejmé, jak se definuje zavislost napf. na x-mnoha soufadnicich. Pokud je f spojité, je i
zobrazeni g spojité, protoZze 7y je oteviené zobrazeni, a tedy kvocientové.

Véta 3.28. Zavislost funkce na soutradnicich
At prostory X;,1 € I, jsou kompaktni Hausdorffovy. Pak kaZdd spojitd funkce [[; X; — R zdvist na spocetné
mnoha soutadnicich.

Diikaz. Oznacme X = [[,; X; a F = {f € C(X,R); f zavisi na spocetné mnoha soufadnicich}. Je jedno-
duché ukézat, ze F spliiuje predpoklady Stoneovy-Weierstassovy véty a je uzavieny, takze F = C(X,R).
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Vskutku, jsou-li f,g € C(X,R) zavislé na spocetné mnoha souradnicich. Pak existuji spocetné mnoziny
Iy, I, C I takové, ze f(x) = f(y), jakmile 77, (z) = 77, (y) (vespektive g(x) = g(y), jakmile 77, (z) = 71, (y)).
Polozime J = Iy U I, co je spoCetnd mnozina. Pokud m;(x) = 7;(y), pak f(z) = f(y) a g(z) = g(y). Tedy
(f+9)(@) = (f + g)(y). Podobné lze overit uzavienost F na soudin. Zjevné F obsahuje konstanty. Zbyva
ovérit, Ze se jednd o uzavienou mmnozinu. Necht tedy {f.} je posloupnost v F stejnomérné konvergujici k
f € C(X). Pro kazdou f,, mdme spocetnou mnozinu I,, C I z definice. Polozime J = (J.~, I, a uvazujeme
x,y € X splijici m7(z) = m;(y). Pak f,(z) = f.(y) pro kazdé n € N, takze f(z) = f(y). Proto f € F. O

3.3 Kompaktifikace

Kompaktni prostory maji hodné dilezitych vlastnosti, které obecné prostory nemaji. V této ¢asti uvedeme,
jak lze nékterym nekompaktnim prostortim pfirfadit kompaktni prostory, tzce svizanymi s ptivodnimi pro-
story. Misto zkoumani ptivodnich prostort lze tedy nékdy zkoumat uvedené pfitazené kompaktni prostory.
Toto prifazeni lze provést zcela obecné, ale zékladem je pfifazeni kompaktnich Hausdorffovych prostora
Tichonovovym prostorim. Uvidime, pro¢ tomu tak je. O obecném pfifazeni se zminime pozdéji.

Definice 3.29. Kompaktifikace
At X je topologicky prostor.

Dvojice (4,Y) se nazyva kompaktifikact prostoru X, pokud j: X — Y je vnofeni X na hustou podmnoZzinu
kompaktniho Hausdorffova prostoru Y. Casto se jako kompaktifikace oznacuje pouze samotny prostor Y a
zobrazeni j se chape jako inkluze.

Rekneme, ze kompaktifikace (j1, Y1) je vétsi nez kompaktifikace (j2,Y2), pokud existuje spojité zobrazeni
[+ Y1 =Y, Ze foji = jo

Kompaktifikace (j1,Y1) a (j2,Y2) prostoru X nazyvame ekvivalentni, pokud existuje homeomorfismus
h:Y); — Y5, ktery rozsifuje js 0 j; L (Pokud chapeme j; jako identické vnofeni, homeomorfizmus h rozsifuje
Idx.) O

Fakt 3.30. Ekvivalence kompaktifikaci
(a) Kompaktifikace Hausdorffova kompaktniho prostoru X je homeomorfni s X.
(b) Md-li X kompaktifikaci, je X Tichonoviv prostor.
(c) Je-li jedna kompaktifikace vétsi neZ druhd a druhd vétsi neZ proni, pak jsou jiz ekvivalentni.

Dikaz. (a) Je-li (4,Y) kompaktifikace X, pak j(X) je kompaktni hustd podmnozina Y, tedy j(X) je uzaviena.
Proto j(X)=j(X)=Y aj: X — j(X) =Y je homeomorfizmus X na Y.

(b) Jelikoz je kompaktifikace (4,Y) kompaktni Hausdorffiiv prostor, jde o Tichonoviv prostor. Tato
vlastnost se déd{ na podprostory, takze j(X) je Tichonoviv. Tedy i X je Tichonoviv.

(¢) At (j1,Y1) a (j2,Y2) jsou dvé kompaktifikace prostoru X. Z predpokladu existuji spojitd zobrazeni
fi: Y1 = Yo a fo: Yo — Y takova, Ze froj1 = joa faoja = j1. Nynf fao fioji = faoja = j1, a
tedy zobrazeni fs o f1 je identické na mnoziné j;(X). Ta je v Y hustd a navic Y je Hausdorfftuv. Podle Du-
sledku o jednoznacnosti rozsifeni spojitého zobrazeni je nutné fs o f; identické na mnoziné Y;. Podobné
je f1 o fo identické na mnoziné Y5. Tedy f; a fo jsou vzdjemné inverzni spojitd zobrazeni, a tedy to jsou
homeomorfismy. Odtud jiz plyne ekvivalence uvedenych kompaktifikaci. O

Priklady 3.31. Jednoduché kompaktifikace

1. Uzavfeny interval Y7 = [0, 1] je kompaktifikaci otevieného intervalu X = (0,1) pficemz j;: (0,1) — [0, 1]
je vnofeni.

2. Kruznici Y5 1ze pfirozenym zptisobem chéapat jako kompaktifikaci X = (0,1). Formalné js(x) = exp(2wiz)
a Y3 je jednotkova kruznice v komplexni roviné. Kompaktifikace (j1, Y1) je v&tsi nez kompaktifikace (jz2, Y2).
Vskutku, (j1,Y1) a (Ja, y2) jsou dvé kompaktifikace (0, 1). Kompaktifikace Y7 je vétsi nez Ys, nebot zobrazeni
f: Y1 = Y, definované jako f(x) = exp(2miz), x € [0,1] = Y7, je spojita surjekce spliwjici f o j; = ja.

3. R* = [—00, 00] s intervalovou topologii je kompaktifikaci R.
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4. Dvoudimenzionalni sféra je kompaktifikaci roviny (Riemannova projekce).
5. Prostéa posloupnost S v R spolu se svou limitou je kompaktifikaci S.

6. wi + 1 je kompaktifikaci w;. O

V predchozich piikladech bylo nékolik situaci, kdy kompaktifikace vznikla pridanim jednoho bodu k
danému prostoru. Takovéto kompaktifikace se nazyvaji jednobodové a lze je obecn& popsat.

Definice 3.32. Lokalné kompaktni prostory

Topologicky prostor X se nazyva lokdiné kompaktni, pokud je Hausdorffuv a kazdy bod ma kompaktni okoli.
O

Fakt 3.33. Baze okoli v lokilné kompaktnim prostoru
Je-li X lokdlné kompaktni prostor, md kazdy bod bazi z kompaktnich okoli.

Diikaz. Necht 7 je topologie prostoru X. Necht © € X a U € U(x) je oteviené okoli . Nalezneme kompaktni
okoli K bodu z, tj. z € Int K. Pak V = U N Int K je 7-oteviené okoli bodu x obsazené v Hausdorffové

—K
kompaktu K. Protoze K je regularni, existuje oteviené okoli W v K, ze W C W C V. Protoze K je

vz oK ==X . . v . v s . . v
uzaviend v X, je W =W . Protoze V je oteviend v X a W je oteviend v K, a tedy i ve V, je W oteviena
v X s kompaktnim uzdvérem, ktery je casti U. O

Priklady 3.34. Lokalné kompaktni prostory
1. Kazdy kompaktni Hausdorffav prostor je lokdlné kompaktni.
2. Euklidovské prostory jsou lokalné kompaktni.

Diskrétni prostor je lokalné kompaktni.

Lol

Isbelliv-Mroéwktv prostor je lokdlné kompaktni.

5. Prostor wi je lokdlné kompaktni. O

Diikaz. 1. Pro kompaktni prostor X a bod =z € X stac¢i uvazovat jakékoliv okoli a to uzavrit.
2. Vsechny koule v euklidovském prostoru jsou kompaktni.
3. Zfejmé je okoli {x} bodu z kompaktni okoli.

4. Necht X = NUS, kde N je spocetnd a S je skoro disjunktni systém mnozin na N. Body N jsou
izolované, a tedy kazdy mé kompaktni okoli. Uvazujeme-li bod S € S, je okoli U = {S} U S kompaktni.

5. Je-li a € wy, (tj. @ € [0,w1)), pak @ € [0, + 1] C wy. Jelikoz je [0, o + 1] kompaktni a je to okoli «, je
w1 lokalné kompaktni. O

Véta 3.35. Vlastnosti lokalné kompaktnich prostorut
(a) Lokdlni kompakitnost je uzaviené a oteviené dédicnd.

(b) Soucin lokdlné kompaktnich prostori je lokdlné kompaktni, pravé kdyz jsou, aZ na koneény pocet indexii,
vSechny soutadnicové prostory kompakini.

(c) Suma lokdlné kompakinich prostori je lokdlné kompaktni.

(d) Otevieny spojity obraz lokdlné kompaktniho prostoru je lokdlné kompaktni, pokud je Hausdorffiv.

Diikaz. (a) a (c) maji pfimy dukaz z definice lokdlni kompaktnosti.

(b) Souc¢in konecné mnoha lokalné kompaktnich prostori je zfejmé lokdlné kompaktni. Sou¢in kone¢né
mnoha lokalné kompaktnich prostoru s libovolnym poctem kompaktnich prostort je vlastné soucin konecéné
mnoha lokdlné kompaktnich prostort s jednim kompaktnim (a tedy lokdlné kompaktnim) prostorem. Méjme
nyni soucin nekoneéné mnoha nekompaktnich lokdlné kompaktnich prostori X = [];.; X;. Kdyby bod
r € X mél kompaktni okoli U, pak existuje kanonické okoli [, x Ui x HieI\K X; C U, a tedy i uzaveér
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HiEKﬁi X HieI\K X; C U je kompaktni. Vybereme j € I\ K, pak

Xj:ﬂ'j Hax HXl

ieK i€\K

je kompaktni prostor. To je vSak spor s nasim predpokladem.

(d) Necht f: X — Y je oteviené spojité zobrazeni lokdlné kompaktniho prostoru X na Hausdorffav
prostor Y. Vezmeme y € Y a z € f~1(y). Bod  mé kompaktni okoli K v X. Protoze f je oteviené, je
V = f(Int K) okoli y. Navic je V C f(K) a f(K) je kompaktni, takze V je kompaktni okoli y v Y. O

Priklad 3.36. Uzaviené spojité zobrazeni nezachovava lokalni kompaktnost

Vezmeme kvocient Y prostoru R, ktery slepi dohromady vSechny body N. Kvocientové zobrazeni ¢g: R — Y
je uzaviené a Y je Tichonoviiv prostor. Pfedpoklddejme, Ze bod ¢(N) méa kompaktni okoli K. Vzor ¢! (K)
je okoli N, takZe pro kazdé n € N najdeme z,, € ¢~ 1(K) takové, Ze x, # n a |x, — n| < 1/n. Posloupnost
{q(z,)} je prostd a ma v K hromadny bod z. Jedina moZnost je y = ¢(N). Ale {z,,} je uzaviena mnozina
v R, a tedy jeji g-obraz je uzavienid mnoZina neobsahujici ¢(N), coZ je spor s tim, Ze ¢(N) je hromadnym
bodem tohoto g-obrazu. O

Definice 3.37. Jednobodova kompaktifikace

Rikame, 7e kompaktifikace (j,bX) prostoru X je nejvyse jednobodovd (resp. jednobodovd), jestlize [bX \
J(X)[ <1 (resp. [bX\ j(X)[ =1). 0

Jednobodové kompaktifikace zavedl P.S.Aleksandrov v r. 1924, a proto se nékdy nazyvaji Aleksandrovova
kompaktifikace a znac¢i se aX nebo aX.

Lemma 3.38. Jednoznacénost jednobodové kompaktifikace

Jednobodovd kompaktifikace je urcena jednoznacéné, aZ na ekvivalenci kompaktifikact.

Pro zjednoduseni zapisu chapeme kompaktifikaci bX prostoru X jako prostor obsahujici X jako husty
podprostor.
Diikaz. Necht Y = X U {oo} je jednobodovd kompaktifikace prostoru X. Prostor X je otevieny v Y a ote-
viené okoli U bodu oo ma kompaktni doplnék K v Y. Opacné, protoze Y je Hausdorffuv, doplnék v Y kazdé
kompaktni mnoziny K v X je oteviené okoli co. Kazdé identické zobrazeni na X mé tedy homeomorfni
rozsffen{ na jednobodové kompaktifikace prostoru X (pokud existuji). O

Maé-li prostor X nejvyse jednobodovou kompaktifikaci, musi byt X lokalné kompaktni, protoZe je otevieny
v uvedené kompaktifikaci. UkdZeme nyni opak.

Tvrzeni 3.39. Aleksandrovova (jednobodova) kompaktifikace

Kazdy lokdlné kompaktni nekompaktni prostor md jednobodovou kompaktifikaci.

Dikaz. Predpokladejme, Ze X je lokdlné kompaktni nekompaktn{ prostor a bod oo splituje oo ¢ X. Oznadéme
jako 7 topologii na X. Polozme Y = X U{oo} a definujme topologii o na Y pomoci oteviené béze. Oznacme

B=71U{Y\ K; K je kompaktn{ mnozina v X}

Ovérime, ze B ma vlastnosti baze: Zrejmé B pokryva Y. Necht = € B; N By, B; € B. Netrivialni pripad je
pouze x = o0, pak B; =Y \ K;, takze B N By =Y \ (K; U K3), coZ je opét mnozZina z B.

Protoze pro kompaktni K C X je() # XN(Y\K) = X\ K € 7 C B, je X otevieny husty podprostor Y.
Ukéazeme, ze Y je kompaktni Hausdorffiv. Necht G je oteviené pokryti Y. Existuje Gy € G, ze co € Gy, takze
existuje kompaktni K in X, ze X \ K C Gy. Existuje koneénd G’ C G pokryvajici K. Potom G’ U {Go} C G
je konecné pokryti Y. V dukazu, ze Y je Hausdorffuv je netrividlni pripad jen oddélovani bodu oo od bodu
x € X. Ale x m4 kompaktn{ okoli K a Y \ K je disjunktni okoli co. O

Jako dusledek si uvédomime, ze lokalné kompaktni prostor je tplné regulérni.

Lokalné kompaktni prostory jsou oteviené ve své nejvyse jednobodové kompaktifikaci. Snadno ukazeme,
Ze jsou oteviené v kazdé své kompaktifikaci. Protoze naopak, oteviené podmnoziny kompaktnich Hausdor-
ffovyvh prostori jsou lokalnd kompaktni, charakterizuje nasledujici tvrzeni lokalné kompaktni prostory, at
vezmeme otevienost v jedné kompaktifikaci nebo ve vSech.
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Tvrzeni 3.40. Kompaktifikace lokalné kompaktnich prostoru
Lokdlné kompaktni prostor je otevieny v kaZdé své kompaktifikaci.

Dikaz. At X je lokdlné kompaktni a bX je néjakd jeho kompaktifikace. Pro x € X vezmeme jeho kompaktni
okoli K v X. Ukazeme, ze K je okoli x v bX. Protoze X je husty v bX, pro kazdou otevienou mnozinu G v

X plati G € Intyx (G*) € G V nasem pifpads G = Int K, takie = € Intyx (G ) € K a Intyx (G ) je
okoli z v bX lezici v K C X. O

Dusledkem je néasledujici o¢ekévané tvrzeni.

Dusledek 3.41. Nejmensi kompaktifikace

Jednobodovd kompaktifikace prostoru X je nejmensi kompaktifikace X .

Dikaz. Mame dokazat, ze mé-li X jednobodovou kompaktifikaci aX a bX je jinad kompaktifikace X, existuje
spojité zobrazeni f: bX — aX, které je identitou na X. Vezmeme f: bX — aX, které je identitou na X a
zobrazuje bX \ X na aX \ X. ProtoZe f je spojité na X a X je oteviend v bX, sta¢i dokdzat, Ze f je spojité
v kazdém bodé z € bX \ X. Bézové okoli bodu f(z) je aX \ K pro néjakou kompaktni mnozinu K C X.
Pak f~!1(aX \ K) = bX \ K, coZ je oteviena mnozina v bX obsahujic{ z. O

Priklad 3.42. Kompaktifikace netvori linearni usporadani

UvaZzujme prostor X vytvoreny jako disjunktni suma X = (0,1)[](0,1)? spolu s jednobodovymi kompakti-
fikacemi a((0,1)) a «((0,1)?). Pak

X1 =[0,1J]a((0,1)*) a X =a((0,1)]]0,1)?
jsou dvé kompaktifikace X, které nejsou vzédjemné usporadané. O

Jednobodova kompaktifikace (pokud existuje) je tedy mezi vSemi kompaktifikacemi nejmensi. Ty tedy
existuji jen pro lokalné kompaktni Hausdorffovy prostory. UkdZeme nyni, Zze druhy extrém, nejvétsi kompak-
tifikace existuje pro kazdy Tichonoviuv prostor.

V kapitole 2, Priklad [2.22}4 jako disledek Tvrzeni 2:21] jsme uvedli, ze kazdy Tichonoviv prostor X lze
vnotit do Tichonovova kvadru. Uzavér obrazu pfi vnofeni je tedy kompaktifikace prostoru X.

Véta 3.43. Existence kompaktifikaci

Kazdyj Tichonoviv prostor md néjakou kompaktifikaci.
Jestlize vezmeme vnoteni v jistém smyslu nejvétsi, dostaneme i nejvétsi kompaktifikaci.

Definice 3.44. Cechova-Stoneova kompaktifikace

At X je Tichonoviv prostor a e : X — [0,1]°501) je jeho diagonalni vnofeni do Tichonovova kvadru.
Potom kompaktifikace (e, e(X)) a kazda jeji ekvivalentni kompaktifikace se nazyva Cechova-Stoneova (nebo
beta obal) a znaci se X. O

Véta 3.45. Charakterizace X

At X je Tichonoviv topologicky prostor a (j,Y) je kompaktifikace X . Pak jsou ndsledujici podminky ekviva-
lentni.

(i) Y je Cechova-Stoneova kompaktifikace X .
(11) KaZdou spojitou funkci f: X — [0,1] lze spojité rozsivit na'Y, tj. existuje spojitd Y > [0, 1] splriugict
f=1Ffoj.
(iti) KaZdou spojitou funkci f: X — Z do kompaktniho Hausdorffova prostoru Z lze spojité rozsifit na 'Y,

tj. existuje spojitd f:Y — Z spliiujici f = foj.

(iv) Y je nejuetsi kompaktifikace X .

Diikaz (i) = (ii): Mtizeme piedpokladat, ze Y = e(X), kde I = C(X,[0,1]) a j = e, kde e: X — [0,1] je
vnofen{ definované jako e(z)(f) = f(x), f € I.
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Je-li f: X — [0,1] spojité, pak f € I. Uvazme zobrazeni 7s: [0,1]7 — [0, 1] restringované na Y. Zfejmé
Troe= f

(ii) = (iii): Necht e: Z — [0,1]¥ je vnoteni (a tedy homeomorfizmus) Z do [0,1]¥ (zde K je n&jaka
indexovd mnozina). Pro kazdé k € K je mpoeo f: X — [0,1] spojitd funkce, takz mé rozsifeni na Y, tj.
existuje gr: Y — [0, 1] splitujici gr0j = mr0eo f. Pak g = Apergr: Y — [0,1]% je spojité zobrazeni takové,
7e go j = eo f. Vskutku, pro kazdé k € K totiz plati

me(9(i (@) = gk (i (@) = m(e(f(z))).
Dale

9(Y) = g(j(X)) C g(i(X)) = e(f(X)) C e(Z) = e(2).

Tedy zobrazeni fv: e~ o g je spojité a splituje pro x € X rovnost

Fli@) = e Hg(i(2))) = e (e(f () = f(2).

Nésledujici komutativni diagram ukazuje piislusnou situaci (plné Sipky jsou dané, ¢drkované Sipky se
postupné sestrojuji, nejdiive gx, pak g a nakonec f Sipka dold):

Implikace (iii) = (iv): Je-li (k, Z) néjakd kompaktifikace X, pak k: X — Z lze dle (iii) spojité rozsitit
na Y, tj. existuje kY = Z splnujici k = k oj. Tedy Y je vétsi kompaktifikace nez Z.

Implikace (iv) = (i): Chceme ukazat, ze Y je ekvivalentni s Cechovou-Stoneovou kompaktifikaci. Jedna
nerovnost je jasna, protoze Y je nejvétsi kompaktifikace. Na druhou stranu podle jiz dokdzané implikace
(i) = (iii) vime, ze Cechova-Stoneova kompaktifikace je vétsi nez Y. Tedy musi byt podle Faktu m jiz
ekvivalentni. O

Uvédomime si, Ze vlastnost (ii) je ekvivalentni vlastnosti, ze X je C*-vnofeny v Y.

Poznamka 3.46

KaZdou spojitou omezenou funkei Tichonovova prostoru X lze spojité rozsi¥it na (omezenou) spojitou funkci
BX — R. Tedy je mozné ztotoznit Banachovy prostory C*(X,R) a C(3X,R), specialné pak mame ztotoznéni
lso a C(BN,R) (konkrétngji, je-li I: C*(X,R) — C(BX,R) zobrazeni piifazujici f jeji jednoznaéné spojité
roziifeni na 8X, jedna se o izometricky izomorfizmus téchto prostori.)

Existuje jednozna¢na korespondence mezi kompaktifikacemi a jistymi prostory funkei (totiZ téch omezenych
realnych funkci, které lze spojité rozsifit na celou kompaktifikaci). Pfi této korespondenci odpovida beta
obal prostoru vSech omezenych spojitych realnych funkci. Je-li X lokalné kompaktni, pak jednobodovéa kom-
paktifikace odpovida v8em spojitym funkcim f: X — R, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuje kompaktni podprostor
K C X, 7ze diam(f(X \ K)) < e.

Beta obal i jednoduchych topologickych prostori muze byt velice komplikovany. Piikladem je prostor
BN, ktery lze napiiklad popsat jako prostor vSech ultrafiltriit na N s vhodnou topologii. Tento popis nyni
ukizeme.

Piiklad 3.47. Cechova-Stoneova kompaktifikace diskrétniho prostoru

At X je nekonecny diskrétni prostor. Ozna¢me bX mnozinu vSech ultrafiltri na mnoziné X a pro A C X
uvazujme mnozinu

Us={U€ebX; AclU}.
Pak plati nasledujici tvrzeni.
(a) Systéem {Uya; A C X} je baze topologie 8 na bX.
(b) Prostor (bX, ) je kompaktni Hausdorfltv prostor.

(¢) Zobrazeni b: X — bX, které posila z € X na pevny ultrafiltr U, = {A C X; « € A}, je homeomorfi-
zmus X a {U,; x € X}. Navic je b(X) hustad podmnozina bX.
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(d) (b,bX) je Cechova-Stoneova kompaktifikace X.
(]

Dikaz. (a) Ovéfime vlastnosti béze z Tvrzem' Necht Uy a Ug pro A, B C X ald € Uy NUp jsou dény.
Pak A, BelU,tedyi ANB eU. PakU € Usnp C Ua NUp, takze (B1) je ovéfena.

Je-li U € bX libovolny, at A € U je néjakd mnozina. Pak U € Uy, takze i (B2) plati. Tedy existuje
jednoznacéné uréend topologie 8 na bX s bézi {Uy; A C X}.

(b) Necht U,V € bX jsou ruzné ultrafiltry. Pak existuje A € U \ V nebo existuje B € V \ /. V prvnim
pifpadé plati X \ A € V (V je ultrafiltr), takie U € Ua, V € Ux\a a Ua N Ux\a = 0. Tedy mame okoli
oddélujici nase dva ultrafiltry. V druhém piipadé bychom postupovali obdobné.

Nyni ovéfime, ze (bX, /) je kompaktni. Necht A je systém podmnozin X, ktery urcéuje pokryti {Ug;
A € A} prostoru bX. Dokdzeme, Ze existuje B C A konetnd takovd, ze X \ (JB je koneénd mnozina.
Predpoklddejme, Zze tomu tak neni, tj. Ag = X \ |JB je nekonecnd pro kazdy B C A kone¢ny podsystém.
Pak systém

{Ap; B C A koneéna}

mé konec¢nou prinikovou vlastnost (plati totiz Ag, NAg, = Ap,uB,)), takze existuje prvek U € bX obsahujici
tento systém. Necht Ay € A spliiuje U € Ugy,. Pak Ay € U, stejné jako pro systém By = {Ag} mame

Ag, =X \|JBo =X\ 4 eu.

To je vSak spor s definici filtru.
Tedy naSe pozorovani plati, a existuje tak B C A konecna spliujici, ze Ap je konetnd. At Ap =
{z1,...,2n} a B={By,...,Bn}. At Ay,..., A, € AspliwjiU,, €Ua,,..., U, €Uy, . Pak

{UA1-~-7UAn}U{UB1--~7UBm}

je podsystém naseho zadaného pokryti a téz pokryva bX.
Vskutku, je-li U € bX libovolny, nastavaji dvé moznosti. Budto A = {z1,...,2,} €U, nebo X \ A € U.
V prvnim piipadé existuje index i € {1,...,n} takovy, ze {x;} € U. Kdyby tomu totiz tak nebylo, tj.
X \{z;} €U proi=1,...,n méli bychom

n

N\ fe}) = X\ Aeu.

i=1

Jelikoz predpokladdme A € U, dostavame spor. Pak tedy {z;} € U, ald = U,,. Proto U € Ug,.
Pokud A ¢ U, médme X\A=JB = U;nzl Bj € U. Pak existuje j € {1,...,m} takové, ze B; € U. Kdyby
tomu totiz tak nebylo, méli bychom z rovnosti

y

(X\B))=X\|JB=Acu

J

spor. Tedy madme index j € {1,...,m} spliujici B; € U. Pak oviem U € Up,. Takze nas vybrany podsystém
je opravdu pokryti a 8 je kompaktni Hausdorffova topologie na bX.

(¢c) Zobrazeni b je evidentné prosté a spojité. Dokézeme, ze {U,} je oteviend mnozina v bX pro kazdé
x € X, z ¢ehoZ poplyne diskrétnost prostoru b(X) v topologii bX. Tato vlastnost je vSak zjevnd, nebot

U{x} = {U € bX; {:17} GU} =U,.

Abychom ukédzali, ze {c.U,; x € X} je hustd, uvazujme libovolné neprdzdné A C X. Necht z € A je
zvoleno. Pak U, € Uy, takze b(X) proting libovolnou nepréazdnou otevienou mnozinu v bX. Tim je hustota
b(X) ovéfena.

(d) Ukazeme, 7e kazdou funkci f: X — [0,1] je moné jednoznaéné rozsffit na f: bX — [0,1] tak, ze
f = fob. Necht tedy f je takova funkce. Pak pro dany U € bX je systém fU) ={f(A); A€ U} béze filtru.
Vskutku, médme f(A; N Az) C f(A1) N f(As2) pro Ay, As € U.

Uvazujme tedy libovolny ultrafiltr H obsahujici f(U). Pak existuje lim H z kompaktnosti [0, 1]. Uk&Zeme,
7e nezélezi na vybéru H. Necht Hq, Ha jsou dva ultrafiltry obsahujici f(Uf) s limitami s; a s9 v [0, 1]. Pokud
s1 # sg, necht Vq, V5 jsou oteviend okoli sy a so spliiujici Vi3 N Va = (). Z definice limity ultrafiltru mame, Ze

VAeU: f(A)NVL £ 0 a f(A)NVy #0D.
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Tedy
VAcU: ANf (Vi) #£Da An f~1(Va) # 0.

Z vlastnosti ultrafiltru plyne f=1(Vy) a f~1(Va) € U. Avsak
D=f"tvinve)=ftv)nft(Va) e

je spor s vlastnostmi filtru. Tedy s; = ss.

Mizeme tedy definovat f(U) = lim H, kde H je libovolny ultrafiltr v [0, 1] obsahujici f(U).

Pak plati f(U,) = f(z). Vskutku, je-li 7 ultrafiltr obsahujici f(U,) s limitou s riznou od f(z), necht V
je okoli s neobsahujici f(z). Pak z definice limity filtru plyne

VAelU,: f(A)NV #0,
coz specialné dava
f{zh)nV #0.
To je viak spor s volbou V. Takze f(Uy,) = limH = f(z).
Déle je f spojité. Je-li totiz U € bX a W okoli bodu f(U), pak uvazujme okoli V bodu f(U) spliujici
fU) eV CcV CW.Pak Ag = f~Y(V) spliiuje f(Ua,) CW ald € Uay,.
Vskutku, mame Ag € U, nebot
VAeU: VN f(A) #£0,
takze
VAeU: fL(V)NA#0.
Tedy Ao = f~4(V) € U. -
Necht nyni V € Uy, je déno. At H je ultrafiltr obsahujici f(V). Pokud s = lim H nelezi ve V, existuje
oteviené okoli G bodu s neprotinajici V. Pak ovSem

VAEV: G f(A) £0,

COZ znamena
DAGNf(A)=GNff (V) caGnV =0.
Tento spor dava s € V, tj. N -
fV)=limH=seV CW

Tim je ovérena spojitost f
7 Véty nyni plyne, ze (b,bX) je Cechova-Stoneova kompaktifikace X. O

Priklad 3.48. Konvergentni posloupnosti v SN

V BN neexistuje netrivialni konvergentni posloupnost.

O

Diikaz. Necht {U,} je prostd posloupnost v SN konvergujici k U. Bez ijmy na obecnosti mizeme predpo-
kladat, ze U neni prvkem dané posloupnosti. Pak pro kazdé n € N je mnozina {Uy; k € N\ {n}} U {U}
uzaviena. Existuji tak oteviené bazové mnoziny oddélujici tyto dvé mnoziny. Indukei tak zkonstruujeme
bézové mnoziny Ua, , n € N, takové, ze U, € Ua,, n € N, a {Ua,; n € N} je disjunktni systém.

Uvazujme mnoziny B,, C N, n € N, definované jako

Blel, Bn:An\(AluuAn_l), 7’7,22

Jelikoz

U, € UN\A1 n UN\A2 n---N UN\An—l n UAn = UAH\(A1U---A”71) =Up ,n>2
plati U,, € Up,, n € N, a systém {B,,; n € N} je disjunktni.

Uvazujme dvé disjunktni mnoziny

n? I’

C=|J{Bn; neNliché} a N\C.

Pak Uc U Un\¢ = BN, a tedy U padne do jedné z téchto mnozin. Pokud U € Uc, méme U,, € Uy ¢ pro
vSechna n € N sudé, coz znamend ze podposloupnost {U, }r, sude nekonverguje k U. A to je ale spor.

Podobné pokud U € Uy ¢, podposloupnost lichych clent nekonverguje k U.
O

Ukazeme, Ze pro diskrétni prostory je SX velmi veliké, napi. na N je 22 volnych ultrafiltri.
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Véta 3.49. Velikost X pro diskrétni X

Je-li X nekonecnyj diskrétni prostor mohutnosti k, pak |3X| = 22".

Diikaz. At diskrétni prostor X mé mohutnost . Podle Vét}fmé soudin 22" hustou mnozinu S mohutnosti
k. Existuje bijekce f: X — S, kterou spojité rozsiiime na f : BX — 22" Spojity obraz kompaktniho prostoru
je kompaktni, a tedy uzavieny, obsahuje hustou ¢ést, takze f je surjekce. Tudiz [3X]| > 22".

Diky Prikladu vime, ze kazdy bod SX lze ztotoznit s ultrafiltrem na X. Jelikoz poten¢ni mnozina
X mé mohutnost 2X! a ultrafiltr je podsystém mnoziny P(X), neni ultrafiltrii vice nez prvki mnoziny

P(P(X)), tj. 22! = 92" Takze viech (volnych) ultrafiltri na nekoneéné mnoziné mohutnosti x je 22°. 0O

Uvedeny postup konstrukce X pro diskrétni prostory lze provést pro libovolné Tichonovovy prostory
se zménou, ze se neberou maximéalni filtry na vSech podmnozinach X. ale jen na funkcionalné uzavienych
munozinach (viz vlastnosti a popis uplné regularnich prostort v kapitole 1, , .

Ne vzdy mé beta obal velky prirtstek. Existuji prostory X libovolné mohutnosti, pro néz je X jedno-
bodovou kompaktifikaci.

Piiklad 3.50. Cechova-Stoneova kompaktifikace w;

Ukézeme, ze fw; = wy + 1, tj. Ze wy je C*-vnofeny v wy + 1. To hned plyne z vlastnosti spojitych funkci na
wy v Prikladé 4: funkce je od né&jakého « konstantni a touto konstantou se spojité rozsiif na bod {w; }.
Stejny postup a vysledek plati pro libovolny kardinal x s nespocetnou kofinalitou. O

Pridame jesté dva piiklady, které ale nedokdzeme. Prvnim je Isbelliv-Mrowkiv prostor. Mrowka do-
kazal, Ze existuje takovd maximélni skoro disjunktni soustava, ze prislusny Isbelliv-Mrowkav prostor ma
jednobodovou Cechovu-Stoneovu kompaktifikaci.

Druhym piikladem je prostor X ziskany odebranim libovolného bodu ze soucinu [0, 1]* pro x > w. Kazda
spojita funkce na X zavisi na spoc¢etné mnoha soutradnicich a da se tedy spojité rozsitit na cely soucin. Plati
tedy X = [0, 1]%. Timto postupem se daji najit piiklady i pro jiné rozdily |3X \ X|. Dokonce lze jit jesté
dale a sestrojit X tak, ze SX \ X je n&jaky dany prostor.

Priklad 3.51. Isbelltv-Mroéowkav prostor a pseudokompaknost

Necht S je maximalni skoro disjunktni systém na N. Pak kazd4 spojita funkce na Isbellové-Mrowkové prostoru
X =NUS je omezena a nabyva svého suprema a infima. O

Diikaz Necht f: X — R je spojita neomezena funkce. Jelikoz je N hust4 mnozina v X, musi byt f neomezend
na N. Necht tedy {nj} je prostd posloupnost v N spliiujici | f(ng)| > k, k € N. JelikoZ je systém S maximdlni,
existuje S € S takovd, ze S protind posloupnost {ny} v nekone¢né mnoha bodech. O¢islujeme S N {ng;
k € N} jako {ng;; j € N}. Z definice topologie na X pak mame lim;_,o ng; = S. Ze spojitosti f tedy mame
|f(S)] = limj 0| f (g, )| > lim; o0 kj = 00, coz je ziejmy spor. Tedy f je omezend na X.

Necht nyni M = sup f(X). Pokud existuje n € N spliiujici f(n) = M, je dikaz hotov. Pokud ne, opét
diky hustoté N v X existuje prostd posloupnost {n;} v N spliujici limg_ o f(nr) = M. Stejné jako vyse
nalezneme podposloupnost {ng; }jeny a S € S takové, ze lim;_, f(ng;) = f(5). Pak ovéem f(S) = M a f
nabyva svého suprema. Obdobné bychom odvodili nabyvani infima. O

Na konec uvedeme slibeny pfiklad dvou spocetné kompaktnich prostori, jejichz soucin neni spocetné
kompaktni (J.Novak, 1953).

Priklad 3.52. Soucin dvou spocetné kompaktnich prostorii nemusi byt spo¢etné kompaktni

Existuji dva spocetné kompaktni podprostory X,Y C SN s vlastnosti X N'Y = N. Potom diagonala Ay je
uzaviend v X x Y a nemd zadny hromadny bod v X x Y. O

Diikaz. Mnozinu D C SN nazveme relativné diskrétni, pokud D N D’ = (). VSimnéme si, Ze nekoneéna
spocetnd relativné diskrétni mnozina v SN je homeomorfni s N.

Krok 1. Je-li D C BN nekoneénd spocetna relativné diskrétni mnozina, pak fD = i

Abychom dokézali toto tvrzeni, staci ukazat, ze kazdd omezena funkce na D ma4 spojité rozsifeni na ™.
K tomuto ucelu pisme D = {u,; n € N} a zkonstruujme disjunktni systém mnozin {A,; n € N} v N takovy,
ze u, € Uy, ne€N.

V prvnim kroku konstrukce pouzijeme pozorovani

ur ¢ D\ {ur} = (D\{wa}) U (D\{wa})',
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které ndam umozni nalézt mnozinu B C N spliujici

uy € Up =Up C BN\ D\ {u1}.
Polozime A; = B. Pak

uy €Us, a D\{ul} C UN\AI-

Piedpokladejme nyni, ze mame nalezeny disjunktni mnoziny Aj,..., A, v N takové, ze u; € Uy,, i €
{1,...,n} a
D \ {ul, - ,un} - UN\(A1U~--UAH)-

Pak existuje B C N splnujici o
Un+1 S UB == UB C ﬂN\D\{un_H}

Polozime A,11 = BN (N\ (A4 U---UA,). Paku; € Uga,, i€ {1,...,n+1},a

D \ {ul, ‘e ,U,»,H_l} = (D \ {ul, NN ,un}) n (D \ {un+1}) cD \ {ul, PN ,un} NnD \ {un+1}
C Un\(A1u--uan) NUn\B = Un\(4,0--UA 1)

Navic je systém {A1,..., Ap41} disjunktni.
Méjme nyni omezenou funkci f: D — R. Definujme funkci g: N — R jako
fun), ke A,,neN,
(k) = 4 71 N
0, ke N\U,_; An-

Pak g je omezena funkce na N, takze ma spojité rozsiteni g: SN — R. Ovéfime nyni, ze g = f na D.

Necht tedy w, € D je déno. JelikoZ u, € Ua, a g = f(u,) na A,, plati g(v) = f(u,) pro kazdé
v € Uy,, tedy i pro u,. Vskutku, je-li v € Uy, déno, pak g(v) = lim H, kde H je ultrafiltr obsahujici systém
g(v) = {g(A4); A € v}. Pak pro kazdé okoli U C R bodu g(v) plati U N g(A4) # 0, A € v. Specidlné tedy
mame U N g(A,) =UN{f(un)} # 0, takze g(v) = f(un). Tedy g = f na D.

7 Véty plyne nyni pozadovana rovnost 8D = D N

Krok 2. Transfinitni indukei pro « € [0,w;) nyni sestrojime spocetné kompaktni prostor N ¢ X C SN
spliujici | X| = 2v.

Polozme Xy = N.

Pro a = 1 uvazujme Xy. Pro kazdou relativné diskrétni nekonecnou spocetnou mnozinu A C Xy vybereme
néjaky jeji hromadny bod z 4 € SN. Necht

X1 =XoU{za; AC Xy relativné diskrétni spoetnd nekoneénd}.

Pak | X;| <2¢.

Uvazujme nyni « € (0,w;) a mnoziny Xg, 5 < «, kde |Xg| < 2% a pro kazdé 8 < « a kazdou relativné
diskrétni nekone¢nou spocetnou mnozinu A C U’v <8 X, existuje jeji hromadny bod v Xg. Necht A C
U B<a Xpg je nekonecna spocetnd relativné diskrétni mnozina a x4 € AN je jeji hromadny bod. Polozime

Xo = U XgU{za; AC U X nekonecnd spocetnd relativné diskrétni}.
B<a B<a

Jelikoz | Xp| < 2¢ a [af < wi < 2%, mame |Jz_, Xp| < 29, VSech spocetnych podmnozin s, Xp je tak
opét nejvyse 2¢, takze | X, | < 2¢.

Nakonec polozime X =/, Xa. Pak [ X[ < 2% a X je spocetné kompaktni.

Vskutku, je-li {z,}nen C X prostd posloupnost, nalezneme «,, < wi, n € N; spliujici z,, € X, . Pak
a = sup{a,; n € N} < wy, takze {z,}neny C X4. Pokud mnozina D = {x,; n € N} m& hromadny
bod v X,, mdme hromadny bod posloupnosti {2, }nen. Pokud D nemd hromadny bod v X,, jednd se o
spocetnou nekonecnou relativné diskrétni mnozinu v X,. Z konstrukce nyni vyplyva, ze D méa hromadny
bod v X,4+1 C X. Posloupnost {z, }nen tak ma hromadny bod v X.

Krok 3. Nalezneme spocetné kompaktni prostor Y velikosti 2 spliujici X NY = N. Konstrukce je stejna
jako v Kroku 2, jenom vybirdme hromadné body z SN\ X. To je diky Kroku 1 vzdy moZné, nebot mame-li

. . IR T .. . =B8N w ..
nekonec¢nou spocetnou relativné diskrétni mnozinu D C SN, je |Dﬁ | = |8D| = 2%". Tedy mnozina hromad-
nych bod@ D ma mohutnost 22° > 2¢. a



KAPITOLA 4

Metrizovatelnost a ¢echovska uplnost

Metrické prostory majf fadu uziteénych vlastnosti, které obecné ani jiz uvedené specialni topologické prostory
nemaji. Proto se matematici snazili jiz od poc¢atku topologickych prostorti najit topologické vlastnosti, které
zaruCuji metrizovatelnost. Nejdiive se jednalo o jednodussi postacujici vlastnosti, které si v této kapitole
uvedeme. Zhruba v poloviné 20. stoleti byly nalezeny ekvivalentni vlastnosti, které vsak vyzaduji vétsi
piipravu a budou uvedeny v pozdé&jsich kapitolach.

Velmi dilezita vlastnost metrickych prostori je tplnost. Ta v8ak neni topologickou vlastnosti metrizova-
telnych prostoril. Pomérné brzy se nasly vhodné topologické vlastnosti metrizovatelnych prostort postacujici
k vlastnostem podobnym tplnosti. Po delsi dobé zkouméani moznosti zobecnéni tplnosti na vSechny topolo-
gické prostory (se zachovanim vlastnosti Gplnosti) se zjistilo, Ze takova moZnost neexistuje, ale existuje na
Tichonovovych prostorech. Prislusnou vlastnost objevil E. (V]ech7 a proto se tyto prostory nazyvaji ¢echovsky
aplné.

4.1 Metrizovatelnost

Nékdy jsou uvadéna nasledujici tvrzeni pro pseudometrizovatelné prostory misto metrizovatelnych. Je jed-
noduché prechazet od metrizovatelnosti k pseudometrizovatelnosti. Hausdorffova modifikace pseudometrizo-
vatelného prostoru je metrizovatelny prostor a naopak, pseudometrizovatelny prostor je retraktem soucinu
své Hausdorffovy modifikace s indiskrétnim prostorem. V této kapitole budeme pouzivat jen metrizovatelné
prostory. Protoze se ndm jedna o topologickou vlastnost, mizeme vhodné pouzivat topologicky ekvivalentni
metriky. Napf. je vhodné pouZit omezené metriky: je-li p metrika, je 0 = min{p, 1} metrika topologicky
ekvivalentni s p (tj. ob& metriky vytvareji stejnou topologii).

Nékteré vysledky chovani metrizovatelnosti vzhledem k zékladnim konstrukeim byly zminény ve 2. kapi-
tole: zachovavani podprostory, sumou, spocetnymi souciny a nikoli kvocienty. Specialni piipad zachovavani
metrizovatelnosti kvocienty kompaktnich prostort uvedeme v [£.4] Spocetna soucinovost metrizovatelnych
prostorti nebyla ve 2. kapitole dokdzana (ditkkaz byl jen naznacen), ukdZeme to nyni. Je zfejmé, Ze soudin
nespocetné mnoha aspoi dvoubodovych prostort nemiize byt metrizovatelny (ale mitize byt pseudometrizo-
vatelny — soucin indiskrétnich prostort). Zajimavé je, Ze na soufinu nespoetné mnoha aspoii dvoubodovych
prostorit ani neexistuje metrika, jejiz konvergence se shoduje s konvergenci posloupnosti na topologickém
souc¢inu (to staci ukazat pro Cantorovy prostory 2).

Pfipomefime metrizovatelnost spocetného soucinu metrizovatelnych prostort, vizte Véta c).

Tvrzeni 4.1. Soucin metrizovatelnych prostora

Jsou-li X,,, n € N, metrizovatelné topologické prostory, pak soucin [[, oy Xn je také metrizovatelny.

Kromé metriky v dikazu Véty ¢) lze alternativné pro metrizovatelnost spoetného soucinu pouzit
napiiklad metriku

_ P (Zn, Yn)
U(-r’y) - Z 2”(1 + pn(fﬂmyn))

nebo

U(.r, y) = max{pn(xn,yn)l nec N},
pokud diam,, (X,) < 1/n.

Jednou z prvnich a hned velmi dilezitych metrizaénich vét je nasledujici Urysohnova véta z r. 1924 (nutno
dodat, ze Urysohn dokézal toto tvrzeni pro normalni prostory, asi o rok pozdé&ji Tichonov dokazal, ze staci
pouzit regularitu misto normality).
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94 Kapitola 4. Metrizovatelnost a ¢echovskd tplnost

Véta 4.2. Urysohnova metrizaéni véta

Kazdy topologicky Ts-prostor se spocetnou bdzi je metrizovatelnyj.

Diikaz. Regularni prostor se spocetnou béazi je Lindel6fuv a tedy normalni (Véta. At B je spocetnd baze.
Oznaéme A = {(U,V): U,V € B,U C V}. Pro (U,V) € A existuje spojitd funkce fv: X — [0,1] takovd,
ze f(U) C {0}, f(X\V) C {1}. Pak diagondlni zobrazeni A yyeafu,v: X — [0,1]4 je vnofeni podle
Tichonovova lemmatu. Prostor [0, 1]# je metrizovatelny, protoze jde o spocetny sou¢in metrizovatelnych pro-
stort. Tedy prostor X je homeomorfni podprostoru metrizovatelného prostoru, tedy je také metrizovatelny. [J

V pripadé kompaktnich prostort dostavame dokonce charakterizaci metrizovatelnosti.

Dusledek 4.3. Charakterizace kompaktnich metrizovatelnych prostori

Kompaktni Hausdorffiv prostor je metrizovatelny, pravé kdyzZ md spocetnou bdzi.

Diikaz. Kompaktni Hausdorffiv prostor je jiz Ty, tedy spliuje predpoklady Urysohnovy metrizacni véty,
pokud mé spocetnou bazi. Naopak, je-li metrizovatelny, je separabilni a kazdy metricky separabilni prostor
ma& spocetnou bazi. O

Dusledek 4.4. Metrizovatelnost kompaktniho kvocientu

Spojity obraz metrizovatelného kompaktu je metrizovatelnyj kompakt, pokud je obraz Hausdorffiv.

Dikaz. Vime, Ze spojity obraz kompaktu nezvysi jeho vahu (Tvrzeni|3.18)). ProtoZe vime, Ze obraz je Hausdor-
ffiv a jeho vaha je spocetnd, dostavame z predchoziho dusledku, ze je metrizovatelny. O

Poznamka 4.5

V prfedchozim dikazu jsme obdrzeli dokonce metrizovatelnost totalné omezenou metrikou, tj. metrikou, ze
kazdé pokryti {B(x,r);x € X},r > 0, obsahuje kone¢né podpokryti (viz kapitolu o uniformitach). To vyplyva
z toho, Ze kazdy kompaktni metricky prostor ma ekvivalentni totalné omezenou metriku (opak neplati, napf.
interval (0,1)). Uvedeny piiklad (0, 1) také ukazuje, Ze vlastnost byt vytvoren totalné omezenou metrikou
nenf topologické vlastnost.

7 dikazu Urysohnovy metriza¢ni véty navic plyne, ze kazdy separabilni metrizovatelny prostor ma metrizo-
vatelnou kompaktifikaci a lze ho vnotit do Hilbertova kvadru [0, 1]. Toto tvrzeni charakterizuje separabilni
metrizovatelné prostory (ale je tzv. ,vngjsi“, neni to, na rozdil od Urysohnovy véty, charakterizace pomoci
vnitinich vlastnosti prostoru). Z tohoto vnofeni také vyplyva, Ze nejen kompaktni, ale kazdy separabilni
metricky prostor ma ekvivalentni totalné omezenou metriku.

Z Urysohnovy metrizaéni véty miizeme snadno ziskat nasledujici zajimavy disledek, ktery dokézal (jinym
zpisobem) V.E.Sneider v r.1945 (J.Chaber v r.1967 ukéazal, Ze plati i pro spocetné kompaktni prostory).

Véta 4.6. Sneiderova metrizaéni véta
Kompaktni Hausdorffiv prostor je metrizovatelny, pravée kdyz md Gs-diagondlu.

Dikaz. At kompaktni Hausdorffuv prostor X mé Gs-diagondlu A x. UkdZeme, Ze je metrizovatelny (obrdcené
tvrzeni je trividln{). Pak X2\ Ax je F,-podmnozina kompaktniho prostoru X?2, a tedy je Lindeléfova. Pro
kazdé (z,y) € X2\ Ay nalezneme otevienou mnozinu U, obsahujici z a otevienou mnozinu V,, obsahujici y
takové, ze (U, x V) N Ax = 0. Pak U, N T, = 0.

Nyni vybereme spocetné mnoho dvojic (2, yn), n € N, tak, ze X*\ Ax = U, ey Us, X V... Pro kazdé
n € N sestrojime spojitou funkei f,: X — [0,1] splijici f(Us,,) C {0} a f(V,,,) C {1}. Pak systém funkci
{fn; n € N} oddéluje body X. Proto je zobrazeni A, enf,: X — [0, 1] spojité a prosté. Tedy se jedna o ho-
meomorfizmus X a (A,enfn)(X). Tato mnoZina je viak podprostorem metrizovatelného kompaktu [0, 1]V,
a tedy je sama metrizovatelna. Proto je i prostor X metrizovatelny. O

Pozdéji budou uvedena hlubsi tvrzeni o metrizovatelnosti nekompaktnich prostort. N&ktera z nich by bylo
moZné uvést a dokdzat i v tomto mistd, nap¥. metriza¢ni vétu Aleksandrova a Urysohna z r. 1923 pomoci
posloupnosti norméalnich pokryti definovanych v Definici Jednodussi a prihledngjsi v8ak bude uvést
tato tvrzeni po kapitolach o uniformitach a parakompaktnich prostorech.
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4.2 Uplnost

Uplnost metrickych prostort je velmi dilezita vlastnost a od pocatku systematického zkoumani topologic-
kych prostora byla snaha zavést uplnost i v topologickych prostorech se zachovanim zakladnich vlastnosti
uplnych prostort v metrickych prostorech. Zvlasté Hausdorff se o to snazil po 15 let. Neuspél, protoze chtél
definovat tplnost pro vechny Hausdorffovy prostory. E.Cech v 1.1937 uspél s definici aplnosti pro Ticho-
novovy prostory a asi o 20 let pozdéji Frolik ukazal, Ze uplnost pro Hausdorffovy prostory s ocekdvanymi
vlastnostmi neexistuje.

Pro vétsi sobésta¢nost tohoto textu zopakujeme zakladni vlastnosti aplnych metrickych prostorta a uka-
zeme charakterizaci, kdy je metrizovatelny prostor iplné metrizovatelny. Z této charakterizace je vidét mozny
Cechitv myslenkovy pochod pro jeho definici tplnosti v Tichonovovych prostorech.

4.2.1 Uplné metrické prostory

Piipomenime, Ze posloupnost {x,} v metrickém prostoru (X, p) se nazyva cauchyovska, jestlize pro kazdée
e > 0 existuje ng, Ze diam{z,;n > ngo} <e.

Definice 4.7. Uplny metricky prostor

Metricky prostor se nazyva uplny, pokud kazda jeho cauchyovska posloupnost ma limitu (ekvivalentné: ma
hromadny bod). O

Mezi Gplné prostory patii: euklidovské prostory, prostory ¢, a Ly, diskrétni a indiskrétni prostory, jezek,
C(X) se stejnomérnou konvergenci (obecnéji C'(X,Y’) pro uplny prostor V).

Zakladni vlastnosti aplnych metrickych prostort jsou podobné zékladnim vlastnostem kompaktnich pro-
stort. Tato podobnost neni ndhodné a plati obecné pro jisté tiidy prostori.

Tvrzeni 4.8. Zakladni vlastnosti
(a) Je-li (X, p) uplng metricky prostor, je jeho uzavieny podprostor téZ iplny.
(b) Uplnyj podprostor metrického prostoru je uzavieny.

(¢) Spocetny soucin uplné metrizovatelngch prostori je uplné metrizovatelny.

Driikaz Dtkazy prvnich dvou tvrzeni jsou primocaré.

(a) Je-li totiz Y C X uzavieny a {zy} je cauchyovskd posloupnost v Y, je cauchyovskd i v X. Konverguje
proto k néjakému = € X. Tento bod vsak lezi v Y, nebot Y je uzavieny.

(b) Je-li Y tiplny v metrickém prostoru X a {z;} je posloupnost v Y konvergujici k € X, je cauchyovska
v Y. Konverguje proto k né¢jakému y € Y, takze nutné z =y € Y. Proto je Y uzavfeny.

Dokazme nyni (c¢). Uvazujme uplné metrické prostory (X,,o,). Nejprve pozménime metriku o, na
pn(z,y) = min{o,(z,y),1}, 2,y € X,. To je opét lplnd metriku generujici stejnou topologii jako o,.

Na X =[], cny Xn nynf uvazujme metriku

o0
p(xy) = 27" pn(Tn ), T,y € X.
n=1

V dtikazu Véty c) jsme ukazali, ze tato metrika je kompatibilni se souc¢inovou topologii na X. Ukazme
nyni, ze je tplna.

Uvazujme tedy p-cauchyovskou posloupnost {x*} v X. Pak ziejmé {z* },cn je pn-cauchyovska pro kazdé
n € N, takze ma limitu z,, € X,,. Pak = (21,72,...) € X je limitou {z*}. Vskutku, je-li ¢ > 0 déno,
zvolime ny € N sphitujici 27" < . Necht ko € N splituje p,, (2%, 2,) < e pro kazdé k > ko an € {1,...,ng}.
Pak ovSsem pro k > kg plati odhad

no oo no
plak ) = Z 27" (2, 2,) + Z 27" <e Z 2742770 < Qe
n=1 n=ng+1 n=1
Tedy {z*} konverguje k =, a X je tak tplny. O

Uplné stejné se dokéze, Ze je-li metricky prostor Y tplny a omezeny, tak i mocnina YX je aplna v
metrice stejnomérné konvergence (omezenost Y lze vypustit, pokud nas zajima jen topologie prostori) -
vizte Definici [L47 a Vétu [[L48]



96 Kapitola 4. Metrizovatelnost a ¢echovskd tplnost

Vzhledem k jisté podobnosti s kompaktnimi prostory se nabizi otédzka ohledné tuplnych obali, tj. zda
existuje uplny prostor, obsahujici dany prostor jako hustou ¢ast. Takovy tplny prostor se nazyva uplny obal
nebo ziplnéni daného prostoru.

Tvrzeni 4.9. Zuaplnéni

Je-li (X, p) metricky prostor, pak existuje uplnyg metricky prostor (Y,o) a izometrické zobrazeni e: X —'Y
takové, Ze e(X) je husté vY.

Dikaz. At (X, p) je neprazdny metricky prostor. Pak (£°(X), ||-|l) je Gplny normovany vektorovy prostor,
a tedy uplny metricky prostor. Zafixujeme pevné u € X a uvazujme zobrazeni e: X — ¢>°(X) definované
jako
e(z) =ex:y > ply,x) —ply,u), yeX.
Pak plati
llealloc = sup|p(y, ) — p(y, u)| < p(z,u) < oo,
yeX

tedy e, € £°(X).
Déle je e izometrie, nebot pro z, 2’ € X plati

lex — eqr|| = suplex(y) — ex (y)| = sup|p(y, z) — p(y,u) — (p(y, ") = p(y,u))| = sup|p(y, z) — p(y,z")],
yeX yeX yeX
coz je vyraz splnujici
p(xaxl) S Sug\p(y,x) - p(y,wlﬂ S p(w,x/).
IS

Z°°(X)' 0

Tedy e je izometrie a hledany uplny prostor (Y, o) ziskdme jako e(X)

Nasledujici tvrzeni ukazuje rozdil oproti kompaktnim prostorim a vyplyne z ni jednoznac¢nost tplného
obalu. Pfipomenime, Ze f : (X, p) — (Y, 0) je stejnomérné spojité, pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0, Ze
o(f(z), f(y)) <&, pokud p(z,y) < 4.

Tvrzeni 4.10. RozSifeni stejnomérné spojitého zobrazeni na uzavér

Kazdé stejnomérné spojité zobrazeni z podprostoru A metrického prostoru (X, p) do dplného metrického
prostoru (Y, o) lze rozsiFit na stejnomérné spojité zobrazeni z A do 'Y .

Diikaz. Necht z je libovolny bod v A\ A. Zvolime posloupnost {x,,} v A konvergujici k z, ta je pak cauchyovska
v X, takze {f(x,)} je cauchyovskd v Y diky stejnomérné spojitosti f na A. Tedy existuje limita F(z) =
lim f(2).

Ukézeme, ze hodnota F'(z) nezavisi na volbé {z,}. Je-li totiz {y,} dalsi posloupnost v A konvergujici k
x, je posloupnost {z,} = {x1,y1, T2, Y2, T3,ys, - - - } konvergentni k x, takze jeji obraz { f(z,)} je cauchyovsky
v Y. Tedy existuje limita y = lim f(z,,). Jelikoz {f(z,)} je podposloupnost {f(z,)}, je y = F(x). Déle je
{f(yn)} téZ podposloupnost {f(z,)}, takze lim f(y,) = y = lim f(z,) = F(x).

Definujme tedy nase rozsffeni F': A — Y jako

F(x):{f(x)’ T € A,

lim f(x,), € A\ A,x, — x je posloupnost v A.

Pak I je stejnomérné spojita na A. Vskutku, necht e > 0 je dano. Nalezneme § > 0 takové, Ze o (f(z), f(y)) <
g, kdykoliv z,y € A spliji p(z,y) < J. Necht z,y € A spliji p(z,y) < %. Zvolme posloupnosti {z,} a {y,}
v A takové, ze limz,, = x a limy, = y. Necht ng € N je zvoleno tak, ze

Wl

O'(f(ﬂ]‘no),F(Jf)) +a(f(y7lo)7F(y)) <& a p(xvxno) +p(yay7lo) <

Pak
P(@nosYno) < p(&ngs @) + p(x,4) + p(Ys Yno) < g + g <9,
takze o(f(@n,), f(yny)) < €. Dohromady odhadneme
o(F(x), F(y)) < o(F(x), F(2n,)) + 0 (F(2ng); F(Yno)) + o (F(yn,), F(y))
= o(F (@), f(@ny)) + 0 (f(@no)s [ (Yno)) + ([ (Yno), F'(1))

<e4e=2¢.
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Tedy F' je stejnomérné spojité. O
Dusledkem piedchoziho rozsifeni je jednoznacnost zuplnéni — zuplnéni prostoru X budeme znacit v.X.

Tvrzeni 4.11. Jednoznac¢nost ziplnéni

Necht (X, p) je metricky prostor, (Y1,01), (Ya,02) ipiné metrické prostory a e1: X — Y1, ea: X — Y dve

izometrickd zobrazent spliiugici eq (X) "2 Y aes (X) ® = Ys. Pak existuje izometrické surjektivni zobrazeni
e: Y1 — yo spliiujici ea = eoey.

Diikaz. Uvazujme stejnomérné spojité zobrazeni Fi: Y7 — Y5 rozsifujici izometrické zobrazeni es o efl z

e1(X)naY; = el(X)Yl. Podobné necht Ey: Yo — Y] je stejnomérné spojité zobrazeni rozsifujici e; o 651.
Pak

EsoEjoeg=FEyoep=e; a FEioFEjoey=FEjoe = ey,
takze Ep o By = Id,,(x) a E1 o By = Id,,(x). Diky jednoznacnosti spojitého rozsifeni (vizte Tvrzeni
plati E5 o By = 1Idy, a Ej o B3 = Idy,. Proto jsou E; a Ey dvé navzadjem inverzni spojita zobrazeni. Navic
se jednd o izometrie, nebot pro z,y € Y7 zvolime posloupnosti {z,} a {y,} v X takové, ze lime;(z,) =z a
lime; (y,) = y. Pak

o2(Er(x), Er(y)) = lim oz (Er(er(zn)), Er(ei(yn))) = limog(ez(zn), e2(yn)) = lim p(zn, yn)

= limal(el(xn), el(yn)) = Ul(xvy)'

Tedy FE; je izometrie. Podobné by se ovérila izometri¢nost Fo. Tim je dikaz dokoncen. O

V této souvislosti stoji za zminku srovnéni pojmu zuplnéni metrického prostoru a kompaktifikaci topo-
logického prostoru. Jde o podobné koncepty, avsak s podstatnym rozdilem, Ze ziplnéni je uréeno (aZ na
ekvivalenci) jednozna¢né, zatimco kompaktifikaci pevného topologického prostoru miize byt vice. Nicméné
se ukazuje, ze kompaktifikace jsou specidlnim piipadem ziplnéni uniformnich prostori.

Pfi pouziti uplnych prostoria se Casto pouziva nésledujici vlastnost. G.Cantor ji ukazal v r.1880 pro
klesajici posloupnosti v R, F.Hausdorff v r.1914 pro tuplné prostory a K.Kuratowski nasledujici obecnou
formulaci v r.1943.

Véta 4.12. Cantorova véta o uplnosti

Pro metricky prostor (X, p) jsou ndsledujici podminky ekvivalentni.
(i) X je tuplny.

(ii) Necht F je centrovany systém uzavienygch neprdzdnijch mnoZin, ktery pro kaZdé e > 0 obsahuje mnoZinu
F splitujict diam F < e. Pak (| F # 0.

Dikaz. (i) = (ii): At X je tplny a F je systém spliujici predpoklady (ii). Pro kazdé n € N nalezneme
F, € F spliujici diam F,, < 27™ a vybereme bod z,, € F,,. Pak {z,} je cauchyovska posloupnost.

Vskutku, je-li e > 0 a ng € N spliiuje 2 - 27" < g, necht m > n > ng jsou ddna. Pak F,, N F,, # 0, tj.
existuje u € F,, N F,,. Pak

(T, 2n) < p(@m,u) + plu,x,) <27 4277 <2.271 <2270 < g,

Posloupnost {x,,} m4 tak limitu z € X. UkdZeme, ze = € F pro kazdé F € F. Je-li tedy néjaké F € F
ddno a p(z, F) = d > 0, necht n € N spliiuje p(x,,z) < % a2 < %. Pak F,, N F = (), nebot proy € F,, N F
plati

<

>~ e
N

d < p(y,z) < p(y, zn) + p(z,2,) <277 +

Tedy vskutku F, neprotind F, coz nelze. Proto p(x, F) =0, tj. © € F.

(i) = (i): Chceme ukazat uplnost X. Uvazujme cauchyovskou posloupnost {z,} a polozme F, =
{zx; k > n}, n € N. Diky cauchyovskosti {x,} spliiuje systém {F,; n € N} predpoklady (ii). Tedy existuje
z € (), F,. Ten je limitou posloupnosti {z, }.

Vskutku, je-li € > 0 ddno, necht ng € N je zvolena tak, Ze p(xn,xn) < € pro n,m > ng. At n > ng je
libovolné. Pak x,x,, € F,, a diam F,, < diam F,,, < e. Tedy p(x,x,) < €.

Tim je dikaz dokoncen. O
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7 dukazu je vidét, ze uvedené obecné tvrzeni je ekvivalentni ptivodnimu tvrzeni s klesajici posloupnosti
uzavienych mnozin misto centrovaného systému. Proto ho uvadime jako Cantorovu vétu. Z ni se ¢asto uvadi
jako dusledek nasledujici Baireova véta:

Véta 4.13. Baireova véta
V aiaplném metrickém prostoru je prinik spocetné mnoha hustych mnozin opét hustd mnozina, tj. uplng
metricky prostor je Bairetiv.

Dikaz. Necht (X, p) je tplny metricky prostor a G,,, n € N, jsou husté v X. Chceme dokdzat, ze (G, je
husty, coz znamend, ze pro kazdou neprdzdnou otevienou mnozinu G je G N (G, # 0.

Mgéjme tedy G C X neprazdnou otevienou. Induktivné sestrojime posloupnost kouli B(z,,r,), n € N,
tak, ze

i B(£n+1a”’n+1) C B(£n+1,""n+1) C B($n,’l"n), n €N,
o B(xp,rn) CGNGy,neN,
e 1, <27" nelN.

V prvnim kroku indukce nalezneme kouli B(z1,71) s r1 < % splitujici B(z1,71) C G N Gy, prifemz
vyuzivame, ze G N G je neprazdna oteviend mnozina.

V n + l-kroku indukce vezmeme v potaz neprazdnou otevienou mnoZinu B(z,,r,) N G,y1 a nalez-
neme kouli B(Zpi1,7nt1) spliujict 7,1 < 27" Y a B(xyi1,7n11) C B(xn, ) N Gpy1. Tim je konstrukce
dokoncena.

Posloupnost {B(x,,,r,); n € N} spliiuje pfedpoklady Véty ii)7 takze existuje

IEEﬂB l'n,"’n ﬂB xvurn

Diky vlastnostem konstrukce pak z € G N[ G,, coz bylo dokazat. O

4.2.2 Uplné metrizovatelné prostory

Vsimneme si Ze Baireova véta mé topologicky charakter, kdezto Cantorova véta ma metricky charakter.
Zménime-li tplnou metriku na ekvivalentni netplnou metriku (nap¥. obvyklou metriku na R na metriku
(r,y) € R?  |arctgz — arctgy|), Cantorova véta piestane platit, i kdyZ Baireova véta plati dale. To
znamend, ze v Baireové vété miZeme misto ,,v iplném metrickém prostoru® psat ,,v metrickém prostoru
majici ekvivalentni dplnou metriku“. To je trochu zdlouhavé a tak se zavadi nésledujici pojem.

Definice 4.14. Uplné metrizovatelny prostor

Topologicky prostor se nazyva uplné metrizovatelny, pokud na ném existuje tplné metrika generujici jeho
topologii. O

Priklad 4.15

Prostor (0,1) je aplné metrizovatelny. Lze dokdzat pfimo, napf. pomoci Fetézovych zlomki, Ze prostor ira-
cionalnich ¢&isel je uplné metrizovatelny, coz vyplyne i z nasledujicich tvrzeni. Prostor racionalnich ¢isel neni
uplné metrizovatelny (kazdy uplny prostor bez izolovanych bodi je totiZ nespocetny). O

Kazdy tplné metrizovatelny prostor je tedy Bairetiv. To bylo znamo uz pocéatkem minulého stoleti a
matematici se zacali pokouSet charakterizovat plné metrizovatelné prostory pomoci topologickych vlast-
nosti. Je zajimavé podivat se na vyvoj v tomto sméru. V r. 1923 poslal Aleksandrov Hausdorffovi svij
dukaz, ze podprostor separabilniho metrického prostoru lze premetrizovat tuplnou metrikou, pravé kdyz je
Gs. Hausdorff odpovédél béhem par mésicii, ze separabilitu 1ze vynechat pro implikaci <=. A kratce nato od-
povédeéli Aleksandrov s Urysohnem, Ze i opa¢né implikace plati bez separability. Je to hezka ukazka vzajemné
spolupréice. My si nyni tuto charakterizaci dokazeme.

Véta 4.16. Uplné metrizovatelné prostory

Necht (X, p) je metricky prostor. Pak jsou ndsledugjict tvrzeni ekvivalentnd.
(i) Prostor X je Gs-podmnoZinou svého zuplnénd.

(ii) Prostor X md dplnou kompatibilni metriku.



4.2. Uplnost 99

Diikaz (i) = (ii): Necht (X,p) je ziplnéni X, piidemz ztotoznime X se svym obrazem v X. At X =
N2, Gy, kde G,,, n € N, jsou oteviené v X. Bez ijmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze G; D G2 D
G3D....
Pro kazdé n € N je funkce _ _
gn(z) = p(z, X\ Gp), z€X,
spojitd a kladnd na G,,. Jeji pfevracend hodnota
1

by () = @) x € G,

je tedy spojitd na G,,. Pak

on(®,y) = p(@,y) + [hn(z) = hn(y)l, 2,y € Gn,

je metrika na G,, generujici na G,, stejnou topologii jako p.
Prostor (G, 0,,) je navic aplny. Vskutku, cauchyovské posloupnost {uy} v (G, 0,,) je zjevné cauchyovska
v (G, pla, ), takze konverguje v X k néjakému bodu w. Tento bod w vSak lezi v G,,. Kdyby totiz u ¢ G,
pak
lim hy, (ug) = oo,
k—o0

takze pro jakékoliv kg € N je
lm oy, (g, uk) > lm Ay (uk,) — b (ug)| = 0.
k—oo k—o00

To je vSak ve sporu s cauchyovskosti {ur} v (Gn,0,). Tedy u € G, a proto limuy, = u v (Gp, o).

Uvazujme nyni soucin G = [],,c(Gn,0n), coz je tiplné metrizovatelny prostor dle Tvrzeni Staci tedy
X homeomorfné vnofit na uzavienou podmnozinu tohoto soucinu, coz zaridi zobrazeni ¢ = Apenen: X — G,
kde ¢,,: X — (Gy,0,) jsou identickd vnofeni. UkdZeme, Ze ¢ je homeomorfizmus na sviij obraz a ¢(X) je
uzaviend podmnozina G.

Necht v = (u1,u2,...) € G\ ¢(X). Pak u, € G,, n € N. Predpokladejme, Ze u; # wu; pro néjaké
1 <i < j. Pak u;,u; € G; jsou riizné body, takze existuji disjunktni oteviené mnoziny U a V' v G; takové,
ze u; € U a u; € V. Pak oteviend mnozina

W={veG; m@)eUm,l) eV}

obsahuje u a neprotind p(X).

Pokud uy = us = - - -, pak = uy spliluje z = u,, € G, pro kazdé n € N. Tedy = € (., G, = X. Proto
u = @(x), coz je spor s volbou u. Tedy ¢(X) je uzaviend mnozina v G, a tedy je uplné metrizovatelna.

Nakonec si povSimnéme, Ze X je homeomorfni s ¢(X). Vskutku, ¢ je zjevné spojité a prosté. Pokud
posloupnost {¢(xy)} konverguje k bodu ¢(z) pro néjaké x € X, pak ovSem 71 (p(zr)) = a2 — m1(p(z)) = x,
takze ), — x. Proto je spojita i inverze k ¢. Tedy ¢ je homeomorfizmus.

Prostor X je tak iplné metrizovatelny.

(ii) = (i): Necht (X, 5) je ztplnéni prostoru (X, p) a o je Gplna metrika na X. Ztotoznime X se svym
obrazem v X. B

Chceme ukézat, ze X je G5 v X. Identita Id: (X, p) — (X, 0) je spojitd, takze pro kazdé x € X an € N
existuje r(z,n) € (0,27") tak, ze B,(z,2r(xz,n)) C By(z,27"). At

G, = U Bj(x,r(z,n)) C X, neNl.
zeX

Je ziejmé, ze X C G,, pron € N.
Staci dokézat, ze (),—; G, C X. At u € (,—; Gy Pro kazdé n € N existuje z,, € X takové, zZe

u € Bs(xp,r(xn,n)).

Pak je posloupnost {x,} cauchyovskd v (X, o).
Vskutku, je-li € > 0 ddno, necht ng € N spliiuje 27"° < . Uvazujme libovolné m > n > ng. Pak

P(Tn, Tm) = p(@n, Tm) < p(@n, w) + (U, Tm) < 7(Tp,n) + 1(Tm, m) < 2max{r(z,,n), r(Tm,, m)}.
Dostévame tak, ze budto p(x,, ) < 2r(z,,n), tj.

Tm € Bp(zn,2r(2,,n)) C By(2,,27").
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V tomto piipadé tak mame o(zp,2,) < 277 < 27" < . V druhém piipadé dostavime p(xy,,zn,) <
2r(xm, m), coz ddva

Tn € By(xm, 21 (xm, m)) C Bo(2m,27™),
tedy o (Tp, Tm) <27™ <2770 < g,

Z uplnosti (X, o) tak plyne konvergence posloupnosti {2, } k néjakému x € X v metrice o. Jelikoz o i p
generuji stejnou topologii, konverguje {z,} k = i v p. AvSak plati

pan,u) < r(xg,n) <277,

takze {z,} konverguje k u v prostoru X. Tedy u = z € X a dikaz je dokoncen. a

Véta 4.17. Uplné metrizovatelné prostory jsou absolutni G

Necht (X, p) je metricky prostor. Pak jsou ndsledugjict tvrzeni ekvivalentnd.
(i) Prostor X md uplnou kompatibilni metriku.
(ii) Je-li (Y,0) metricky prostor homeomorfni s X, je Y Gs-podmnoZina svého ziplnéni.

(1ii) Je-li (Z,0) metricky prostor a j: X — j(X) C Z je homeomorfizmus, pak j(X) je Gs-podmnoZina Z.
(iv) Existuji uplng metricky prostor (Y,o) a homeomorfizmus j: X — j(X) C Y takové, Ze j(X) je Gs-

podmnozZina Y .

Dikaz. (i) = (ii): Je-li Y homeomorfni s iplné metrizovatelnym prostorem X, ma téz kompatibilni tiplnou
metriku. Dle Véty [4.16] je Y Gs-podmnozinou svého ziplnéni.

(ii) = (111) Necht Y = j(X) je homeomorfni kopie X v prostoru (Z, o). Necht (Z,7) je ztiplnéni (Z, o).
Pak prostor v? je uplny prostor obsahujici Y jako husty podprostor. Tedy se jednd o ztplnéni Y. Podle (ii)
je Y Gs-podmnozina Y . Tedy existuji oteviené mnoziny G, n € N, v Z takové, ze Y = (oo <YZ N Gn)

n=1

1. .. —Z v s 1.2 = . ’y , . v
Déle je mnozina Y uzaviend v metrickém prostoru Z, a tedy je téz Gs. Necht Hy, n € N, jsou oteviené
.. = VR4 -
mnoziny v Z splijici Y~ = (2, H,. Pak dostdvame

oo

j(X):Y:O (YZﬂGn> ﬁ H,NGp)

tedy j(X) je Gs-podmnozina Z. Zjevné pak

J(X ﬁHﬂG :ﬁZﬁHﬁG)
n=1 n=1

takze j(X) je Gs-podmnozina Z.

(iii) = (i): Necht (X,7) je ztplnéni X. Dle (iii) je X Gj-podmnozinou X, takze dle Véty ma
tuplnou kompatibilni metriku.

(i) = (iv): Dle Véty sta¢i uvazovat za Y ztplnéni X.

(iv) = (i): Necht j(X) je homeomorfni kopie X v tplném metrickém prostoru Y takové, ze j(X) je
Gs-podmnozina Y. Pak j(T)Y je zuplnéni j(X), takze j(X) je Gs-podmnozinou my. Dle Véty ma
j(X) tplnou kompatibilni metriku. Tedy i X m4 dplnou kompatibilni metriku. O

Protoze prostor iracionalnich ¢isel je G5 ve svém zuplnéni R, je iplné metrizovatelny.

Poznamenejme, ze Aleksandrov v r.1924 naSel i vnitini charakterizaci iplné metrizovatelnych separabil-
nich prostorta. Hausdorff a Vedenisov odstranili nezavisle na sobé separabilitu v nasledujicim roce. Nebudeme
na tomto misté tuto charakterizaci uvadét, protoze je stejna jako pozdéjsi charakterizace ¢echovsky tplnych
prostorii, kterou ukidZzeme v nasledujici ¢asti. Je zajimavé, ze Aleksandrov ve svém dukazu ukézal, Ze sepa-
rabilni metrizovatelné prostory jsou tzv. parakompaktni, coz je pojem vznikly o 20 let pozdé&ji. Ve 20. letech
tento vedlejsi vysledek nikoho nezajimal a az pozdéji se ukéizal jako velmi dilezity.
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4.2.3 Uplnost v Cechové smyslu

Pfedchozi charakterizace uplné metrizovatelnych prostort (Gs-mnoZina ve svém zaplnéni) asi Cecha inspi-
rovala k zavedeni uplnosti pro Tichonovovy prostory, kde vyuZil 8-obal, ktery pravé zavedl.

Definice 4.18. Cechovsky tplny prostor

Tichonoviv prostor se nazyva cechovsky uplny nebo uplng ve smyslu Cecha, jestlize je Gs-mnozinou ve svém
[-obalu. O

Na rozdil od jediného zuplnéni metrickych prostori mivaji Tichonovovy prostory mnoho kompaktifikaci.
Nésledujici tvrzeni ukazuje, Ze je jedno, kterou kompaktifikaci pouzijeme. K tomu potfebujeme jednoduché
pomocné tvrzeni.

Lemma 4.19. O prirdstku kompaktifikaci

Jsou-li (j1,Y1) a (j2,Y2) kompaktifikace topologického prostoru X a f: Y1 — Yo je spojité rozsivent zobrazent
j2 oyt pak f(Yi\ j1(X)) = Ya \ j2(X).

Diikaz. Spojity obraz kompaktu f(Y7) je kompakt, tedy uzaviend v Y3 a f(Y71) je hustd, protoze obsahuje
j2(X). Tedy zobrazeni f je na. Jelikoz f(j1(X)) = j2(X), musi nutné f(¥7 \ j1(X)) D Y2 \ j2(X).

Pro dikaz obrdcené inkluze predpoklddejme, Ze existuje y € Y7 \ j1(X) takové, ze f(y) € ja(X). Necht
x € X splituje jo(2) = f(y). Zvolime oteviené mnoziny U,V v Y] takové, ze ji(z) €U,y € VaUNV ={.
Jelikoz je j1(X) husté v Yy ay € VN (Y7 \ U), existuje usmérnény soubor {z;};cr v X takovy, ze ji(z;) €
VN (Yi\U),i€l,alimer ji(z;) = y. Pak oviem

Ja(x) = f(y) = lim f (51 (i) = lim ja(zs).

Jelikoz je jo homeomorfni vnoreni, plati lim;c; z; = x. Tedy i lim;es j1(x;) = j1(z). To vSak neni mozné,
nebot ji(z;) ¢ U, i € I, a U je okoli z. Tedy f(y) € Ya \ j2(X). O

Tvrzeni 4.20. Charakterizace ¢echovsky uplnych prostord

Pro Tichonoviv prostor X jsou ndsledujici podminky ekvivalentni.
(i) X je cechovsky uplny.

(i) X je Gs v kaZdé kompaktifikaci.

(iii) X je Gs v néjaké kompaktifikaci.

Diikaz. (i) = (ii): At (5,Y) je néjaké kompaktifikace X. Jelikoz (e, 5X) je nejvétsi kompaktifikace X,
existuje f: BX — Y spojité a rozifujici j o e7!. Necht e(X) = (2, Gp, kde G, jsou oteviené v SX.
Polozme F,, = X \ G,,. To jsou kompaktn{ mnoziny a |JF, = X \ e(X). Podle pfedchoziho lemmatu
f(BX \e(X)) =Y\ j(X). Mnoziny f(F,) jsou spojité obrazy kompakti, tedy kompakty, a proto uzaviené
vY. Navic | f(Fn) =Y \ j(X). Tedy 5(X) =N\ f(F,)) je typu G5 v Y.

Implikace (ii) = (iii) plati, protoze néjakd kompaktifikace Tichonovova prostoru existuje.

(iii) = (i): At (4,Y) je néjakd kompaktifikace X a opét f: BX — Y je spojité rozsfieni j o e71. At
G, CY jsou oteviené mnoziny spliujici ()°_; G,, = j(X). Pak ze spojitosti f jsou mnoziny f~'(G,) ote-
viené, obsahuji X a diky lemmatu o p¥irtstku () f~1(G,) = e(X). Tedy X je typu G5 v BX. O

Priklady 4.21
1. Kazdy kompaktni Hausdorffav prostor je ¢echovsky tuplny.

2. Kazdy lokalné kompaktni Hausdorfftiv prostor je ¢echovsky tplny. (Je otevieny ve své jednobodové kom-
paktifikaci.)

3. Prostor racionalnich &isel neni Gechovsky uplny. (Jeho doplnék v kompaktifikaci R* neni F,, protoZe
prostor iracionalnich ¢isel je Bairetv prostor.) O
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Poznamka 4.22

Na rozdil od tuplné metrizovatelnosti (absolutni Gs) nelze v piedchozi vété ekvivalentné Fici G5 v kazdém
kompaktu. Napiiklad prostor [0, 1]“* neni G v [0, 2]“*.

Podobné jako pro ¢echovskou tplnost ziskdme charakterizaci lokdlné kompaktnich prostor.
V nésledujicim podame wvnitini diive zminénou charakterizaci ¢echovské tuplnosti. Dokazali ji nezavisle
Z.Frolik v r.1960 a A.V.Archangelskij v r.1961.

Véta 4.23. Vnitini charakterizace ¢echovské uplnosti

Necht X je Tichonoviv topologicky prostor. Pak jsou ndsledujici podminky ekvivalentni.
(i) X je cechovsky ipiny.

(ii) Existuje posloupnost oteviengch pokryti {U,} prostoru X s vlastnosti, Ze pro kazdy centrovany systém
uzavrengch mnozin F takovy, Ze pro kazdé n € N ezistuje F € F a U €U, 2e F C U, je (\F # 0.

Diikaz. (i) = (ii): Identifikujeme X se svym obrazem v SX. Necht X = (", G,, kde G,, jsou oteviené v
BX. Pro kazdé x € X a n € N existuje oteviend U, ,, C X takova, ze

x €Uy p CU;p CGy.

Polozme
Vx,n =XnN Um,n a Z/{n = {Vz’n; xT e X}

Necht F je centrovany systém uzavienych neprazdnych mnozin takovy, ze pro kazdé n € N existuje F € F
a U € U, spliujici F C U. Checeme ukézat, ze (| F # 0.
—B8X o .
Snadno vidime, Ze systém F' = {F P ; F € F} je centrovany v 8X, a tedy mé neprazdny prunik z
charakterizace kompaktnich prostort. At z € (| F’. Pak stac¢i ukdzat, ze x € X.
Nechf n € N je pevné. Pak existuje F' € F a U € U,, splnujici F' C U. Necht U =V, ,, pro néjaké y € X.
Pak

—BX _ —BX b X X
ceFN U™ =y, =xn0,," T,
Tedy z € )2, G = X.

(i) = (i): Necht {U,,; n € N} je posloupnost otevienych pokryti spliiujici vlastnost v (ii). Pro kazdé
n € Na U € U, nalezneme oteviené mnoziny Vi, C BX takové, ze X N Vy,, = U. PoloZzme

c Gyp.

Gn=J{Vum; Uclln}, neN

Ukéazeme, ze X = ﬂ;o:l G,,. Inkluze X C ﬂ;o:l G, plyne okamzité z faktu, ze kazdé U,, je pokryti.
Na druhou stranu at € 2, G,,. Uvazujme systém

F={xnW"™ weu@)).
Pak systém F je neprdzdny (X N'W =# () pro kazdou neprazdnou otevienou mnozinu W C 3X) a spliiuje

podminku v (ii). Vskutku, pro pevné n € N je z € G, takze existuje U € U,, takové, zZe = € Vi ,,. Necht
H C X je oteviend mnozina spliujici x € H C 7 CVun. Pak F=XnN 7 je v F a splnuje

F=XnE" cXnVy,=U.

Tedy (F # 0. Oznacme y € (| F libovolné. Pak y € X. UkdZeme, Ze y = x. Kdyby toto totiz neplatilo, tj. =

byl rizny od y, pak existuje V' € U(x) takové, Ze y ¢ v Tedy y ¢ [ F, coz nelze. Tedy © = y je prvkem
X.
Tedy vskutku dostavame X = (2| G, takze X je G5 mnozinou v SX. O

Priklad 4.24. Sorgenfreyova primka neni ¢echovsky tplna, i kdyz je Baireova
Z pfedchozi charakterizace nyni vyplyne, Zze Sorgenfreyova piimka neni ¢echovsky tuplna, i kdyz to je Baireuv
prostor. O

Dikaz. Predpokladejme, Ze {U,, } je posloupnost pokryti z charakterizace ve Vété Bez Gjmy na obecnosti
mizeme predpokladat, ze kazdé U, sestdva z bazovych otevienych mnozin. Necht n € N a M,, = |J{(a, b);
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[a,b) € Uy, }. V Piikladu 5 jsem ukdzali, Ze |R \ M,| < w. Tedy existuje z € (2, M,,. Pro kazdé n € N
vybereme [an,b,) € U, spliujici € (an,by). Necht nyni ¢, jsou redlnd ¢éisla spliujici a, < ¢, < = a
T —c, < 27" Pak uzaviené mnoziny [c,, ) spliuji [c,, ) C [an, by ), ale jejich prinik (72, [c,, z) = 0. Tedy
centrovany systém uzavienych mnozin F = {[¢,, z); n € N} ukazuje, Ze posloupnost pokryti {4, } nespliiuje
pozadované vlastnosti.

Abychom ukézali, Zze Sorgenfreyova primka X je Baireova, uvazujme posloupnost {G,} otevienych
hustych mnozin v X. Necht interval [a,b) libovolny je ddn.

Induktivné zkonstruujeme intervaly [a,,by), n € N, tak, Ze plati:

o [an,by) Cla,b)N Gy, n €N,
hd [an+17bn+l) - [an+labn+l] C [an;bn)a n e Na
e b,—a, <27 ", neN.

V prvnim kroku konstrukce zvolime [a1, b;) tak, aby [a1,b1) C [a,b) NGy a by —a; < 271,
Méme-li intervaly jiz sestrojeny az do n € N, zvolime 41 € [an,bn) N Gpi1. Nyni zvolime interval
[an+1, bn+1) tak, 7e
Tp+1 € [an+17bn+1) C [an—&-labn—&-l] (- [anabn) N Gn+1
abpil — any1 <27 "1 Tim je konstrukce ukondena.
Nyni vyuzijeme euklidovskou strukturu R, ktera dava, ze existuje

x € ﬂ [an,bn] = ﬂ [an,bn) C (ﬂ Gn> N [a,b).

n=1

O

Cech ukézal, ze jeho definice uplnosti je v souladu s pozadavkem, Ze zobechuje tplné metrizovatelné
prostory.

Véta 4.25. Cechovsky uplné metrizovatelné prostory
Pro metrizovatelny prostor X jsou ndsledugici podminky ekvivalentni.

(i) X je uplné metrizovatelny.

(i) X je cechovsky uplny.
Dikaz. (i) = (ii): At X je uplné metrizovatelny. Ozna¢me p tplnou kompatibilni metriku na X. Pro kazdé
n € N necht V,, je soubor vsech otevienych kouli o poloméru 27" vzhledem k metrice p. Pak diky tuplnosti
(X, p) jsou splnény podle Cantorovy véty predpoklady Frolikovy véty a tedy X je ¢echovsky uplny.

(ii) = (i): Af p je né&jakd kompatibilni metrika na X a Y je ztplnéni (X, p). Prostor 8Y je kompak-

tifikace X, protoze X je husté v Y a Y je husté v 8Y, tedy i X je husté v Y. Prostor X je cechovsky

uplny, tedy X je Gs-mnozina ve své kompaktifikaci Y. Proto je X Gs-mnozinou ve svém ziplnéni Y. Podle
Alexandrovovy véty je uz X uplné metrizovatelny prostor. O

Cechovska aplnost pfenasi do Tichonovovych prostort i dalsi vlastnost iplné metrizovatelnych prostori,
totiz Ze jsou Baireovy. I dikaz je podobny dikazu pro metrické prostory.

Véta 4.26. Baireova véta v ¢echovsky tplnych prostorech

Kazdy cechouvsky uplnyg prostor je Bairetv.

Diikaz. At G, n € N jsou husté oteviené mnoziny v X a U,, n € N, jsou otevienad pokryti z charakterizace
ve Vété Necht G C X je neprazdnd a oteviena.
Induktivné nalezneme uzaviené mnoziny F,, C X takové, ze

e IntF, #0, n €N,
e« Foy1 CF,CG,NG, neN,

e pro kazdé n € N existuje U,, € U,, splnujici F,, C U,.
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V prvnim kroku nalezneme x; € G N G1. Necht Uy € Uy pokryva x1. Z regularity existuje oteviend mnozina
Wy C X splnujici
rneW,CcW,cGNGNU;.

Polozime F; = W, pak jsou nase pozadavky splnény.
Predpokladejme nyni, ze mame zkonstruovany Fy D Fs D --- D F), s pozadovanymi vlastnostmi. At z, 11
je bod v Int F, NG N Gpy1 a Upy1 € Up4q obsahuje x,1. Opét zvolime oteviené okoli W,, 11 bodu x;,41
splnujici
Tpi1 € Wn—H C Wn+1 ClntF,NGN Gn+1 N Un+1-

Pak F, 11 = W,,4+1 spliuje pozadované vlastnosti.
Jelikoz je systém {F,; n € N} centrovany a spliiuje predpoklady Frolikovy charakterizace, je (| F,, # 0.
Zjevné pak i (G, NG # 0. O

Tvrzeni 4.27. Zachovavani ¢echovské uplnosti operacemi

Cechovskd uplnost se zachovdvd sumou, spocetnym soucinem a uzaviengm nebo Ggs-podprostorem.

Diikaz. Jsou-li X;, i € I, ¢echovsky uplné, pak mame X; = ﬂneN G, »n, pro néjaké G, , C BX; oteviené.
Jelikoz BX; je otevienou podmnoZinou Hjel X, je mnozina G;,, oteviena v Hje] BX;. Prostor Hjel BX;
je vSak lokdlné kompaktni, takZe jde o otevienou mnozinu v 3([[,c; 8X;). Tedy Gn = [[;c; Gjn je oteviend
podmnozina (] [;c; 8X;) a [1;c; X5 = N,en Gn- Tedy [[;c; X; je Gs-podmnozina kompaktniho prostoru
5(]_[]'61 BX;), takze se jednd o ¢echovsky tplny prostor.

Oznacme X = [,y Xk At X = ,en Ghony kde G n, n € N, jsou oteviené mnoziny v SXj. Snadno
se nahlédne, ze [ 8X,, je kompaktifikace X. Navic X = ﬂk,nEN Tl',:l(Gk,n), tedy X je typu Gs v [] 8X,..

Je-li F C X uzaviend a G,, C X oteviené v fX takové, ze X = [, oy Gn, pak F' = FﬁX N Npen Gns

tedy F je typu G5 ve své kompaktifikaci X
Necht F' =, cn Hn, kde H,, n € N, oteviené v X a G, C X, n € N, jsou oteviené, ze X =,y Gn-
Necht H] jsou oteviené mnoziny v fX takové, ze H) N X = H,. Pak

F= ﬁ H! N ﬁ G-
n=1 n=1

Tedy F je Gs v X, tedy je Gs i ve své kompaktifikaci FBX. Proto je F' ¢echovsky uplny prostor. O

éechovsky aplné prostory se vzhledem k soucinu chovaji podobné jako tplné metrizovatelné prostory.
Ukazeme, Ze sou¢in nespocetné mnoha ¢echovsky tuplnych prostori nemusi byt ¢echovsky uplny.

Priklad 4.28. N“! a €echovska tplnost

Prostor N¥1 neni ¢echovsky tplny. O

Diikaz. Predpokladejme, ze N*1 je Gechovsky tplny a vezmeme posloupnost {U,, } z charakterizace ve Vété
Vezmeme libovolny bod a € N*'. Zkonstruujeme nerostouci posloupnost obojetnych bazovych mnozin {F,}
a posloupnost {U, } spliwjici a € F,, C U,, € U,,, n € N.

V prvnim kroku nalezneme U; € U; takové, ze a € Uy. Necht K7 C w; je konecna, ze obojetnd mnozina
Fy = g, (a) x N1\ splituje a € Fy C Uy

Méjme nyni nase mnoziny sestrojeny az do n € N. Pak existuje U,y1 € U,41 takové, ze a € U,yg.
Nalezneme bazovou obojetnou mnozinu F spliujici a € F' C U, 4+1. Po dalsim eventudlnim zmenseni mnoziny
F méame konecnou mnozinu K, 1 O K, takovou, Ze F,, 11 = 7g,,, (a) X Net\Knt1 © B N Up,yq. Tim je
konstrukce ukoncena.

Nyni je prinik

oo
F= ﬂ F, = mx(a) x N\K
n=1
uzaviend mnozina, kde K = | J;-_; K, je spocetnd mnozina. Mnozina F vSak nenf spocetné kompaktni, takze

na ni existuje dle Véty [3.4{(ii) spocetny centrovany systém {H,; n € N} uzavienych mnozin s prdzdnym prii-
nikem. Tento systém ale spliiuje podminky z Véty ii), coZ je spor vlastnostmi naseho systému {U,}. O
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Souéin spocetné mnoha ¢echovsky uplnych prostori je tedy Bairetiv. UkaZeme, Ze spocetnost 1ze v této
formulaci vypustit. Poznamenejme, Ze sou¢in X x X, X Baireiiv, nemusi byt Bairetiv prostor (piiklady jsou
obtiZné).

Véta 4.29. Souéin €echovsky uplnych prostorid je Bairetv

Soucin libovolné mnoha cechovsky uplnijch prostori je Bairetiv.

Diikaz. Krok 1. Necht X je ¢echovsky tplny prostor a {U, }nen je posloupnost pokryti z Frolikovy charakte-
rizace. Pak muzeme predpokladat, ze por kazdé n € N pokryti U,,+1 zjemnuje U, tj. pro kazdé U € U, 41
existuje V € U,, splnujici U C V.

Abychom tohoto dosdhli, induktivné definujeme nové systémy jako V; = U; a mame-li V,, definovidno pro
néjaké n € N, polozime

Vi1 ={UNV; U €Upy1,V € Vn}
Pak {V,} je systém otevienych pokryti, ktery téz dosvédéuje ¢echovskou uplnost X.

Krok 2. At X; jsou neprazdné cechovsky uplné prostory, G, jsou husté oteviené podmnoziny v X =
[[,c; Xi a G je neprazdnd oteviend mnozinu v X. Mdme dokazat, ze G NGy # 0. Pro kazdé i € I v X;
vezmeme posloupnost {V,, (i)} otevienych pokryti popsanou ve Vété s vlastnosti z Kroku 1.

Induktivné sestrojime neprazdné bazové oteviené mnoziny U,, a koneé¢né mnoziny K,, C I, n € N, takové,
ze

e Un= HieK” Un (i) X HieI\K Xi,

e K, C Kny1,

e Ups1 CUp1 CU, CGNG,y,

o proi€ K, existuje V,,(i) € V(i) sphijici U, (i) C U, (i) C V;(i).

Konstrukei zahdjime volbou x1 € GNGy. Necht Wi C X je bazova mnozina splnujici z; € W7 C GNGy.
Necht Ky C I je mnozina indexi ¢ € I, pro které plati m;(W;) # X;. Pak K; je konefné. Pro kazdé i € K,
nalezneme Vi (i) € V(i) takové, ze x1(i) € V1(4). Necht Uy (i) C X; je oteviend mnozina spliujici

21(7) € Ur(i) € U1(d) € Va() N my(Wh).

Pak mnozina Ky C I a oteviena bazova mnozina

=[x [ X

i€ Ky i€\ K1

splnuji pozadované vlastnosti.

Mé&jme nyni konstrukci provedenou az do n € N. Nalezneme z, 11 € U, NG N G471 (to je neprazdnd
mnozina, jelikoz U,, C G a Gp4+1 je hustd). Necht W, 11 C X je bdzovd mnozZina spliujici z,4+1 € Wy41 C
U,NGNGp41. Necht K’ C I je mnoZina indexti i € I, pro které plati m;(W,,11) # X;. Necht K, 11 = K,UK".
Pro kazdé i € K, 41 nalezneme V,,1(i) € V,11(i) takové, ze x,41(i) € Vuy1(4). Necht U,y1(i) C X, je
oteviena mnozina splnujici

Tpt1(7) € Unga(i) C Un+1( ) € Va1 (1) N (Wiga)-

Pak mnozina K, ;1 C I a oteviena bazovda mnozina

Un+1 = H Un—&-l(z) X H Xz

1€Kn11 1€I\Knt1

splnuji pozadované vlastnosti. Vskutku,

Ui € ] U@ x [ X €W CULNGNGrsa.
€K1 1E€EIN\K 41

Necht nyni i € K = (J, oy
ziny {V,,(4) bn>n, takové, ze U, (i) C V,(i), n > ng. Pak posloupnost {Uy(%)}n>n, spliiuje podminku ve
Véte [4.23(ii), takze existuje bod z(i) € (5, Un(i).

Pokud ¢ € I'\ K, zvolime libovolné z(i) € X;.

K,,. Pak existuje ng € N spliaujici 7+ € K,,. Dle konstrukce mame mno-
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Pak bod z = {x(i)}icr € X nélezi do primiku (), (G N G,). Vskutku, pron € Naic K je
x(1) € Upg1(i) C Up(1).

Tedy
ze [[Un(i)x [ Xi=Unc GG,
€K i€I\K

Tim je dikaz dokoncen. O

Je vidét z dukazu, Ze staci predpokladat slabsi vlastnosti posloupnosti otevienych soustav U, nez jsou
uvedeny ve Vété m (napf. Frolik v r.1960 pouZil tzv. m-baze misto pokryti).



KAPITOLA 5

Uniformni prostory

Znamé pojmy z matematické analyzy stejnomeérne spojité funkce a stejnomérnd konvergence funkci nemohou
byt popséany topologickymi prostiedky, protoze ty jsou lokalniho charakteru, kdezto ty pfedchozi maji globalni
charakter. Pozadujeme u nich platnost stejné vlastnosti pro v8echny prvky prostoru najednou. V metrickych
prostorech tato moznost je a az do 30.let minulého stoleti to postacovalo. Potom se zacala vice rozvijet
teorie topologickych grup, kde jsou stejnomérné vlastnosti pfirozené, ale v jistém smyslu skryté, jak uvidime
pozdgji. V té dobé nastal ¢as, kdy bylo nutné prekonat uréita omezeni, ktera metrické prostory davaji (napf.
jen spocetné soudiny, spocetné lokalni béaze, apod.).

Prvnim, kdo definoval nové abstraktni struktury, kde bylo mozné uvedené stejnomérné vlastnosti zavést,
byl D. Kurepa v r.1934. Zobecnil metrické prostory tim, Ze za obor hodnot metrik vzal vhodné uspofadané
prostory misto intervalu [0, 00). Nicméné, tuto svou definici nerozvedl na dalsi potiebné vlastnosti a tvrzeni.
Za tvirce uniformnich prostori se proto povazuje A. Weil, ktery zavedl uniformni prostory jinym zpiisobem v
objemnéjsi praci v r.1937, kde dokézal mnoho zékladnich vlastnosti spolu s metrizovatelnosti i s potfebnymi
aplikacemi do teorie topologickych grup.

5.1 Zakladni definice a vlastnosti

U hledani vhodné definice pro stejnomérné pojmy $lo o podobny proces jako u vzniku topologickych prostori,
tj. v tomto piipadé najit charakteristické rysy stejnomérnosti v metrickych prostorech bez pouziti realnych
¢isel. Definici stejnomérné spojitych zobrazeni f : (X, p) — (Y, o) v metrickych prostorech miizeme piepsat
do tvaru

Ve >030 >0: (f x /Hi{(z,y) € X x X; p(z,y) <} C {(u,v) €Y xXY; o(u,v) <e}.

Zakladni roli tu hraji uvedena okoli diagonaly. Ty se daji chapat jako relace na X, takZe ma smysl mluvit o
reflexivité, symetrii apod. Pro E, FF C X x X zna¢ime

E7' = {(2.y); (y,2) € B},
EoF ={(z,y); 3z€ X: (x,2) € E,(2,y) € F}.

Snadno se ovéii asociativita skladani relaci, tj. ze plati (Eo F')o G = E o (F o G). Proto mitizeme induktivné
definovat
Eiyo---oFE,1=(E10-0E,)0 By,

pri¢emz z asociativity operace sklddani plyne, Ze na pofadi uzavorkovani operace skladani ve vyrazu FE; o
--- o F, nezalezi.

Definice 5.1. Uniformni prostor a stejnomérna spojitost

Uspotadana dvojice (X, 1) se nazyva uniformnd prostor, pokud X je mnoZina, p C P(X x X) a plati:

1. Ee p= FE D Ax,

2. E1,Es e p= E1NE; € p,

Eyepu By CE,C X xX=E; €y,
Ecu= E"'¢ey,

orok W

E1€/L:> HEQGI,L:EQOEQCEl.

Soustava 1 se nazyva uniformita na X a prvky u jsou uniformni okoli diagondly.

107
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Zobrazeni f : (X, u) — (Y,v) se nazyva stejnomérné spojité, jestlize (f x f)~1(v) C u, tj. pro kazdé F € v
existuje E € u, ze (f(z), f(y)) € F, jakmile (z,y) € E. MnoZzina vSech stejnomérné spojitych zobrazeni
X =Y seznaci U(X,Y).

Bijekce f : (X, u) — (Y,v) se nazyva uniformni homeomorfismus, jestlize f i f~1 jsou stejnomérné spojité.

O

Prvni t¥i axiomy fikaji, ze u je filtr na X x X, jehoz prunik obsahuje diagonalu. Ctvrty axiom fika, ze
filtr u ma bazi slozenou ze symetrickych relaci (ENE~! € pu je symetricka relace). Posledni axiom je ndhrada
trojuhelnikové nerovnosti z metrickych prostori. Je to jakasi slaba tranzitivita a snadno je vidét, ze [ u je
ekvivalence na X obsahujici Ax.

(Vskutku, pokud (z,y), (y,2) € N a E € u, pak existuje F € p spliwjici FoF C E. Tedy (z,v), (y,2) €
F, coz implikuje (z,z) € Fo F C E. Proto (z,2) € [\ u.)

Podobné jako v topologickych prostorech byva vhodnéjsi zavést topologii pomoci néjaké baze, tak i
uniformity se zavadi pomoci béze.

Definice 5.2. Baze uniformniho prostoru

Je-li (X, p) uniformni prostor, pak ' C P(X x X) je bdze p, pokud p’ je baze filtru p a spliwuje
1. Ny D Ax,
4. Byep =3B, €y By C By Y,
5. By ey =3By €y FyoFEy C Ey.

Snadno odvodime nésledujici fakt.

Fakt 5.3

Pokud p' C P(X x X) je bdze filtru na X x X a spliiuje 1., 4. a 5. z Deﬁnice pak filtr p generovany '
je uniformita na X .

Podobné lze pouzit i subbazi uniformity; vétsinou se bere subbéaze filtru symetrickych a reflexivnich relaci
na X spliujici 5.

Priklady 5.4. Priklady uniformnich prostori

1. Necht p je filtr v8ech podmnozin X x X obsahujicich diagonalu. Dostéavame tzv. uniformné diskrétni
uniformni prostor. Uvidime pozdéji, ze se musi rozliSovat ,,uniformné diskrétni uniformni prostor® a ,,diskrétni
uniformni{ prostor“. Tato uniformita méa jednoprvkovou bazi {Ax}.

2. Necht p = {X x X}. Pak (X, u) je indiskrétni uniformni prostor (v tomto p¥ipadé neni tfeba piidavat
adjektivum uniformné indiskrétni.

3. Pseudometricky prostor (X, p) ur€uje uniformni prostor (X, p1,) majici bazi

E(r) ={(z,y);p(x,y) <r},r>0.

Jako v topologii sta¢i brat misto vSech r > 0 jen posloupnost kladnych ¢isel konvergujici k 0. Z trojihelnikové
nerovnosti plyne snadno E(r) o E(r) C E(2r). Uniformni prostor budeme nazyvat uniformné pseudometri-
zovatelny, pokud je uréen pseudometrickym prostorem v pravé uvedeném smyslu. Je zfejmé, Zze uniformné
pseudometrizovatelny prostor je uniformné metrizovatelny, pravé kdyz (,., E(r) = Ax.

Presné&jsi zapis uvedenych uniformnich okoli diagonaly je E,(r). Tento zapis se pouziva, pokud neni jasné, o
jakou pseudometriku se jedné.

Pokud mluvime o uniformité pseudometrického prostoru, kterd nebude dale specifikovana, mame na mysli
pravé zavedenou uniformitu.

4. Ctvrta a pata vlastnost je splnéna automaticky, pokud p mé bazi slozenou z ekvivalenci. Pokud tento pii-
pad nastane, nazyva se uniformni prostor uniformné nuldimenziondini. Sem patfi nap¥. uniformné diskrétni,
indiskrétni uniformni prostory a ultrametrické prostory.

5. Je-li F filtr na X, pak {AxU(F x F); F € F} je baze uniformné nuldimenzionalniho uniformniho prostoru
na X, jehoz uniformitu ozna¢ime pr.
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6. At F jefiltrna X aY = X x {0,1}. Pak mnoZiny
Ep = Ay U{((z,i),(x,1 —4));z € F},F e F

tvori bazi uniformné nuldimenzionalniho uniformntho prostoru na Y, jehoZ uniformitu oznaéime p(F). Uvi-
dime pozdgji (5.58|1), Ze kazdy Hausdorfliv uniformni prostor je kvocientem néjakého pravé uvedeného
prostoru.

7. At X je mnozina a (Y, ) je uniformni prostor. Na mnoziné F(X,Y’) v8ech zobrazeni X — Y definujeme
pro E e p

Fp={(f,9) € F(X,Y) x F(X,Y); Vz € X: (f(2),9(x)) € E}.
Velice snadno se ukaZe (vizte nésledujici piiklad), 7ze {Fg; E € p} je baze uniformity na F(X,Y), ktera
se nazyva uniformita stejnomeérné konvergence. Je to zobecnéni piipadu, kdy p je dand metrikou. Pokud

chceme zdtiraznit, ze na F(X,Y) (resp. U(X,Y), pokud je X uniformni prostor) je uniformita stejnomérné
konvergence, piseme F,(X,Y), resp. U,(X,Y).

8. Predchozi priklad lze zobecnit. At X je neprazdna mnozina, (Y, 1) je uniformni prostor a S je soustava
podmnozin v X, ktera pokryva X a je konetné aditivni, tj., [JA € S pro kazdou koneénou A C S. Pro
S e S, E € u definujeme

Fsp={(f9); V€ 8S: (f(z),9(x)) € E}.

Soustava vSech Fg g je bazi uniformity na F(X,Y), ktera se nazyva uniformita stejnomérné konvergence
na mnoZindch z S. Pokud nevyzadujeme koneénou aditivitu S, je soustava v8ech Fg g subbazi uvedené
uniformity.
Abychom ovérili predchazejict tvrzeni, je tfeba overit vlastnosti z Definice 5.2} Pokud v8ak méame Sy, S; € A
a By, E5 € p, plati

FslUsz,ElﬂEz - Fsl,El N FSz,E2‘
Tedy nase mnoziny tvori bazi filtru. Déle (Fs,5) ™' = Fg p-1. A pokud S € Aa E,E' € psplinji E'oE’' C E,
pak

Fs proFsp CFsEg.

Piedchozi pak piiklad dostaneme volbou & = {X}. V jistém smyslu opa¢nym extrémem je volba vSech ko-
ne¢nych podmnozin X za §. Vysledna uniformita je uniformitou bodové konvergence, je shodna se sou¢inem
YX (vizte Sekci a znadi se F,(X,Y). Je mozné vzit za S vSechny spocetné podmnoziny X. Je-li X
topologicky prostor, ¢asta volba je vzit za S vSechny kompaktni podmnoziny v X. Je-li X uniformni prostor,
misto kompaktnich podmnozin se berou totalné omezené podmnoziny (viz pro definici téchto mnozin).

O

Priklady 5.5. Priklady stejnomérné spojitych zobrazeni
1. Kazdé zobrazeni na uniformné diskrétnim prostoru nebo do indiskrétniho prostoru je stejnomérné spojité.

2. Je-li (X, p) pseudometricky prostor a A C X, A # (), je zobrazeni {x ~» p(z, A)} : (X, p,) — R stejnomérné
spojité (protoze |p(z, A) — p(y, A)| < p(z,y)).

3. HEMJe-li X uniformné diskrétni prostor, pak zobrazeni e = {(z, f) ~ f(z)} : X x Fi,(X,Y) = Y je
stejnomérné spojité. Toto zobrazeni se nazyva evaluace. Evaluace neni stejnomérné spojita, vezme-li se na
F(X,Y) uniformita stejnomérné konvergence na mnozinach z S, pokud {X} ¢ S. O

pozdéji, ze je to modifikace metrizovatelnosti Aleksandrova a Urysohna z r.1923.

Véta 5.6. Metrizovatelnost uniformnich prostora

Uniformnd prostor je pseudometrizovatelny, privé kdyzZ md spocetnou bdzi.

Diikaz. Staci dokdzat, ze (X, ) se spocetnou bazi { E, }nen je pseudometrizovatelny (opaénd implikace plyne
z definice uniformity na pseudometrickych prostorech).

Indukei zkonstruujeme novou, stejné oznacenou bézi {E,}ne. spliujici By = X x X, E, = E;! a
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E,oFE,oFE, C E, 1 pro kazdé n > 0. Polozme

27", (:z:,y) € En\En-‘rla

s c X x X.
0, (2.9) € En. (@y)

f(xay) :{

Pak f je symetricka funkce diky symetrii E,,. Vezmeme nejvétsi pseudometriku p mensi nez f. Tu lze popsat

formuli
k

p(z,y) = inf { Zf(pi,pi+1);po =z, pp1 =y kew}, (z,9) € X xX.
=0

Zjevné je p symetrickd funkce na X x X spliujici p(x,z) = 0. Ohledné trojihelnikové nerovnosti uvazujme

z,y,2€ X ae>0. Necht c =pg,...,pk+1 =Y @y =qo,---,q+1 = 2 jsou posloupnosti spliujici
k l
> Fipivr) <play)+e a Y flg5,q11) < py, 2) + e
i=0 §=0

Pak posloupnost

T =10 =P0,---stkt1 = Pk+1 =Y = qos tk+2 = q1, - - -, thti42 = 2
spojuje x a z, takze
k+i+1 k k4141
p(x,z) < Z f(tnatn-H) = Zf(tnatn-i-l)"' Z f(tnatn+1)
n=0 n=0 n=k+1

k l
= Z f(pnvanrl) + Z f(Qna QnJrl) < p(xvy) + P(y; Z) + 2e.

n=0 n=0

Tedy p je pseudometrika.
Nyni musime ovéfit, ze pro kazdé E € p existuje r > 0 splnujici E,(r) C E a ze pro kazdé r > 0 existuje
E € psplayjici E C E,(r). Ovéfeni druhé podminky je snadné, pro r > 0 uvazujme n € N spliujici 27" < r.
Pak totiz
Ent1 CEL27") C E,(r).

Zbyva tak dokazat, ze kazdé E,, obsahuje néjakou mnozinu E,(r). Ukdzeme, ze pozadovand inkluze plati
pro pro r =271,

Chceme tak dokazat, ze pokud existuji * = pog,...,pr+1 = y spliujici Zf:o f(pi,piv1) < 27771, pak
(x,y) € Ey.

Dtikaz provedeme indukcf podle k € w. Pokud k = 0, mame f(z,y) = f(po,p1) < 27"~ 1. Z definice
funkce f nyni plyne, ze (z,y) € E,.

Predpoklddejme nyni, Ze naSe tvrzeni plati pro kazdé k € w mensi jak néjaké m € w \ {0}. Uvazujme
posloupnost « = py, ..., Pm+1 = y spliujici

m

Z f(pispigr) <2771

=0

Pak budto f(pOapl) < 27”72 nebo f(pm7p7rz+1) < 27”72~
Necht nejprve f(po,p1) < 27" 2. Necht k € w je nejvétsl &slo mensi nebo rovno nez m — 1 takové, Ze

K
> Fpinpirn) <2772
i=0

Pokud k < m — 1, mame
k+1
> fpipipa) =277,
i=0

takze
m

Z f(pi,piy1) <2772

i=k+2
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Dle indukéntho predpokladu plati (po, prt1) € Ent1 & (Prg2s Pm+1) € Engr. JelikoZ f(pry1, prgz) <2771,
méme (1, Pk+2) € Fni1. Dohromady tak plati

(1‘7:1]) = (pOapm+1) S En+1 o EnJrl o En+1 C En

Pokud k = m — 1, pak z indukéniho ptedpokladu méme (po,pm) € Ent1. Dale z f(pm, Pmy1) < 27771
dostavame (P, Pm+1) € Eny1. I v tomto piipadé tak mame

(xay) = (pOapm-‘rl) S En+1 o En+1 C En

Pokud by nastal pifpad f(po,p1) > 2772, pak nutné plati f(pm,pm+1) < 27""2. Obdobné jako vyse
bychom nalezli nejmensi k € {1,...,m} splijici > ;", f(pi,pit1) < 27772 Dostali bychom tak budto
fetizky spojujici

(Pos Pk—1)s (Pk—1,Pk); (Pks Pt 1),
nebo Fetizky spojujici (pg,p1) a (p1,Pm+1)- V obou pFipadech pak jako vySe obdrzime (z,y) = (po, pm+1) €
E,. O

Pokud p je pseudometrika na X, jejiz uniformita s, je mensi nez y, tj. Idx : (X, u) = (X, u,) je stejno-
mérné spojité zobrazeni, budeme v tomto p¥ipadé fikat, Ze p je stejnomérné spojitd pseudometrika na (X, p).
Protoze jsme zacali s libovolnou symetrickou mnozinou z p, je uniformita p sjednocenim pseudometrizova-
telnych uniformit.

Dusledek 5.7. Uniformita je vytvorena systémem pseudometrik
1. Kazdd uniformita je sjednocenim pseudometrizovatelniyjch uniformit.
2. Pro kaZdou uniformitu p a kaZdé E € p existuje stejnomérné spojitd pseudometrika p, Ze E,(1) C E.

Diikaz. 1. Je-li (X, ) uniformn{ prostor, vezmeme libovolné symetrické Fy € p. Indukef sestrojime posloup-
nost symetrickych mnozin {FEy,}new C p tak, ze By = X x X, E, 0o E, 0o E, C E,_; pro kazdé n > 0.
Podle ditkazu predchozi véty je tato posloupnost bazi pseudometrizovatelné uniformity p,, kterd spliuje
E,27""1) C E, C E,(27"). Pak je p stejnomérné spojitd pseudometrika na (X, p) a z uvedenych inkluzi
plyne E; € u,. Tedy p je sjednocenim pseudometrizovatelnych uniformit.

2. Pro dané FE € p zvolme symetrické E; spliujici Fy C E. Necht {E,, },.cw je posloupnost v p jako vyse
a o je pseudometrika generovana touto posloupnosti jako v dikazu Véty Pak o je stejnomérné spojita
pseudometrika na X spliujici

E,(27?) C E, CE.

Pak je pseudometrika p = 2?0 stejnomérné spojitd na (X, u) a plati E,(1) = E,(272) C E; C E. Tedy p je
pozadovand pseudometrika. O

Uvedeme si jesté jeden dusledek, ktery je velmi dulezity pro dalsi pouziti. V jistém smyslu nahrazuje
normalitu v uniformnim prostoru. Dvé podmnoziny A, B uniformniho prostoru (X, u) budeme nazyvat vzdd-
lengmi, jestlize existuje F € u, ze E(A) N B = (. Mnoziny E(A), E € u, kde

EA)={ye X; Jxz € A: (z,y) € E}
se nazyvaji stejnomérnd okoli mnoZiny A v (X, ).
Fakt 5.8. Stejnomérna okoli v pseudometrickém prostoru

1. 'V pseudometrickém prostoru (X, p) jsou mnoZiny A, B vzddlené, prdvé kdyz p(A, B) > 0.

2. Ddle je U je stejnomérné okoli mnoZiny A, pravé kdyz existuje r > 0 takové, Ze U D B,(A,r).
Dukaz. 1. Pokud jsou mnoziny A, B vzdalené, existuje r > 0 takové, Ze

0=BNE,(r)(A)=Bn{yeX; Jx e A: p(x,y) <r}=BNDB,(A,r).

Tedy p(A,B) >r >0
Obrécené, pokud p(A, B) =r > 0, pak

BOE,(5)(4) =0.
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2. 7 rovnosti
B,(A,r)={ye X; Jx € A: p(z,y) <r} = E,(r)(A)

plyne, ze pokud U D B,(A,r), pak pro E = (A x U)U E,(r) plati E € u, a U = E(A). Obrécené, pokud
U = E(A) pro néjaké E D E,(r), pak U D E,(r)(A) = B,(A,r). O

Tvrzeni 5.9. Oddélovani vzdalenych mnozZin

Mnoziny A, B v uniformnim prostoru X jsou vzddlené, pravé kdyZ existuje stejnomérné spojitd funkce f :
X — [0,1] s hodnotami 0 na A a 1 na B.

Diikaz. Necht E(A)NB = () pro n&jaké E € p. Podle Dﬁsledkuexistuje stejnomérné spojita pseudometrika
p na X takova, ze E,(1) C E. Pak E,(1)(A) = B,(A4,1) C E(A) neprotind B, takze f(z) = min{p(z, 4),1},
x € X, je hledana funkce.

Vskutku, f(z) =0 prox € A, p(z,A) > 1 pro xz € B, a tedy f(z) =1 pro tato z. Navic je f stejnomérné
spojitd na (X, ). To plyne z odhadu pro r > 0, ktery iikd, ze pokud p(z,y) < r, pak |f(z) — f(y)] <
p(z,y) < r. Jelikoz je p stejnomérné spojitd pseudometrika, je E,(r) € pu.

Pokud existuje stejnomérné spojitd funkce f: X — [0, 1] oddélujici A a B, pak mnozina

B = {(r.y) € X x X; /(@) ~ )] < 1)

lezi v pu a plati E(A)N B = (. O

5.1.1 Topologie na uniformnich prostorech

Pro relaci F na X, x € X, znadi E(x) obraz bodu z relaci E, tj. E(z) = {y € X; (z,y) € E}.

Véta 5.10. Uniformni prostor generuje topologii

Kazdy uniformni prostor (X, u) uréuje topologii na X . Podrobnéji, topologie 7 na X md pro kaZdé x € X za
filtry U, () okoli bodu x systémy {E(x); E € u}.

Diikaz. Snadno vidime, Ze systémy {E(z); E € p} spliujf vlastnosti (Ul), (U2) a (U3) z Tvrzeni [L.9 Je-li
U = E(z) pro ngjaké z € X a F € p, zvolime F € pu spliinjici Fo F C E. Pak pro V = F(x) plati, Zze pro
yeVijelUeU(y).

Vskutku, pro kazdé y € V = F(x) totiz plati

(Je-li totiz z € F(y), je (y,2) € F a (x,y) € F, tedy (z,2) € Fo F C E. Proto z € E(z).) Tim je ovéfena
posledni podminka (U4) v Tvrzen{ Proto je 7 dobfe definovand topologie, kterd m4 za systémy okol{ pro
x € X famlilie {E(z); F € u}. O

MiuzZeme tedy uvést nasledujici definici.

Definice 5.11. Topologie vytvorena uniformitou

Je-li (X, ) uniformni prostor, ¥ikame, Ze topologicky prostor (X, T) je vytvofen prostorem (X, p), jestlize
pro kazdé z € X jsou filtry {E(x); E € u} pravé filtry okoli bodu z v (X, 7). Topologie T se nazyva topologie
uniformity .

Je-li P topologicki vlastnost, Fikdme, Ze uniformni prostor mé vlastnost P, jestliZe jim uréeny topologicky
prostor ma P. O

Muzeme tedy mluvit o uzavéru, okoli bodu, apod. v uniformnim prostoru, o kompaktnim nebo diskrétnim
nebo Hausdorffové uniformnim prostoru.

Budeme také rikat, Ze 7 je vytvorena uniformitou x4 nebo, Zze 7 méa uniformitu .

Prirazeni topologického prostoru uniformnimu je zobrazeni t¥idy v8ech uniformnich prostora Unif do t¥idy
Top topologickych prostortu a toto zobrazeni budeme znacit ¢ : Unif — Top. Pouzijeme ho i pro uniformity,
takze tp znadi topologii vytvofenou uniformitou p. Toto znaéeni vyhodné pouzijeme v konstrukeich.
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Priklady 5.12. Topologie na uniformnich prostorech

1. Na X = N vezmeme volny filtr F. Uniformita pur (Ptiklad 5) vytvari na N diskrétni topologii, tedy
stejnou jako uniformné diskrétni uniformni prostor pg na N. (Vskutku, je-li z € N déano, nalezneme F' € F
spliwjici ¢ F. Pak pro E = Ay U (F x F) plati E(x) = {z}.)
Uniformita pr v8ak neni uniformné homeomorfni s pg4. (Opravdu, je-li f: (N, ur) — (N, ug) stejnomérné
spojita bijekce, je

Ay = (f x f)""(An) € pr,
coz vSak nenf pravda.) Odtud je vidét, Ze topologicky prostor miZe byt vytvoren vice uniformitami. Kazdy
uniformné diskrétni prostor je diskrétni, opak neplati.

2. Indiskrétni uniformita je jedinou uniformitou vytvarejici indiskrétni topologii.

3. Topologie pseudometrického uniformniho prostoru f, je obvykla topologie prislusného pseudometrického
prostoru. (Vskutku, pro bazi uniformity p, mame vztah E,(r)(z) = B,(z,r).)

4. Topologie uniformné nuldimenzionalniho prostoru je nuldimenzionalni.

Vskutku, necht uniformni prostor (X, ) méa bazi u’ sloZenou z ekvivalenci. Je-li nyni E € 1/, je E symetricka
a FoFEoFE = FE. Dle Faktu 2 tak mame £E C EC E C Int E C E. Tedy pro € X je E(z) obojetna
mnozina v tu, takze tu je nuldimenzionélni.

Opak neplati, napt. prostor Q racionalnich ¢&isel s obvyklou metrikou je nuldimenzionalni, ale neni uniformné
nuldimenzionalni jako uniformni prostor.

Vskutku, pfedpokladejme, Ze uniformita p = 11, na Q tvoiena standardni metrikou p ma bézi z ekvivalenci.
Necht tedy FE je ekvivalence v p spliwjici E C E,(1). Jelikoz systém {FE,(r); r > 0} tvoii bazi u, existuje
r > 0 takové, ze E,(r) C E. Zvolme x € Q. Pak E(z) C E,(1)(z) = (xr — 1,2 4+ 1) N Q je omezena mnozina,
takze p = inf E(x) € R. Necht y € E(z) je vybrano tak ze y < p + g. Jelikoz E je ekvivalence a (z,y) € E,
plati E(z) = E(y). Pak oviem inkluze

E(z) =E(y) D E,(r)(y) =y —ry+7r)NQ
znamend, ze p € (y — g,y + g) neni infimum E(z). To je oviem spor, takze takové E neexistuje.

5. Topologie na F'(X,Y) vytvofena uniformitou stejnomérné konvergence se nazyva topologii stejnomeérné
konvergence na F(X,Y). O

Fakt 5.13. Jednoduché vlastnosti tu
1. A=N{E(A); E € u}.

2. Je-li E symetricki a EcEoE C E', je E C E' aIntE'" D E (operace v soucinu X x X ). Takze
mnoZina vech otevienygch (nebo uzavienych) mnozin z p v X x X tvofi bdzi uniformity .

3. Kazdé stejnomérné spojité zobrazeni uniformnich prostori je spojité na vytvorengch topologickych pro-
storech.

4. Je-li p stejnomérné spojitd pseudometrika na (X, u), je zobrazeni Idx: (X, tu) — (X, p) spojité.

Diikaz. 1. Plati x € A, pravé kdyz pro kazdé symetrické E € u je E(x) N A # 0, tj. © € E(A).
2. Je-li (z,y) € E, pak existuje (a,b) € (E(z) x E(y)) N E. Pak (a,b) € E, (v,a) € E a (y,b) € E, takze
dohromady mame
(z,y) EEocEoE CE'.

Déle uvazujme (z,y) € E a (a,b) € E(z) x E(y). Pak (a,z), (z,y), (y,b) € F, takze (a,b) € EocEoE C F'.
Tedy E' D E(z) X E(y), tj. (z,y) € Int E.

3. Necht f: (X, u1) — (Y, u2) je stejnomérné spojité zobrazeni. Necht € X je ddno a F(f(z)) je okoli
f(z) daného F € py. Nalezneme E € uy takové, ze (f x f)(E) C F. Pak pro y € E(x) plati (z,y) € E, tj.
(f(x), fy)) € F, atedy f(y) € F(f(x)). Zobrazeni f je tak spojité v x.

4. Tvrzeni plyne z z 3. a ze stejnomérné spojitosti Idx : (X, ) — (X, pp). O

Zakladni otazkou je, které topologie jsou vytvofeny uniformitou. Urcité to nejsou vSechny topologické
prostory, napf. Sierpiriského prostor nemitZe byt vytvorfen uniformitou, protoZe topologie uniformit jsou
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symetrické (z € {y} = y € {x}).

Fakt 5.14. Uniformni T;-prostor je Hausdorffav

Je-li tu topologie na X generovand uniformitou p takovd, Ze tu je Ty, je tu Ts.

Dikaz. Necht x,y € X jsou razné body. Protoze jsou oba uzaviené, existuje Fy, Es € u symetrické, ze
x ¢ Ey(y) ay ¢ Er(x). Necht F3 € p je symetrické takové, ze EsoEs C E1NEy. Pak Es(x) a E5(y) jsou okoli
x a y, kterd jsou disjunktni. Vskutku, je-li z € Es3(z)NEs(y), je (z, 2), (v, 2) € Es, takze (z,y) € F30FE5 C Ej.
Pak tedy y € E1(x), coz je spor s volbou Fj. Tedy (X, tu) je Hausdorffiv. O

Je proto vhodna nasledujici definice.

Definice 5.15. Uniformizovatelné prostory

Topologicky prostor je uniformizovatelny, jestlize jeho topologie je vytvorena né&jakou uniformitou. O

Priklady 5.16. Uniformizovatelnost
1. Pseudometrizovatelné topologické prostory jsou uniformizovatelné.

2. Nuldimenzionalni topologické prostory jsou uniformizovatelné. Vsechny oteviené ekvivalence (oteviené
ve smyslu podmnoziny sou¢inu) nuldimenzionéalntho topologického prostoru X totiz tvof{ bazi uniformity,
ktera vytvari topologii X. Tato uniformita je uniformné nuldimenzionalni. Ne v8echny uniformity vytvarejici
nuldimenzionélni topologii jsou uniformné nuldimenzionalni (P¥iklad [5.12}4).

Vskutku, je-li (X,7) nuldimenzionalni prostor, pak je systém p’ vech otevienych ekvivalenci na X x X
béze filtru na X x X. Dale spliuje pozadavky 1., 4. a 5. z Definice nebot se jedna o relace ekvivalence.
Generuje tak uniformitu u, ktera je uniformné nuldimenzionalni. Zbyva dokazat, ze ty = 7. Je-li viak x € X
a U € 7 mnozina obsahujici x, mtizeme predpokladat, ze U je obojetna. Pak F = (U x U)U (X \U x X\ U)
je oteviend podmnozina X x X, ktera vytvari relaci ekvivalence. Navic E(z) = U, takZe tu je jemnéjsi neZ 7.
Obrécené inkluze v8ak plyne z toho, ze p ma uniformitu tvofenou otevienymi podmnozinami souc¢inu, takze
E(z) € T pro kazdou otevienou F € p.

3. Nekone¢né hrubé T;-prostory nejsou uniformizovatelné, i kdyZ jsou symetrické. (Staci pouzit Fakt )
O

Pomoci Dtsledku dokazeme nasledujici charakterizaci uniformizovatelnych prostori. Tato charakte-
rizace bude i jednoduchym disledkem vztahu mezi konstrukcemi uniformnich a topologickych prostort.

Véta 5.17. Charakterizace uniformizovatelnych prostori

Topologicky prostor je uniformizovatelny, privé kdyz je uplné requldrni.

Dikaz. At (X, p) je uniformni prostor. UkéZeme, Ze tu je Gplné reguldrni. Vezmeme z € X a jeho okoli U,.
Tedy existuje E € u, ze E(x) C U,. Podle Dusledku 2 existuje stejnomérné spojita pseudometrika p na
(X, ), ze E,(1) C E, takze © € B,(z,1) C E(xz) C U,. Potom spojitéd funkce f(y) = p(z,y), y € X, je
hledand funkce z definice iplné regularity, protoze f(z) =0, f(y) > 1 proy € X \ U,.

At (X, 7) je uplné reguldrn{ topologicky prostor. Pro kazdou dvojici (x, U, ), kde U, je okoli x, najdeme
spojitou f : X — [0,1], ze f(z) = 0, f(y) = 1 pro y € X \ U, a oznacime ji fy y,. Pro kazdou spojitou
f:X —0,1] ar > 0 polozime

Er(r) ={(u,v) € X x X; [f(u) = f(v)] <7}
Potom (Ef(r))(y) je T-okolim y pro kazdé y € X a E, y,(1)(x) je ¢asti U,. UkdzZeme nyni, ze
{Ef(r); feC(X,[0,1]),r > 0}

je subbazi néjaké uniformity p.
Uvazujme tedy ty mnoziny £ C X x X, pro které existuje fi,..., fn € C(X,[0,1]) a r1,...7, > 0 tak, ze

E > () Ep(r).

i=1
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Tyto mnoziny spliuji axiomy 1.-5. Deﬁnice Vskutku, zjevné plati E D Ax (tj. 1.), déle 3. a 4. (mnozZiny
Niz1 By, (ri) jsou symetrické). Pokud By D (N, Ey,(ri) a B2 D (], Eg, (s;), pak

m

EyNEy D () Eg,(ri) 0[] Eg,(s5),

i=1 j=1

takze p spliuje 3. Koneéné, pokud E D I_, Ey,(r;), pak
r= (e
i=1

splnuje

FoF c()Eys(r;) CE.
=1

Tedy i podminka 5. je splnéna. O

5.1.2 Uniformity pomoci pokryti

Nase definice uniformit je jednoduché, ale je to definice ¢asteéné vnéjsi, pouziva sou¢in X x X, nikoli jen X.
Snadno dostaneme vnit¥ni popis uniformit, kdyZ si uvédomime, Ze pro kazdé E € u je soustava Ug = {E(z);
x € X} pokryti X a navic je oteviené, pokud je F oteviena. Jde o to, jaké vlastnosti musi tyto soustavy
pokryti mit, aby zpé&tné urcovaly uniformitu (kazdé pokryti A mnoziny X uréuje symetrickou reflexivni relaci
Ea=U{Ax A Ac A}).

Zakladni pojmy tykajici se pokryti jsou definovany v[I.77} Budeme psat U < V pokud pokryti U zjemiuje
pokryti V. Pokud U hvézdovité zjemnuje V, piSeme U <gpar V.

Véta 5.18. Uniformity pomoci pokryti

1. Pro uniformitu p na X oznac¢me wu,, vsechna pokryti X, kterd jsou zjemiiovdna pokrytim Up = {E(z);
x € X} pro néjaké E € p. Je-li p uniformita na X, md systém pokryti u = u,, ndsledujici vlastnosti:

(a) Kazdé dveé pokryti z u maji spoleéné zjemnéni v u.
(b) Kazdé pokryti X zjemriované pokrytim z u ndleZi do u.

(¢) Kazdé pokryti z w md v u hvézdovité zjemnénd.
Proky u,, se nazjvaji uniformni pokryti prostoru (X, u).

2. Obrdcené, pokud u je systém pokryti X spliugict (a)-(c), pak existuje prdvé jedna uniformita p na X
takovd, Ze u, = u. Tato uniformita md za bdzi systém {Ey; U € u}.

Vatah p — u, je tak bijektivni zobrazeni mezi vsemi uniformitami na mnoZiné X a soustavami u
pokryti X magici vlastnosti (a)-(c).

3. Zobrazeni f : (X,u) — (Y,v) je stejnomérné spojité, pravé kdyZ vzor uniformniho pokryti na Y je
uniformnim pokrytim na X.

4. Topologie tu md za bdzi okoli bodu x € X hvézdy stary(z), kde U jsou uniformni pokryti prostoru
(X, ).

Diikaz. 1. Je-li Uy, Us € u, {E1(x); v € X} < Uy a {Ea(x); = €
Es=E\NE;€pa{b;x); x € X} zjemnuje U; i Us, nebot E3(x)

Vlastnost (b) ihned plyne z definice w.

Pro ovéfen{ vlastnosti (¢) uvazujme Y € u zjemnované Ug pro néjaké E € p. Necht symetrické F € pu
splituje F' o F' C E. Pak pro x € X plati, ze stary, (z) C E(z), takze Up <gstar U.

Abychom ovérili inkluzi stary, (x) C E(x), zvolme y € stary, (z). Pak existuje z € X takové, ze x € F(2)
ay € F(z). Pak ale (z,2), (z,y) € F, takze (x,y) € E. Proto y € E(z).

2. Je-li u systém pokryti spliiujici (a)-(c), pak familie p = {Ey; U € u}, kde Ey = J{U x U; U € U},
sestavd ze symetrickych reflexivnich relaci na X. Zrejmé (p' O Ax. Déle je vidét, Ze se jednd o bézi filtru,
nebot Ey, N Ey, D Ey,, kde Us < Uy, Us. (Vskutku, je-li (z,y) € Ey,, pak existuje Us € Us takové, ze
x,y € Us. Pak existuje Uy € Uy spliiujici Us C Uy. Tedy (z,y) € Ey, . Podobné plati (z,y) € Ey,).

} < Uy pro néjakd Ei, Ey € p, pak
= Eq1(z)NEx(x), z € X. Tedy (a) plati.
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Ohledné vlastnosti 5. definice uniformity uvazujme Ep; € p'. Necht V a W jsou pokryti v u spliujici
V <star U a W <gpar V. Pak z Faktu m(a) plyne, ze W je silné hvézdovité zjemnéni . Chceme nyni oveérit,
Ze Eyyo By C Fy. Necht tedy (x,y), (y, 2) € Eyy. Pak existuji Wy, Wy € W takové, ze x,y € Wi ay,z € Wa.
Pak existuje U € U splijici staryy (W;) C U. Jelikoz x, z € staryy (W), plati (x,2) € U x U C Ey.

Systém p’ tak jednozna¢né urcuje uniformitu p na X. Potfebujeme ukézat, ze u, = u.

Necht tedy U € u je ddno. Nalezneme V € u, které hvézdovité zjemnuje U. Pak Ey € p' a {Ey(x);
x € X} <U. Vskutku, je-li x € X a stary(z) C U pro néjaké U € U, pak

Ev(z)={ye X; (x,y) € By} ={ye X; IV eV:z,y eV} =starp(x) CU.

Tedy U je zjemnovano pokrytim Uk, kde B = Ey € p. Proto U € u,.
Obréacené, je-li U € uy, je U zjemnovdno néjakym Ug pro E € p. Pak £ D Ey pro V € u. Tedy

U {E(x); € X} {Ey(z); v € X} = {stary(z); z € X} > V.

Pokryti U je tak zjemnovano pokrytim z u, takze samo patii do u.

Dokézali jsme zatim, ze 1 — u,, je surjektivni zobrazeni a zZe méame-li systém pokryti u spliujici (a)-(c),
splituje uniformita p vytvorend v Kroku 2 vztah u = u,,.

Necht nyni u je systém pokryti spliujici (a)-(c) a p je uniformita takovd, Ze v = wu,. Necht v je uniformita
vyrobend v Kroku 2. Chceme dokézat, ze y = v.

Necht tedy F € p je ddno. Nalezneme symetrické F' € p splijici F o F C E. Pak {F(x); = € X} € u,
takze H = | J{F(z) x F(x); v € X} € v. Pak ale

HCFoFCE,

takze p C v.

Obrécené, pokud H € v, pak existuje U € w splijici | J{U x U; U € U} C H. Z definice u,, existuje
F € p splijici {F(z); x € X} <U. Pak F C H. Vskutku, je-li (z,y) € F, je y € F(x), coZ je obsazeno v
néjaké U € U. Tedy x,y € U, coz znamena

(z,y) eU xU C H.

Tedy i v C p a zobrazeni u — u, je vskutku bijekce.

3. Je-li f: (X,u) = (Y,v) stejnomérné spojité, necht V je uniformni pokryti Y. Pak existuje F € v
splitujici {F(y); v € Y} < V. Necht E € p spliuje (f x f)(F) C F. Pak ovSem plati f(E(z)) C F(f(z)),
takze

{7 (V) Vevy = {f1(Fy); ye Y} = {E(z); z € X}.

Tedy f~1(V) je uniformn{ pokryt{ X.
Necht opacné, vzor uniformniho pokryti V z v je uniformni pokryti z pu. Pak

FxHIJETT ) x v Vevic | v xv; Ve,

takze f je stejnomérné spojité.

4. Jellix € X, je {E(x); E € u} systém vSech okoli bodu = v topologii tu. Necht E € p je ddno a F €
symetrické splituje F o F' C E. Pak U = {F(y); y € X} je uniformni pokryti X a plat{ stary(z) C E(x).
Vskutku, necht z € stary(z). Pak existuje U € U spliujici z,x € U, tj. mdme y € X takové, ze z,z € F(y).
Pak ovSem (x,y), (y,2) € F, takze (x,z) € Fo F C E. Proto z € E(x).

Déle necht U je uniformni pokryti X a x € X je ddno. Pak Fy = | J{U x U; U € U} € u. Pak ovSem
stary (z) = Ey(z) je tu-okoli . O

Predchozi vlastnosti pokryti se daji vyjadfit vyrazem, Ze u je filtr pokryti vzhledem k hvézdovitému
zjemnéni. ProtoZze hvézdovité zjemnéni hvézdovitého zjemnéni je silné hvézdovité zjemnéni, 1ze v podmince
(c) pozadovat ekvivalentné silné hvézdovité zjemnéni. ProtoZze p ma bézi otevienych mnozin, jsou oteviena
uniformni pokryti baz{ vSech uniformnich pokryti uniformity p. UkdZeme nyni, Ze lze pouzit funkcionalné
oteviend pokryti. Budeme potfebovat novy termin: soustava {S;};c; podmnozin topologického prostoru X
se nazyvé interiérové pokryti (zkracené int-pokryti), jestlize {Int(S;)}icr je pokryti X.

Tvrzeni 5.19. Funkcionalné oteviena pokryti

Necht (X, 1) je uniformni prostor.

1. Funkciondlné oteviend uniformni pokryti tvoii bdazi uniformnich pokryti prostoru (X, p) (4. kaZdé uni-
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formni pokryti md zjemnénd dané funkciondlné otevrengm uniformnim pokrytim).

2. Funkciondlné uzaviend uniformnd interiérovd pokryti tvori bdzi uniformnich pokryti prostoru (X, u).

Dikaz. 1. At U je uniformni pokryti X. Pak existuje E € u takové, ze {E(z); v € X} < U. Podle Dﬁsledku
existuje stejnomérné spojitd pseudometrika p na (X, u) takové, ze E,(1) C E. Pak ovem pokryti {B,(z,1);
x € X} zjemnuje U. Oteviené mnoziny v (X, p) jsou funkciondlné oteviené v (X, p), a tedy i v (X, tu), coz
dava tvrzeni v 1.

o , ; i . . T v ./ . ; (o
2. Pro diikaz druhého tvrzeni staci vzit pro uvedené p funkciondlné uzaviené interiérové pokryti {B,(z, %) ;

xe X} O

Priklady 5.20. Uniformni pokryti

1. Béze uniformnich pokryti uniformné diskrétniho prostoru je pokryti jednobodovymi mnozinami. Indis-
krétni uniformni prostor X ma jediné uniformni pokryti tvofené mnozinou X.

2. Béze uniformnich pokryti pseudometrického prostoru (X, p) je tvofena pokrytimi {B,(z,r);x € X}, > 0.

3. At (X, 7) je normalni regularni prostor. UvaZujme systém
u = {U pokryti X; existuje kone¢né oteviené pokryti V: V < U}.

Pak wu spliiuje vlastnosti (a)-(c) z Véty 1. Vskutku, (b) plati zjevné a (c) diky Véte b). Co se tyce
(a), pokud Uy, Us € u jsou zjemiovana konednymi otevienymi pokrytimi Vi, Vs, je

V:{Vlﬂ‘/g; VieVv, Vs €V2}

konec¢né oteviené pokryti X, které zjemnuje Uy i Us. Tedy existuje uniformita p na X urcend systémem wu.

Ukazeme, 7e tu = 7. Topologie tp mé za bazi bodu x € X mnoziny stary(z), kde U je p-uniformni pokryti
X. Necht tedy F € p je dano. Pak miZeme piedpokladat, ze E = FEy = |J{U x U; U € U} pro né&jaké
U € u. Z definice u muZeme piedpokladat, Ze U je konecné T-oteviené pokryti X. Pak stary () je sjednocent
T-otevienych mnozin, tedy Uy, (z) C U, (). Pro dikaz obracené inkluze uvazujme 7-oteviené okoli U bodu
x. Z regularity existuje T-oteviena V € U, (z) spliujici x € V. C V C U. Pak je pokryti U = {U, X \ V}
oteviené a konetné, tedy spada do u. Proto je U = stary (x) tu-oteviené okoli . Tedy U, (x) C Uy, (z). Proto
je T =tu a u generuje topologii 7.

Dale si uvédomme, Ze je-li topologicky prostor (X,7) norméalni regularni prostor, pak koneéné oteviena
pokryti tvofi bazi uniformity p ve vySe uvedeném smyslu (specialné tu = 7). Obracené, pokud systém u
definovany vyse spliuje vlastnosti (a)-(c) z Véty 1. a indukovana uniformita u spliwje tu = 7, pak je
(X, 7) normélni a regularni. Vskutku, normalita plyne z Véty [L.79(b). Je-li totiz U oteviené koneéné pokryti
X, existuje dle (c) pokryti V € u, které hvézdovité zjemnuje U. Dle definice u existuje koneéné oteviené
pokryti W, které zjemnuje V. Pak W hvézdovité zjemnuje U. Tedy Véta b) dava normalitu (X, 7).
Ohledné regularity X sta¢i pouzit Vétu ktera rika, ze uniformizovatelné prostory jsou uplné regularni.

Konecné si uvédomme, Ze pro (X, 7) = (R, p) s obvyklou topologii generovanou euklidovskou metrikou p je
uniformita ;1 vytvorena koneénymi otevienymi pokrytimi R jina neZ uniformita i, dana metrikou p. Vskutku,
tyto dvé uniformity nejsou uniformné ekvivalentni. Abychom to ovéfili, uvazme f: (R, u) = (R, p,,) uniformni
bijekci. Pak U = {B,(z,r); x € R} je p,-uniformni pokryti R, takze i f~(U) je p-uniformni pokryti R.
Tedy existuje kone¢né oteviené pokryti V = {Vi,...,V,} prostoru R, které zjemiiuje f~1(U). Pro kazdé
i € {1,...,n} tedy nalezneme z; € R takové, ze V; C f~(B,(x;,7)). Pak oviem dostavdme z inkluzi

n

R=fR)=fJv)=Urv)cBoir) ¢ R

i=1 =1

spor. Tedy u neni uniformné homeomorfni s 1. O

Budeme pouzivat oba popisy uniformit, tj. jak uniformni okoli diagonaly tak uniformni pokryti, podle
toho, co bude vyhodnéjsi. V nasledujicim dikazu je vhodnéjsi pouzit pokryti.
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Tvrzeni 5.21. Uniformita na kompaktnim prostoru
Na kompaktnim reguldrnim prostoru existuje jedind uniformita, kterd urcuje jeho topologii. Md za bdzi uni-
formnich pokryti vSechna otevicend pokryti.

Diikaz. Necht (X, 7) je kompaktni reguldrni prostor a necht u je systém vSech pokryti X, které jsou zjem-
novany néjakym otevienym pokrytim. Ovéfujeme nyni podminky (a)-(c) z Véty pro systém pokryti
u.

Pokud Uy ,Us jsou pokryti X zjemiiovana otevienymi pokrytimi Vy, Vs, pak U = {Uy NUs; Uy € Uy, Uy €
Us} je pokryti X, které zjemtiuje Uy i Us a nédlezi do u. Vskutku, W = {ViNVay; Vi € Vi, Va € Va} je oteviené
pokryti zjemnujici U. Tedy (a) plati.

Vlastnost (b) plyne ihned z definice u.

Ohledné vlastnosti (c), necht U € u je ddno. Hleddme V € wu takové, Ze V <gtar U. At W je oteviené
pokryti zjemnujici U, pak diky kompaktnosti mizeme predpokladat, ze W je koneCné oteviené pokryti.
Protoze kompaktni regularni prostor je normaélni, plyne z Véty b) existence konec¢ného otevieného
pokryti V, které hvézdovité zjemnuje W. Pak V <gpar W < U, tedy V <gpar U.-

Ozna¢me p uniformitu na X generovanou systémem wu, tj. u mé za bézi mnoziny Fy, = | J{U xU; U € U},
U € u. Dle Véty jsou béze okoli bodu z € X v topologii tp mnoziny stary(x), kde U € u. Pokud U € u
je zjemnovano otevienym pokrytim V, pak stary (z) C stary(x), a tedy do kazdého tu-okoli bodu x vepiSeme
T-oteviené okoli x.

Méjme nyni T-oteviené okoli U bodu z. Protoze je X reguldrni prostor, existuje 7-oteviené okoli V' bodu
x,%7¢ V C U. Potom U = {U, X \ V'} je oteviené pokryti X, tj. U € u, a stary(z) = U. Tedy U je tu-oteviené
okoli bodu z. Proto tyu = 7.

Zbyvé ukazat, ze jind uniformita urcujici topologii na X neni. At v je uniformita uréujici topologii na X
a necht u, je systém uniformnich pokryti prostoru (X, ). Chceme ukézat, Ze u, = u.

Necht tedy H € u je zjemriovdno koneénym otevienym pokrytim . Ukazeme, ze U nalezi do u, (pak
také H € u,).

Vezmeme x € X. At U, € U obsahuje z. Existuje W, € u, takové, ze stary, (z) C U, (to lze, nebot
tv = 7. At V, je takové pokryti z u,, ze silné hvézdovité zjemnuje W,.. Jelikoz v generuje 7, lze bez Gjmy
na obecnosti predpoklddat, ze V, sestava z otevienych mnozin. (Vskutku, existuje F' € v T-oteviend, Ze
A={F(t); t € X} <V,. Pak A € u, sestava z otevienych mnozin a silné hvézdovité zjemnuje W,.)

Necht V,, € V,, obsahuje x. Pak plati

stary_(V,) = U{V EVy VNV, 0} CW
pro néjaké W € W,.. Pak ovSsem x € V,, C W, takze
stary, (V) C W C stary, (z) C U,.

Najdeme kone¢né podpokryti {V,,,..., Vi } z {V;; « € X}. Nyn{ vezmeme spoleéné zjemnéni V € u, vSech
pokryti Vi, ..., Vi, . At V €V je libovolné neprazdné. Existuje i € {1,...,n} takové, ze VNV, # (). Potom
V C stary, (Va,) C Uy, takze V zjemnuje U. Proto U € u,, takze i H € u,,.

Obréacené, necht H € u,, je dano. Vime z popisu u,, Ze existuje E € v takové, ze {E(z); z € X} < H.
ProtoZe v generuje topologii 7, existuje F' € v T-oteviend v X x X takovd, ze F' C E. Pak ovsem U = {F(z);
x € X} <H al je oteviené pokryti X. Tedy H € u dle definice u. O

Poznamka 5.22. Restrikce uniformity na kompaktni podprostor

Pokud ma uplné regularni prostor X kompaktni podprostor Y a p je uniformita na X, musi byt zaZeni pu
na Z jedina uniformita na Y s béazi vSech konecnych otevienych pokryti. To znamena, Zze pro kazdé kone¢né
oteviené pokryti G prostoru Y existuje uniformni pokryti i € u ze {UNY; U € U} zjemiuje G.

Vskutku, je-li G konecné oteviené pokryti prostoru Y, jde o p [y-uniformni pokryti. Tedy existuje F € pu
takové, ze pro B/ = EN(Y xY) plati {E’'(y); y € Y} < G. Nalezneme F € p symetrické spliujici Fo F C E.
Bez tjmy na obecnosti mizeme pozadovat, aby F' bylo oteviené okoli diagonaly. Pak

{Fa)nY; z€ X} <{E'(y): ye Y}

Je-litotizz € X a F(x)NY # 0, vezmeme y € F(z)NY. Pak pro z € F(z)NY plati (x,2) € F a (z,y) € F,
takze (y,2z) € FoF C E. Proto (y,2) e EN(Y xY) = E', tedy z € E'(y). Mame tak F(x)NY C E'(y).
Tedy U = {F(x); v € X} je hledané oteviené p-uniformni pokryti.
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Pro kompaktni regularni prostor muzeme pouzivat uniformni vlastnosti, chapané jako vlastnosti jeho
jediné uniformity.

Protoze v topologickych prostorech je pfi spojitém zobrazeni vzor otevieného pokryti zase oteviené po-
kryti, dostavame dusledek charakterizace uniformnich pokryti kompaktnitho Hausdorffova prostoru, znamého
z metrickych prostori.

Disledek 5.23. Stejnomérna spojitost na kompaktech

At X je kompaktni reguldrni prostor a Y uniformni prostor. KaZdé spojité zobrazeni X — Y je stejnomérné
Spojité.

Priklady 5.24. Specialni uniformni pokryti

1. Nejvétsi uniformita na pseudometrizovatelném prostoru. Pseudometricky prostor (X, p) s topologii 7,
urc¢enou pseudometrikou p je normalni prostor, a tedy vSechna jeho konecné oteviena pokryti tvori bézi
uniformity uréujici jeho topologii 7, (vizte Priklad 3). Ukazeme, Ze slovo ,kone¢na* muZeme vynechat.

Konkrétnéji, necht
u = {U pokryti X; 3V oteviené pokryti: V < U}.

Pak u spliwuje vlastnosti (a)-(c) Véty 1.

Vskutku, (b) plyne ihned z definice. Ohledné (a), jsou-li Uy, Us dvé pokryti zjemiiovana otevienymi pokrytimi
Vl, VQ, je
V= {Vl NVy; Vi eV, Vo € VQ}

oteviené pokryti v u zjemnujici Uy i Us. Ovsime (c). M&me tedy oteviené pokryti U, pFifemz bez Gjmy na
obecnosti mizeme predpokladat, ze U = {B(x,a,); © € X} a Ze sup{a,; © € X} < 1. UkdZeme, 7e pokryti
V = {B(z,a,/4); © € X} hvézdovité zjemiuje Y. Vezmeme = € X a r = sup{a,; = € B(z,a,/4)}. Pak
r € (0,1]. Existuje takové z € X, Ze a. > 4 a x € B(z,%). Potom stary(z) C B(z,a.). Opravdu, pro
y € staryp(z) existuje V = B(u,a,/4) € V, ze z,y € V, tj. p(z,u) < a,/4 (takze a, < 7) a p(y,u) < a,/4

(takze p(z,y) < a,/2 <r/2). Potom p(y, z) < p(y, ) + p(x,2) <r/24+71/4 < 4r/5 < a,, takze y € B(z,a,).
Tedy u generuje uniformitu p na X. Dale plati tu = 7,. Zjevné totiz ¢t ma bazi bodu x € X danou jako
stary (x), kde U € u. Sta¢i uvazovat oteviend pokryti z u, takze tp ma bazi okoli bodi tvofenou 7,-otevienymi
mnozinami. Proto tu C 7,. Na druhou stranu, jiz kone¢né oteviena pokryti generuji uniformitu p’ C p, pro
kterou plati ty' = 7,. Tedy 7, =t/ C tp C 7.

2. Uniformita na usporddaném prostoru wy. Necht 7 znaé¢i topologii na wi. UkdZeme, Ze w; mé jedinou
uniformitu generujici 7.
Prvni dikaz:

Krok 1. Je-li U libovolné oteviené pokryti wy, které mé hvézdovité oteviené zjemnéni, pak existuje 8 € ws
alUel,ze (B,w)CU.

Vskutku, pro kazdé limitni ordinélni ¢islo « € wy existuje S, < a, %e (B4, ] C Uy, pro n&jaké U, € U. Podle
Fodorovy véty existuje nespoCetnéd mnozina S C wi, Ze pro vSechna a € S jsou vSechna S, stejna, feknéme
rovna 3.

Pro kazdé a € S je pak stary(«a) D (B,wi). Abychom to ovéfili pro e € S, povdimneme si nejprve, Ze
(B, a] = (Bas ] C Uy, takze
(Bva] C Ua C Staru(a).

Necht nynf libovolné o’ > a je dano. Pak existuje o € S splijici o/ < o’. Pak oviem a € (8,a"] C Uy,
takze U, C stary(«), z ¢ehoZ plyne

o' € (B,a"] C Uy C stary(a).

Tedy (8, w1) C stary(a) pro kazdé a € S.

Mé-1i tedy U hvézdovité oteviené zjemnéni, musi U obsahovat néjaké U € U spliujici (8,w;) C U pro ndjaké
B € wi.

Krok 2. Je-li v uniformita na wy generujici 7 a U je v-uniformni pokryti, ma oteviené hvézdovité zjemnéni,
takze dle Kroku 1 existuje 8 € wy a U € U spliwujici (8,wq) C U.

Krok 3. Necht v je uniformita na w; generujici 7. Pro U € v definujme

U={UclU; V8 <wy: (B,w1) ¢ UYU{UU{wi}; Uel:3(B,w) C U}
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Dokazeme, ze v = {U;U € v} je uniformita na wy + 1. Z axiomt pro uniformni pokryti je tfeba ovéfit axiom
o existenci hvézdovitého zjemnéni.

AtUED je déno. At V € v silné hvézdovité zjemnuje U. Pak V hvézdovité zjemiuje u.

Vskutku, je-li v < wy, existuje U € U, Ze stary(y) C U. Pokud starg;(7y) = stary(y), lezi starg(y) v néjaké
mnoziné z U.

V druhém pifpadé plati starg;(y) = stary(y) U {wi}. Pak existuje V€ V a 3, 7e v € V,(3,w1) C V. Potom
(B,w1) CV CU aUU{w} €U, takze starg(y) C U U{wi} € U.

Necht nyni v = w;. Pak

stary({w1}) = U{V Ufwi}l; VEV,IB <wi: (B,wr) C VY

Vezmeme libovolné Vj z predchoziho sjednoceni a najdeme U € U, ze stary,(Vy) C U. Pak pro 8 dané
mnozinou V plati (8,w;) C Vo C U, takze U U {w;} € U Pak stary({w1}) € U U {wi}. Vskutku, je-li
V € V mnoZina splijici (6,w;) C V pro ndjaké § < wy, pak V N Vy # 0, takze V C stary(Vy) C U. Proto
Vu {wl} cUu {w1}.

Systém ¥ = {U; U € v} je proto uniformita na [0,w,].

Krok /4. Uniformita 7 generuje topologii 7 prostoru [0, ws].

Vskutku, z popisu v plyne, Ze topologie generovana v je slabsi nez 7. Na druhou stranu, je-li v € wy a W jeho
oteviené okoli, predpokladejme, ze sup W < w;. Pak existuje U € v takové, Ze stary(y) C W. Pak oviem
starg;(y) C W.

Je-li v = wy a (B,w1] je oteviené okoli wy, hleddme U € v takové, Ze starj(wi) C (B,w:]. Pfedpokladejme,
ze zadné takové U neexistuje. Pak je systém

F ={[0, p] Nstarg(w1); U € v}

béze filtru mnozin v [0, 3]. Necht a € [0, 5] je hromadny bod F. Vezmeme U € v takové, Ze stary () C [0, F].
Necht V € v je silné hvézdovité zjemnéni U. Pak a € starg(w;). Vezmeme V' € V obsahujici a. Pak
V Nistarg(wi) # 0, takze existuje W € V protinajici V' a obsahujici (6, w;) pro n&jaké § € w;. Pak oviem

stary (V) C stary (a).
(Vskutku, existuje U’ € U spliwjici stary(V) C U’. Pak oviem
a €V Cstary(V) C U,

takze U’ C stary(a).)

Tim dostavame
W C stary (V) C stary (o) C [0, 3]

To je ovsem spor s faktem (§,w;) C W.
Nag vychozi predpoklad je tak mylny a v proto generuje topologii 7 na w;.

Krok 4. Uniformita ¥ je tak ona jedina uniformita o na [0,w;]. Je-li nyni p uniformita na [0, w;) generujici
topologii 7, je & = o. Proto

=1 110,w)= 0 [[0,w1) -

Krok 5. Uniformita p je tak restrikci uniformity na [0,w1], a proto je jednozna¢né urcena.

Druhy dikaz: Krok 1. At U je libovolné oteviené pokryti w;. Pro kazdé limitni ordinélni éislo o € wy
existuje B, < «, Ze (Ba,a] C U, pro ndjaké U, € U. Podle Fodorovy véty existuje nespoetnd mnoZina
S C wi, Ze pro viechna a € S jsou v8echna [, stejné, feknéme rovna . Pro kazdé a € S je pak (stejné jako
v prvnim dtkazu) stary (o) = (8, w1). Ma-li tedy U hvézdovité oteviené zjemnéni, musi v U existovat U, Ze
(B,w1) C U pro néjaké € wy. To tedy musi platit pro libovolné uniformni pokryti & z libovolné uniformity
na wi.

Krok 2. Protoze wy je normalni, mnozina vSech jeho koneénych otevienych pokryti tvoii bazi uniformity,
ktera generuje topologii. Oznacme ji u. Kazdé pokryti z p je zjemhovano pokrytim skladajicim se pro néjaké
B <wiz[B+1,w) aotevienym koneénym pokrytim kompaktniho prostoru [0, 3]. Tato pokryti tvoii bazi
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i a kazda uniformita v na wy (generujici topologii wy) je hrubsi nez p, protoze kazdé v-uniformni pokryti
ma zjemnéni uvedeného koneéného typu.

Krok 3. At v je uniformita na w; generujici topologii. Vime, ze v C p. Chceme ukazat v = u. Uvazujme
libovolné p-uniformni pokryti U, tj. U lze uvazovat ve tvaru U = G U {(B,w1)} pro néjaké 8 < wy, kde G je
kondené oteviené pokryti [0, 5].

Potfebujeme najit W € v, ze kazdé W € W protinajici [0, 8] je uZ ¢asti této mnoziny. Pro kazdé a <
existuje oteviené pokryti V, € v, Ze stary,_(«) C [0, 3]. Vezmeme oteviena silné hvézdovita zjemnéni W, € v
pokryti V, a vybereme konecné mnoho {ai,...,ay} € [0, 8], ze Ustarw, (a;) = [0, B]. Hledané pokryti W
je spole¢né zjemnéni pokryti {Wa,, ..., Wa,, }-

Opravdu, at W € W a W N[0, 8] # 0. Existuje ¢ € {1,...,n} tak, ze W N W, # () pro ngjaké W, € W,,
a a; € W;. Potom starw, (W;) C Vo, € V,,. Mnozina V,, obsahuje «;, takze je ¢asti [0, 5], coz dokazuje i
w c [0, 5].

3. Uniformni pokryti na usporadaném prostoru. Topologie na LOTS ma bazi slozenou z konvexnich mnozin.
Ma uniformita na LOTS bazi z pokryti sloZzenych z konvexnich mnozin? Obecné nikoli, napfiklad uniformita
na R majici za bazi vSechna konecné oteviena pokryti nemuze mit bazi pokryti slozenou z intervalti. Jeden
interval by totiz musel byt neomezeny, coz napiiklad pokryti & = {U,V'}, kde

U=[J@n-1/32n+1+1/3) a V=_J@n+1-1/3,2n+1/3)},
neN neN

nespliuje.

Ale kazda uniformita na LOTS X méa jemnéjsi uniformitu na X, kterd mé bézi uniformnich pokryti slozenou
z otevienych konvexnich mnozin. Jinymi slovy, jemna uniformita na LOTS ma bazi slozenou z konvexnich
munozin (vizte Definici pro definici jemné uniformity).

At X je uspofadany prostor, u je uniformita na X vytvafejici topologii X a U je oteviené pokryti z . Pro
otevienou mnozinu G C X ozna¢ime

G = {C; C je maximalni konvexni mnoZina obsazena v G}.

Potom U = {C € ZNI; U € U} je oteviené pokryti X slozené z konvexnich mnozin a zjemiujici «. UkaZeme,
Ze v = {LN{ ; U € p} je baze uniformity. Jediny axiom uniformnich pokryti vyzadujici ovéfeni je existence
hvézdovitych zjemnéni. At Uevw. Pokryti U € p ma hvézdovité zjemnéni V € pu. Potom V hvézdovité
zjemiuje U. Opravdu, pro x € X je stary(r) C U pro n&jaké U € U. Potom starg(r) C stary(r) C U a
je to oteviena konvexni mnozina, takze je ¢asti néjaké mnoziny C € U. Diikaz je hotov. Zfejmé v vytvari
topologii na X. O

Na kompaktnich Hausdorffovych prostorech a pseudometrizovatelnych topologickych prostorech podle
predchoziho tvrzeni a piikladu existuje uniformita, ktera ma za bazi uniformnich pokryti vSechna oteviena
pokryti. Tyto prostory maji v topologii zvlastni postaveni, jak uvidime v dalsich kapitolach.

Definice 5.25. Parakompaktni prostory

Uniformizovatelny topologicky prostor se nazyva parakompaktni, jestlize vSechna jeho oteviené pokryti tvori
béazi uniformity vytvarejici topologii daného prostoru. O

Kompaktni regularni a pseudometrizovatelné prostory jsou parakompaktni, prostor w; neni parakom-
paktni. Je snadné ukazat, ze Hausdorflovy prostory (obecnéji symetrické prostory) s jednim hromadnym
bodem jsou parakompaktni.

5.1.3 Vlastnosti uniformnich prostori

V topologickych prostorech jsou hodné pouzivany kardinélni funkce. V uniformnich prostorech je tomu
podobné, i kdyZ méné. Zatim muZzeme popsat dvé dulezité kardinalni funkce.

Definice 5.26. Kardinalni funkce

1. Nejmensi mohutnost baze uniformnich okoli uniformniho prostoru X se zna¢i x,(X) a nazyva se
uniformnd charakter prostoru X.
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2. Pokryvaci charakter cov(X) uniformniho prostoru X je nejmensi nekoneéna mohutnost, ze uniformni
pokryti mohutnosti mensi nez x tvoti bazi X, tj. zjemnuji libovolné uniformni pokryti. O

Uniformni charakter uniformné diskrétniho i indiskrétniho prostoru je 1. Uniformni prostor je pseudo-
metrizovatelny, pravé kdyz jeho uniformni charakter je nejvyse spocetny.

Pokryvaci charakter nekone¢ného uniformné diskrétniho prostoru mohutnosti « je T, indiskrétniho pro-
storu, kompaktniho Hausdorffova prostoru nebo w; je w, separabilniho metrického prostoru je w nebo ws.

Tvrzeni 5.27. Pokryvaci charakter a uniformné diskrétni podmnoziny

Pro uniformni prostor X je ekvivalentni:
1. Plati cov(X) < k.
Pro kazdé uniformni okoli diagondly E existuje A C X, |A| < k, Ze E(A) = X.

Kazdé uniformnd pokryti X md podpokryti mohutnosti mensi nez k.

PSS

Kazdy uniformné diskrétni podprostor v X md mohutnost mensi nez k. (A C X je uniformné diskrétni
podprostor X, pokud existuje E € p takové, Ze systém {E(a); a € A} je disjunktni.)

Diikaz. 1. = 2.: Necht E € pu je uniformni okoli diagonaly. Nalezneme symetrické F' € p spliujici FoF C E.
Pak Up = {F(z); x € X} je uniformn{ pokryti X, takze z definice existuje uniformn{ pokryti U zjemnujici
Ur takové, ze ma mohutnost mensi nez k. Pro kazdé U € U vybereme ay € U a polozime A = {ay; U € U}.
Pak |A| <k a E(4) = X.

Vskutku, je-li z € X libovolné, pak existuje U € U takové, Ze x € U. Necht déle z € X splituje U C F(z).
Pak z,ay € F(z2), tj. (ay,2),(z,2) € F, a tedy (ay,z) € Fo F C E. Tedy x € E(A).

2. = 3.: Necht U je uniformni pokryti X. Pak existuje F € u takové, ze pokryti {E(x); =z € X} < U.
Necht A = {an; a < n}, kde n < k, je mnoZina mohutnosti mensi nez s takova, ze F(A) = X. Pak
V ={FE(as); @ <n} je systém mnozin splitujici

X =E(A) = | E(a),

a<n

tj. jde o pokryti, pficemz zjemnuje U. Tedy U mé podpokryti mohutnosti mensi nez .

3. = 4.: Necht A C X je mnoZina, pro kterou existuje E € u spliujici, ze systém {E(a); a € A} je
disjunktni. Necht symetrické F' € p splituje FoF' C E. Pak uniformni pokryti { F(z); € X} ma podpokryti
{F(b); b € B}, kde |B| < k. Pro kazdé a € A vybereme b € B tak, aby a € F(b). Toto zobrazeni je pak
prosté.

Vskutku, pokud a1,as € A ruzné a b € B spliwji aj,as € F(b), pak (a1,b) € F,(b,a3) € F, takze
(a1,a2) € E. Tedy as € E(ay), co je spor.

Tedy A je prosté zobrazeno do B, takze |A| < |B| < k.

4 = 1.: Necht U je uniformni pokryti prostoru X. Pak existuje E € p spliujici {E(x); =z € X} < U.
Dale existuje stejnomérné spojitd pseudometrika p takovd, ze E,(1) C E. Pak

U-{E(x); e € X} = {E,(1)(z); x € X} ={B,(z,1); z € X}.
Pro kazdé r > 0 je r-sit A v prostoru (X, p) uniformné diskrétni v X. Vskutku, je-li {B,(a,7); a € A}
disjunktni, je i {E,(r)(a); a € A} disjunktni a E,(r) € u. Necht A je maximaln{ t-sit v (X, p), pak m4 tedy
mohutnost mensi nez . Pak ovSem systém

{B,(a,1); a € A}

je pokryti X (z maximality A) mohutnosti mensi nez  a je to podpokryti {B,(z,1); € X}. Ukdzeme, ze
{B,(a,1); a € A} je uniformni pokryti X. K tomuto tcelu si sta¢i rozmyslet, ze

1); x € X} <{B,(a,1); a € A}.

{Ep(%)(x); v € X} = {By(a 5

Je-li vak z € X, nalezneme a € A splitujici p(z,a) < ;. Pak B,(z, ) C B,(a,1). Proto je pokryti {B,(a,1);
a € A} uniformni, md mohutnost mensi nez k a zjemnuje U. Tedy 1. plati. O

Uniformni prostory se spo¢etnym pokryvacim charakterem se ukazi byt velmi dilezité a maji svij nazev:
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Definice 5.28. Totalné omezené prostory

Uniformni prostor (X, u1) je totdiné omezeny (nebo prekompakini), jestlize cov X = w, tj. plati ekvivalentni
vlastnosti:

1. Kazdé uniformni pokryti mé kone¢né uniformni zjemnéni.
2. Kazdé uniformni pokryti ma konecné podpokryti.

3. Pro kazdé uniformni okoli E diagonaly existuje konefna mnoZina A, ze E(A) = X.

>~

. Kazdy uniformné diskrétni podprostor v X je kone¢ny.

Priklady 5.29. Pfiklady totalné omezenych prostora

1. Indiskrétni prostory a konecné prostory jsou totalné omezené.
2. Kazdy kompaktni regularni prostor je totalné omezeny.

3. Prostor w; je totalné omezeny.

4. Kazdy pseudometricky prostor totalné omezeny ve smyslu pseudometrik je totalné omezeny v pravé
definovaném smyslu uniformit. O

Fakt 5.30. Stejnomérna spojitost a totalni omezenost

Stejnomeérné spojity obraz totdlné omezeného prostoru je totdlné omezeny.

Diikaz. Je-li f: (X, u) — (Y,v) stejnomérné spojité zobrazeni a U je v-uniformni pokryti Y, je f=*(U) u-
uniformn{ pokryt{ X. M4 tedy konecné podpokryti V. Pak ovsem f(V) je kone¢né podpokryti U, takze Y je
totalné omezeny. O

Spojitost zobrazeni lze ovéfit pomoci zachovavéani konvergence. To nelze prevést na stejnomérnou spoji-
tost, protoze konvergence je lokdlniho charakteru. Existuje ale jistd obdoba, kterou nyni popiSeme.

At (X, p) je uniformni prostor. Dva stejné indexované usmérnéné soubory {x;}r, {y;}r nazveme blizkeé,
jestlize pro kazdé U € p existuje ig € I, Ze (x;,y;) € U pro kazdé i > ig. DA se stru¢né fici, Ze usmérnény
soubor {(z;,y;)} konverguje k diagonale. Je-li u vytvofena pseudometrikou p, jsou posloupnosti {z,}, {yn}
blizké, prave kdyz p(z,, yn) — 0. Pokud je soubor {y;} konstantni s hodnotou y, znamena blizkost, ze x; — y
v topologii prostoru X.

Tvrzeni 5.31. Stejnomérna spojitost a blizkost usmérnénych soubort
Zobrazent f: (X, u) — (Y, v) uniformnich prostord je stejnomeérné spojité, pravé kdyz zachovdvd blizké usmeér-

néné soubory. Tj. jsou-li {x;}er, {yitier blizké v X, jsou {f(x;) }ier, {f(yi) bier blizké vY.

Diikaz. Je-li f stejnomérné spojité a usmérnény soubor {(x;,y;)}icr konverguje k diagonéle, pak pro dané
F € v nalezneme E € p takové, ze (f x f)(F) C F. Necht iy € I je vybrano tak, aby (z;,y;) € E pro i > ig.
Pak ovSem (f(z;), f(y:)) € F pro i > ig, takze {(f(z:), f(y:))} konverguje k diagondle vY x Y.

Pokud f neni stejnomérné spojité, existuje F' € v takové, ze pro kazdé E € p nalezneme (xp,yg) € E
takové, ze (f(zg), f(yr)) ¢ F. Pak usmérnény soubor {(zg, yr)} e, konverguje k diagonéle, ale jeho obraz
{(f(zE), f(yr))} Eep nikoliv. O

Uvedeny popis nékdy usnadiuje ovéfeni stejnomérné spojitosti, podobné jako pouziti konvergence pii
spojitosti.

Fakt 5.32. Neé&kolik jednoduchych tvrzeni
1. Pro uniformni prostor (X, p) jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentny.

(a) (X,tpn) je Hausdorffiv.

(b) ({E; E € p}=Ax.
(¢) Pro kazdé x,y € X,x # y existuje uniformni pokryti U, Ze y ¢ stary(x).

2. Je-li uniformni prostor Ty, je Ts.
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3. At XY jsou uniformnd prostory. Spojité zobrazeni f: (X, u) — (Y,v), které je stejnomérné spojité na
husté casti X, je stejnomérné spojité na X.

Diikaz. 1. (a) = (c¢): Jsou-li © # y rizné body v X, nalezneme otevienou mnozinu U v tu spliujici z € U
ay ¢ U. Dle Véty [5.184. existuje uniformni pokryti ¢ takové, ze stary (z) C U. Tedy y ¢ stary(z).

(¢) = (b): Necht x # y jsou ruzné body v X. Necht U je uniformni pokryti spliujici y ¢ stary(z). At
E € u spliuje {E(z); z € E} <U. Pak (z,y) ¢ E. (Vskutku, kdyby bylo (z,y) € E, pak y € E(x), pfifemz
E(z) C U pro néjaké U € U. Pak ovSem

y € E(x) C U C stary(x),

coz by byl spor.) Tedy (x,y) & [ &-

(b) = (a): Necht = # y jsou rtzné body X. At F € u je vybrdno tak, ze (z,y) ¢ E. Necht symetrické
F € psplhiiuje FoF C E. Pak F(z)NF(y) = 0. Vskutku, pokud z € F(x)NF(y), pak (z, 2), (z,y) € F, takze
(z,y) € FoF C E. Tedy F(x) a F(y) jsou dvé disjunktn{ okolf bodt z a y. Tedy (X, tu) je Hausdorffuv.

2. Necht z # y jsou ruzné body X. Z predpokladu existuje U € tu spliujici |U N {z,y}| = 1. Pfedpo-
kladejme, ze U N {z,y} = {z}. Necht E € p spliuje z € E(x) C U. Pak y ¢ E(z), tedy (z,y) ¢ E. Proto
N =Ax a (X, tu) je Hausdorffuv.

3. Necht Z C X je husty podprostor, kde je f stejnomérné spojité. Necht F' € v je ddno. Zvolime F’ € v
symetrické spliujici F’' o F’ o F' C F. Necht E € pu je vybrano tak, ze

(flzxflz) (EN(ZxZ))CF'.

Zvolime symetrické E’ € p takové, ze E' o E' o E' C E. Necht (z,y) € E’ je ddno. Ze spojitosti f exis-
tuje symetrické E; C E’ splijici f(F1(z)) C F'(f(z)). Podobné existuje symetrické Fy C E’ spliujic
f(E2(y)) C F'(f(y)). Necht symetrické E3 € p splituje B3 C E1NEs. Zvolime 21 € ZNE3(x) a zo € ZNE3(y).
Pak (z1,z) € E5 C E',(z,y) € E', (y,22) € E3 C E’, takZe (z1,22) € (Z x Z) N E. Tedy (f(#1), f(22)) € F".
Déle (f(z1), f(x)) € F', (f(y), f(22)) € F’, takze dohromady plati

(f(z), f(y)) € F'oF' o F' C F.

tedy (f x f)(E') C F, takze f je stejnomérné spojité. O

5.2 Konstrukce

Velice stru¢né bez vétsich podrobnosti zopakujeme obecné postupy z kapitoly 2 o konstrukcich topologickych
prostorti.

Rikédme, Ze uniformita p na X je vétsi (jemnéjsi, siln€j§i) nez uniformita v na X, jestlize p D v, tj.
identické zobrazeni Idy : (X,u) — (X,v) je stejnomérné spojité. Opakem jsou terminy mensi (hrubsi,
slabst).

Je-li X mnozina, pak systém uniformit na X x X vytvari uspordadani dané inkluzi, tedy 7 < o, pokud
7 C o. Tento uspofadany prostor méa pak nésledujici vlastnosti.

Tvrzeni 5.33. Svaz uniformit
Necht X je mnozina a (U, <) je systém vSech uniformit na X uspoiddany inkluzi.

1. Pak (U,<) je uplng svaz, kde diskrétni uniformita tvori nejuétsi prvek a indiskrétni nejmensi. Je-li
{ui; i€ I} C U, pak sup;eq pi je uniformita, jejiz subbdzi je systém \J;c; s a infier pu; je uniformita
magici za bdzi ty mnoZiny E € (\,c; pi, pro néz evistuje posloupnost {En}nen € (i pi spliugict
E,i10E,41 CE,, neN, E; C E. (Budeme pak Fikat, Ze (| u; je slaba baze uniformity.)

2. Uniformita p je vétsi nez v, prdavé kdyz identické zobrazeni Id: (X, u) — (X,v) je stejnomérné spojité.

3. At{p; i € I} (resp. {vs; i € I}) je soubor uniformit na mnoziné X (respektiveY ) a f: X — 'Y je zob-
razend. Je-li f: (X, p;) — (Y,v;) stejnomérné spojité pro kazdé i € I, pak i zobrazent f: (X, sup; p;) —
(Y,sup; v4) a f: (X,infr ;) — (Y, infr 1;) jsou stejnomérné spojitd.

Dikaz. 1. Systém (U, <) je zjevné Castené usporddand mnozina, kde diskrétni{ uniformita je nejvétsi a
indiskrétn{ uniformita nejmensi prvek. Mé&jme systém uniformit {u;; ¢ € I} v T. Pak uvazujme systém
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mnozin .
W ={()Ej: Er,....En €| Juin €N}
j=1 il

Tento systém splituje pozadavky Definice Vskutku, jednd se o bézi filtru a spliiuje Definici[5.2}4. , Pokud
E = ﬂ?zl E; e i/, kde Ey € pii,, ..., Ey € 15, zvolime nejdiive Fy € p;, splijici Fy o Fy C Ey az F,, € p;,
spliiujici Fy, o F,, C E,,. Pak F = ﬂ?zl F; lezi v i/ a spliluje F o F C E. Tedy 1/ generuje uniformitu x4 na
X. '

Ta spliiuje pu D p; pro kazdé i € I, takze p je horni zavora {u,;; ¢ € I}. Pokud v je horni zdvora {u;;
i €I} aFE € ujedano, necht E' € i spliiuje E' C E. Pak F' = ﬂ;-lzl Ej, kde Ej € p;; Cv. Tedy E' € v,
takze i E € v. Proto p < v je supremum naseho systému.

Hleddme-li nyn{ infimum {y;; ¢ € I}, polozme

p ={E € (\nir; HEn}nen C )it Eny10 Eng1 C En,n €N, Ey C E}.
il i€l
Pak 1/ spliiuje pozadavky Deﬁnice Vskutku, je-li B, F € p/ a {E,}, {F,} jsou pfislusné posloupnosti, pak
{E,NF,} je posloupnost svéd¢ici o tom, ze ENF € p'. Tedy p’ je béze filtru. Pokud E € p/ je dédno a {F, }
je pifslusnd posloupnost, pak {E; '} doklad4 fakt E~1 € u/. Kone¢né, mame-li E € i’ a {E,} je p¥islusna
posloupnost, pak F' = Ey a I, = Ep1, n € N, mdme F' i {F,} v (g is a pritom plati F, g 0 Frpq C F,
neN,a F} =F, CF.

Systém p’ tak generuje uniformitu g na X. Ta je zjevné slabsi nez vSechny p;, ¢ € I. Tedy p je dolni
zévora naseho systému. Je-li uniformita v dolni zévora {u;; i € I'} a E € v, existuje posloupnost {E,} C v
spliwjici By 410 By C B, C Ey C E, n € N. Pak ovéem {E, } C ;o pi, a tedy E € i'. Proto Evp. Tedy
v < p a pje infimum naseho systému.

2. Je-li u D v, je zjevné identické zobrazeni stejnomérné spojité. Obracené, pokud Id: (X, u) — (X, v) je
stejnomérné spojité a F € v, pak F =Id" (F) € p. Tedy p D v.

3. Necht f: (X, ;) — (Y, v;) je stejnomérné spojité a F' € sup,c;v; je dano. Pak existuje F' € (J;c; v
splijici F' C F. Pak

(f % F)7UF) S (f % 1)),
coz je mnozina lezici v p;. Tedy (f x f)"'(F) € sup,c; i, takZze f je stejnomérné spojité vzhledem k
supremum.

Pro dikaz stejnomérné spojitosti f vzhledem k infimum, necht F' € inf;c; v; je ddno. Pak existuje po-
sloupnost {F,} € (;c; v svédéici o faktu F € infie;vi. Pak E, = (f x f)7HF,) € Nier i & {En} je
posloupnost svédéict o faktu E = (f x f)~1(F) € infiez p1;. Tedy f je stejnomérné spojité viiéi infimum. 0O

Diilezitym prikladem je jina formulace tvrzeni[5.711: KaZdd uniformita je supremem pseudometrizovatel-
nyjch uniformit.

Tvrzeni[5.33]3 je zakladem pro definici projektivniho a induktivniho vytvafeni v uniformnich prostorech.
Definici z topologickych prostorii zopakujeme.

Definice 5.34. Projektivni a induktivni vytvareni

At X je mnozina a X, ¢ € I soubor uniformnich prostori.

1. Uniformita g na mnoZiné X se nazyva projektivné vytvoiend souborem f;: X — X;,i € I, pokud u je
nejmensi uniformita pfi niz jsou vSechna zobrazeni f;: (X, u) — X; stejnomérné spojita.

2. Uniformita g na mnoziné X se nazyva induktivné vytvoiend souborem f;: X; — X,i € I, pokud u je
nejvétsi uniformita pii niz jsou vSechna zobrazeni f;: X; — (X, u) stejnomérné spojita. O
Tvrzeni 5.35. Existence projektivné a induktivné vytvorené uniformity

Necht je X mnoZina a (X;, ps), i € I, je soubor uniformnich prostori.

1. Je-li {fi: X — X;; i € I} soubor zobrazeni, pak existuje prdveé jedna uniformita p na X projektioné
vytvotena timto souborem.

2. Je-li {fi: X; = X; i € I} soubor zobrazeni, pak existuje prdvé jedna uniformita p na X induktivné
vytvotena timto souborem.

Diikaz. (a) Necht (U, <) znadi systém vSech uniformit na X s uspofddénim. Necht

F={pueU; fi: (X,u) — (Xi, u;) stejnomérné spojité pro kazdé i € I'}.
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Uvazujeme-li na X diskrétni uniformitu pg, jsou vsechna zobrazeni f; stejnomérné spojitd, tedy pq € I a
F' je neprazdna. Necht y = inf F' € U. Pak dle Tvrzeni 3 je p € F. Proto u € F je ona projektivné
vytvorena uniformita.

(b) Necht
F={ucU; fi: (Xi,u)— (X, p) stejnomérné spojité pro kazdé i € I'}.

Uvazujeme-li na X indiskrétni uniformitu p;,q, jsou vSechna zobrazeni f; stejnomérné spojita, tedy 7inq € F
a F' je neprazdnd. Necht y = sup F' € U. Pak dle Tvrzeni[5.33]3 je u € F. Proto p € F je hledand induktivné
vytvorend uniformita. O

Priklady 5.36. Priklady
1. Konstantni zobrazeni projektivné vytvareji indiskrétni prostory a induktivné uniformné diskrétni prostory.

2. Supremum prostori (X, p;),i € I, je induktivng vytvofené soustavou {Idx: (X, u;) — X}r. Jejich infi-
mum je projektivné vytvorené soustavou {Idx: X — (X, u;)}r1.

3. Kanonické zobrazeni pseudometriky na jeji metrickou modifikaci je projektivné i induktivné vytvarejici.
Odtud plyne jina verze vySe uvedeného tvrzeni o supremu pseudometrik: Kazdd uniformita je projektivne
vytvorend zobrazenimi do metrizovatelnych prostorii.

4. Kazdy uniformné nuldimenzionalni prostor je projektivné vytvoren zobrazenimi do uniformné diskrétnich
prostort.

5. Na F(X,Y), je uniformita stejnomérné konvergence na mnozinach z S (5.4]) projektivné vytvorena zob-
razenimi pg: F(X,Y) = F,(S,Y), S € S, kde ps(f) =f | S. O

Uvedeme explicitné popis vytvareni (jsou to charakterizace vytvareni).

Tvrzeni 5.37. Popis projektivné a induktivné vytvorenych uniformit

1. At uniformni prostor (X, u) je projektivné vytvoreny souborem f;: X — (X;, u;),i € I. Pak soustava
{(fi x fi)7(E); i € I, E € p;} je subbaze p.

2. At prostor (X, u) je induktivné vytvoreny souborem f;: (X, pu;) — X,i € I. Pak je {E C X x X;
(fi x fi) Y(E) € p; pro kazdé i € I} je slabd bdze p.

Diikaz. 1. Necht p je uniformita projektivné vytvorena nasim souborem,

vV ={(fix fi)"Y(E); i € I,E € wi}.

v={FCXxF; IneN3F,...,F,eV/:E>FN---NF,}

Pak snadno ovérime, ze v je uniformita. Vskutku, vlastnosti 1., 2. a 3. Definice jsou ihned vidét. Vlastnost
4. plyne z toho, Ze pro mnoziny (f; x f;)~!(E) uvazujeme mnoziny (f; x f;)~1(E~!). Koneéné vlastnost paté
plyne z pozorovani, ze mame-li mnozinu

n
E= ﬂ(flk X fik)_l(Eik)v
k=1
kde E;, € p;,, nalezneme mnoziny F;, € p;, spliwjici F;, o F;, C E;, . Pak mnozina

F= () (fi. x fu) " (F)

D:

e
Il

1

splnuje FFo F' C E.
Tedy v je uniformita na X. Potfebujeme ovétit, ze pu = v. Jelikoz kazdé f;: (E,v) — (X;, ui) je stejno-
mérné spojité, plati p C v. Obrécené, necht E € v. Pak existuje

F ﬂ flk Xflk ( Zk)
k=1
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kde F;, € pi,, takové, ze E D F. Jelikoz jsou zobrazeni f;, : (X, u) — (Xi,, i, ) stejnomérné spojitd, je
F € pu. Tedy i E € p. Tim je dikaz prvni ¢asti dokoncen.
2. Necht g je uniformita na X induktivné vytvorena nasim souborem a systém

vV ={EC X xX; (fix f;) "(E) € p; pro kazdé i € I}.

generuje jako slaba béze uniformitu v. Tedy v sestavd z téch mnozin £ C X x X, pro které existuje
posloupnost {F,,} C v/ splijici E,,410E,11 CE, C By C E,neN.

Chceme ovéfit, ze p = v. Zjevné jsou vSechna zobrazeni f;: (X;, ;) — (X,v) stejnomérné spojitd,
takZe v C p. Obrdcené, je-li E € p a4 € I dany, je fi: (Xi,ui) — (X, ) stejnomérné spojité. Tedy
(fi x f)"Y(E) € p;. Tedy E € v. Proto u = v, co bylo dokézat. O

Definice 5.38. Podprostor a souc¢in uniformnich prostora

1. At (X, ) je uniformni prostor a A C X. Prostor (A,v) se nazyva podprostorem prostoru (X, ), pokud
uniformita v na A je projektivné vytvorena zobrazenim inkluze j: A — (X, u) (tj. identickym zobrazenim
A do X). Uniformita v se nazyva ztzeni (restrikce) uniformity p na A a zna¢i se v = p [4 nebo v = p4.

2. Jsou-li (X;,p;),4 € I, uniformni prostory, pak jejich soucin je uniformni prostor (X, i), kde X = [],.; X;
a uniformita y je projektivné vytvofena projekcemi m;: X — (X, p5). Znaéi se [ [, (X, ps).

3. Zobrazeni f: (X, u) — (Y, v) se nazyva uniformni vnofeni, pokud f je prosté a uniformita p je projektivné
vytvofena zobrazenim f. 0
Fakt 5.39

1. At AC (X,u). MnoZina F C A x A je v [a, prave kdyz F = EN (A x A) pro néjaké E € p.

2. f: (X, pn) = (Y,v) je uniformnd vnofent, pravé kdyz zuiZeni f: X — f(X) je uniformni homeomorfis-
mus prostoru X na podprostor f(X) CY.

3. Je-li X podprostoremY a'Y podprostorem Z, je X podprostorem Z.

4. Zobrazeni f: (X, ) — (Y,v) je stejnomérné spojité, prdavé kdyz je stejnomérné spojité jako zobrazeni
do podprostoru f(X) prostoru Y.

Diikaz. 1. Dle Tvrzeni [5.37]1 m4 uniformita p [ 4 za subbézi systém
{(Gx§)HE); Eepy={EN(AxA); E€u}.

Snadno vidime, ze tento systém spliuje axiomy uniformity, a tedy u [4 je rovno tomuto systému.
2. = : Je-li f uniformni vnofeni, je specidlné f prosté a u je generovano bazi

{(f < HTHE): Fevy={(fxHTE); F' evigx}

cTedy f: (X, p) = (f(X),v [(x)) je stejnomérné spojité. Je-li nyni E € p, existuje I’ € v [(x) takové, ze
E D (f x f)"Y(F"). Pak oviem (f x f)(E) D F', takze f~1: f(X) — X je stejnomérné spojité. Tedy f je
uniformn{ homeomorfizmus X a f(X).

<= : Necht f: X — f(X) je uniformni homeomorfizmus a o je uniformita projektivné vytvorend f. Pak
o méa za subbazi mnoziny

{(f x H~HF); Fevy
Déle pro F € v plati
(f x /)7HE) = (f x )”HE N (F(X) x f(X))) € p.
Tedy f: (X,u) — (Y,v) je stejnomérné spojité, a tedy o C u. Necht nyni E € p je ddno. Pak (f x f)(F) =
Fn(f(X)x f(X)) pro néjaké F € v, takze

E=(fx /)7 fx FIE) = (f x /)" (F),

coz je mnozina ze subbéaze 0. Tedy E € o a u = o je projektivné generovana f.
3. a 4. Tvrzeni plynou z popisu restrikce uniformity. O
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Tvrzeni 5.40. Vlastnosti soudinu vyplyvajici z vlastnosti projektivniho vytvareni

1. Zobrazeni f: Z — X = [[;c; Xi je stejnomerné spojité, prave kdyz jsou stejnomeérné spojitd viechna
slozeni [ s projekcemi m;: X — X;.

2. Je-li kazdy prostor X, souc¢inem prostori X, ;,j € J;, je zobrazeni p: [, X; — [[{Xi ;i€ 1,j € J;}

definované jako
p({zitier) = p({{wi;Yies bier) = {zijticrjeu

uniformni homeomorfizmus téchto prostorii.

3. Jsou-li fi:Y; = X; stejnomérné spojitd zobrazend, je i jejich soucin [[; fi: [, Y — [[; Xi stejno-
merné spojity.

4. Je-li v piedchozi polozce Y; =Y pro kaZdé i € I, je diagondini soucin A;f;:' Y — [[; X, stejnomérné
spojity.

5. Je-li X; podprostor (Y, v;), i € I, je [],c; X podprostor [],c;Yi.

Diikaz. 1. Vzhledem k tomu, Ze projekce m;: de X; — X; jsou stejnomérné spojité, je sloZzené zobrazeni
m; o f stejnomérné spojité, pokud f je stejnomérné spojité.

Pokud jsou vSechna zobrazeni m; o f, i € I, stejnomérné spojitd a F' je prvek uniformity na X, dle popisu
soucinu existuji ¢1,...,i, € I a E1 € piy, ..., E, € p;, tak, ze

n (s, % m3,) " (E).

Pak ovsem

(fxf ﬂ ﬂ-lkofXﬂ-ikof>_1(Ek)7

kde na pravé strané je mnozina nélezejici do uniformity na Z. Tedy f je stejnomérné spojité.

2. Dikaz je obdobny jako v Tvrzeni [2.16]

3. Pouzijeme 1. Pro kazdé i € I necht 7 a 7} jsou kanonické projekce na pifsluinych souéinech. Pak
X o Hjel f; = fiom), coz je stejnomérné spojité zobrazeni. Dle 1. je i [Lic; fi spojité zobrazeni.

4. Je-li pro i € I zobrazeni X projekce Hjel X; na X, pak m;0Ajer fj = fi. Tedy Ajer fi je stejnomérné
spojité zobrazeni dle 1.

5. Tvrzeni plyne z definice ptislusnych uniformit. Vskutku, je-li X = [[;c; Xi a Y = [[;c; Yi, pak pro
jelakFE cuvy;plati

((m x ) "HE)) N (X x X) = (m; [x xm; [x)"H(EN(X; x X;)).
Z tohoto vztahu a Tvrzeni[5.37}1 je nyni pozadované tvrzeni vidét. O

Plati i ostatni tvrzeni a poznamky z ¢asti z 2.1, jen se misto topologie pisi uniformity a misto spojitosti
stejnomérnd spojitost.

7 casti 2.2 lze automaticky prevzit uniformni podprostory a souciny, i uniformni vnoteni. Podprostor Y
uniformniho prostoru X ma za uniformni okoli diagonaly pruniky uniformnich okoli diagonély v X s mnoZinou
Y x Y, uniformni pokryti Y jsou ziZeni uniformnich pokryti X na Y. Souéin uniformnich prostoria X;, napt.
popsany pokrytimi, mé za subbézi vzory pokryti projekcemi na jednotlivych soufadnicovych prostorech.
Plati Fakt ale Dusledek [2.17] plati ¢astecné, protoze nékteré pouzité algebraické operace jsou stejnomérné
Spojité jen na omezenych intervalech, napt. = sin z neni stejnomérné spojita funkce na R, prestoze funkce z
i sinx jsou stejnomeérné spojité.

Tvrzeni 5.41. Stejnomérna spojitost aritmetickych operaci

Jsou-li f,g: X — R stejnomérné spojitd zobrazeni, pak f + g, f — g, max{f, g}, min{f, g}, |f| jsou stejno-
merné spojitd. Soucin f - g je stejnomerné spojity, pokud f i g jsou omezené.

Diikaz. Necht p znaci uniformitu na X. Je-li € > 0, necht E € p je takové, ze |f(z) — f(y)l, [g(x) —g(y)| < §
pro kazdé (z,y) € E. Pak

|f(2) +g(z) = fly) —g()| < |f(x) = fy) +g(z) —g(y)| <&, (x,y)€E.
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Tedy f + g je stejnomérné spojitd funkce. Podobné se ovéii stejnomérna spojitost f — g.
Déle plyne z nerovnosti

f @) = [fWIl < [f(2) = fy)l, 2,y € X,

Ze | f] je téZ stejnomérné spojitd funkce. Proto jsou funkce

max{f.g} = 5(F+g+1f ~g) a min{fgh=5(f+9-1f~g)

téZ stejnomérné spojité.
Jsou-li f, g omezené, reknéme konstantou M > 0, pak stejnomérnd spojitost f - g plyne z nerovnosti

[f(z)g(z) = fF(y)gy)] < |f(x)g(x) — f(2)g()| + | f(x)g(y) — f(y)g(y)]
< M(lg(x) =g+ f(x) = fy)l, =yeX.

O

Plati prislusna modifikace Véty 2.19] Jeji dusledek o vnofeni do soucinu vSak nelze bez vétsi zmény
prenést. P¥i vnoreni do souc¢inu musi byt piislusny diagonalni sou¢in zobrazeni prosty, a tedy pouzity soubor
zobrazeni musi oddélovat body. Druha podminka pro topologické vnofeni (oddélovani bodu a uzaviené
mnoziny) vSak pouZitelna neni. Pouzijeme mirné zjednoduseni projektivniho vytvareni.

Tvrzeni 5.42. Vnofeni do soucinu

At A je néjakd trida uniformnich prostori. Erxistuje uniformni vnoieni prostoru (X, p) do soucinu prostori
z A, pokud tiida zobrazeni \Jy ., U(X,Y) oddéluje body a kazdé uniformni pokryti U X je zjemsiovdno
pokrytim f~Y(V) pro né&jaké f € Uyea UX,Y), f: X =Y, a néjaké uniformni pokryti V na Y.

Diikaz. Vezmeme mnozinu B prostori z A, kterd splituje pozadavky tvrzeni. Necht I = (Jy .z U(X,Y) a
pro i € I necht f; zna¢i zobrazeni i. Oddélovani bodu znamend, Ze diagonalni soucin g = A;cy f; je prosty.
Vskutku, jsou-li z,y € X razné body, existuje Y € B a f € U(X,Y) spliujici f(z) # f(y). Pak ovSsem
g(x) # g(y), nebot na soutadnici i odpovidajici f mdme m;(g(z)) = f(x) # f(y) = mi(g(y)).

Nyni zbyvé overit, Ze g je uniformni vnofeni X do soucinu prostori z B. Dle Tvrzeni [5.4014 je zobrazeni
g stejnomeérné spojité.

Potfebujeme ovérit, ze g~! je stejnomérné spojité. Necht tedy E € p je dano. Nalezneme symetrické
E’ € p spliwjici E' o E' C E. Pak U = {F’'(x); x € X} je uniformni pokryti X. Necht (Y,v) € B, uniformni
pokryti V prostoru Y a f € U(X,Y) splituji f=1(V) <U. Necht F € v splituje {F(y); y € Y} < V. Pak

{f ' (F(y); ye Y} <U.

Zvolme z1, 79 € X takové, Ze (f(z1), f(z2)) € F. Pak f(x2) € F(f(z1)), pfidemz f~1(F(f(z1)) C E'(z) pro
néjaké r € X. Pak z1,22 € E'(x), takze (x,21), (z,22) € E’, coz implikuje (x1,22) € E' o B/ C E. Tedy
pokud z1,x9 € X spliwji (f(x1), f(x2)) € F, pak (z1,22) € E. Tedy

(9 X 9)(E) D (my x wp) " (F) N (9(X) x g(X)).

Vzhledem k tomu, Ze mnoZina (7 X 77) "1 (F) tvoii subbdzi uniformity o soué¢inu, je (g x g)(E) téZ obsaZeno
v uniformité o [4(x). Zobrazeni g je tak uniformni homeomorfizmus. a

Dusledek 5.43. Vnoreni do soud¢inu metrizovatelnych nebo diskrétnich prostort

1. Kazdy uniformni (Hausdorffiv) prostor lze vnofit do soucinu pseudometrizovatelnijch (resp. metrizo-
vatelngch) prostori.

2. Kazdy uniformné nuldimenziondlni Hausdorffiv prostor lze vnofit do soucinu uniformné diskrétnich
prostori.

Diikaz. 1. Necht pro E € p je pg stejnomérné spojita pseudometrika na X spliujici E,, (1) C E. Necht
fe: (X, n) = (X, pr) je identické zobrazeni. Pak systém {fg; E € p} oddéluje body a spliiuje pozadavky

Tvrzeni (.42
Vskutku, je-li Y = {E(x); x € X} uniformni pokryt{ X dané F € p, je

V={Bys(z,1); v € X} ={E,,(1)(x); v € X}
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uniformni pokryti (X, pg), které zjemiuje U (nebot E,,(1)(x) C E(x)). Tedy (X, p) lze vskutku vnofit do
sou¢inu pseudometrizovatelnych prostoru.

Pokud je (X, p) Hausdorffuv, uvazujeme jako vySe pro kazdé E € u zobrazeni fg: (X,pn) — (Xg,pE).
Zde pg je pseudometrika na X jako vySe a pg je metrika na X vznikla faktorizaci pg. (Presnéji, uvazujme
relaci ekvivalence z ~ y, pokud pg(z,y) = 0. Pak Xg = X/ s metrikou pg([z], [y]) = p(z,y).) Zobrazeni
fE je pak definovano jako fr(z) =[z], z € X, kde [2] = {y € X; x ~ y}.

Pak systém {fg; F € p} sestédva ze stejnomérné spojitych zobrazeni a oddéluje body X. Vskutku, je-li
x #y v X, existuje symetrické F € p spliujici (z,y) ¢ E. Pak pseudometrika pg spliiuje p(x,y) > 0, takze
fe(x) # fe(y).

A stejné jako vySe plati, ze nds systém zobrazen{ spliiuje pozadavky Tvrzeni [5.42] Tedy X lze vnofit do
sou¢inu metrizovatelnych prostoru

2. At (X, p) je uniformné nuldimenzionalni. Je-li E € p ekvivalence, pfislusné zobrazeni (X,pu) —
(X/E,v), kde v je uniformné diskrétni, je stejnomérné spojité. Takze tato zobrazeni projektivné vytvaii
(X, 1) a oddéluji body, pokud je X Hausdorffuv. O

Uvidime pozdgji v Diisledku [5.74] Ze totalné omezené prostory lze vnorit do Tichonovova kvadru. Bylo

Pokud uniformné nuldimenzionalni prostor neni Hausdorffiv, musime pro oddélovani bodu pFidat prosté
zobrazeni do indiskrétniho prostoru, takze kazdy uniformné nuldimenzionélni prostor lze vnofit do soucinu
indiskrétniho prostoru a sou¢inu uniformné diskrétnich prostort.

Je vhodné si uvédomit, ze néjaka tf¥ida C uniformnich prostorii je soucinova a dédiéna, pravé kdyz je
uzaviena na projektivni vytvareni, tj. je-li X projektivné vytvoreny zobrazenimi do prostort z C, nalezi také
do C.

Dokézeme nyni velmi dulezité tvrzeni o vztahu sou¢inu a podprostori topologickych a uniformnich pro-
stort.

Véta 5.44. Zachovavani konstrukei prechodem k topologii

Zobrazeni t : Unif — Top zachovdvd projektivni vytvdreni. Je-li uniformita p na X projektivné vytvoiena
souborem {f; : X — (X;, ui)}, je topologie ty projektivné vytvorena souborem {f; : X — (X;,tp;)}.

Dikaz. Necht 7 je topologie na X projektivné vytvofena souborem {f;: X — (X, tu;)}. Chceme ovérit
rovnost tu = 7. K tomuto tcéelu uvazujme x € X a U € U,.(x). Z definice projektivni topologie existuje
i1y yin € T a Uy € Uy, (fin (), k € {1,...,n}, takové, Ze

ze ()£, U CU.
k=1
Necht E;, € p;, spliwji fi, (z) € E;, (fi.(z)) C U, . Pak
k=1

lezi v pp a plati € E(z) C U.
Vskutku, je-li y € E(JZ), pak (flk (Z‘), fik: (y)) € Eika a tedy flk (y) € Eik (flk (Z‘)) c Uik' Tedy

ye () £ (Uy) CU.
k=1

Proto je tu D 7.
Pro ditkaz obrdcené inkluze uvazujme tu-okoli U bodu z. Pak existuje E € p spliinjici z € E(z) C U.
Necht 41,...,i, € I a E;, € p;, spliuji

ESF= m(flk X flk)_l(Elk)
k=1
Pak U;, = E;, (fi,(x)) jsou tp;,-okoli f;, (z) a mnozina

V =
k

flzl(ch)
1

n
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je T-okoli x splnujici V' C U. Vskutku, je-li y € V', je fi, (y) € Es, (fi. (%)), tj. (fi, (2), fir,(v)) € E;,.. Tedy
mflkxflk (%)ZF’

coz znamend y € F(z) C E(x) C U. Tim je ovéfeno, Ze 7 = tp. O

Nejvice se pouzivaji specialni pripady projektivniho vytvafeni: souciny, podprostory a suprema.
Diisledek 5.45. Zachovavani soucinu a podprostoru topologiemi

1. Topologie uniformniho podprostoru je topologicky podprostor topologie dané uniformitou na vétsim pro-
storu.

2. Topologie soucinu uniformnich prostori je soucin topologii souiadnicovijch uniformnich prostorii.
3. Je-li (X, p) =sup(X, ), je (X, tu) = sup(X,tp;).

Diikaz. Tvrzeni 1. a 2. plynou z Véty
3. Uniformita p ma za subbazi systém J;c; i a 7 = sup,ertp; ma za subbazi (J;c; tpi. Do kazdého

tu-okoli x tak lze vepsat mnozinu
n
k=1

kde E;, € p;,. Do kazdého T-okoli  pak lze vepsat mnozinu

=1

k=1

plyne z téchto avah pozadovana rovnost tu = 7. O

o

kde E;, € p;,,. Jelikoz

ol
(DX

jinym dikazem. Tvrzeni o metrlzovatelnostl dokazali Aleksandrov a Urysohn v r. 1923, samoziejmé bez
pouziti uniformit.

Véta 5.46. Uniformizovatelnost a metrizovatelnost topologickych prostora
1. Pro kazdy uniformizovatelny topologicky prostor existuje nejuétsi uniformita vytvdrejici jeho topologii.
2. Topologicky prostor je uniformizovatelny, prave kdyz je uplné reguldrni.

3. Topologicky prostor X je pseudometrizovatelny, pravé kdyz existuje posloupnost {G,} oteviengch pokryti
X, Ze Gni1 hvézdovité zjemniuje G,,n € N a {starg, (x)}nen je bdze okoli z € X.

Drikaz. 1. At M je mnozina vSech uniformit vytvarejici topologii daného topologického prostoru. Podle tretiho
tvrzeni predchoziho Dusledku [5.45]1 sup M vytvaii tuto topologii.

2. Kazdy uniformni prostor je projektivné vytvoren pseudometrizovatelnymi prostory, takze i jeho topo-
logie je projektivné vytvorena pseudometrizovatelnymi prostory, a je tedy uplné regularni. Naopak, kazdy
uplné reguldrn{ prostor je projektivné vytvoren zobrazenimi do intervalu [0, 1]. Uniformita projektivné vy-
tvorend stejnymi zobrazenimi urcuje tedy topologii pivodniho Uplné regularniho prostoru, coz znamena, ze
ten je uniformizovatelny.

3. = : Je-li X pseudometrizovatelny pseudometrikou d, pak uvazujme pokryti

1
n:{B(x,4—n); reX}, neNlN.

Pak G, jsou oteviend pokryti X takova, Ze G, 1 hvézdovité zjemnuje G, (vizte vypocet v Piikladu 1).
Jelikoz z dukazu plyne pro n € N a z € X existence z € X splnujici

1 2
B(x
) € Bl o

starg, . (#) © B(z, -

);
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tvoif systém {starg (x} béazi okoli v topologii 74 generované pseudometrikou d.
<= : Pokud na (X, 7) existuje uvedena posloupnost {G,}, polozme

u = {U pokryti; In € N: G, < U}.

Pak u splituje vlastnosti (a)-(c) Véty 1. Systém pokryti u tak vytvari uniformitu u, kterd spliuje tu = 7
diky nasemu predpokladu. Navic je p pseudometrizovatelnd uniformita, nebot Fg = |J{G x G; G € G,}
tvori bazi uniformity p (Véta[5.6)). O

Definice 5.47. Jemné& uniformita

Nejvétsi uniformita vytvarejici dany uplné regularni prostor se nazyva jemnd uniformita. Je-li g uniformita,
pak jemné uniformita vytvarejici stejnou topologii jako p se Casto znai fu (od fine) a nazyva se jemnd
modifikace (nebo jemna koreflekce) uniformity p. O

Napriklad jediné uniformita na w; musi byt jemna. Na parakompaktnich prostorech ma jemné uniformita
bazi sloZenou ze vSech otevrenych pokryti. Pro jemnou uniformitu lze zobecnit Tvrzeni [5.23}

Tvrzeni 5.48. Stejnomérna spojitost na jemnych uniformitach

KaZzdé spojité zobrazeni uniformniho prostoru s jemnou uniformitou do uniformniho prostoru je stejnomeérné
spojité. Touto vlastnosti jsou jemné uniformity charakterizovdny.

Dikaz. At f: (X, n) — (Y,v) je spojité a u je jemnd uniformita. Uniformita x4’ na X projektivné vytvorend
zobrazenim f urduje topologii mensi nez je topologie tu (vime totiz, ze ty' je projektivné vytvorena f: X —
(X, tv), vizte Vétu [5.44). Chceme ovéfit, ze p/ C p. Uvazujme na X uniformitu o = sup{y/, u}. Pak dle
Dtsledku 3 plati to = sup{ty/,tu} = tu. Tedy uniformita o generuje stejnou topologii jako p. Proto
o C p. Tedy dostavdme ' C o C p a f je stejnomérné spojité z (X, ) do (Y,v).

Pfedpoklddejme nyni, Ze p neni jemnd. Pak zobrazen{ Idx : (X, u) — (X, fu) je spojité, ale neni stejno-
mérné spojité. O

Diisledek 5.49. Jemna modifikace
1. Uniformita fu je nejmensi jemnd uniformita vétsi nez .

2. Je-li u jemnd uniformita na X a f : (X,u) = (Y,v) stejnomérné spojité zobrazend, je i zobrazeni
[ (X, n) = (Y, fv) stejnomérné spojité.

Diikaz. 1. Necht M zna¢i mnozinu vSech jemnych uniformit, které jsou vétsi nez u. Tvrdime, ze fu = inf M.
Zjevneé je fp jemnd uniformita vétsi nez p. Pro jemnou uniformitu v spliujici v O p pak plati, ze zobrazeni
Idx: (X,v) = (X, fun) je spojité. Vskutku, tfu = tu C tv = tfv, z éehoZ spojitost identity plyne. Tedy dle
Tvrzenije Idx: (X,v) = (X, fu) stejnomérné spojitd. Proto je fu C v, takze fu = inf M.

2. Zobrazeni f: (X, tu) — (Y, tv) = (Y,tfv) je spojité, takze je podle Tvrzeni stejnomérné spojité z
(X, 1) do (Y, fv). O

Jemna uniformita na topologickém prostoru X je projektivné vytvofena vSemi spojitymi zobrazenimi
na X do metrickych prostord. Zazime-li zobrazeni ¢ : Unif — Top na jemné uniformni prostory do tuplné
regularnich prostorti, dostaneme v jistém smyslu isomorfismus mezi prostory i zobrazenimi (stejnomérné
spojitymi a spojitymi).

Jako dalsi disledky Véty miizeme uvést nékteré poznatky o parakompaktnich prostorech. K tomu
potiebujeme nasledujici obecné tvrzeni.

Tvrzeni 5.50. Kone¢na uniformni pokryti tvori uniformitu

Kazdé konecné uniformni pokryti prostoru X md koneéné uniformni hvézdovité zjemnéni.

Driikaz. Diukaz ptivodni. Necht G je konecné uniformni pokryti X. Pak ma uniformni silné hvézdovité zjemnéni
‘H. Hleddme koneéné uniformni pokryt{ X, které zjemnuje pokryti G = {G1,...,G,}. Uvazujme ekvivalenci
na H definovanou takto: Hy ~ Hy pokud

{GeG HHCcG}={GegG; HoCG} a {Geg; staryy(H1) C G} = {G € G; stary(H2) C G}.
Pak ~ je vskutku relace ekvivalence na H. Uvazujme systém mnozin

M ={J{H eM; H' ~H}; HeMN}.
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Pak H' je pokryti X, které je konecné (nebot G je koneéné pokryti) a je zjemiovano pokrytim H. Tedy je
H’ uniformni. Navic H’ hvézdovité zjemtiuje G.

Opravdu, m&jme =z € X a uvazujme mnozinu stary:(z). Necht H € H spliiuje € H a necht G € G
splituje stary (H) C G. Ukdzeme, ze stary: (z) C G. K tomuto tfelu uvazujme y € stary:(x). Pak existuje
F € H' spliujici y,x € F. At H € H spliuje F = |J{H"” € H'; H” ~ H'}. Pak existuji mnoZiny
Hy,Hy e {H" € H'; H" ~ H'} takové, ze x € Hy ay € Hy. Jelikoz mdme H; ~ Hy a Hy C stary(H) C G,
plati téz Hy C G. Tedy y € Hy C G. Proto H' je koneéné uniformni pokryti hvézdovité zjemtiujici G.

Diikaz novy. Koneéné uniformni pokryti G = {G4q, ..., G;,} ma uniformni silné hvézdovité zjemnéni H.
Hledame konecéné uniformni pokryti ¢ prostoru X, které zjemnuje pokryti G. Pro H € H oznacéime ¢(H)
nejmensi k, ze stary(H) C Gi. Na {H € H;o(H) = k} vezmeme ekvivalenci H ~ H', jestlize H C G; <
H' C Gi,i < n apolozime Uy = | {H;0(H) = p(H'),H ~ H} ald = {Uy; H € H}. Pak U je konecné
pokryti (mohutnosti nejvyse 2™) a je uniformni (je zjemnovano pokrytim H).

Dokazeme, ze U je hvézdovitym zjemnénim pokryti G. Pro x € X vezmeme néjaké Hy € H obsahujici
x a ukdzeme, Ze stary(z) C G, kde k = ¢(Hp). At x € Uy. MZeme predpoklddat, Zze © € H. Protoze
HNHy#0, je HC starg(Hp) C Gg. Podle definice ekvivalence ~ je kazdé H' ekvivalentni s H také ¢asti
Gy, a tedy jejich sjednoceni Uy C GY,. O

Dusledek 5.51. Totalné omezena modifikace

1. Pro kaZdou uniformitu p na X existuje nejuétsi totdlné omezend uniformita, kterd je mensi neZ u,
oznacime ji pu (pX oznacuje (X,pu)) a nazveme totalné omezenou modifikaci uniformity p.

2. Uniformity p a pp vytvdii stejnou topologii.
3. Je-li X uniformni podprostor Y, je pX uniformni podprostor pY .

4. Kazdé stejnomérné spojité zobrazeni (X, u) do totdlné omezeného prostoru (Y, v) je stejnomérné spojité
na (X, pu), specidglné, U(X, [0,1]) = U(pX, [0, 1]).

Diikaz 1. Oznacme
M = {v uniformita na X; v C p,v totdlné omezena}.

Ukéazeme, ze M je neprazdnd mnozina majici nejvétsi prvek pu, pricemz uniformitu py popiseme pomoci
pokryti. Necht tedy
u = {U pokryti; IV koneéné p-uniformni pokryti: V < U}.

Pak u spliuje (a)-(c) z Véty Vskutku, (b) plyne z definice u. Vlastnost (c¢) plyne z Tvrzeni a (a)
plyne z toho, ze pro dvé kone¢né p-uniformni pokryti Uy, Us je Uy A Us koneéné p-uniformni pokryti.

Nechf pu znaci uniformitu generovanou systémem pokryti u. Jelikoz je systém w, vSech p-uniformnich
pokryti vétsi nez wu, plati pu C p. Déle je pu totdlné omezend, nebot spliiuje podminku 3. v Tvrzenf [5.27]
Necht nyni v C pu je totalné omezend uniformita. Pak pro v-uniformni pokryti I/ existuje kone¢né v-uniformni
zjemnéni V. Pak V je py-uniformni, takze U € u. Tedy v C pu a pu = sup M.

2. Protoze pu je hrubsi nez p, plati tpp C tu. Pro dikaz obracené inkluze staci dokézat, ze kazdé okoli
v tu je okolim x v tpu. To vSak vyplyva z toho, ze je-li U uniformni pokryti, vezmeme pokryti V definované
jako V = {V1, Vo }, pficemz

i=J{Uet; zcU} a Vo= J{Uecl; ¢ U}

Pak V je koneéné p-uniformni pokryti (U < V), takze V € u. Navic stary (x) = stary(z), takze tpu-okoli x
dané mnozinou stary(z) je v tu-okoli  daném mnozinou stary(x).

3. Mame ukézat, ze pro kazdé konecné uniformni pokryti U na X existuje konecné uniformni pokryti V
naY, ze {VNX;V € V} =U. Existuje uniformni pokryti W prostoru Y, ze {W N X; W € W} = U. Stadi
vzt V ={Wy;U e U} U {Wo}, kde Wy = J{W e W, WNX =U}Wy=U{WeW;WnX =0}

4. Tvrzeni plyne z toho, ze vzor konecného pokryti je konecéné pokryti. Tedy pokud V je konecné v-
uniformni pokryti Y, je f~1(V) koneéné p-uniformni pokryti X, takze lez v systému u. Ten vsak generuje
uniformitu ppu, takze f~1(V) € pu. O

Definice 5.52. Cechova uniformita

Pro uniformni prostor (X, ) je Cechova uniformita totalns omezena modifikace jemné uniformity. O
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Zuzime-li difve uvedené zobrazeni ¢ : Unif — Top na Cechovy uniformity, dostédvame také isomorfizmus
na uplné regularni prostory. Mame tedy dvé rizna vnoreni uplné regularnich prostori do Unif: na jemné
uniformni prostory a na jejich totalné omezené modifikace.

Mnozina uniformit vytvaiejici danou tplné regularni topologii ma nejvétsi prvek, a to jemnou uniformitu.
Otazka je, zda mé také nejmensi prvek. Pokud ano, musi byt totalné omezeny, protoZe jeho totalné omezena
modifikace urc¢uje stejnou topologii. Zndme zatim jen piipady, kdy uvedend mnoZina uniformit je jednobodova
(kompaktni prostory a wi). Na konci kapitoly ukdZeme, Ze takovy nejmensi prvek existuje pravé pro lokalng
kompaktni prostory.

Mizeme nyni popsat nékteré vlastnosti parakompaktnich prostorti. Mnoho dalsich vlastnosti bude uve-
deno v kapitole jim vénované.

Tvrzeni 5.53. Vlastnosti parakompaktnich prostori
1. Parakompaktni prostory jsou normdini a uplné requldrni,

2. Uplné reguldrni prostor je parakompaktni pravé kdyz kazdé jeho oteviené pokryti md hvézdovité oteviené
zjemneéend.

Diikaz. 2. = : Je-li (X,7) parakompaktni, dle Definice tvoii systém u vSech otevienych pokryti
prostoru X bazi uniformity p, kterd splituje tu = 7. Tedy u spliuje (a)-(c) Véty [5.18]1, specialné pak kazdé
oteviené pokryti U« mé hvézdovité zjemnéni V € u. Jelikoz oteviend pokryti tvori bazi u, existuje oteviené
pokryti W € u, které zjemnuje V, takze hvézdovité zjemnuje U.

<= Uvazujme systém

u = {U pokryti; IV oteviené pokryti : V < U}.

Pak u spliuje (a)-(c) Véty 1, takze u generuje uniformitu g na X. Ta splnuje tu C 7, nebot g ma bazi
z T-otevienych pokryti. Je-li viak x € U pro z € X a U € 7 dané, najdeme V € 7 splilujici z € V C V C U.
Pak U = {U, X \ V} € u, takze U = stary () je tu-okoli . Proto 7 = tp.

1. Parakompaktni prostor X je uniformizovatelny, protoze soustava vsech jeho otevienych pokryti tvori
podle Definice uniformitu, ktera ziejmé vytvari topologii prostoru X. K vytvareni topologie nemusime
brat vSechna otevrend pokryti, stac¢i vzit vSechna konecénd oteviena pokryti. Z Dusledku vyplyva, ze
soustava v vSech konecénych otevienych pokryti na parakompaktnim prostoru tvori bazi uniformity pu. Po-
tom Véta [I.79]2 k4, ze prostor X je normdlni. Vskutku, necht U je koneéné oteviené pokryti X. Pak U je
pp-uniformni pokryti X, takze méd z Véty [5.18 hvézdovité zjemnéni, které je ddle zjemnéno néjakym pokry-
tim V z v. Tedy U m4 oteviené koneéné hvézdovité zjemnéni, tedy je X normalni dle Véty [1.79]2. O

Prostor w; je normélni regularni a neni parakompaktni. Jeho Cechova uniformita ma za bazi vechna
kone¢na oteviena pokryti, ale ne kazdé oteviené pokryti w; je prvkem uniformity na w;.

Podivame se na vlastnosti zachovavané podprostory a souciny.
Véta 5.54. Zachovavani vlastnosti podprostory

1. Pseudometrizovatelnost a uniformni nuldimenzionalita jsou dédiéné vlastnosti.
Vlastnost byt jemnou uniformitou neni uzaviené dédiénd vlastnost.

Je-li X uniformni podprostor (Y, ), je xu(X) < xu(Y),covX < covY.

b

Totdlni omezenost je dédicénd vlastnost. Navic, pokud je X totdlné omezeny podprostor uniformniho

prostoru Y, pak X je totdlné omezeny.

Diikaz. Tvrzeni 1 a prvni ¢dst tvrzeni 3 plynou hned z definic. Druhd ¢ést tvrzeni 3 plyne z Tvrzeni [5.27]3.
Vskutku, necht covY <k a F € ¢/ = p [xxx. Necht FE € u spliiuje EN (X x X) = F a E’ € pu symetrické
splituje £’ o E' C E. Pak existuje mnozina A C Y tak, ze |[A| < k a E'(A) =Y. Pro kazdé a € A vybereme
xq € X N E'(a), pokud je tento prunik neprazdny. Jinak polozime z, = = pro néjaky zvoleny bod z € X.
Ovéfime, ze pro B = {x,; a € A} plati F(B) = X. Necht tedy = € X je ddno. Pak existuje a € A takové,
7e x € E'(a). Pak (z,a), (zq4,a) € F', tedy (z4,z) € E, tj. ¢ € E(x,) N X = F(z,) C F(B).

Prvni ¢ast tvrzeni 4 nyni plyne z 3.

Druha ¢ast tvrzeni 4 plyne z toho, ze kazdé uniformni pokryti X lze rozsifit na uniformni pokryti Y
a 7 popisu uzavéru pomoci pokryti. Vskutku, necht F € pu je déno. Zvolime symetrické E' € u spliujic
E' o E' C E a poloZime F' = E'N (X x X). JelikoZ je X totdlné omezeny, existuje A C X konecéna spliujic
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F'(A) = X. Pak pro H = EN (YY X YY) plati H(A) = X" Vskutku, necht z € X' je dano. Pak existuje
x € X N E'(2). Déle existuje a C X, Ze x € F'(a). Pak ovSem (z,2), (z,a) € E’, takze (a,z) € E. Proto
z € E(a) nX' ¢ H(A). Tedy X" je totalné omezeny.

2. Za piiklad jemného uniformniho prostoru (X, u) a uzaviené podmnoziny ¥ C X, Ze ztZeni p na
Y neni jemna uniformita, vezmeme soucin dvou Sorgenfreyovych primek S a za Y jeho druhou diagondlu
{(z,—x); © € R}. Ta je uzavienym diskrétnim podprostorem a tedy jeho jemnd uniformita je uniformné
diskrétni uniformita v4. Necht p je jemnd uniformita na topologickém prostoru (X, 7), ta generuje topologii
7. Chceme ukézat, Ze p [y # v4. K tomuto ucelu uvazujme opak, vezméme na Y pokryti V = {A, B}, kde
A={(x,—z); z € Q},B =Y\ A. Pak V je pg-uniformni pokryti Y, tj. existuje E' € vy tak, ze {E'(y);
y €Y} < V. Necht E € pspliiuje EN (Y xY) = E’. Zvolme F € p symetrickou takovou, ze F o F C E.
Pak U = {F(x); = € X} je uniformni pokryti X, které spliiuje {F(z)NY; z € X} < V.

Vskutku, staci ukdzat, ze pokud y € F(x) NY pro néjaké z € X, pak F(x) NY C E’(y). Necht tedy
z€ F(z)NY. Pak (z,2), (z,y) € F, takze (y,z) € Fo F C E. Proto z € E(y)NY = E'(y).

Necht W je p-uniformni m-oteviené pokryti X, které splituje W <gar U. Pro kazdé p = (z,y) € X zvolme
W, € W a n, € N tak, aby ¢tverec D, = [z, 2 + n—lp) X [y, y + n—lp) spliioval

p € D, C W,

Nyni si rozmyslime, ze pro a € A a b € B je D, N Dy, = (. Vskutku, necht ¢ € D, N D,. Pak existuje
U € U spliujici staryy(c¢) C U. Predpoklddejme, 7e U NY C A. Pak ovSem méme z inkluze

bestaryy(c)NY CcUNY C A
spor. Podobné bychom privedli ke sporu situaci U NY C B.
Nyni si povs§imneme, ze plati
P=R\Q= U{x € P; Np,—z) = n}.
n=1

ProtoZe P je Bairetv prostor (jednd se o Cechovsky tplny prostor), existuje n € N, Ze uzdvér mnoZiny
B, = {x € P; n(, _,) = n} mé neprazdny vnitiek v P. Tedy existuje (a,b) in R, ze

(a,b)NPC B, .

Vezméme x € QN (a,b) a posloupnost {xx} € (a,b) N B,, splijici |xx — x| — 0. Pak pro velkd k € N ¢tverec
Dy, protind ¢tverec D(,, _4,), nebot hrana ctverci D, ., ) mé konstantni velikost % To je vsak spor
s predeslou argumentaci. O

V tvrzeni 3 zfejmé nemusi nastat rovnosti.

Véta 5.55. Zachovavani vlastnosti souciny

1. Jsou-li (Xi, p;), i € N, pseudometrizovatelné uniformni prostory, je soucin [ [;cn(Xi, i) t€Z pseudo-
metrizovatelny. Jsou-li (X;,u;), i € I, uniformné nuldimenziondlni, je jejich soucin téZ uniformné
nuldimenzionalni.

2. Vlastnost bijt jemnou uniformitou neni konecné soucinovd.

3. Pro prostory X; plati x, ([1; Xi) < max{|I|,sup;{x.(X;)}}. Rovnost plati, pokud jsou vsechny mno-
Ziny X; aspori dvoubodové a I je nekoneénd mnoZina. Je-li I konecnd, je X ([]; Xi) = max;{xu.(X;)}.

4. Pro neprdzdné prostory X; plati cov (I]; X;) = sup;{cov(X;)}.
5. Totdlni omezenost je soucinovd vlastnost.

Diikaz. 1. Necht p; jsou pseudometriky generujici uniformitu p; na prostoru X;, ¢ € N. Uvazujme pseudome-

triku p na soucinu X = [,y X; definovanou jako

_ 1 pi(@i, yi) T )

Pak p generuje uniformitu souc¢inu p na X.
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Vskutku, necht E' € u je dano. Dle Tvrzeni |5.37] existuji ' C N konecna a mnoziny F; € u;, ¢ € F,
takové, ze
ﬂ(ﬂ'i X Wi)_l(Ei) C E.
icF
Pro kazdé E; nalezneme r; > 0 takové, ze E, (2r;) C E,. Bez Gjmy na obecnosti lze pfedpoklddat, ze
r = 22 Fmax{r;; i € F} < 1. Pak mnoZina E,(r) C E. Plati-li totiz p((z;), (v;)) < 27 ™™ Fr pak z
nerovnosti

< <t, tel0,1],

b
1+t

N | =+

a nerovnosti
pi(xi, yi) < pi(Ti, yi)
2 = 1+ pi(zs, vi)
plyne p;(x;,y:) < 2r;, tedy (z;,v;) € E; pro kazdé i € F. Tedy

((mi)a (yz)) € ﬂ (772’ X 7T)_1<Ei> C FE.

icF

< 2ty < gmaxFo—maxF gl i€ F} <y

Na druhou stranu, je-li E,(r) C X x X pro néjaké r > 0 ddno, nalezneme i € N spliiujic{ Y ;> io 2 i< 5
Necht E; = E, (5) € pi, i = 1,...,i¢. Pak

a pritom pro ((z;), (v;)) € F plati

10

p((xz)a (yz)) < 2271‘% Z 2- i < ZQ Z

=1 1=ip+1

Tedy F' C E,(r) a p generuje souc¢inovou uniformitu.
Jsou-li nyni X;,4 € I, uniformné nuldimenzionalni prostory, maji uniformity p; bazi slozenou z ekvivalenci.
Je-li F' C I koneéné a E; € u; je ekvivalence pro ¢ € F, je mnozina

() (i x m) (B3

icF

téz ekvivalence. Vzhledem k tomu, ze tyto mnoziny tvori bazi uniformity soucinu, je uniformita soucinu
uniformné nuldimenziondlni.

2. Jemn4 uniformita souc¢inu R x R mé za bézi vSechna oteviend pokryt{ (jelikoz je R parakompaktni),
kdezto soudin jemnych uniformit prostoru R ma bazi pokryti tvaru {U x V; U,V € U}, kde U je oteviené
pokryti R. Uvazujme nasledujici oteviené pokryti R x R:

W= (R xB)\ (B x {0)} U{(nn+2)x (- ‘1| : |) neZ\ {0}

To nelze zjemnit zddnym pokrytim tvaru {U x V; U,V € U}. Vskutku, je-li U oteviené pokryti, vybereme
e>0aV €U takové, ze 0 € (—e,e) C. Necht n € N je vybrano tak, ze 1 < £. Necht z € (n,n + 2) je
libovolné a necht U € U spliuje x € U. Pak U x V neni obsazeno v zadné mnoziné z W.

Tedy soucin jemnych uniformit na R neni jemna uniformita na R x R.

3. Protoze standardni subbéze uniformity na [[;.; X; ma mohutnost nejvyse max{|l|,sup;{xu(Xi)}},
plati nerovnost v tvrzeni. Jsou-li X; neprazdné, kazdy prostor X; lze vnofit do [[,.; Xi, a tedy xu ( [Licr Xi) >
sup;{xu(X;)}

Pro konec¢nou mnozinu I ziejmé plati rovnost. Nerovnost Xu(H I ) > |I| pro nekoneénou mnozinu I
vyplyva z piedpokladu | X;| > 2, protoze potom prostor 21! 1ze vnofit do []; X; a x.,(2!1) = |I| (vzory {0, 1}
pri projekei m; tvorf subbézi soudinu a mens{ byt nemize).

4. Ukazme nerovnost <. Necht x = sup;cov(X;) a E je okoli diagondly v X x X, kde X = [[,.; X
Existuji F' C I konefna a E; € u; takové, ze ﬂleF(m x ;)" Y(E;) C E. Dle Tvrzeni E 5.27| existuji A; C XZ,
i € F, takové, ze X; = E(A;) a |A4;| < k. Pro kazdé i € I\ F nalezneme z; € X; a polozime

A=TJ4x [] {=i}-

ieF i€I\F
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Pak |A| < k a pfitom X = FE(A). Vskutku, je-li z € X ddno, existuje pro kazdé i € F néjaké a; € A; takové,

7e (x;,a;) € E;. Pak bod
{a} = [Tfai} ¢ I] {oi}
i€l i€EI\F
lezi v A a plati (x,a) € E (nebot (x;,a;) € E; pro i € F). Tedy dle Tvrzen{ je cov(X) < k.
Obracenou nerovnost pak dokazuje vnoreni X; do souc¢inu.
5. Toto tvrzeni plyne z 4. O

Vidime, Ze jemné uniformity se nechovaji hezky ani k podprostorim ani k sou¢intim. Nyni ukazeme, Ze
situace je lepsi v jejich chovani pti induktivnim vytvafeni. Nebudeme opakovat obecné vlastnosti induktivniho
vytvareni z kapitoly 2. Zminime se vice o jejich zékladnich specidlnich pfipadech, a to disjunktni sumé a
kvocientu.

Definice 5.56. Disjunktni suma a kvocient uniformnich prostort

1. Je-li {X;};er soubor uniformnich prostort, je jejich uniformni suma (nebo koprodukt) nejjemnéjsi
uniformni prostor ([[,.; Xi, u) takovy, ze injektivni zobrazeni ¢; : X; — [[,c; Xi, 1) jsou stejnomérné
spojité.

icl

2. Kwvocient uniformniho prostoru X podle surjekce f : X — Y je nejjemn&jsi uniformni prostor (Y, p)
takovy, ze f: X — (Y, ) je stejnomérné spojité zobrazeni.

O

Definici lze preformulovat: systém zobrazeni {i;};c; a f jsou induktivné vytvarejici. Uvedeme popis
uniformit v uvedenych konstrukcich. Dukaz plyne ihned z predchozi definice.

Tvrzeni 5.57. Popis uniformit sumy a kvocientu

1. Bdzi uniformnich pokryti sumy [1; X; tvort pokryti {{i} x U; U € U;,i € I}, kde U; jsou uniformni
pokryti prostori X;.

2. Je-li f:(X,u) — (Y,v) kvocientové zobrazeni, je {E CY xY;(f x f)"Y(E) € u} slabd bize unifor-
mity v.

Diikaz. 1. Necht U je systém vsech pokryti tvaru u = {{i} x U; U € U;,i € I}, kde U; je uniformni pokryt{
X;i. Necht V je systém vSech pokryti X = [],.; Xi, které jsou zjeminioviny néjakym pokrytim z U. Pak V
vytvari dle Veéty jednoznac¢né urc¢enou uniformitu g na X. Pak jsou vSechna zobrazeni ¢; stejnomérné
spojita.

Vskutku, je-li ip € I ddno a v je uniformni pokryt{ X, existuje u € U piislusného tvaru u = {{i} x U;
U € U;,i € I} takové, Ze u < v. Pak ovsem

L;ol(u) =U;
je uniformni pokryti X;,. Tedy i L;Ol(’l)) je uniformni pokryti X, . Tedy L;)I(U) je uniformni pokryti X,
takze (;, je stejnomérné spojité.

Necht nyni v je uniformita na X takové, ze vSechna zobrazeni ¢;, i € I, jsou stejnomérné spojita. Chceme
ukézat, ze v C p. Necht tedy u je v-uniformni pokryti X. Pak pro kazdé ¢; je U; = ¢ !(u) p;-uniformni
pokryti X;. Pak ovSem pokryti

v={{i} xU; Uel,icl}
je p-uniformni a zjemnuje u. Tedy w je téz p-uniformni, takze v C p. Proto je p induktivni uniformita
vytvarend zobrazenimi ¢;, i € I.
2. plyne z Tvrzeni [5.37]2. O

Protoze kvocientové zobrazeni je surjekce, je uvedena slaba béaze rovna {(f x f)(F); F € p}. Misto
uniformnich okoli diagonaly lze brat uniformni pokryti (jejich vzory nebo obrazy). Tyto obrazy nemusi
tvorit uniformitu, napf. ztotoznime-li v R v8echna racionalni ¢isla, bude uniformni kvocient indiskrétni, ale
obrazy uniformnich pokryti nemusi obsahovat prvek {R}.

Priklady 5.58. Dva diulezité kvocienty

1. Kazdy Hausdorffiv uniformni prostor je kvocientem uniformné nuldimenziondlniho diskrétniho prostoru.

.V piikladé [5.4}6 jsme definovali uniformné nuldimenzionlni prostor (Z x {0, 1}, u(F)) pro filtr F na Z. Je
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snadno vidét, ze topologie tohoto prostoru je diskrétni, pokud je F volny. Mé&jme dan Hausdorffiv uniformni
prostor (X, ), ktery neni uniformné diskrétni. Ozna¢me Z = (X x X)\ Ax, F = {E\ Ax;FE € u} a
zobrazeni f = {((zo,1),1) ~ x;} : Z x {0,1} = X. Z rovnosti (f x f)"H(E) = Epax (znaéeniG) pro
E symetrické plyne, Ze f je kvocient na (X, ).

2. Casto pouzivany néasledujici kvocient je obdobou metrické modifikace pseudometriky. Pro kazdy uniformni
prostor (X, ut) je (| u ekvivalence, oznaéme ji ~,. Pokud X neni Hausdorffitv, neni ~, identita (pravé tehdy) a
kvocient X podle ~,, je Hausdorffiv prostor, oznac¢ime ho H(X). Je to tzv. Hausdorffova modifikace prostoru
X. Pro kazdé stejnomérné spojité zobrazeni f : X — Y, Y Hausdorffuv, existuje jediné stejnomérné spojité
zobrazen{ [ : HX)—>Y, ze f= fog kde qg: X — H(X) je kvocientové zobrazeni. Uvédomime si, Ze ¢
je 1 projektivné vytvarejici. a tedy X se d& uniformné vnofit do sou¢inu H(X) x X , kde X je mnozina X s
indiskrétni uniformitou.

Navic v tomto piipadé plati, Ze {(¢ x q)(E); E € u} je baze v H(X), protoZe je-li Fo Fo F C E, je
(gxq)(F)o(gxq)(F) C (gxq)(E). Odtud také vyplyva, ze H (X, u) vytvari stejnou topologii jako H (X, v)
pokud (X, u), (X,v) vytvafeji stejnou topologii (lze pouzit i to, ze (Ju = [|v). Dalgim disledkem je, ze
zobrazeni ¢ je oteviené, protoZe obraz okoli x v X je okolim ¢(z) v H(X): (¢ x ¢)(E)(q(x)) = q(E(x)).
Posledni rovnost ukazuje, Ze obraz pii ¢ uniformniho pokryti v X je uniformni pokryti v H(X). O

Podobné jako v topologickych prostorech i kvocienty uniformnich prostort nezachovavaji fadu vlastnosti.

Tvrzeni 5.59. Zachovavani vlastnosti sumou a kvocientem

1. Sumy zachovdvaji topologii, tj. t([1; X;) = [1,(tX;). Topologie kvocientu uniformniho prostoru X je
hrubsi nez prislusnyg kvocient topologického prostoru tX a miZe bijt ostie hrubsi.

2. Suma []; X; prostori, které nejsou uniformné diskrétnt, je pseudometrizovatelnd, pravé kdyz je |I| < w
a vSechny X; jsou pseudometrizovatelné. Kvocient pseudometrizovatelného prostoru nemusi bijt pseu-
dometrizovatelny.

3. Suma []; X; neprdzdngch prostori je uniformné nuldimenziondini, prdvé kdyz vsechny X, jsou uni-
formné nuldimenziondlni. Kvocient uniformné nuldimenziondlniho prostoru nemust bijt uniformné nul-
dimenziondln.

4. Suma [[; X; neprdzdnygch prostori je totdlné omezend, pravé kdyz je |I| < w a vSechny X; jsou totdlné
omezené. Stejnomérné spojity obraz totdlné omezeného prostoru je totdlné omezeny.

5. Jemné prostory jsou zachovdvany jak sumou tak kvocientem.

6. At X; jsou mneprdzdné uniformni prostory. Pak x.(I11; X:) = xu(Xi) a cov([[; X;) =
|7]. sup{cov(X;}1.

7. Necht f : X — Y je kvocientové zobrazeni. Pak cov(Y) < cov(X). Mezi xu(X) a xu(Y) obecné
neexistuje Zddny vztah.

Diikaz Vsechna tvrzeni o suméch v 1-4 jsou jednoduchd nebo plynou z 6. Ptiklad ukazuje, jak daleko
od sebe mtize byt topologie uniformniho a topologického kvocientu a soucasné je to priklad na nezachovavani
uniformni nuldimensionality kvocientem. Tvrzeni o kvocientech v 2 plyne z P¥ikladu[5.60] Druhou ¢ést tvrzeni
4 dokdzeme pomoci uniformnich okoli diagonaly. At f : (X,u) — (Y,v) je stejnomérné spojitd surjekce a
E € v. Pak (f x f)"1(E) € u a existuje koneéna mnozina A C X, ze pro kazdy bod x € X existuje a € A
s vlastnosti (f(a), f(x)) € E. Protoze body f(z) vyplni celé Y, je E(f(A)) =Y a tedy (Y,v) je totdlné
omezeny.

Diikaz 5 provedeme pomoci charakterizace jemnych uniformit z [5.48 At X, jsou jemné prostory a f je
spojitd funkce na [[; X; do uniformniho prostoru Y. Pak ztzeni f na kazdé X; je stejnomérné spojité a
podle charakterizace induktivniho vytvareni je f stejnomérné spojité i na sumé. Podobné se dokaze druha
Cast tvrzeni.

6. Prvni rovnost vyplyva z toho, Ze bazové uniformni pokryti sumy je sjednocenim libovolnych bazovych
uniformnich pokryti jednotlivych prostora X;. V druhé rovnosti je zfejma nerovnost <. Pro opa¢nou nerov-
nost si stac¢f uvédomit, ze kazdy X; je podprostor sumy a Ze uniformni pokryti {X;}; nemd jemnéjsi pokryti
mensi mohutnosti.

7. Pokud cov(Y) > k, tak v Y existuje uniformné diskrétni podprostor Y mohutnosti x. Potom je i
podprostor prostoru X, ktery se zobrazuje bijektivné na Y, uniformné diskrétni, takze cov(X) > k.

Pro piiklad x.(Y) < xu(X) sta¢i vzit X = Y* s vhodné velikym x a za ¢ projekci Y* — Y. Priklad s
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opacnou nerovnosti je v Prikladeé [5.60)). O

Priklad 5.60. Kvocient metrizovatelného prostoru nemusi byt metrizovatelny

Necht Y je topologicky uspofadany prostor w; chapany i jako uniformni s jeho jedinou uniformitou. Pro
kazdé a € wy je X, kompaktni podprostor [0,«] v Y. Prostor X, je metrizovatelny metrikou d, < 1 (je
kompaktni a mé spocetnou bazi). Za nosnou mnozinu prostoru X vezmeme sumu viech X, s nasledujici

metrikou d:

do(71,72) pro a = B,

d((a7x1)7(67$2)) = “

1proa#p5.
Zobrazeni ¢ = {(«,z) ~ 2} : X = Y je kvocientové v topologickych prostorech. To je skoro z¥ejmé, protoze
prostory X, jsou obojentnymi podprostory prostoru Y. Z toho vyplyva, Ze je kvocientové i v uniformnich
prostorech. Opravdu, vezmeme zobrazeni f na Y do uniformniho prostoru Z, Ze slozeni f o ¢ je stejnomérné
spojité. Pak je toto sloZeni spojité a tedy f je spojité. ProtoZze uniformita na Y je jemna, je f stejnomérné
spojité. TakZe Y je nemetrizovatelny uniformni kvocient metrizovatelného prostoru. O

7 4 vyplyvé, ze pro totalné omezeny prostor X je kazda stejnomérné spojita realna funkce na X omezena,
tj. U(X) = U*(X). Opak neplati, napt. je-li X jezek, je vzdy U(X) = U*(X), ale jezek s nekone¢né mnoha
ostny neni totalné omezeny.

V topologickych prostorech je sou¢in diskrétniho prostoru I s topologickym prostorem X homeomorfni
se sumou [[; X;, kde X; = X pro vSechna i. Tento vztah v uniformnich prostorech neplati. Soucin uni-
formné diskrétniho spocetného prostoru I s uniformnim prostorem R méa spocetny uniformni charakter a je
metrizovatelny, kdezto uniformni charakter [[; R je nespocetny a neni tedy metrizovatelny.

Opacna je nasledujici situace. At X, Y jsou uniformni prostory a ):( , )z jsou mnoziny X,Y s uniformné
diskrétnimi uniformitami. Pak sou¢in X x Y je infimum soudini X x Y, X x Y. Podobné tvrzeni v topolo-
gickych prostorech neplati. Tvrzeni pro uniformity se s vyhodou pouZziva pro zobrazeni: f: X xY — Z je
stejnomérné spojité, pravé kdyz jsou stejnomérné spojita zobrazeni f: X XY — Z, f : X xY — Z.

5.3 Uplnost

vvvvvv

kych prostorech. Oba pojmy maji hodné spole¢ného ale i rozdilného.
Tak jako v metrickych prostorech musime zacit cauchyovskymi soubory. Uvidime pozdéji, ze lépe se
pracuje s cauchyovskymi filtry.

Definice 5.61. Cauchyovské soubory a filtry

Necht X je uniformni prostor.

1. Usmérnény soubor {z,}4 v X se nazyva cauchyovsky, jestlize pro kazdé uniformni okoli diagonaly E
existuje ag € A, Ze pro kazdé a,b € A a9 < a,b je (zq,2p) € E.

2. Filtr F na X se nazyva cauchyovsky, jestlize pro kazdé uniformni pokryti U prostoru X je F NU # @.D

Snadno se ukazi néasledujici vlastnosti.

Fakt 5.62. Vlastnosti cauchyovskych soubori a filtra

1. Usmernény soubor {xq}aca v X je cauchyovsky, prdvé kdyz pro kazdé uniformni pokryti U existuje
Uel, Ze x, € U pro vSechna a € A vétsi nez néjaké ag € A.

2. Ndsledugici tvrzent jsou ekvivalentnd.

(a) Filtr F na X je cauchyovsky.
(b) Pro kazdé E € p existuje x € X, Ze E(x) € F.
(¢) Pro kaZdé E € p existuje F € F, Ze F X F C E.

3. Jsou-li F;,i=1,2, fillry na X, F1 C Fa a F1 je cauchyovsky, je i Fo cauchyovsky.

4. Je-li {x,}a cauchyovsky soubor, je filtr s bazi {xp; b > a}, a € A, cauchyovsky.
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Obrdcené, je-li F cauchyovsky filtr, pak je soubor {xp; F € F} cauchyovsky (zde xp € F a F je
uspordddn obrdcenou inkluzi).

5. Stejnomérné spojité zobrazeni f: X — Y zobrazuje cauchyovsky soubor v X na cauchyovsky soubor v
Y. Je-li F cauchyovsky filtr na X, pak f(F) je bdze cauchyovského filtru.

6. Je-li usmernény soubor (resp. filtr) v podprostoru X C Y, pak je cauchyovsky v'Y, privé kdyz je
cauchyovsky v X .

7. Hromadny bod cauchyovského souboru nebo filtru je jeho limitou.

8. Kazdy konvergentni soubor (nebo filtr) v uniformnim prostoru je cauchyovsky.

Diikaz. 1. = : Necht U je uniformni pokryti a E € u spliuje {E(z); x € X} < U. Necht ag € A spliuje
(xa,xp) € E pro kazdé a,b > ag. Pak x, € E(z,,), coz je vSak obsazeno v néjakém U € Y.

<= : Necht F € p je ddno. Necht symetrické F' € p spliuje FFo FF C E. At x € X a ag € A jsou zvoleny
tak, ze x, € F(x) pro a > ag. Pak ovSem pro a,b > ag plati (z,z,), (z,x) € F, takze (x4, 25) € Fo F C E.

2. (a) = (b): Necht E € u je ddno. Pak {E(z); € X} je uniformn{ pokryti X, takze existuje z € X
spliwujici E(x) € F

(b) = (c): Je-li E € p déno, at x € X spliiuje H(z) € F, kde symetrické H € pu je zvoleno tak, aby
HoH C E. Pak pro y, z € H(x) plat{ (z,y), (z,2) € H, takze (y,z) € Ho H C E. Proto H(z) x H(x) C E.

(¢) = (a): Necht U je uniformni pokryti a E € p spliiuje {E(z); © € X} < U. Necht F € F spliiuje
Fx F CE. Zvolime x € F, pak F = (F x F)(x) C E(z). Tedy U N F # 0.

3. Tvrzeni je zfejmé z definice.

4. Necht F je filtr s uvedenou bézi a E € u je ddno. Pak existuje ag € A a = € X takové, Ze z, € E(x)
pro kazdé a > ag. Tedy {z4; a > ao} € E(z), takze E(z) € F. Tedy F je cauchyovsky.

Obréacené, necht soubor {zp; F € F} je vytvoren z cauchyovského filtru F. Necht E € p je ddno. Pak
existuje Fy € F spliiujici Fy x Fy C E. Necht Fy, F» C Fy v F jsou libovolné. Pak (xp,,zp,) € Fy X Fy C E,
takze {xr}r je cauchyovsky.

5. Je-li f: (X, u) — (Y,v) stejnomérné spojité zobrazen{ a {x,}4 je cauchyovsky usmérnény soubor, pak
pro F' € v nalezneme E € p spliwujici (f x F')(E) C F. Necht ag € A je takové, ze (x4, xp) € F pro a,b > ag.
Pak ovem (f(z4), f(zp)) € (f x f)(E) C F. Tedy {f(z4)} je cauchyovsky soubor v Y.

Je-li F cauchyovsky filtr a E' € v je ddno, nalezneme FE € p takové, ze (f x f)(E) C E'. Necht F € F
spliiuje F' x F C E. Pak f(F) spliiuje

(f(F)x f(F)=(fxf)FxF)C(fxf)E)CE.

Tedy {f(F)}F je baze cauchyovského filtr.
6. Necht F je filtr v X, ktery je cauchyovsky v (Y, u). Necht E/ € u [x je ddno. Pak existuje £ € u
takové, Ze E' = EN (X x X). Necht F' € F spliiuje F' x F' C E. Pak ovSem

FxFCEN(XxX)=F,

takze je cauchyovsky v X. Druhd implikace stejné jako tvrzeni pro soubory je analogicka.

7. Necht x je hromadny bod cauchyovského filtru F. Necht U je okoli x v topologii tu. Pak existuje E €
spliwujici E(z) C U. Necht symetrické E' € pa F € F spliiuji F x F C E' a E'oE’ C E. Necht y € X spliiuje
y € N E'(z) (z definice hromadného bodu). Pak F C E(x). Vskutku, je-li z € F, je (y,2) € F x F C E,
(x,y) € E', takze (x,2) € E' o E' C E. Tedy z € E(z). Proto E(z) € F, tedy i U € F.

Necht z je hromadny bod cauchyovského souboru {z,} . Necht U je okoli . Pak existuje E € u spliujici
E(z) C U. Necht symetrické E’ € p spliiuje E' o E/ C E a necht ag € A je takové, Ze pro a,b > ag je
(xa,xp) € E. Z definice hromadného bodu existuje a1 > ag takové, ze z,, € E'(z). Pak pro a > a; plati
(Tay,Ta) € 'y (x4,,x) € E', takze (x,2,) € E. Tedy x, € E(z) C U pro a > ay, proto {z,} konverguje k z.

8. Necht {z,} konverguje k z € X a E € pu je ddno. Necht symetrické E’ € p spliiuje E' o E' C F a
ap € A splituje z, € E'(z) pro a > ag. Pak pro a,b > ag plati (z,,z), (zp,z) € E', takze (z4,2) € E. Tedy
je {x4} 4 cauchyovsky.

Necht nyni F je konvergentni filtr s limitou « € X a F € pu je ddno. Pak E(z) € F z definice konvergence.
Tedy dle 2(a) je F cauchyovsky. O

Nasledujici charakterizace totalné omezenych prostort pomoci cauchyovskych filtrii se bude hodit pozdéji
ve vztahu ke kompaktnim prostorim.
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Tvrzeni 5.63. Totalni omezenost versus ultrafiltry

Uniformnd prostor je totdlné omezeny, prdavé kdyz kazdy jeho ultrafiltr je cauchyovskiy.

Diikaz. At X je totdlné omezeny prostor a F je ultrafiltr na X. Vezmeme libovolné uniformni pokryt{ X
a jeho konec¢né podpokryti. Protoze F je ultrafiltr, musi existovat prvek podpokryti nalezici do ultrafiltru,
takze F je cauchyovsky.

Necht X neni totalné omezeny. Existuje uniformni pokryti i, z kterého nelze vybrat konec¢né pokryti.
Pro kazdou koneénou mnozinu A C U polozime P4 = X \ |JA. Mnoziny P4 tvofi bazi filtru F. Vezmeme
ultrafiltr X D F. Ten nemuze byt cauchyovsky. V opa¢ném piipadé obsahuje néjaké U € U a toto U je
disjunktni s P(yy € F, coZ je spor. O

V predchozi charakterizaci 1ze misto cauchyovskosti ultrafiltrii pouzit vlastnost, ze kazdy filtr je obsazen
v cauchyovském filtru.

Prejdeme k definici tiplnosti.

Definice 5.64. Uplny uniformni prostor

Uniformni prostor se nazyva dplnyg, jestlize kazdy jeho cauchyovsky soubor (nebo filtr) konverguje. O

Misto existence limity lze pouzit existenci hromadného bodu. Misto filtrii lze vzit v definici ultrafiltry.
Dale lze misto filtrt vzit v definici uplnosti baze cauchyovskych filtra.

Priklady 5.65. Pf¥iklady na aplnost
1. Metricky prostor je tplny ve smyslu metriky, pravé kdyz je iplny ve smyslu uniformity.

Vskutku, je-li (X, p) tplny metricky prostor a F je cauchyovsky filtr, je H = {F; F € F} filtr sestavajici z
uzavienych mnozin. Jelikoz je F cauchyovsky, obsahuje F, a tedy i H, mnoziny libovolné malého diametru.
Dle Véty existuje x € (| H. Pak z je limita F.

Obracens, je-li {z,} cauchyovska posloupnost, jde o cauchyovsky soubor, takZze ma limitu. To je pak i limita
posloupnosti {x,,}.

2. Uniformné diskrétni a indiskrétni prostory jsou tuplné.

3. Uniformita kompaktniho reguldrniho prostoru je uplnd.
V kompaktnim prostoru konverguje kazdy ultrafiltr.

4. Jedind uniformita na wi neni uplnd.
Soubor intervalil {(a,w1); o € wy} je baze nekonvergentniho cauchyovského filtru v wy.

5. Jemnd uniformita parakompaktniho prostoru je tuplnd.
At F je filtr na parakompaktnim prostoru X, ktery nema limitu. Pak kazdy bod « ma oteviené okoli U, ¢ F.
Oteviené pokryti {U,; x € X} je uniformni pokryti v jemné uniformité na X a jeho prinik s F je prazdny.

6. Uplné regularni prostory, které jsou vytvoreny né&jakou uplnou uniformitou, se nazyvaji Dieudonné iplné
nebo upiné ve smyslu Dieudonné. Kazdy parakompaktni prostor je Dieudonné tplny, existuji Dieudonné
uplné prostory, které nejsou parakompaktni, nap¥. N“! (neni normalni podle Piikladu takZe neni
parakompaktni podle .

Nabizi se srovnani s ¢echovskou tuplnosti, vztah vSak skoro zadny neni. Kazdy metrizovatelny prostor je
Dieudonné aplny (protoze je parakompaktni), ale jen Gplné metrizovatelné prostory jsou ¢echovsky aplné.
Obracené, kazdy lokilné kompaktni tplné regulérni prostor je ¢echovsky tplny, ale nemusi byt Dieudonné
aplny, jako napf. w;.

Protoze uplnost v uniformnich prostorech je soucinova a uzaviené dédi¢éna, a prechod k topologiim zacho-
vava souliny a podprostory, je tfida v8ech Dieudonné uplnych topologickych prostort souc¢inova a uzaviené
dédicna. O

Uvedeme zakladni vlastnosti Gplnych prostort.
Véta 5.66. Vlastnosti uplnych prostori
1. Uplnost je uzaviené dédicnd a soucinovd.

2. Suma uplnych prostord je uplnd, kvocient iplného prostoru nemusi byt uplni.
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3. Uplngj podprostor Hausdorffova uniformniho prostoru je uzaviens.
4. Uplné reguldrni prostor je kompaktni prdvé kdyz je vytvoien tiplngm a totdiné omezengm prostorem.

5. ALY je dplny prostor a X je jemnéjsi prostor nezZ Y a md bdzi uniformnich okoli diagondly (nebo
uniformnich pokryti) sloZeny z mnoZzin uzaviengch vY XY (resp. Y ). Pak X je tplny.

Diikaz. 1. At X je uzavieny podprostor uniformniho prostoru Y. Je-li usmérnény soubor {z,}4 C X cau-
chyovsky v X, je cauchyovsky v Y (Fakt 5) a tedy mé limitu v Y, kterd ndlezi do X, protoze X je
uzavieny v Y.

At X;,i € I, jsou neprazdné tplné prostory a F je cauchyovsky filtr v [[; X;. Pak projekce 7;(F) generuji
cauchyovské filtry F; v X; (Fakt 5), a ty tedy majf limity z; € X;. Potom x = {z;}; je limita F v
soucinu.

Vskutku, necht U je okoli z. Muzeme ptredpokladat, ze U = 7T;11(U1) N---N W;yl(Un), kde i1,...,i, € 1
a Uj je okoli x;; pro j = 1,...,n. Pak pro kazdé j € {1,...,n} existuje F; € F, Ze m;;(F;) C U;. Pak

n n n
(N Fc (), (i, (Fy) € (7 (Uy) = U.
Jj=1 Jj=1 Jj=1
Tedy U € F, takze z je limita F.

2. Tvrzeni o sumé je snadné, protoze cauchyovsky filtr na sumé prostort X; je cauchyovsky na nékterém
X;. V Prikladé [5.58 je prostor Z tplny, takze kazdy uniformni prostor je kvocientem tplného uniformné
nuldimenzionalntho diskrétniho prostoru.

3. At X je uplny prostor, ktery je podprostorem Hausdorffova uniformniho prostoru Y. Vezmeme y € X"
a soubor {z,}a v X konvergujici k y. Podle Faktu [5.626 je {z,} cauchyovsky v X, a tedy ma v X limitu
x. Protoze Y je Hausdorffuv, je x =y a tedy y = x € X.

4. Je ziejmé, Ze jedind uniformita na tplné reguldarnim kompaktnim prostoru je iplné a totalné omezena.
Necht opac¢né, X je tplny totalné omezeny prostor a F je ultrafiltr na X. Podle Tvrzeni[5.63]je F cauchyovsky,
a tedy konvergentni, protoze X je uplny.

5. Kazdy cauchyovsky filtr F na X je cauchyovsky na hrubsim Y a ma tedy néjakou limitu y. Dokéa-
Zeme, Ze kazdé okoli G bodu y v X ndlezi do F. Existuje uzaviené (v Y') uniformni pokryti & prostoru X,

Ze stary(y) C G. Protoze F je cauchyovsky filtr, existuje U € U N F. Tedy y € U = U, coz implikuje
U C stary(y) C G, takze G € F. O

Z vlastnosti 4 plyne, Ze parakompaktni prostor je kompaktni, pravé kdyZ ma jedinou uniformitu (pravé
kdyZ jeho jemna uniformita je totalné omezend).
Vlastnost 5 mé dilezité duasledky. Oba lze dokazat bez pouziti pfedchozi vlastnosti 5.

Dusledek 5.67. Uplnost jemnéjsich prostori a prostord funkci
1. Necht uniformity p O v vytvdieji stejnou topologii. Je-li v uplnd, je i p uplnd.

2. Je-li Z uplny prostor, pak F, (X, Z) je dplng prostor. Specidlné, U, (X), Cy(X), U (X), CE(X) a loo(k)
jsou uplné prostory.

Diikaz. Dokéazeme tvrzeni 2 (ditkaz tvrzeni 1 je trividlni). Protoze sou¢in YX = F,(X,Y) je tplny, staci
ukazat, 7e existuje baze uniformnich okoli diagonély v F,(X,Y), ktera jsou uzaviena v Y~ x YX. Vezmeme
uzaviené uniformni okoli V' diagondly v Y a polozime W = {(f,g); f,g: X = Y, Ve € X : (f(x),9(x)) € V}.
Doplnék mnoziny W v Y X x Y je otevieny. Opravdu, pokud (f,g) ¢ W, existuje z € X, ze (f(z),g9(z)) ¢ V
a tedy existuji okoli Uy (), Ug() VY, Ze (Ugp(z) X Ug(e)) NV = 0, coz dokazuje nase tvrzeni. Dodatek tvrzeni
2 vyplyvé z toho, ze U(X,Y),C(X,Y),U*(X,R), C*(X,R) jsou uzaviené mnoziny v F,,(X,Y) (pfimy diukaz
pomoci okoli). O

Nyni uvedeme diilezitou vétu, jejiz obdoba v topologickych prostorech neplati.

~ oy

Véta 5.68. Rozsifeni stejnomérné spojitého zobrazeni

At f: A=Y je stejnomérné spojité zobrazeni, kde A je podprostor uniformniho prostoru X a'Y je dplny
Hausdorffiiv prostor. Pak existuje jediné stejnomérné spojité zobrazeni F': A =Y, které rozsifuje f.
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Diikaz. Vezmeme libovolny bod # € Aa F = {UNA; U € U(z)}. Pak F je cauchyovsky v A (Fakt 5) a
f(F) generuje cauchyovsky filtr v Y. Ten mé tedy jednoznaéné uréenou limitu v Y, ozna¢ime ji F(x). Z¥ejmé
F | A= f.Zbyva dokédzat, ze F je stejnomérné spojité. To lze dokézat z definice stejnomérné spojitosti, ale
pouzijeme Tvrzeni 3, které iika, Ze staci ukézat spojitost F na A. To vSak plyne z Tvrzeni protoze
F bylo definovéno spojité na AU {z}. Protoze Y je Hausdorffuv, je F' uréeno jednoznacné. O

Predpoklad Hausdorffovosti lze vynechat, pak v tvrzeni neplati jednoznacnost. Vezmeme kvocient ¢ :
Y — H(Y) z prikladu 2 a roziifime zobrazeni go f : A — H(Y) na F' : A — H(Y). Pak pro z € A
zvolime libovolné F(z) € ¢~ (F'(x)) (pro € A musime vzit F(z) = f(z)). ProtoZe ¢ je nejen induktivné
vytvarejici, ale i projektivné vytvarejici, je F' stejnomérné spojité.

Nyni pfich4dzime k obdobé kompaktifikaci topologickych prostorta. Tak jako u kompaktifikaci budeme i u
uplnych obalii uvazovat jen Hausdorffovy prostory. Pomoci Hausdorffovy modifikace 1ze néktera nasledujici
tvrzeni a definice prevést i na prostory, které nejsou Hausdorffovy. Kompaktifikaci Tichonovova prostoru
X jsme definovali jako dvojici (e,Y), kde e : X — Y je homeomorfismus na hustou ¢ast a Y je kompaktni
Hausdorfliv prostor. V praxi se vSak ztotoziiuje X s e(X) a chape se X jako podprostor Y, i kdyZ mnoZinové
to podprostor neni. Timto zptisobem budeme postupovat i u nasledujicich ziplnéni.

Definice 5.69. Zuplnéni

Dvojice (e,Y), kde Y je uplny Hausdorffiv prostor a e : X — Y je uniformni vnofeni na hustou ¢ast, se
nazyva zipinéni (nebo dping obal) prostoru X. O

Nasledujici tvrzeni ukazuje podstatny rozdil mezi kompaktifikacemi a zaplnénimi.

Véta 5.70. Existence a jednoznac¢nost ziplnéni

Kazdyj Hausdorffiv uniformni prostor X md zuplnéni, které je urceno jednoznacné az na uniformni homeo-
morfismus, ktery rozsiruje identitu na X . Zuplnéni prostoru X budeme znacit vX.

Diikaz. Pro uniformni Hausdorffitv prostor X existuje uniformni vnoreni e : X — [];Y; do sou¢inu metric-
kych prostort. Kazdé Y; ma metricky Gplny obal v(Y;). Pak e(X) C [[; v(Y:) je zdplnéni prostoru X.
Mé¢jme dva tuplné obaly e;: X — Z;, ¢ = 0,1, prostoru X. Podle Véty Ize e1_; 0 ei_l jednoznac¢né

rozsitit na stejnomérné spojité zobrazeni f;: Z; — Z;_;. Pak

(foo fi)(ei(x)) = foleo(z)) =e1(x) a (fiofo)(eo(w)) = fi(e1(x)) =eo(z), =€ X.

Tedy fi0 fo =1dz, a foo fi =1dz,. Zobrazeni f; jsou tedy vzajemné inverzni uniformni homeomorfismy. O

Na konci této kapitoly se podivame hloubéji na cauchyovské filtry a pomoci nich sestrojime ztaplnéni bez
pouziti metrickych prostorii. navic i pro prostory, které nejsou Hausdorffovy. Tento postup se bude hodit v
Dodatcich na popis kompaktifikaci.

Jednoduchym dusledkem Véty je tvrzeni, Ze je-li X uniformnim podprostorem prostoru Y, je vX
uniformnim podprostorem ~Y'.

5.3.1 Pouziti uniformit na topologické prostory

Uvedeme nyni dileZitou souvislost totélné omezenych uniformnich prostori s kompaktifikacemi. Dikaz vy-
plyva z piredchozich tvrzeni.

Véta 5.71. Kompaktifikace versus totalné omezené prostory
1. Je-li (X, p) totdlne omezeny Hausdorffiv prostor, je jeho ziplnéni kompaktifikact prostoru (X, tu).

2. Necht (e,Y) je kompaktifikace topologického prostoru (X, 7). Pak ziZeni na e(X) uniformity na'Y je
totdlné omezend uniformita a jeji zuplnént je uniformita prostoru Y .

3. At (e,Y) je kompaktifikace topologického prostoru X . Pro spojité zobrazeni f: X — Z do kompaktniho
Hausdorffova prostoru Z pak existuje spojité zobrazeni g: Y — Z splitujici g = f o e™ ', prdve kdyz
foe™t je stejnomérné spojité vzhledem k ziZeni na e(X) uniformity na Y.

Diikaz. 1. Necht (e, (Y,v)) je ziplnéni totdlné omezeného uniformniho prostoru (X, p). Pak (e(X),v [¢(x))je
totalné omezeny prostor, takze Y = e(X )tV je téz totalné omezeny (Fakt 2). Tedy je (Y, tv) kompaktni
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dle Véty 4. Jelikoz méme t(v [.(x)) =tV [¢(x), je e: (X, tu) — (e(X),tv [¢(x)) homeomorfizmus. Tedy
je (Y, tv) kompaktifikace (X, tu).

2. Necht (e, (Y, 0)) je kompaktifikace (X, 7). Necht v je uniformita na Y generujici topologii o. Pak (Y, v)
je totdlné omezeny prostor, tedy i (e(X),v [¢(x)) je totdlné omezeny prostor. Uvazujme ziplnéni (}7,5)
uniformniho prostoru (e(X),v [c(x)). Dle Véty [5.70] je (Y, 7) uniformné homeomorfni s (Y, ).

3. = : Jeli f: Y — Z spojité rozsfieni foe !: e(X) — Z, jde o stejnomérné spojité zobrazeni (Y je
kompaktn{). Tedy i jeho restrikce f oe™! je stejnomérné spojité zobrazeni na X.

<= :Jeli foe l:e(X)— Z stejnomérné spojité vzhledem k uniformité v le(x), kde v je uniformita ¥
generujici topologii na Y, pak f o e~ ! lze stejnomérné spojité rozsiiit na Y dle Véty O

Poznamka 5.72. Jednobodova Cechova-Stoneova kompaktifikace

Ma-li Tichonoviv prostor X jednobodovou Cechovu-Stoneovu kompaktifikaci X, ma X podle piedchoziho
tvrzeni jedinou totalné omezenou uniformitu. Zajimavym disledkem je, Zze ma X i jedinou uniformitu. Dukaz
lze provézt formalni tpravou ditkazu z Prikladu [5.24]2, Ze w; ma jedinou uniformitu.

Vidime, ze kompaktifikace na X jsou v jednozna¢ném vztahu s totalné omezenymi uniformitami na X,
které vytvareji topologii prostoru X. A to vCetné spojitosti a stejnomérné spojitosti (v fe€i teorie kategorii:
kategorie kompaktifikaci prostoru X je isomorfni kategorii totalné omezenych uniformit na X).

Je-li X uniformni Hausdorffiv prostor, pak jeho totdlné omezena modifikace vytvaii stejnou topologii
a jeji zaplnéni je kompaktni prostor, ktery se nazyva Samuelova kompaktifikace prostoru X a znadi se sX.
Kompaktifikace v tomto smyslu obecné neobsahuje X jako uniformni podprostor. Z pfedchozi vlastnosti 3
plyne jistd podobnost s kompaktifikaci 5X:

Dusledek 5.73. Samuelova kompaktifikace

1. Je-li f: X =Y stejnomeérné spojité zobrazeni Hausdorffovijch uniformnich prostori a 'Y je kompaktnt,
pak existuje jediné stejnomeérné spojité zobrazeni F : sX — Y rozsitujict f.

2. Je-li X dplné reguldrni Hausdorffiv prostor a p jeho jemnd uniformita, pak s(X,p) je Cechova-
Stoneova kompaktifikace fX .

Diikaz. Tvrzeni 1. plyne z Dusledku 4.

2. Necht f: X — R je omezeni spojitd funkce a u je jemnd uniformita na X. Dle Tvrzeni je
f: (X, ) — R stejnomérné spojité. Dle bodu 1. lze f spojité rozsitit na s(X, ). Tedy s(X,u) je Cechova-
Stoneova kompaktifikace prostoru X. O

Jinym disledkem je slibované vnofeni totalné omezenych prostori do Tichonovova kvadru.

Disledek 5.74. Totalné& omezené prostory versus Tichonovav kvadr

1. Hausdorffiv uniformni prostor je totdlné omezeny, prdivé kdyz lze uniformné vnotit do Tichonovova
kvddru.

2. Uniformni prostor je totdlné omezeny, pravé kdyz lze uniformné vnovit do soucinu Tichonovova kvddru
s indiskrétnim prostorem.

Diikaz. 1. Protoze Tichonovuv prostor je kompaktni, je kazdy jeho uniformni podprostor totalné omezeny.
Obracené, kazdy totalné omezeny prostor je podprostorem svého zuplnéni, které je kompaktni a lze tedy
vnotit do Tichonovova kvadru.

Tvrzeni 2 vyplyva z 1 a z toho, ze kazdy uniformni prostor je podprostorem soucinu své Hausdorffovy
modifikace s indiskrétnim prostorem. O

HEENzbytek kapitoly

Pomoci predchozich tvrzeni lze zcela jinym zptsobem dokazat Tietzovu-Urysohnovu vétu a navic Ka-
tétovovu vétu o rozsifeni stejnomérné spojitych funkei. Zakladem je Stoneova-Weierstrassova véta ([3.24]),
pomoci které jsme dokézali Cechovu rozsifovaci vétu z kompaktnich podprostort 1)
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Véta 5.75. Tietzova-Urysohnova véta a Katétovova véta

1. Kazdd stejnomérné spojitd omezend funkce f : A — R, kde A je podprostor uniformniho prostoru X,
lze roz8iTrit na stejnomérné spojitou funkci X — R.

2. Kazdd spojitd funkce f: A — R, kde A je uzavieny podprostor normdlniho requldrniho prostoru X, lze
roz8irit na spojité zobrazeni X — R.

Diikaz. 1. Necht f : A — [a, b] je stejnomérné spojitd funkce. Podle Dusledku 4 je [ stejnomérné spojité
jako zobrazeni pA — [a, b]. Plati, Ze pA je podprostor pX 3) a y(pA) je podprostor y(pX). Podle véty
existuje stejnomérné spojité zobrazeni f : v(pA) — [a, b]. Podle Cechovy véty o rozsiteni (3.27) existuje
spojité rozsiteni F' : y(pX) — [a, b], které je stejnomérné spojité, protoze v(pX) je kompaktni prostor. Zizeni
F na X je hledané rozsiteni funkce f.

2. Vime z konce dukazu véty ze staci tvrzeni dokazat pro omezend zobrazeni. Navic mizeme podle
véty predpoklddat, ze A je uzaviend podmnozina X. Necht f : A — [a, ] je spojita funkce. Protoze X
je normalni, tvori vSechna jeho konecnd oteviena pokryti uniformitu, oznacime ji u a je to totalné omezena
modifikace jemné uniformity na X. Protoze A je uzavieny v X, lze kazdé kone¢né oteviené pokryti mnoziny
A rozsitit na konec¢né oteviené pokryti X a tedy zUzeni u na A je totdlné omezend modifikace jemné uni-
formity na A. Funkce f : (A,ua) — [a,b] je stejnomérné spojitd [.51]3 a lze tedy podle 1 rozsifit na
stejnomérné spojitou (a tedy i spojitou) funkci X — [a, b]. O

Oproti vété [1.70) mame v 2 navic predpoklad, ze X je regularni, protoze potfebujeme, aby X byl uni-
formizovatelny. Pomoci Hausdorffovy modifikace 1ze z piredchoziho postupu ukazat platnost i pro normélni
neregularni prostory, protoze normalita X implikuje normalitu H(X) (pouZije se charakterizace normality
pomoci kone¢nych otevienych pokryti). Dodame, Ze pifedpoklad omezenosti funkce f v Katétovové vété je
podstatny (napf¥. funkce {n ~» n?} : N — R nelze rozsifit na stejnomérné spojitou funkci R — R).

Vratime se nyni k otazce existence nejmensiho prvku v mnoziné uniformit vytvarejicich dany aplné regu-
larni prostor. V kapitole 3 byly definovany lokalné kompaktni prostory jako Hausdorffovy prostory, kde kazdy
bod méa kompaktni okoli. Tuto definici lze beze zmény pouZit i pro regularni prostory (v pfipadé neregular-
nich prostorti je tfeba pozadovat, Ze kazdy bod mé bazi okoli slozenou z kompaktnich mnoZzin). V kapitole
3 se lokalné kompaktni prostory pouzivaly pro kompaktifikace a ty jsou definovany jen pro Hausdorffovy
prostory. Nyni vSak lokaln{ kompaktnost potfebujeme v tplné regularnich prostorech. Pouzijeme pozorovani,
Ze uniformni prostor X je lokalné kompaktni, pravé kdyz je H(X) lokalné kompaktni. Opravdu, podle
je kvocient ¢ : X — H(X) oteviené zobrazeni, takZe obraz kompaktniho okoli bodu x je kompaktni okoli
bodu ¢(x). ProtoZe q je projektivné vytvarejici v topologickém i uniformnim smyslu, je X lokalné kompaktni,
pokud je H(X) lokalné kompaktni.

Tvrzeni 5.76. Nejhrubsi uniformita na lokalné kompaktnich prostorech

Uplné regquldrni prostor md nejhrubsi uniformitu, kterd ho vytvdii, prdvé kdyz je lokdlné kompaktni.

Dikaz. Predpokladejme nejdrive, ze X je Hausdorffiv. Vime, Ze hledand nejhrubsi uniformita je totalné
omezend. Podle véty [5.71] existuje tato nejhrubsi uniformita pravé kdyz md X nejmensi kompaktifikaci. Ta
existuje podle tvrzeni[3.39]a podle pozndmky za tvrzenim, pravé pro lokdlné kompaktni prostory.

Pokud X nen{ Hausdorffav, pouzijeme jeho Hausdorffovu modifikaci H(X). Staci si uvédomit, Ze unifor-
mita 4 je nejhrubsi na ¢(X) pravé kdyz H(u) je nejhrubsi na t(H(X)). O

Uvedenéa nejhrubsi uniformita g na lokidlné kompaktnim tplné regularnim prostoru X se da snadno
popsat. Pro bod 2 € X vezmeme jeho oteviena okoli z € V C V C U, 7e U je kompaktni. Pak viechna
dvouprvkova pokryti U, X \ V} tvoif subbazi hledané uniformity. Baz{ jsou tedy kone¢na oteviena pokryti
G, kde existuje Gg € G, Ze G jsou kompaktni pro kazdé G € G,G # G : 0.

Vime, Ze na totalné omezenych prostorech je kazda stejnomérné spojitd realna funkce omezena (a Ze
to neni charakterizace totalni omezenosti). Pokud je tedy jemna uniformita na tplné regularnim prostoru
X totalné omezena (pak je kazda uniformita na X totalné omezend), je kazda spojita redlna funkce na X
omezena. Tato vlastnost je jednou ze zobecnéni kompaktnosti.

Definice 5.77. Pseudokompaktni prostor
Topologicky prostor X se nazyva pseudokompaktni, jestlize C(X) = C*(X). O
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Priklady 5.78. Pseudokompaktnost
1. Kazdy spocetné kompaktni prostor je pseudokompaktni (Tvrzeni|3.11)).

2. Isbelliv-Mréwkiv prostor X = N U S, vytvofeny pomoci maximélni skoro disjunktni soustavy S, je
pseudokompaktni (neni spocetné kompaktni, protoZe S je nekonecna diskrétni uzavienad podmnozina v X).
Predpokladejme, Ze existuje neomezené spojita funkce f : X — R, feknéme, Ze existuje prosta posloupnost
{zn} v X, 7Ze f(x,) — oo. Necht nejdiive x,, € N,n € N. Pak mnozina {z,,} protina néjakou mnozinu S € §
v nekonefné podmnoziné a ta mé za hromadny bod prvek S € X. Potom f(S) = lim f(zr, = oo, coz je
spor, protoze f(S) € R. Vidime, Ze sta¢i pozadovat |{z,} N N| = w. Pfedpokladejme tedy {x,} C S. Pro
kazdé n existuje okoli U,, bodu z,, Ze |f(y) — f(zn)| < 1/n pro kazdé y € U,. Indukci sestrojime body
Yn € Uy NN, Ze y,, # Ym pro n # m. Zvolime y; € Uy NN libovolné. Méme-li sestrojeny rizné body y1, ..., yn,
kde y; € U; NN, najdeme y,+1 € Up11 NN\ {y1, ..., Yn }, 0% lze, protoze kazda mnozina U, NN je nekone¢na.
Ziejmé plati f(y,) — 0o a miZeme pouZit predchozi ¢ast dikazu pro ziskani sporu.

3. Predchozi priklad byl umoznén i tim, ze pouzity ptiklad neni normalni. Plati totiz, ze kazdy normalni pseu-
dokompaktni prostor je spocetnd kompaktni. Je-li {a, } uzavfena spocetna diskrétni mnozina v normélnim
prostoru X, podle Tietzovy véty existuje spojita funkce f: X — R, ze f(a,) = n. O

Kazdy jemny totalné omezeny uniformni prostor je pseudokompaktni. Plati i opak pro uplné regularni
prostory.
Tvrzeni 5.79. Pseudokompaktni prostor versus uniformity
Uplné regquldrni prostor je pseudokompaktni prdvé kdyz jeho jemnd uniformita je totdlné omezend.
Diikaz. Zbyvéa dokézat, ze pseudokompaktni iplné regularni prostor X ma totalné omezenou jemnou unifor-
mitu. Neni-li jemnd uniformita p na X totdlné omezend, obsahuje prostor (X, u) spocetny uniformné dis-
krétni podprostor Y = {y, }. Existuje stejnomérné spojitd pseudometrika p na (X, ), ze {B,(y,2);y € Y}
je disjunktni systém. Nasledujici funkce je spojitda na X a neomezend, coz je spor.

(@) 0 je-li d(x,y) > 1 pro kazdé y € Y
X =
n(l —d(x,y,) je-li d(z,yn) < 1.

Protoze jemna uniformita parakompaktniho prostoru je tiplna, dostavame:

Disledek 5.80. Parakompaktni pseudokompaktni prostory

Parakompaktni pseudokompaktni prostor je kompaktni.

Jako dusledek dostavame, ze usporddany prostor w; neni parakompaktni, coz bylo ukazano i diive.

5.3.2 Zuplnéni pomoci filtru

Zuplnéni uniformnich prostora jsme sestrojili pomoci dplnych metrickych prostort. Zaplnéni metrickych pro-
storil se sestroji bud pomoci R (pokud vime, Ze R je uplny prostor) nebo pomoci cauchyovskych posloupnosti.
Tato druh& moznost na dplnosti R nezavisi a lze ji pfevést i do uniformnich prostori, jen se misto cauchy-
ovskych posloupnosti pouziji cauchyovské filtry. Z tohoto postupu vyplyne dileZity popis kompaktifikaci a
zvlasts Cechovy-Stoneovy kompaktifikace.

Kazdy cauchyovsky filtr je obsaZen v maximalnim cauchyovském filtru, tj. v ultrafiltru. Plati vsak i
obdoba pro minimalni cauchyovské filtry.

Tvrzeni 5.81. Minimalni cauchyovské filtry
Necht (X, p) je uniformni prostor.

1. Je-li F cauchyouvsky filtr na (X, p), je i menst filtr mF = {E(F); F € F,FE € p} = {stary F; € F,U €
u} cauchyovsky.

2. Je-li F cauchyovsky filtr na (X, ), je mF minimdlnim cauchyovskym filtrem vzhledem k inkluzi C.

3. Cauchyouvsky filtr F na (X, p) je minimdlni, prdvé kdyz pro kaZdé F € F existuje F' € F,E € p, Ze
E(F')CF.
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4. Dva rizné minimdlni cauchyovské filtry F;,1 = 1,2, obsahuji disjunktni mnozZiny F; € F;.
5. Jestlize minimdlni cauchyovsky filtr konverguje k x, je totozny s filtrem okoli bodu x.

6. Cauchyovsky filtr F konverguje k bodu x, prdvé kdyz konverguje k tomuto bodu minimdlni cauchyouvsky
filtr mF.

Dikaz. 1. Vezmeme E € p a hleddme z, Zze E(x) € mF. Najdeme E’ € u, ze E' o E' C E. Existuje x € X,
ze E'(z) € F. Potom E'(E'(x)) € mF, takze E(z) € mF.

Tvrzen{ 2 a 4 dokézeme soucasné. Necht F;,7 = 1,2, jsou cauchyovské filtry na (X, ) a mF; = Fi. At
F € Fi\ F,. Pro F existuje F' € Fy a F € u, ze E(F') C F. Pak {F, X \ F'} je uniformn{ pokryti v u a tedy
jedna z mnozin pokryti ndlez{ do F». Nemuze to byt F, takze X \ F/ € Fy. To dokazuje 4 pro disjunktni
mnoziny F' € F1, X \ F' € Fy. Zéroven dostavame i 2, protoze pro Fo C Fi je F', X — F' € F1, coz neni
mozné.

Tvrzeni 3 plyne ihned primo z 2 a tvrzeni 5 z definice okoli bodu v uniformnim prostoru. Posledni tvrzeni
plyne z 4 a z toho, ze kazdy filtr okoli bodu v tplné regularnim prostoru X je minimalni cauchyovsky filtr
v libovolné uniformité na X. O

Uniformn{ prostor X je tedy tuplny, pravé kdyz kazdy jeho minimélni cauchyovsky soubor konverguje.
Nabizi se tedy mozZnost, ze mnozina v8ech minimélnich cauchyovskych filtrt na uniformnim prostoru X bude
uplny prostor, s vhodnou uniformitou. To opravdu plati. At (X, u) je uniformni prostor a (Y,v) = {F; F
minimalni cauchyovsky filtr na (X, 1)} majici za bazi uniformity {E, E € u}, kde

E={(F,F) €Y x Y;existuji F; € F;, 7e Fy x F, C E}.

Je nutné ukazat, ze definovana soustava je baze uniformity. Ziejmé Ay C Ez popisu cauchyovskych filtri v
[5.62]2. Nasledujici vlastnosti jsou jednoduchym pozorovanim a déavaji zbyvajici vlastnosti baze uniformity:
ETF\W/Eg CEN Eg, EoEC EoE a Fis symetricka, je-li E symetricka.

Jesté potiebujeme zobrazeni e : X — Y, a to pfifazuje bodu x filtr jeho okoli. Z uvedenych definic snadno
plyne, 7ze pro F € Y konverguje e(F) k bodu F v Y, protoze e(F) C E(F) pro kazdé F € F.

Véta 5.82. Zuplnéni pomoci filtra
1. (Y,v) je uniformni Hausdorffiv dplny prostor.

2. e: X =Y je projektivné vytvdfejici, e : X — e(X) je Hausdorffova modifikace prostoru X a e(X) je
husty v Y.

3. Je-li X Hausdorffiv, je (e,Y) ziplnéni prostoru X.

Diikaz. 1. Prostor (Y, i) je Hausdorffav. Opravdu, jsou-li F;,¢ = 1,2, dva ruzné body v Y, pak podle Tvrzeni
[5-81]4 existujf disjunktni mnoziny F; € F;,i = 1,2. Déle existuji F/ € F; a E € p, ze E(F]) C F;. Potom
(F| x F))NE =0 a tedy (F,F,) ¢ E.

Dokézeme, ze (Y, v je uplny prostor. At F je minimdlni cauchyovsky filtr na Y. ProtoZe E(S) Ne(X)#0
prokazdé E € u,§ € F, je soustava {E(S)ﬂe(X); E € u,§ € F} cauchyovsky filtr na X, ozna¢me ho F. Navic
je z jeho popisu vidét, Ze F je minimalni cauchyovsky filtr. Protoze e(F) - F vY, je F € ﬂ{@y; F e
F}C({E®R);: E € u,§ € F}, takze F je hromadnym bodem F.

2. Ziejmé plati (e x €)(E) = E N (e(X) x e(X)), takZe e : X — e(X) je kvocient uniformnich prostort.
ProtoZze e(X) je Hausdorfluv a e(z) = e(y), pravé kdyz filtry okoli z,y jsou totozné, je e : X — e(X)
Hausdorffova modifikace X, takZe je i projektivné vytvafejici, a tedy méa tuto vlastnost i e : X — Y. Obraz
e(X) je husty v Y, nebot pro kazdy minimdlni cauchyovsky filtr F a kazdé E € p obsahuje E(F) N X
mnozinu F' € F, pro kterou je F' x F' C E.

3. Toto tvrzeni plyne z 1 a 2, protoze e : X — Y je v tomto pripadé vnofeni. O

Predchozi ¢asti 1 a 2 se vyuZivaji pro vhodnou definici zaplnéni libovolnych uniformnich prostorua X.
Vezme se Hausdorffova modifikace h : X — hX, ztplnéni Y prostoru hX a definuje se vX = X U (Y \ hX).
Uniformita na yX je projektivné vytvorena zobrazenim f : vX — Y které je totozné s h na X a je identické
na Y\ hX. Pak vX je uplny prostor obsahujici X jako husty podprostor a kazdy bod z vX \ X 1ze T2-oddélit
od kazdého bodu vX. Pro toto obecné ztplnéni plati odpovidajici modifikace tvrzeni [5.70}
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Z-filtry a Z-ultrafiltry

Otazka je, zda se pro popis zuplnéni daji pouzit i maximalni cauchyovské filtry, tj. cauchyovské ultrafiltry.
Dayji, ale tento popis méa jednu nevyhodu: minimalni cauchyovsky filtr je obecné rozsifovan mnoha ultrafiltry
a tyto ultrafiltry musime ve vysledku ztotoZnit, abychom dostali Hausdorffovo rozsiteni. Prunik ultrafiltra,
které rozsifuji dany minimalni cauchyovsky filtr, se da zajimavé popsat a potom muzeme popsat zuplnéni
pomoci téchto priniki. K tomu budeme nyni smérovat.

Pro uniformni prostor X oznaéime Z(X) mnozinu funkcionalné uzavi¥enych mnozin vzhledem k U(X),
ekvivalentnd vzhledem k U(X, [0,1]), tj. mnozinu {f~1(0); f € U(X,[0,1])}. ProtoZe soucet i soucin dvou
omezenych stejnomérné spojitych funkci je stejnomérné spojita funkce, podobné jako v a v poznamce
po dostaneme, ze Z(X) je mnozinovy o-okruh (o vzhledem k prinikam). Vime, ze U(X,[0,1]) =
U(pX,10,1]), takze Z(X) = Z(pX).

Piiklady 5.83. Priklady Z(X)

1. V piipadé, Ze X je jemny, dostavame funkcionalné uzaviené mnoziny v topologii prostoru X (viz [1.61)).
Pro tplné regularni prostor X budeme Z(X) chéapat jako Z((X, u)), kde p je jemna uniformita na X.

2. Je-li (X,d) pseudometricky prostor, chapany jako uniformni, je kazd4 jeho uzaviena mnozina F' funkcio-
nalné uzaviena, protoze F' = f~1(0) pro f(x) = d(z, F) € U(X). Odtud vyplyva, Ze pseudometrizovatelny
prostor ma stejné funkcionalné uzaviené mnoziny jako jeho jemna modifikace, pfestoZze mohou mit rtzné
totalné omezené modifikace.

3. Je-li X lokalné kompaktni Hausdorffiiv nekompaktni prostor a u jeho nejmensi uniformita, je
Z(X)={Z C X;bud je Z kompaktni Gs nebo X \ Z = U Chp, Cy, jsou kompaktni} .

Protoze kazda stejnomérné spojitd omezena funkce na (X, u) se da stejnomérné spojité rozsifit na jed-
nobodovou kompaktifikaci X, jsou funkcionalné uzaviené mnoziny na X pravé pruniky s X funkcionélné
uzavienych mnozin na aX. Na kompaktnim Hausdorffové prostoru jsou funkcionélné uzavienymi mnozinami
pravé kompaktni Gs mnoZiny, coZ da uvedeny popis Z(X). O

Soubor F mnozin v Z(X) se nazyva Z-filtr, jestlize neobsahuje (), je uzavieny na kone¢né priiniky a
s kazdym svym prvkem obsahuje i vSechny vétsi funkcionalné uzaviené mnoziny v X. Kazdy Z-filtr tvori
bazi filtru v X a pro kazdy filtr F v X je F N Z(X) Z-iltrem v X. Zopakujme, Ze uniformni prostor
mé bézi uniformnich pokryti sloZzenou z jeho funkcionélné uzavienych mnozin a tedy kazdy cauchyovsky
filtr obsahuje cauchyovsky filtr majici bazi slozenou z funkcionalné uzavienych mnozin. Specialné, kazdy
minimalni cauchyovsky prostor ma bézi slozenou z funkcionalné uzavienych mnozin a miZzeme ho chéapat
jako Z-filtr.

Maximéalni Z-filtr v X se nazyva Z-ultrafiltr. Pomoci Kuratowského-Zornova lemmatu se snadno dokaze,
7e kazdy Z-filtr je obsazen v néjakém Z-ultrafiltru. Podobné jednoduse jako pro ultrafiltry se ukaze, ze F
je Z-ultrafiltr, pravé kdyz Z € F pokud Z € Z(X),ZNF # () pro kazdé¢ F € F. Na rozdil od ultrafiltri ale
neplati, ze Fy € F nebo Fy € F, pokud Fy, F> € Z(X), F; UF, € F (viz néasledujici ptiklad). Na diskrétnim
prostoru s Cechovou uniformitou (nebo jemnéjsi) jsou Z-ultrafiltry totozné s ultrafiltry.

Je nutné opatrnost p¥i praci s ultrafiltry a Z-ultrafiltry. Je-li X' ultrafiltr na X, pak X N Z(X) je sice
Z-filtr, ale nemusi byt Z-ultrafiltrem. Existuji Z-ultrafiltry, pro které je mnozina vSech vétsich ultrafiltra
nekone¢nd (viz nasledujici piiklady).

Priklady 5.84. Ultrafiltry vs Z-ultrafiltry

1. Necht X je volny ultrafiltr na mnozing [0, 1]. Na této mnoZiné s obvyklou topologii pak X konverguje k
néjakému bodu x, protoZe [0, 1] je kompaktni. Filtr X N Z([0, 1]) neobsahuje bod x a tedy Z-filtr F vSech
uzavienych mnozin z X netvoii Z-ultrafiltr, protoZe ten musi obsahovat bod z. Nicméné, jestliZze sjednoceni
dvou uzavienych mnozin nalezi do F, aspon jedna z téchto mnozin do F musi nalezet.

2. V prostoru w; je mnozina F vSech uzavienych mnozin obsahujicich neomezeny interval Z-ultrafiltrem.
Kazdy ultrafiltr sestavajici jen z neomezenych podmnozinu wy rozsifuje F. Takovych ultrafiltrii je nespocetné
mnoho. O

Jak bylo pravé zminéno, minimalni cauchyovsky filtr obecné ma mnoho rozsifeni na ultrafiltry. Vezmeme-li
Z-ultrafiltry, situace je zcela jiné.
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Lemma 5.85. Cauchyovské Z-ultrafiltry
Kazdy minimdlni cauchyovsky Z-filtr na (X, p) je obsaZen v jediném Z-ultrafiltru.

Dikaz. Necht F;,i = 1,2, jsou dva Z-ultrafiltry obsahujic{ minimdlni cauchyovsky Z-filtr F na (X, p). Exis-
tuji disjunktni prvky F; € F;. Existuje stejnomérné spojité zobrazeni f : X — [0,1] s hodnotou 0 na Fj a s

vvvvv

F, konverguji jejich f-obrazy rovnéz k x, coz je spor, protoze f(Fi) — 0, f(F2) — 1. O

Muzeme tedy v popisu zuplnéni nahradit minimalni cauchyovské filtry cauchyovskymi Z-ultrafiltry. At
(X, u) je uniformni prostor a (Y’,2’) je uniformni prostor, kde Y’ je mnozina vSech cauchyovskych Z-
ultrafiltri na (X, u) a v/ ma bazi {E; F € u}, kde

E = {(F1, Fp);existujl F; € F;, E' € p, 7e E'(Fy) x E'(F,)) C E}.
Definujeme ¢/ = {z ~ {Z € Z(X);z € Z}}: X = Y'.
Véta 5.86. Zuplnéni pomoci Z-ultrafiltria
1. (Y, V') je uniformni Hausdorffiv dplnyg prostor.

2. ¢ : X =Y je projektivné vytvdrejici, e’ : X — €'(X) je Hausdorffova modifikace prostoru X a e’'(X)
je hustj v Y.

3. Je-li X Hausdorffiv, je (¢/,Y") ziplnéni prostoru X.

Dikaz. Oznacéme f : (Y,v) — (Y, V') zobrazeni ptifazujici minimalnimu cauchyovskému filtru F na (X, p)
jediny Z-ultrafiltr F' obsahujici F. Podle definice v a ¢/ je f uniformni homeomorfismus. Protoze navic
floe=¢, vyplyva tvrzeni z Véty O

Dusledek 5.87. Vztah tuplnych obald

At (X, 1;),t = 1,2, jsou Hausdorffovy uniformni prostory a p1 D pa D p.
1. Existuje prosté stejnomérné spojité zobrazeni v : v(X, 1) = v(X, po) rozsirujict identitu na X.
2. Topologicky je zobrazeni v vnotenim.

Dikaz. Protoze Z(X, ;) jsou totozné mnoziny pro i = 1,2 a identické zobrazeni (X, u1) — (X, p2) je stej-
nomeérné spojité, je jeho stejnomérné spojité rozsifeni prosté. Tvrzeni 2 plyne z Tvrzeni[5.9)a [5.51]4, protoze
prostor (X, 1) a jeho t-obraz maji stejnd omezend stejnomérné spojitd zobrazeni, a tedy i stejnd okoli
bodu. a

Priklady 5.88. Zuplnéni diskrétnich prostora

1. Je-li X diskrétni prostor s Cechovou uniformitou, jevX = pX. Cechova uniformita na X ma za bazi
v8echna kone¢néa disjunktni pokryti X

2. Ma-li uniformita p na X za bazi vSechny nejvyse spocetné rozklady, muze byt v(X, ) = X i nemusi.
Z-ultrafiltr X' (tj. ultrafiltr na X) je cauchyovsky pravé kdyz plati:

o0
UA,LEX = existuje n, Ze A, € X,

n=1

coz je znacné silnéjsi vlastnost nez podobné vlastnost pro kone¢na sjednoceni charakterizujici ultrafiltry. V
kapitole 99 v ¢asti o realné kompaktnich prostorech ukazeme, Ze existence volného ultrafiltru s uvedenou
silngjsi vlastnosti zavisi na modelu teorii mnozin.

3. Nejhrubsi uniformita na diskrétnim prostoru X mé za bazi pokryti {z;}7, U {X \ {z1,...,2,}}, kde
{x1,...,xs} C X,n € N. Jeji zuplnéni je jednobodovou kompaktifikaci X. O
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