
10. cvičeńı
Konvergence náhodných veličin: Centrálńı limitńı věta

1. Necht’ má náhodná veličina X normálńı rozděleńı N(1, 4).

(a) Pomoćı tabulek určete P(X < 1), P(X > 5) a P
(
|X| < 2

)
.

(b) Určete nejmenš́ı u, pro které X lež́ı v intervalu (1−u, 1+u) s pravděpodobnost́ı alespoň 0,95.

2. Množstv́ı nápoje v p̊ullitrových plechovkách má normálńı rozděleńı se středńı hodnotou 5 dl a
rozptylem 0,04 dl2. Určete pravděpodobnost, že množstv́ı nápoje v náhodně vybrané plechovce je
v intervalu (4,78; 5,19) decilitru.

3. Necht’ X1, X2, . . . jsou nezávislé náhodné veličiny s normálńım rozděleńım N(µ, σ2).

(a) Jaké je rozděleńı náhodné veličiny Xn = 1
n

∑n
i=1Xi?

(b) Jaká je pravděpodobnost, že pr̊uměr Xn bude menš́ı než středńı hodnota µ?

(c) Necht’ µ = 1 a σ2 = 4. Jak velké n je třeba zvolit, abychom měli zaručeno, že pr̊uměr Xn bude
kladné č́ıslo s pravděpodobnost́ı alespoň 0,99?

4. Hod́ıme tiśıckrát šestistěnnou kostkou a X znač́ı součet č́ısel, které padly ve všech hodech. Od-
hadněte pravděpodobnost P

[
X ∈ [3200, 3800]

]
pomoćı

(a) Čebyševovy nerovnosti (zdola),

(b) centrálńı limitńı věty.

5. Pořádáte narozeninový več́ırek pro 100 host̊u. Lze předpokládat, že počet chleb́ıčk̊u, které sńı
náhodně vybraný host, je náhodná veličina se středńı hodnotou 5 a rozptylem 1 a že jednotliv́ı
hosté konzumuj́ı nezávisle na sobě a jejich konzumace jsou stejně rozdělené náhodné veličiny.

(a) S jakou pravděpodobnost́ı sńı hosté nejvýše 490 chleb́ıčk̊u?

(b) Kolik muśıte objednat chleb́ıčk̊u, aby jich byl nedostatek (hosté by měli ještě hlad) s pravdě-
podobnost́ı menš́ı než 0,1?

(c) Kolik host̊u může přij́ıt na oslavu, jestliže chcete mı́t jistotu, že objednaných 500 chleb́ıčk̊u
bude stačit s pravděpodobnost́ı větš́ı než 95 %?

(d) Označme jako C celkový počet chleb́ıčk̊u, které sńı pozvaných 100 host̊u. Nalezněte t > 0
takové, aby platilo

P(−t < C − 500 < t) ≥ 0,99,

tj. hledáme t takové, že veličina C bude v intervalu (500−t, 500+t) s pravděpodobnost́ı alespoň
0,99. Řešte pomoćı CLV i pomoćı Čebyševovy nerovnosti a výsledky porovnejte.

6. Pojǐst’ovna má pojǐstěno 1 000 osob stejného věku (K čemu slouž́ı předpoklad stejného věku? ).
Pravděpodobnost úmrt́ı v daném roce je u každého pojǐstěného 0,01. Pojǐstěnci plat́ı ročńı pojistné
1 200 Kč a v př́ıpadě úmrt́ı je oprávněné osobě vyplaceno 80 000 Kč.

(a) Jaký je v daném roce očekávaný zisk (resp. ztráta) pojǐst’ovny?

(b) Jaká je pravděpodobnost, že pojǐst’ovna utrṕı v daném roce ztrátu?

(c) Jaký zisk je ředitel pojǐstovny schopen garantovat představenstvu s pravděpodobnost́ı 90 %?

(d) Kolik by musela mı́t pojǐst’ovna klient̊u (při stávaj́ıćım nastaveńı výše plateb), aby s pravdě-
podobnost́ı alespoň 99 % vydělala v́ıce než 10 000 Kč ročně?

7. Označme p pravděpodobnost remı́zy v derby pražských S (Sparta vs Slavia). Zaved’me si náhodné
veličiny Xi indikuj́ıćı, zda v zápase i nastala remı́za, kde i ∈ {1, . . . , n}.

(a) Jaké předpoklady nám zaruč́ı, že
√
n(Xn − p)

D−→
n→∞

N(0, p(1− p))?
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(b) Dokažte, že
√
n(Xn − p)

/√
Xn(1−Xn)

D−→
n→∞

N(0, 1).

Dále nalezněte tb > 0, takové že P(|Xn − p| ≤ tb) = P
(
(Xn − tb, Xn + tb) ∋ p

)
≥ 0,95.

(c) Upravte konvergenci z (a) pro poměr šanćı θ = p
1−p .

Dále nalezněte tc > 0 takové, že P(| Xn

1−Xn
− θ| ≤ tc) ≥ 0,95.

(d) Upravte konvergenci z (a) pro logaritmus poměru šanćı ℓ = log θ = log p
1−p .

Dále nalezněte td > 0 takové, že P(| log Xn

1−Xn
− ℓ| ≤ td) ≥ 0,95.

(e) Upravte konvergenci z (a) pro ξ = 2arcsin(
√
p).

Dále nalezněte te > 0 takové, že P(|2 arcsin(
√
Xn)− ξ| ≤ te) ≥ 0,95.

(f) Dosad’te si do předchoźıch bod̊u skutečná historická data.

8. Mějme nezávislé a stejně rozdělené náhodné veličinyX1, . . . , Xn z Poissonova rozděleńı s parametrem
λ > 0.

(a) Jaké je přesné rozděleńı výběrového pr̊uměru Xn = 1
n

∑n
k=1Xk?

(b) Aproximujte rozděleńı výběrového pr̊uměru Xn pomoćı centrálńı limitńı věty.

(c) Pro jakou transformaci g : (0,∞) → R by rozptyl g(Xn) nezávisel na parametru λ?

Opakováńı z přednášky

Normálńı rozděleńı Normálńı rozděleńı N(µ, σ2) má hustotu

f(x) =
1√
2πσ2

exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
, x ∈ R,

kde µ ∈ R a σ2 > 0 jsou parametry. Je-li µ = 0 a σ2 = 1, tj. f(x) = 1√
2π

exp{−x2/2}, pak se toto

rozděleńı nazývá standardizované (normované) normálńı rozděleńı a znač́ı se N(0, 1).

• Distribučńı funkce rozděleńı N(0, 1) se znač́ı jako Φ, tj. Φ(x) =
∫ x
−∞

1√
2π

exp{−t2/2} dt. Tento

určitý integrál je možné spoč́ıtat jen numericky, a proto hodnoty funkce Φ nalezneme v tabulkách.
Ze symetrie plat́ı Φ(x) + Φ(−x) = 1 pro každé x ∈ R.

• Pro obecné N(µ, σ2) se potom distribučńı funkce F (x) spočte jako F (x) = Φ
(x−µ

σ

)
.

• Je-li X ∼ N(µ, σ2), pak EX = µ a VarX = σ2.

• Je-li X ∼ N(µ, σ2) a a, b ∈ R, a ̸= 0, pak aX + b má normálńı rozděleńı N(aµ+ b, a2σ2).

• Speciálně, když X ∼ N(µ, σ2), tak X−µ
σ ∼ N(0, 1).

• Jsou-li X,Y normálně rozdělené a a, b ∈ R, pak aX + bY má normálńı rozděleńı
N(aEX + bEY, a2VarX + 2abCov (X,Y ) + b2Var Y ).

Tabulka hodnot distribučńı a kvantilové funkce pro normované normálńı rozděleńı:

x 0.000 0.500 1.000 1.500 2.000 2.500 u 0.900 0.950 0.975 0.990 0.995 0.999

Φ(x) 0.500 0.691 0.841 0.933 0.977 0.994 Φ−1(u) 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090
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Konvergence náhodných veličin Mějme posloupnost náhodných veličin (Xn)
∞
n=1 a náhodnou veličinu

X (kterou může být i deterministická konstanta). Řekneme, že tato posloupnost náhodných veličin kon-
verguje k náhodné veličině X:

• v distribuci
def⇐⇒ lim

n→∞
FXn(x) = FX(x) pro všechny body spojitosti x ∈ R distribučńı funkce F ,

• v pravděpodobnosti
def⇐⇒ pro každé ε > 0 je lim

n→∞
P (|Xn −X| ≥ ε) = 0,

• skoro jistě
def⇐⇒ P

({
ω ∈ Ω : lim

n→∞
Xn(ω) = X(ω)

})
= 1.

Plat́ı následuj́ıćı implikace: Xn
s.j.−→

n→∞
X =⇒ Xn

P−→
n→∞

X =⇒ Xn
D−→

n→∞
X.

Věta o spojité transformaci Mějme spojitou funkci g.
Jestliže Xn

⋆−→
n→∞

X, pak g(Xn)
⋆−→

n→∞
g(X), a to pro každý typ konvergence ⋆ ∈ {s.j.,P,D}.

Cramérova-Sluckého věta Mějme posloupnosti náhodných veličin (An)
∞
n=1, (Bn)

∞
n=1, (Xn)

∞
n=1, náhodnou

veličinu X a konstanty a, b ∈ R.
Necht’ Xn

D−→
n→∞

X, An
P−→

n→∞
a, Bn

P−→
n→∞

b, potom An +BnXn
D−→

n→∞
a+ bX.

Čebyševova nerovnost Necht’ X je náhodná veličina s konečnou středńı hodnotou. Pak pro libovolné
ε > 0 plat́ı P

[
|X − EX| ≥ ε

]
≤ 1

ε2
VarX.

Posloupnost pr̊uměr̊u Pro poslopunost náhodných veličin (Xk)
∞
k=1 si definujme posloupnost pr̊uměr̊u

Xn = 1
n

∑n
k=1Xk. Pak můžeme za určitých předpoklad̊u (nezávislost, stejné rozděleńı) poč́ıtat

EXn =
1

n

n∑
k=1

EXk
st.
=
roz.

EX1, VarXn =
1

n2

n∑
k=1

n∑
l=1

Cov (Xk, Xl)
nez.
=

1

n2

n∑
k=1

VarXk
st.
=
roz.

1

n
VarX1.

Zákony velkých č́ısel (ZVČ) Mějme posloupnost nezávislých náhodných veličin (Xk)
∞
k=1.

• Čebyšev̊uv ZVČ : EX2
k < ∞ a 1

n2

n∑
k=1

VarXk −→
n→∞

0, potom Xn − EXn
P−→

n→∞
0.

• Slabý ZVČ : Xk stejně rozdělené s rozptylem VarX1 < ∞, pak Xn
P−→

n→∞
EX1.

• Silný ZVČ (obecně): Jestliže
∞∑
k=1

VarXk
k2

< ∞, pak |Xn − EXn|
s.j.−→

n→∞
0.

• Silný ZVČ : Xk stejně rozdělené. Pak Xn
s.j.−→

n→∞
µ pro nějaké µ ∈ R právě tehdy, když E|X1| < ∞.

V takovém př́ıpadě µ = EX1.

Centrálńı limitńı věta Mějme posloupnost nezávislých a stejně rozdělených náhodných veličin (Xk)
∞
k=1

se středńı hodnotou µ = EX1 a rozptylem 0 < σ2 = VarX1 < ∞. Potom plat́ı

Zn =

∑n
k=1Xk − nµ√

nσ2
=

√
n
Xn − µ

σ

D−→
n→∞

N(0, 1),

tedy konkrétně P(Zn ≤ x) −→
n→∞

Φ(x) pro každé x ∈ R, kde Φ(x) je distribučńı funkce N(0, 1).

Delta metoda Mějme spojitě diferencovatelnou funkci g : R → R a konstanty µ ∈ R, 0 < σ2 < ∞.
Necht’ posloupnost náhodných veličin (Zn)

∞
n=1 splňuje

√
n(Zn − µ)

D−→
n→∞

N(0, σ2), pak
√
n
(
g(Zn)− g(µ)

)
D−→

n→∞
N
(
0, σ2

[
g′(µ)

]2)
.

3


