10. cviceni
Konvergence ndhodnych veli¢in: Centralni limitni véta

. Necht m& ndhodné velicina X normdln{ rozdéleni N(1,4).

(a) Pomoc tabulek urcete P(X < 1), P(X >5) a P(|X| < 2).
(b) Urcete nejmensi u, pro které X lezi v intervalu (1 —u, 1+ u) s pravdépodobnosti alespon 0,95.

. Mnozstvi napoje v pullitrovych plechovkiach m&a normalni rozdéleni se stfedni hodnotou 5 dl a
rozptylem 0,04 d12. Uréete pravdépodobnost, ze mnozstvi ndpoje v ndhodné vybrané plechovce je
v intervalu (4,78;5,19) decilitru.

. Necht X7, Xo,... jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s normalnim rozdélenfm N(u,o?).

(a) Jaké je rozdélenf ndhodné veliciny X,, = 1 37 | X;?

(b) Jaké je pravdépodobnost, Ze primér X, bude mensf nez stfedni hodnota p?

(c) Necht =1 a 0? = 4. Jak velké n je tieba zvolit, abychom méli zaruéeno, ze primér X,, bude
kladné éislo s pravdépodobnosti alespon 0,997

. Hodime tisickrat Sestisténnou kostkou a X znaci soucet ¢isel, které padly ve vSech hodech. Od-
hadnéte pravdépodobnost P[X € [3200,3800]] pomoci

(a) Cebysevovy nerovnosti (zdola),
(b) centralni limitn{ véty.

. Pofddate narozeninovy veéirek pro 100 hostu. Lze predpokladat, Ze pocet chlebicki, které sni
nahodné vybrany host, je ndhodné veli¢ina se stiedni hodnotou 5 a rozptylem 1 a Ze jednotlivi
hosté konzumuji nezdvisle na sobé a jejich konzumace jsou stejné rozdélené nahodné veliciny.

(a) S jakou pravdépodobnosti sni hosté nejvyse 490 chlebicku?

(b) Kolik musite objednat chlebicku, aby jich byl nedostatek (hosté by méli jesté hlad) s pravde-
podobnost{ mensi nez 0,17

(¢) Kolik hosti muze pfijit na oslavu, jestlize chcete mit jistotu, ze objednanych 500 chlebicku
bude stacit s pravdépodobnost{ vétsi nez 95 %7

(d) Ozna¢me jako C celkovy pocet chlebicku, které sni pozvanych 100 hostu. Naleznéte t > 0
takové, aby platilo

P(—t < C —500 < t) > 0,99,

tj. hleddme t takové, ze velicina C' bude v intervalu (500—¢, 500+¢) s pravdépodobnosti alespon
0,99. Reste pomoci CLV i pomoci Cebysevovy nerovnosti a vysledky porovnejte.

. Pojistovna m4d pojisténo 1000 osob stejného véku (K cemu slouzi predpoklad stejného véku?).
Pravdépodobnost timrti{ v daném roce je u kazdého pojisténého 0,01. Pojisténci plati ro¢ni pojistné
1200 K¢ a v ptipadé imrti je opravnéné osobé vyplaceno 80000 K¢.

(a) Jaky je v daném roce ocekdvany zisk (resp. ztrata) pojistovny?

(b) Jak4 je pravdépodobnost, ze pojistovna utrpi v daném roce ztratu?

(c) Jaky zisk je feditel pojistovny schopen garantovat piedstavenstvu s pravdépodobnosti 90 %?

(d) Kolik by musela mit pojistovna klientt (pfi stdvajicim nastaveni vyse plateb), aby s pravde-
podobnost{ alespon 99 % vydélala vice nez 10000 K¢ rocné?

. Ozna¢me p pravdépodobnost remizy v derby prazskych S (Sparta vs Slavia). Zavedme si ndhodné
veli¢iny X; indikujici, zda v zdpase i nastala remiza, kde i € {1,...,n}.

(a) Jaké piedpoklady nam zaruéi, ze \/n(X, — p) _% N(0,p(1 —p))?



(b)

(f)

Dokaite, ze v/n(X. /\/ (1-X,) N(0,1).
TL*)OO
b)

Dale naleznéte t, > O, takové ze P(| X, —p| <t
Upravte konvergenci z (a) pro pomér Sanci § = 2=
Déle naleznéte t. > 0 takové, ze P( Xn -0 <t ) 0,95.

Upravte konvergenci z (a) pro logarltmus pomeéru Sanci ¢ = log# = log 1%9'
Déle naleznéte tq > 0 takové, ze P(]log % — 1] <tq) >0,95.

Upravte konvergenci z (a) pro { = 2arcsin(,/p).

Dale naleznéte t. > 0 takové, ze P(|2arcsin(v/X,) — &| < te) > 0,95.
Dosad'te si do piedchozich bodi skuteénd historicka data.

P (X0 —to, Xn + 1) > p) > 0,95.

"B

8. Méjme nezavislé a stejné rozdélené ndhodné veliciny X1, ..., X, z Poissonova rozdéleni s parametrem
A> 0.

(a)
(b)
()

Jaké je ptesné rozdéleni vybérového priméru X, = % S opey Xi?
Aproximujte rozdéleni vybérového pritméru X,, pomoci centralni limitni véty.
Pro jakou transformaci g : (0,00) — R by rozptyl g(X,) nezdvisel na parametru \?

Opakovani z prednasky

Normalni rozdéleni Normaélni rozdéleni N(u, 0?) mé hustotu

kde 1 € R a 02 > 0 jsou parametry. Je-li p = 0 a 02 = 1, tj. f(z) =

1 (x — p)?
flx) = Wexp{—w}, z € R,

\/% exp{—x?/2}, pak se toto

rozdéleni nazyvé standardizované (normované) normalni rozdéleni a znaci se N(0, 1).

e Distribu¢ni funkce rozdéleni N(0,1) se znaci jako @, tj. ®(z

= foorexp{ t?/2} dt. Tento

ur¢ity integral je mozné spocitat jen numericky, a proto hodnoty funkce ® nalezneme v tabulkach.
Ze symetrie plati ®(x) + ®(—x) = 1 pro kazdé = € R.

e Pro obecné N(u,0?) se potom distribu¢ni funkce F(z) spocte jako F(z) = ®(H).

o Je-li X ~ N(u,0?%), pak EX = ppa Var X = o2

e Je-li X ~N(u,02) aabeR, a0, pak aX + b ma normalni rozdéleni N(au + b, a®0?).
o Specidlne, kdyz X ~ N(u,0?), tak 2= ~ N(0,1).

e Jsou-li X,Y normaélné rozdélené a a,b € R, pak aX 4+ bY ma normalni rozdéleni
N(aEX + bEY, a?Var X + 2abCov (X,Y) + b*VarY).

[

Tabulka hodnot distribu¢ni a kvantilové funkce pro normované normalni rozdélent:

d(x)

0.000 0.500 1.000 1.500 2.000 2.500 1 {0.900 0.950 0.975 0.990 0.995 0.999
0.500 0.691 0.841 0.933 0.977 0.994 | ®'(u)[1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090




Konvergence ndhodnych veli¢in Mgéjme posloupnost ndhodnych veli¢in (X,,)5° ; a ndhodnou veli¢inu
X (kterou muze byt i deterministickd konstanta). Rekneme, Ze tato posloupnost ndhodnych veli¢in kon-
verguje k ndhodné veli¢iné X:

o v distribuci <& nh_)rr;o Fx, (x) = Fx(x) pro vSechny body spojitosti z € R distribuéni funkce F,

e v pravdépodobnosti PN pro kazdé € > 0 je lim P(X,—X|>¢)=0,
e skoro jisté &L p ({w c0: 1im Xp(w) = X(w)}) =1.

Plati nasledujici implikace: X,, — X = X, Px = Xn D ox

TL%OO n—0o0 n—oo

Véta o spojité transformaci Méjme spojitou funkci g.
Jestlize X,, — X, pak g(X,) — ¢(X), a to pro kazdy typ konvergence x € {s.j., P, D}.
n—oo n—oo

Cramérova-Sluckého véta Meéjme posloupnosti nahodnych velicin (A,)02 1, (Bn)22, (Xn)52, ndhodnou
velicinu X a konstanty a,b E R.
Necht X,, — X, A, —>aB —>bp0tomA + B, X, —>a+bX

TL‘)OO n—0o0

Cebysevova nerovnost Nechf X je ndhodn4 veli¢ina s koneénou stfedni hodnotou. Pak pro libovolné
e > 0 platf P[|X — EX| > ¢] < HVarX.

Posloupnost priméra Pro poslopunost nahodnych veli¢in (X})72; si definujme posloupnost priumért
X, = % > p—q1 Xk. Pak muzeme za urcitych predpokladu (nezédvislost, stejné rozdéleni) pocitat

z:EX]€ O— EXy, Vaan:ngzn:zn:Cov(Xk,Xl) =" 2ZVaer = —Vaer

roz. N
k=1 1=1

Zakony velkych ¢&isel (ZVC) MeJme posloupnost nezdvisljch ndhodnych velicin (Xj)22
o Cebyseviv ZVC: EXk <00 a 2 Z Var X} —> 0, potom X,, — EX,, P,

n—o0

o Slaby ZVC': X, stejné rozdélené s rozptylem Var X < oo, pak X, —> EX;.

e Silng ZVC (obecné): Jestlize Z Vaer < o0, pak [X, — EX,| =&

TL*)OO

o Silng ZVC': X}, stejné rozdélené. Pak X, N u pro néjaké p € R préve tehdy, kdyz E| X;| < oc.
n—oo
V takovém piipadé p = EX;.

Centrélni limitni véta Méjme posloupnost nezdvislyjch a stejné rozdélengch ndhodnych veli¢in (X5)52 4
se sttedni hodnotou p = EX; a rozptylem 0 < 02 = Var X; < co. Potom plati

—
no?2 o n—00

"X X, -
Zn = Zk:l e = \/ﬁ n_ K & N<O7 l)a

tedy konkrétné P(Z, < z) — ®(z) pro kazdé = € R, kde ®(x) je distribu¢ni funkce N(0, 1).

n—o0

Delta metoda Méjme spojité diferencovatelnou funkci g : R — R a konstanty 4 € R, 0 < 02 < oo0.
Necht posloupnost ndhodnych veli¢in (Z,)5° ; spliuje

VitlZo = 1) 25 N©,0%), pak Va(g(Z) - g(w) = N (0,02 [¢'(1)]%)

n—00 n—00



