9. cviceni
Transformace ndhodnych vektoru II.

. Pro Uy, Us nezavislé s rovnomérnym rozdélenim na (0, 1) urcete rozdéleni jejich soucinu a
podilu.

. Necht jsou X,Y nezdvislé ndhodné veliciny s rozdélenim X ~ R[0,1] a ¥ ~ R[-1,1].
Urcete rozdéleni ndhodného vektoru (W, Z)T = (X, XY?)T. Odtud uréete hustotu ndhodné
veli¢iny Z.

. Necht jsou X,Y nezdvislé ndhodné veliciny s rozdélenim X ~ R[0,2] a Y ~ R[1,2]. Urcete
rozdéleni veliciny Z = (1 — X)?/Y.

. Necht X aY jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny, s rovhomérnym rozdélenim na intervalu (—1, 1).
Urcete rozdéleni ndhodné veliciny Z = | X| + Y.

. Necht X aY jsou nezavislé s Poissonovym rozdélenim s parametry A\; a Ag. Jaké je rozdéleni
X za podminky X +Y = n? (Tzn. urcete P (X = k| X +Y = n) pro vechna k, pro kterd
je tato pravdépodobnost nenulova.)

. Necht md nédhodny vektor (X, Y) rovnomérné rozdélenf na mnoziné M = {(z, y) : 0 <
r<1,0<y<1, z<y} Urete E[X|X - Y].

. Necht X7, X5 jsou nezavislé stejné rozdélené s rozdélenim T'(\, n), kde n € N a A > 0. Urcete

rozdélenf ndhodné veliciny Y1 = 32e-.

. Necht (X, Y)" ma rovnomérné rozdéleni na (0, 1)2. Necht

w (V)= (20).

Urcete rozdéleni nahodného vektoru W.

. Méjme kouli o ndhodném poloméru R ~ R(0, 1). V ndhodné vzdalenosti L od stfedu vedeme
koulf ez, pricemz L ~ R(0, 1) a L a R jsou nezdvislé. Necht Z oznacuje polomér fezu.
(a) Urcete rozdéleni nahodné veli¢iny Z.

(b) Urcete stiedni polomér fezu.

[Popsanym problémem se zabyval S. D. Wicksell (Wicksell, 1925, Biometrika 17, 84-99).]



Opakovani z prednasky

Transformace nidhodného vektoru (prostd) Uvazujme ndhodny vektor X = (X1,...,X,)"
s nosi¢em rozdéleni Sx C R™ a spojitym rozdélenim (mé hustotu vzhledem k Lebesgueové mife).
Necht je ddna transformace t : R® — R”, tj. t = (t1,...,t,) ", kde kazd4 t; zobrazuje R™ do R.

Zajima nds rozdéleni ndhodného vektoru Y = t(X). Budeme predpoklddat, ze transformace t
je diferencovatelna skoro vsude v Sx, tj. existuje matice
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Determinant této matice (jakobidn transformace t) budeme znacit Dy (x).

Necht X m4 hustotu fx(x) vzhledem k Lebesgueové miie. Necht t je prosté zobrazeni se
spojitymi prvnimi parcidlnimi derivacemi na Sx a Dg(x) # 0 pro skoro viechna x € Sx. Necht 7
je inverzni funkce k t a Dr(x) je jakobidn 7. Pak Y = t(X) m4 hustotu

Fx(y) = fx(7(y)) D+ (y)| 1{y € t(5x) }

vzhledem k Lebesgueové mifte.

Transformace ndhodného vektoru (neprostd) Necht X m4 hustotu fx(x) vzhledem k Lebe-
sgueové mife. Necht existuji mnoziny Gy, C Sx, k =1,2,. .., takové, ze | J;—; G = Sx, GiNG; =0
pro i # j, tp(x) = t(x)1g, (x) je prosté se spojitymi prvnimi parcidlnimi derivacemi na kazdém
G a Dy, (x) # 0 pro skoro vSechna x € Gj. Necht 7, je inverzni funkce k ¢;. Pak Y = t(X) md
hustotu

Fr(y) =Y fx(Te@) |1 Dr,(9)| 1{y € t4(Gi)}
k=1
vzhledem k Lebesgueové mifte.

Casté pouziti Nechf X = (X1,...,X,)" je ndhodny vektor a zajima nés rozdéleni ndhodné
veli¢iny T' = g(X). Postupujeme néasledovné. Zvolime vhodnou transformaci t : R” — R tak, aby
t1(x) = g(x). Pomoci vyse popsanych tvrzeni spo¢teme sdruzenou hustotu Y = t(X). Marginalni
hustota Y; pak odpovida hledané hustoté ndhodné veli¢iny T



