
8. cvičeńı
Transformace náhodných vektor̊u I.

1. Necht’ X ∼ R(0, 1) a Y ∼ R(0, 1) jsou nezávislé.

(a) Spoč́ıtejte hustotu náhodné veličiny W = X − Y .

(b) Spoč́ıtejte hustotu náhodné veličiny Z = X + Y .

2. Najděte rozděleńı hustotu součtu náhodných veličin X a Y , jestliže tyto jsou nezávislé a
X ∼ Exp(λ), Y ∼ R(0, θ). Určete středńı hodnotu a rozptyl X + Y .

3. Necht’ X ∼ N(0, 1) a Y ∼ N(0, 1) jsou nezávislé. Určete rozděleńı Z = X/Y .

4. Konvoluce gama rozděleńı:

(a) Necht’ X ∼ Γ(a, p1) a Y ∼ Γ(a, p2) jsou nezávislé. Určete rozděleńı Z = X + Y .
[Použijte vlastnosti funkćı beta a gama.]

(b) Jsou-li X1, . . . , Xn nezávislé a Xi ∼ Exp(λ), jaké rozděleńı má Z =
∑n

i=1Xi?
[Použijte výsledek bodu (i).]

(c) Jsou-li X1, . . . , Xn nezávislé a Xi ∼ χ2
mi

, jaké rozděleńı má Z =
∑n

i=1Xi?
[Použijte výsledek bodu (i).]

5. Necht’ X ∼ N(0, σ2
1) a Y ∼ N(0, σ2

2) jsou nezávislé. Dokažte, že Z = X + Y má normálńı
rozděleńı. Jaké jsou jeho parametry?
[Poznámka nav́ıc: Odtud lze dokázat, že má-li Z m-rozměrné normálńı rozděleńı, pak c⊤Z
má normálńı rozděleńı pro libovolné c ∈ Rm.]

6. Necht’ X a Y jsou náhodné veličiny, které splňuj́ı P
(
(X,Y ) ∈ (0, 1) × (0, 1)

)
= 1 a pro

(x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1) maj́ı sdruženou distribučńı funkci

F (x, y) =
1

2
xy(x+ y).

Spoč́ıtejte hustotu a medián náhodné veličiny
√
X −

√
Y .

7. Necht’ U1 a U2 jsou nezávislé náhodné veličiny s rozděleńım R(0, 1). Definujte

Z1 =
√

−2 logU1 sin(2πU2),

Z2 =
√

−2 logU1 cos(2πU2).

Dokažte, že Z1 a Z2 jsou nezávislé náhodné veličiny s normovaným normálńım rozděleńım.
[Poznámka nav́ıc: lze použ́ıt ke generováńı náhodných č́ısel z normálńıho rozděleńı.]

1



Opakováńı z přednášky

Transformace náhodného vektoru (prostá) Uvažujme náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)
⊤

s nosičem rozděleńı SX ⊆ Rn a spojitým rozděleńım (má hustotu vzhledem k Lebesgueově mı́̌re).
Necht’ je dána transformace t : Rn → Rn, tj. t = (t1, . . . , tn)

⊤, kde každá ti zobrazuje Rn do R.
Zaj́ımá nás rozděleńı náhodného vektoru Y = t(X). Budeme předpokládat, že transformace t

je diferencovatelná skoro všude v SX, tj. existuje matice

∂t(x)

∂x
=


∂t1(x)
∂x1

. . . ∂t1(x)
∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂tn(x)
∂x1

. . . ∂tn(x)
∂xn

 .

Determinant této matice (jakobián transformace t) budeme značit Dt(x).
Necht’ X má hustotu fX(x) vzhledem k Lebesgueově mı́̌re. Necht’ t je prosté zobrazeńı se

spojitými prvńımi parciálńımi derivacemi na SX a Dt(x) ̸= 0 pro skoro všechna x ∈ SX. Necht’ τ
je inverzńı funkce k t a Dτ (x) je jakobián τ . Pak Y = t(X) má hustotu

fY(y) = fX(τ (y)) |Dτ (y)|1
{
y ∈ t(SX)

}
vzhledem k Lebesgueově mı́̌re.

Konvoluce. Speciálně, jsou-li X,Y nezávislé náhodné veličiny se spojitým rozděleńım s hus-
totami fX , fY , pak má veličina Z = X + Y rozděleńı s hustotou

g(z) =

∫ ∞

−∞
fX(x)fY (z − x) dx.

Časté použit́ı Necht’ X = (X1, . . . , Xn)
⊤ je náhodný vektor a zaj́ımá nás rozděleńı náhodné

veličiny T = g(X). Postupujeme následovně. Zvoĺıme vhodnou transformaci t : Rn → Rn tak, aby
t1(x) = g(x). Pomoćı výše popsaných tvrzeńı spočteme sdruženou hustotu Y = t(X). Marginálńı
hustota Y1 pak odpov́ıdá hledaná hustotě náhodné veličiny T .
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