
6. cvičeńı
Náhodné vektory, podmı́něné rozděleńı

1. Hustota náhodného vektoru Z = (X,Y )⊤ je

f(x, y) =

{
c x y, je-li x > 0, y > 0, x+ y < 1,

0 jinak.

(a) Určete konstantu c.

(b) Určete marginálńı hustotu X a Y . Jsou X a Y nezávislé?

(c) Určete P(X > Y ).

(d) Určete Cov (X,Y ) a variančńı matici Var (Z).

(e) Určete E
(

1
XY

)
.

(f) Určete podmı́něnou hustotu Y , je-li dáno X = x.

(g) Určete E [Y |X ] a nakreslete si E [Y |X = x ] jako funkci x.

(h) Ověřte, že E
(
E [Y |X ]

)
= EY .

(i) Určete Var [Y |X ].

2. Hustota náhodného vektoru (X,Y )⊤ je

f(x, y) =

{
c y, je-li 1 < x < 2, 0 < y < x,

0 jinak.

(a) Určete konstantu c.

(b) Určete marginálńı hustoty veličin X a Y .

(c) Určete E [Y |X ] a nakreslete si E [Y |X = x ] jako funkci x.

(d) Určete E
(
Y X3

)
a E

[
Y X3

∣∣X ]
.

3. Hustota náhodného vektoru Z = (X,Y )⊤ je

f(x, y) =

{
c(x− y) pro 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, y ≤ x,

0 jinak.

Určete Var (Z) a P(X + Y < 1).

4. Necht’ má náhodný vektor (X, Y )⊤ rozděleńı s hustotou

f(x, y) =


1

x
exp

(
−y
x

)
, 1 ≤ x ≤ 2, y > 0,

0, jinak.

Určete E [Y |X ], Var [Y |X ] a Var Y .

5. Necht’ X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny s distribučńı funkćı F (x). Najděte dis-
tribučńı funkci veličin

(a) X∗ = mini=1,...,n{Xi}.
(b) X∗ = maxi=1,...,n{Xi}.
(c) Necht’ jsou nav́ıc X1, . . . , Xn spojité s hustotou f(x). Najděte hustotu X∗ a X∗.

(d) Necht’ hustota Xi je f(x) = λe−λx Ix∈(0,∞) (exponenciálńı). Určete středńı hodnotu X∗.
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6. Krajta naklade N vaj́ıček, kde N je náhodná veličina s Poissonovým rozděleńım Po(λ), tj.

P(N = k) =
λk e−λ

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

Pravděpodobnost, že se z vaj́ıčka vyĺıhne živá krajtička, je p ∈ (0, 1) a vyĺıhnut́ı živých
krajtiček z r̊uzných vaj́ıček jsou nezávislé jevy.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že se vyĺıhne právě k krajtiček?

(b) Jaký je očekávaný počet vyĺıhnutých krajtiček?

(c) Jaké je rozděleńı N , jestliže v́ıme, že se vyĺıhlo k krajtiček?

Opakováńı z přednášky

Pro jednoduchost zápisu zde budeme uvažovat pouze dvourozměrný vektor Z = (X,Y )⊤.
Necht’ fXY (x, y) je jeho sdružená hustota. Obecněǰśı zněńı vět a přesná formulace předpoklad̊u viz
přednáška.

Výpočet pravděpodobnosti Pro B borelovskou podmnožinu R2 plat́ı

P
(
Z ∈ B

)
= P

(
(X,Y )⊤ ∈ B

)
=

∫∫
B
fXY (x, y) dx dy.

Výpočet středńı hodnoty transformace náhodného vektoru Pro libovolnou měřitelnou
funkci h : R2 → R plat́ı

Eh(X,Y ) =

∫∫
R2

h(x, y)fXY (x, y) dx dy,

pokud integrál na pravé straně existuje.

Podmı́něná hustota: Podmı́něnou hustotu náhodné veličiny Y pro dané X

fY |X(y|x) = fXY (x, y)

fX(x)
,

kde fX(x) je marginálńı hustota X, definujeme jen pro x ∈ R : fX(x) > 0.

Podmı́něná středńı hodnota a rozptyl:

E [Y |X ] = t(X), kde t(x) = E [Y |X = x ] =

∫
y fY |X(y|x) dy,

Var [Y |X ] = E
[
Y 2

∣∣X ]
− (E [Y |X ])2 .

Vlastnosti podmı́něné středńı hodnoty: Necht’ h1 : R2 → R, h2 : R2 → R a ψ : R → R jsou
měřitelné funkce. Potom plat́ı

1. E [a |X ] = a pro libovolné a ∈ R.

2. E
(
E [Y |X ]

)
= EY .

3. E [a1 h1(X,Y ) + a2h2(X,Y ) |X ] = a1 E [h1(X,Y ) |X ] + a2 E [h2(X,Y ) |X ] pro libovolné
a1, a2 ∈ R.

4. E [ψ(X)h1(X,Y ) |X ] = ψ(X)E [h1(X,Y ) |X ].

Rozklad nepodmı́něného rozptylu:

Var (Y ) = E
(
Var [Y |X ]

)
+ Var

(
E [Y |X ]

)
.
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