6. cviceni
Nahodné vektory, podminéné rozdéleni

1. Hustota ndhodného vektoru Z = (X,Y)"

cxy, jeliz >0,y >0,x+y <1,
flz,y) = y
0 jinak.

réete konstantu c.

(a
(b) Urcete marginalni hustotu X a Y. Jsou X a Y nezavislé?
réete P(X >Y).
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Urcete Cov (X,Y) a varianéni matici Var (Z).
U
U
U

)
)
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(e) Urcete E(5).
(f) Urcete podminénou hustotu Y, je-li ddno X = z.
(g) Urcete E[Y | X ] a nakreslete si E[Y | X = z] jako funkci x.
(h) Oveéite, ze E(E[Y | X]) =EY.

(i) Urcete Var[Y | X ].
2. Hustota ndhodného vektoru (X,Y)"

f

cy, jelil<z <2 0<y<ua,
fla,y) = y
0 jinak.

a) Urcete konstantu c.

c) Urcete E[Y | X | a nakreslete si E[Y | X = x| jako funkci x.
d) Urcete E(Y X3) a E[YX?| X].
3. Hustota ndhodného vektoru Z = (X,Y)"

(a)

(b) Urcete margindlni hustoty veli¢cin X a Y.
(c)

(

clx—y) pro0<2<1,0<y<l1, y<u,
f(z,y) = i
0 jinak.

Urcete Var (Z) aP(X +Y < 1).
4. Necht ma ndhodny vektor (X, Y) ' rozdéleni s hustotou

1 y

—exp(——), 1<z<2, y>0,
fle,y) == x

0, jinak.

Urcete E[Y | X ], Var[Y | X ] a VarY.
5. Necht X7i,...,X, jsou nezdvislé ndhodné veliciny s distribuéni funkci F(x). Najdéte dis-
tribu¢ni funkci veli¢in
(a) Xy =mini—1, ,{X;}.
(b) X* = maxi:17,..7n{Xi}.
(c) Necht jsou navic X, ..., X, spojité s hustotou f(z). Najdéte hustotu X, a X*.
(d) Necht hustota X je f(z) = Ae ™ L(9,0) (exponencidln). Uréete stfedni hodnotu X..



6. Krajta naklade N vajicek, kde N je ndhodné veli¢ina s Poissonovym rozdélenim Po()\), tj.
AFe=A

k'
Pravdépodobnost, ze se z vajicka vylihne ziva krajticka, je p € (0, 1) a vylihnuti zivych
krajticek z ruznych vaji¢ek jsou nezavislé jevy.

P(N = k) = k=0,1,2, ...

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze se vylihne préve k krajticek?
(b) Jaky je otekdvany pocet vylihnutych krajticek?
(c) Jaké je rozdéleni N, jestlize vime, ze se vylihlo k krajticek?

Opakovani z prednasky
Pro jednoduchost zépisu zde budeme uvazovat pouze dvourozmérny vektor Z = (X,Y)'.

Necht fxy (z,y) je jeho sdruzend hustota. Obecnéjsi znéni vét a piesnd formulace predpokladu viz
prednéska.

Vypocet pravdépodobnosti Pro B borelovskou podmnozinu R? plati

P(ZeB)=P((X,Y) € B) = // fxy (x,y) dz dy.
B
Vypocet stifedni hodnoty transformace nahodného vektoru Pro libovolnou méfitelnou
funkci h : R — R plati
Eh(X7 Y) = //2 h($7 y)fXY(:Ev y) dx dya
R

pokud integral na pravé strané existuje.

Podminéna hustota: Podminénou hustotu ndhodné veli¢iny Y pro dané X

fyix(ylz) = w7

kde fx(x) je margindlni hustota X, definujeme jen pro x € R : fx(x) > 0.

Podminéna stiedni hodnota a rozptyl:
ELY[X] = (X), kde t(a) =E[Y|X =] = [y frix(slo)dv
Var[Y | X]=E[Y?|X] - (E[Y | X])>.

Vlastnosti podminéné stiedni hodnoty: Necht h;:R?2 - R, hy:R?> = Ra:R — R jsou
meétitelné funkce. Potom plati

1. Ela| X ] = a pro libovolné a € R.
2. E(E[Y|X]) =EY.

3. Efa1 mi(X,Y) +agh2(X,Y) | X]| = a1 E[M(X,Y)| X ]| + a2E[he(X,Y) | X ] pro libovolné
at, a2 € R.

4 E[p(X)h (X, Y) [ X] = ¢(X)E[h (X, Y) | X].

Rozklad nepodminéného rozptylu:

Var (Y) =E(Var[Y | X]) + Var (E[Y | X]).



