’ 5. cviceni
Uvod do nahodnych vektori

1. Uvazujeme vysledné znamky z analyzy a z algebry studentu, ktefi vystudovali MFF. Pravdépo-

dobnosti jednotlivych kombinaci znamek jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Algebra
1 2 3
110,15 0,10 0,05
Analyza 2| 0,10 0,20 0,05
310,05 0,10 0,20

Ozna¢me X ndhodnou veli¢inu udévajici znamku z analyzy a Y znamku z algebry.
a) Urcete margindlni rozdéleni veli¢in X a Y. Jsou ndhodné veli¢iny X a Y nezdvislé?
b) Spoctéte ocekavanou znamku z analyzy a rozptyl této veli¢iny.

(
(
(¢) Spoctéte kovarianci X a Y. Jaky je vztah mezi nezdvislosti dvou veli¢in a jejich kovarianci?
(d) Urcete korela¢ni koeficient pxy .

(e) Urcete pravdépodobnost, ze z analyzy dostanete lepsi znamku nez z algebry.

. Hazime tfikrat minci. Ozna¢me X pocet licti v prvnich dvou hodech a Y pocet rubu v poslednich
dvou hodech.

(a) Uréete sdruzené rozdéleni vektoru (X,Y)T.

(b) Jsou ndhodné veliciny X a Y nezdvislé?

(c) Urcete jejich kovarianci X a Y.
. Chystate oslavu narozenin ve své oblibené restauraci a zvete vSechny své piibuzné (budete za
né platit). Mnozstvi penéz, které vsichni Vasi hosté dohromady proji a propiji (v tisici K¢), jsou
nahodné veliciny X a Y. Ze zkusenosti vite, ze vektor (X,Y)" m4 spojité rozdéleni charakteri-
zované sdruzenou hustotu f(x,y) = c(x +y)Lo,1) (7)1 (0,1)(y), tedy

clx+y) prol0<z<l 0<y<l,
flz,y) = { 0 .
jinak .
(a) Urcete konstantu ¢ > 0 tak, aby f byla hustota.
(b) Jaké je rozdéleni ¢éstky, kterou zaplatite jen za napoje? Jaké je rozdéleni obnosu, ktery
padne jen na jidlo? Jsou tyto dvé veli¢iny nezavislé?
(¢) Spoctéte kovarianci X a Y a korelacéni koeficient pxy . Interpretujte.
(d) Jakd je pravdépodobnost, ze za piti zaplatite vice nez dvojndsobek toho co za jidlo?
4. Nahodny vektor (X,Y) ma rozdéleni s hustotou f(x,y) = cmye_(f‘uy%]l[o,oo) (2)10,00)(y), tedy
coye~ @) pro x>0, y >0,
fla,y) = -
0 jinak .

(a) Urcete konstantu ¢ tak, aby f byla hustota.
(b) Spoctéte marginalni hustoty fx a fy velicin X a Y .
(c) Jsou veliciny X a Y nezdvislé?

5. Néhodnd veli¢ina X mé rovnomérné rozdéleni na intervalu (—1,1).

(a) Oznatme Y = X2. Spoctéte kovarianci velicin X a Y. Jsou X a Y nezavislé?
(b) Ozna¢me Z = 2X + 1. Spoctéte koeficient korelace pxz.



Opakovani z prednasky

Nahodné vektory - sdruzené vs. marginalni rozdéleni:
(a) Néhodny vektor Z = (X,Y)T se spojitym rozdélenim je ddn sdruzenou hustotou fz(z,y) =
fxy(x,y) = f(x,y) sphiujici

P(ZEB)://Bf(Jc,y)dxdy, V B € B(R?).

Specidlné [[ f(z,y)dzdy = 1. Margindlni hustotu veli¢iny X spo¢teme jako
R2

) = [ " fe ) dy.

Podobné pro marginalni hustotu fy veli¢iny Y.
(b) Néhodny vektor Z = (X,Y)T s diskrétnim rozdélenim nabyva nejvyse spocetné mnoha hodnot
{(xi, yj)}zj,:l se sdruzenymi pravdépodobnostmi P(X = z;,Y = y;), kde

DY P(X =, Y =y;) =1

i=1 j=1

Marginalni rozdéleni veli¢iny X spocteme jako P(X = z;) = E;’il P(X =x;,Y =vy;).
Stiedni hodnota transformace spojitého vektoru: Méjme méfitelnou funkci h: R? — R, potom

Eh(Z) = // h(z)fz(z)dz = / / h(z,y)f(z,y)dedy, (existuje-li).
R2
Specidlng, EX = [[poaf(2,y)dady = [ 2zfx(z)dz a EXY = [[p, ayf(z,y)dzdy.
Analogicky pro diskrétni ndhodny vektor EXY = " > z;y,P(X = z;, Y = y;).
i=1j=1

Kovariance a korelace: Necht EX? < oo, EY? < oco. Kovariance Cov (X,Y’) ndhodnych veli¢in
X,Y je definovana jako
Cov(X,Y)=E(X —EX)(Y —EY) =E(XY) — (EX)(EY).
Koeficient korelace pxy je definovan jako
~ Cov(X,Y)
PXY = Nar X Nar Y’

je-li Var X, VarY > 0. Plati vady —1 < pxy < 1.

Nezavislost:
(a) Jestlize ma Z = (X,Y) " spojité rozdéleni s hustotou f, X ma marginalni hustotu fx a Y ma
hustotu fy, pak jsou veli¢iny X, Y nezdvislé praveé tehdy, kdyz
fla,y) = fx(x) - fr(y) pro s.v. (z,y) € R™.
(b) Jestlize ma Z = (X,Y)" diskrétni rozdéleni a nabyvé pouze hodnot {(xi,yj)}:j.:l, pak jsou
veliciny X, Y nezavislé pravé tehdy, kdyz ’
P(X=2;,Y =y;) =P(X =x;)-P(Y =y;) pro viechna i,j € N.

(c) Jestlize jsou ndhodné veli¢iny X a Y nezdvislé, pak pxy = 0. Opa¢nd implikace obecné neplati.



