
4. cvičeńı
Spojité náhodné veličiny

1. Náhodná veličina X má rozděleńı dané hustotou f(x) = ax1(0,1)(x), tedy

f(x) =
{ a x, x ∈ (0, 1),

0, jinak.

Určete konstantu a, distribučńı funkci náhodné veličiny X a středńı hodnotu a rozptyl náhodné
veličiny X. Dále spočtěte středńı hodnotu a rozptyl náhodné veličiny Y = 1 + 2√

X
.

2. Náhodná veličina X má hustotou f(x) = c(1 + x)1(−1,0](x) + c(1− x)1(0,1)(x), tedy

f(x) =
{ c (1− |x|), x ∈ (−1, 1),

0, jinak.

(a) Určete konstantu c.

(b) Určete distribučńı funkci FX a načrtněte jej́ı graf.

(c) Spočtěte P
(
X ∈

(
− 3

10 ,
7
10

))
,P

(
X < 2

5

)
.

(d) Určete středńı hodnotu a rozptyl náhodné veličiny X.

3. Náhodná veličina X má distribučńı funkci FX .

FX(x) = 1− e−x−1, x ≥ −1,

= 0, jinak.

Načrtněte distribučńı funkci, určete hustotu f a načrtněte kvantilovou funkci F−1
X .

4. Doba opravy televizoru má rozděleńı s hustotou f(x) = λe−λx1(0,∞)(x), tedy

f(x) =
{ λ e−λx, x > 0,

0, jinak,

kde x představuje čas v minutách.

(a) Spočtěte středńı hodnotu a rozptyl tohoto rozděleńı.

(b) Určete parametr λ, jestliže v́ıte, že do 60 minut je opraveno 30% televizor̊u.

(c) Určete šikmost a špičatost tohoto rozděleńı.

(d) Spočtěte EeX .

(e) Ověřte, že toto rozděleńı je
”
bez paměti“, tj. plat́ı

P (X > x+ y |X > y) = P
(
X > x

)
, pro všechna x, y > 0.

5. Určete konstantu c tak, aby f byla hustota, a středńı hodnotu této náhodné veličiny.

(a) f(x) = c x−a pro x > 1 a f(x) = 0 jinak,

(b) g(x) =
c

1 + (x− a)2
, x ∈ R.

Pro které konstanty a, c je f (resp. g) hustota? Určete středńı hodnotu odpov́ıdaj́ıćı rozděleńı
s touto hustotou.

6. Náhodná veličina X má hustotu f(x) = c sin(x)1(0,π)(x), tedy

f(x) =
{ c sin(x), pro 0 < x < π,

0, jinak.

(a) Určete konstantu c.
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(b) Určete distribučńı funkci FX .

(c) Spočtěte P
(
X ∈

(
π
4 ,

π
2

))
, P

(
X > π

6

)
, P

(
X ∈

{
π
4 ,

π
2 ,

π
8

})
.

(d) Určete kvantilovou funkci F−1
X .

(e) Určete středńı hodnotu a rozptyl náhodné veličiny X.

Opakováńı z přednášky

Spojité rozděleńı: Necht’ pro náhodnou veličinu X s distribučńı funkćı F existuje funkce f ≥ 0
taková, že

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt.

Pak ř́ıkáme, že X má spojité rozděleńı. Funkce f se nazývá hustota.

Vlastnosti:

• Spojitá náhodná veličina nabývá nespočetně mnoha hodnot z nějakého podintervalu R.

• Rozděleńı veličiny X je charakterizováno hustotou f . Pro každou B ∈ B je pak P(X ∈ B) =∫
B f(x) dx. Speciálně:

(a) 1 = P(X ∈ R) =
∫∞
−∞ f(x) dx,

(b) distribučńı funkce je spojitá a lze ji spoč́ıtat jako F (x) = P(X ≤ x) =
∫ x
−∞ f(t) dt,

(c) pro libovolné a ∈ R je P(X = a) =
∫
{a} f(t) dt = 0,

(d) je-li a < b, pak

P(a < X < b) = F (b)− F (a) =

∫ b

a
f(t) dt.

• Středńı hodnota X se spočte jako

EX =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx (existuje-li).

Středńı hodnota veličiny Y = h(X) se spočte jako Eh(X) =
∫∞
−∞ h(x)f(x) dx (existuje-li).

• Kvantilová funkce F−1 : (0, 1) → R spojité veličiny X je inverzńı funkce k distribučńı funkci
F . Medián veličiny X je taková hodnota x̂, že P(X ≤ x̂) = P(X ≥ x̂) = 1/2, tj. spočteme jej
jako x̂ = F−1(1/2).

Momenty náhodných veličin (nejen spojitých):

• µ′
k = EXk se nazývá k-tý moment náhodné veličiny X (typicky je k ∈ N, ale ne nutně)

• µk = E(X − EX)k se nazývá k-tý centrálńı moment náhodné veličiny X

• E|X|k se nazývá k-tý absolutńı moment náhodné veličiny X

Středńı hodnota EX náhodné veličiny X je jej́ı prvńı moment. Plat́ı

E
(
a+ bX + c Y

)
= a+ bEX + cEY.

Rozptyl VarX náhodné veličiny X je jej́ı druhý centrálńı moment, tj. VarX = E(X − EX)2.
Rozptyl se může také značit σ2

X nebo σ2. Plat́ı Var
(
a+ bX

)
= b2 VarX.

Funkce g(x) = x2 je konvexńı, tedy dle Jensenovy nerovnosti EX2 ≥ (EX)2, a tedy VarX ≥ 0.

Směrodatná odchylka σX náhodné veličiny X je odmocnina z rozptylu, tj. σX =
√
VarX.

Šikmost γ3 náhodné veličiny X je definována jako γ3 = µ3/σ
3.

Špičatost γ4 náhodné veličiny X je definována jako γ4 = µ4/σ
4.
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