
3. cvičeńı
Diskrétńı náhodné veličiny

1. Mějme pravděpodobnostńı prostor (Ω,A,P), kde Ω = {1, 2, 3, 4} a A =
{
∅, {1, 2}, {3, 4},Ω

}
a P
(
{1, 2}

)
= P

(
{3, 4}

)
= 1

2 . Na tomto prostoru uvažujme reálné funkce X a Y definované
následovně: X(1) = X(2) = 1, X(3) = X(4) = 2, Y (1) = Y (2) = Y (3) = 1, Y (4) = 2.
Rozhodněte, zda jsou tyto funkce náhodnými veličinami.

2. V peněžence máte dvě paṕırové padesátikoruny, jednu stokorunovou a jednu dvousetkoru-
novou bankovku. Zloděj Vám z peněženky náhodně vybere dvě bankovky. Označme jako X
náhodnou veličinu, která udává, o kolik peněz jste právě přǐsli.

(a) Určete rozděleńı X a spočtěte Vaši očekávanou ztrátu.

(b) Zloděj následně zaplat́ı 100 Kč za špatné parkováńı a doma mu manželka zabav́ı čtyři
pětiny z toho, co donese. Označme jako Y veličinu udávaj́ıćı částku, která zlodějovi po
tom všem z̊ustane. Určete rozděleńı a očekávanou hodnotu Y .

(c) Určete rozptyl veličiny Y .

(d) S jakou pravděpodobnost́ı si bude zloděj moci večer v hospodě koupit jedno pivo v ceně
21 korun.

3. Náhodná veličina X nabývá hodnot 1, . . . , 4 s pravděpodobnostmi uvedenými v tabulce.

i 1 2 3 4

P(X = i) 0,2 0,3 0,3 p

(a) Určete hodnotu p.

(b) Spočtěte středńı hodnotu, rozptyl a EX3.

(c) Spočtěte pravděpodobnosti P(X ≤ 3), P(X je sudá), P (X ≤ 3 |X je sudá).

(d) Určete distribučńı a kvantilovou funkci této náhodné veličiny.

4. Studentovi je předložen test s 10 otázkami. Na každou otázku jsou 3 možné odpovědi a vždy je
pouze jedna správná. Student odpovědi nezná a voĺı je náhodně. Označme X počet správných
odpověd́ı.

(a) Určete rozděleńı náhodné veličiny X označuj́ıćı počet správně zodpovězených otázek.

(b) Určete pravděpodobnost, že student v testu uspěje, tedy odpov́ı správně alespoň na
6 otázek.

(c) Určete středńı hodnotu a rozptyl X.

5. V rodině jsou čtyři děti. Určete rozděleńı a středńı hodnotu náhodné veličiny udávaj́ıćı počet
dcer a načrtněte jeho distribučńı funkci, v́ıte-li, že pravděpodobnost narozeńı chlapce je p =
0,52.

6. VeličinaX určuje počet př́ıchoźıch hovor̊u na policejńı stanici za jednu hodinu. Lze předpokládat,
že na stanici přijde právě k hovor̊u s pravděpodobnost́ı λke−λ/k! pro k = 0, 1, 2, . . . , kde
λ > 0.

(a) Ověřte, že se jedná o pravděpodobnost́ı rozděleńı. Jak se toto rozděleńı nazývá?

(b) Vypoč́ıtejte středńı hodnotu a rozptyl počtu př́ıchoźıch hovor̊u za jednu hodinu.
(Lze využ́ıt vytvořuj́ıćı funkci.)

7. U zkoušky je 30 otázek. Z nich nl = 5 je lehkých, ns = 15 středně těžkých a nt = 10 těžkých.
Pravděpodobnosti úspěchu u zkoušky jsou dány následuj́ıćı tabulkou
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otázka známka

1 2 3 4

lehká 0,8 0,2 0 0

středně těžká 0,1 0,4 0,4 0,1

těžká 0 0 0,2 0,8

Náhodně vybereme jednu otázku. Určete rozděleńı náhodné veličinyX udávaj́ıćı, jakou známku
jsme dostali.

8. Háźıme šestistěnnou hraćı kostkou. X necht’ označuje, kolik hod̊u předcházelo, než padla
šestka.

(a) Určete P(X = k) pro k = 0, 1, 2, . . . O jaké se jedná rozděleńı?

(b) Určete pravděpodobnost, že k hozeńı šestky budete potřebovat méně než 7 hod̊u.

(c) Určete EX a VarX. (Zde je šikovné využ́ıt vytvořuj́ıćı funkci.)

(d) Porovnejte E 1
1+X a 1

1+EX .

(e) Necht’ Y znač́ı počet
”
neúspěšných“ hod̊u než padlo n šestek. Určete P(Y = k) pro

k = 0, 1, 2, . . .

9. Dva hráči házej́ı postupně (pravidelnou šestistěnnou) kostkou. Zač́ıná hráč A, který vyhraje,
padne-li mu jednička (a pak již hra konč́ı). Pokud hráči A nepadla jednička, háźı hráč B,
který vyhraje, pokud mu padne dvojka nebo trojka. T́ım konč́ı prvńı kolo. Pokud v prvńım
kole nevyhrál ani hráč B, zač́ıná se druhé kolo a háźı opět hráč A, atd...

(a) Určete pravděpodobnost, že hráč A vyhraje v k-tém kole.

(b) Určete pravděpodobnost, že hráč A vyhraje.

(c) Určete pravděpodobnost, že hráč B hod́ı právě k-krát.

(d) Určete středńı hodnotu počtu všech hod̊u.

Opakováńı z přednášky

Náhodná veličina X je měřitelné zobrazeńı (funkce) z prostoru (Ω,A) do (R,B).

• Distribučńı funkce je funkce reálné proměnné x ∈ R definovaná jako F (x) = P(X ≤ x).
Distribučńı funkce jednoznačně určuje rozděleńı veličiny X!

• Středńı hodnota veličinyX je definována jako EX =
∫
ΩX(ω) dP(ω). Vyjadřuje

”
očekávanou

hodnotu“ veličiny X.

• Rozptyl veličiny X je dán jako VarX = E(X − EX)2 = EX2 − (EX)2 (jestliže EX a EX2

existuj́ı). Rozptyl je vždy nezáporné č́ıslo, tj. VarX ≥ 0 (d̊usledek Jensenovy nerovnosti).

• Jestliže a, b ∈ R a X je náhodná veličina, pak plat́ı

E(a+ bX) = a+ bEX, Var (a+ bX) = b2 VarX.

• Kvantilová funkce je definována jako

F−1(u) = inf{x ∈ R : F (x) ≥ u} pro u ∈ (0, 1).

Hodnoty kvantilové funkce se nazývaj́ı kvantily. Speciálně, F−1(1/2) se nazývá medián.
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Diskrétńı rozděleńı:Nabývá-li náhodná veličinaX s kladnou pravděpodobnost́ı nejvýše spočetně
mnoha (tj. konečně nebo spočetně) hodnot x1, x2, . . . , ř́ıkáme, že má diskrétńı rozděleńı.

• Rozděleńı X je charakterizováno pravděpodobnostmi pk = P(X = xk), k = 1, 2, . . . a plat́ı∑
k pk = 1.

• Distribučńı funkce diskrétńı náhodné veličiny

F (x) = P(X ≤ x) =
∑
xk≤x

pk, x ∈ R

je po částech konstantńı, skokovitá se skoky o velikosti pk v bodech xk.

• Kvantilová funkce F−1
X (α) = inf{x : FX(x) ≥ α} je skokovitá, neklesaj́ıćı a zleva spojitá.

• Středńı hodnota X se spoč́ıtá jako

EX =
∑
k

xk P(X = xk) =
∑
k

xk pk (existuje-li).

Středńı hodnota náhodné veličiny Y = h(X) se spoč́ıtá jako

EY = Eh(X) =
∑
k

h(xk)P(X = xk) =
∑
k

h(xk) pk (existuje-li),

nebo př́ımo z rozděleńı Y jako EY =
∑

k yk P(Y = yk).
Rozptyl X spočteme tedy jako

VarX = E (X − EX)2 = EX2 −
(
EX
)2

=
∑
k

x2k P(X = xk)−

(∑
k

xk P(X = xk)

)2

.

• Je-liX celoč́ıselná náhodná veličina nabývaj́ıćı hodnot 0, 1, 2, . . . s pravděpodobnostmi p0, p1, p2, . . . ,
pak definujeme vytvořuj́ıćı funkci P jako

P (t) = EtX =
∞∑
k=0

tk P(X = k) =
∞∑
k=0

tk pk.

Potom plat́ı EX = P ′(1). Jelikož plat́ı VarX = EX(X − 1) + EX − EX2, tak nav́ıc

VarX = P ′′(1) + P ′(1)−
(
P ′(1)

)2
.

(Př́ıpadně bereme namı́sto P ′(1) limitu P ′(1−).)
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