3. cviceni
Diskrétni nahodné velic¢iny

. Méjme pravdépodobnostni prostor (2,4, P), kde @ = {1,2,3,4} a A = {0,{1,2},{3,4},Q}

a P({1,2}) = P({3,4}) = 1. Na tomto prostoru uvazujme redlné funkce X a Y definované

nasledovné: X(1) = X(2) =1, X(3) = X4) =2, Y1) =Y(2) =Y3) =1,Y{4) = 2

Rozhodnéte, zda jsou tyto funkce ndhodnymi veli¢inami.

. 'V penézence mate dvé papirové padesatikoruny, jednu stokorunovou a jednu dvousetkoru-

novou bankovku. Zlodéj Vam z penézenky ndhodné vybere dvé bankovky. Ozna¢me jako X

nahodnou veli¢inu, ktera udava, o kolik penéz jste prave prisli.

(a) Urcete rozdéleni X a spoctéte Vasi otekdvanou ztratu.

(b) Zlodéj nasledné zaplati 100 K¢ za Spatné parkovani a doma mu manzelka zabavi ¢tyfi
pétiny z toho, co donese. Ozna¢me jako Y veli¢inu udavajici ¢astku, ktera zlodéjovi po
tom vSem zustane. Urcete rozdéleni a otekdvanou hodnotu Y.

(¢) Urcete rozptyl veli¢iny Y.

(d) S jakou pravdépodobnosti si bude zlodéj moci vecer v hospodé koupit jedno pivo v cené
21 korun.

. Ndhodna veli¢ina X nabyva hodnot 1,...,4 s pravdépodobnostmi uvedenymi v tabulce.

i |1 2 3 4
P(X=i)]02 03 03 p

(a) Urcete hodnotu p.
(b) Spoététe stiedni hodnotu, rozptyl a EX?3.

(¢) Spoctéte pravdépodobnosti P(X < 3), P(X je sudd), P (X <3| X je sudd).
(d) Urcete distribuéni a kvantilovou funkci této ndhodné veliciny.
. Studentovi je predlozen test s 10 otdzkami. Na kazdou otazku jsou 3 mozné odpovédi a vzdy je
pouze jedna spravné. Student odpovédi neznd a voli je ndhodné. Ozna¢me X pocet spravnych
odpoveédi.

(a) Urcete rozdéleni nahodné veliciny X oznacujici poCet spravné zodpovézenych otézek.
(b) Urcete pravdépodobnost, ze student v testu uspéje, tedy odpovi spravné alesponi na

6 otazek.

(c) Urcete stiedni hodnotu a rozptyl X.
. 'V rodiné jsou ¢tyfi déti. Urcete rozdéleni a stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny udavajici pocet
dcer a na¢rtnéte jeho distribuc¢ni funkci, vite-li, ze pravdépodobnost narozeni chlapce je p =
0,52.
. Veli¢ina X urcuje pocet ptichozich hovori na policejni stanici za jednu hodinu. Lze predpokladat,
7e na stanici pfijde pravé k hovorti s pravdépodobnosti \fe=*/k! pro k = 0,1,2,..., kde
A > 0.

(a) Oveite, ze se jednd o pravdépodobnosti rozdéleni. Jak se toto rozdéleni nazyva?

(b) Vypocitejte sttedni hodnotu a rozptyl poctu piichozich hovoru za jednu hodinu.

(Lze vyuzit vytvotrujici funkci.)

. U zkousky je 30 otézek. Z nich n; = 5 je lehkych, ny = 15 stfedné tézkych a n; = 10 tézkych.
Pravdépodobnosti uspéchu u zkousky jsou dany néasledujici tabulkou



otazka znamka

1 2 3 4

lehka 0,8 02 0 0
stfedné tézka | 0,1 0,4 0,4 0,1
tézka 0 0 0,2 08

N&ahodné vybereme jednu otazku. Urcete rozdéleni nahodné veliciny X udavajici, jakou znamku
jsme dostali.

Héazime Sestisténnou hraci kostkou. X nechf oznacuje, kolik hodt pfedchdzelo, nez padla
Sestka.

(a) Urcete P(X =k) pro k=0,1,2,... O jaké se jedna rozdéleni?

b

) Urcete pravdépodobnost, ze k hozeni Sestky budete potfebovat méné nez 7 hodu.
c) Urcete EX a Var X. (Zde je sikovné vyuzit vytvorujici funkei.)
)

)
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e) Necht Y znac¢i pocet ,nedspésnych® hodu nez padlo n Sestek. Urcete P(Y = k) pro
k=0,1,2,...

Dva hraci hézeji postupné (pravidelnou Sestisténnou) kostkou. Zacina hrac A, ktery vyhraje,

padne-li mu jednicka (a pak jiz hra konéi). Pokud hraci A nepadla jednicka, hézi hrac B,

ktery vyhraje, pokud mu padne dvojka nebo trojka. Tim konéi prvni kolo. Pokud v prvnim

kole nevyhral ani hra¢ B, zac¢ind se druhé kolo a hdzi opét hrac A, atd...

Porovnejte E

(
(
(
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(a) Urcete pravdépodobnost, ze hra¢ A vyhraje v k-tém kole.
(b)
(¢) Urcete pravdépodobnost, ze hra¢ B hodi praveé k-krat.
(d) Urcete stiedni hodnotu poctu vsech hodu.

Urcete pravdépodobnost, ze hra¢ A vyhraje.

Opakovani z prednasky

Nahodn4 veli¢ina X je méfitelné zobrazeni (funkce) z prostoru (2, 4) do (R, B).

Distribuéni funkce je funkce redlné proménné z € R definovand jako F(x) = P(X < x).
Distribuéni funkce jednozna¢né urcuje rozdéleni veli¢iny X!

Stiedni hodnota veli¢iny X je definovana jako EX = [, X (w) dP(w). Vyjadiuje ,,o¢ekdvanou
hodnotu® veli¢iny X.

Rozptyl veliciny X je ddn jako Var X = E(X — EX)? = EX? — (EX)? (jestlize EX a EX?
existuji). Rozptyl je vzdy nezdporné cislo, tj. Var X > 0 (dusledek Jensenovy nerovnosti).

Jestlize a,b € R a X je ndhodna veli¢ina, pak plati
E(a+bX)=a+bEX, Var(a+bX)=">b*VarX.
Kvantilova funkce je definovana jako
Flu)=inf{z eR: F(z)>u} pro uc(0,1).

Hodnoty kvantilové funkce se nazyvaji kvantily. Specidlné, F~!(1/2) se nazyvéa medidn.



Diskrétni rozdéleni: Nabyva-li ndhodnd velicina X s kladnou pravdépodobnosti nejvyse spocetné
mnoha (tj. kone¢né nebo spoc¢etné) hodnot x1,xa, ..., fikdme, ze mé diskrétni rozdéleni.

e Rozdéleni X je charakterizovano pravdépodobnostmi py = P(X = ), k = 1,2,... a plati
Zk pr = 1.

e Distribucni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny

F(x):P(XS:U):Zpk, reR

xp<x
je po castech konstantni, skokovita se skoky o velikosti py v bodech xy.
o Kvantilova funkce Fy'(a) = inf{z : Fx(z) > a} je skokovit4, neklesajici a zleva spojita.

e Stfedni hodnota X se spocita jako
X = Z 2 P(X =) = Zxk pr (existuje-li).
k k

Stfedni hodnota ndhodné veli¢iny Y = h(X) se spocitéd jako

EY = ER(X Z h(zxy) =uxp) = Z h(zk)pr  (existuje-li),

nebo pifmo z rozdéleni Y jako EY =, yx P(Y = yi).
Rozptyl X spocteme tedy jako

2
VarX = E(X —EX)? =EX? — (EX)? =Y 2} P(X = a3,) — (Z 2p P(X = xk)> .
k k

e Je-li X celociselnd nahodné veli¢ina nabyvajici hodnot 0, 1,2, ... s pravdépodobnostmi pg, p1, p2, - - -

pak definujeme vytvorujici funkci P jako

t) = EtX = Ztk k)zztkpk.
k=0
Potom platif EX = P’(1). Jelikoz plat{ Var X = EX(X — 1) + EX — EX?, tak navic

Var X = P"(1) + P'(1) — (P'(1))%.

(Piipadné bereme namisto P’(1) limitu P'(1-).)



