§ MATEMATICKA ANALYZA 2
POCETNI PRIKLADY NA PRIMITIVNI FUNKCI

ZE SBIRKY LUBOSE PICKA

5. PRIMITIVNI FUNKCE

Priiklad 5.1. Spoc¢téte nasledujici primitivni funkce:

/(:v + 5)® du, /sin(2x +7)dzx, / % dx;

/ dx / dx / x? i
V2 — 5z’ V2 — 322’ 1+a2

\/ t
/thxdm, / V1 —sin(2z) dx, / acer x;

1—|—x2

—dx ——dr
A2 14247 1—|—cosx

Priklad 5.2. Pomoci jednoduchych substituci spoc¢téte nasledujici primitivni funkce:

[omtosn) 2 [ [
Ve e et

sinx / 2 + 1 dr / x+1 dx

\/COSZ:U 2+r+1 7 22 4+2x+9
dx dx dx

/ = = s

Piiklad 5.3. Pomoci trigonometrickych vzorct urcete nasledujici primitivni funkce:

/ sin? z dz, / sin® z dz, / sin? x dx;

dx sin x cos x dx
) 9 . 4 4 d.27, —3)
sin“ x cos? x sin® x + cos* x sin x cos3 x

dx dx dx
costx sin® z cos® x sin? x cos z’

/ / sin x / dx
x? . .
Vsin® r cosd ¢ 1+sinzx 2sinxz —cosx + 5

Priiklad 5.4. Pomoci metody integrovani per partes spoc¢téte nasledujici primitivni funkce:

/ e’ sinzdzr, / arcsin x dx, / log x dx;

arcsin x dx
/ x2 dl’, / m, /arctg(\/f) dl’

Priklad 5.5. Pomoci metody integrovani per partes odvodte formule pro nasledujici pri-

mitivni funkce:
/ e* sin bx dx, / arcsin x dz, / sin(log z) dz.

Priiklad 5.6. Pomoci vhodné substituce spoc¢téte nasledujici primitivni funkce:

/ log? x p / 3 q COS T
x, ———dx —_—
x 8 — /2 + cos(2z)

2 9
/ x? /a:2+1 / log x+\/1+x)
dzx, —dx,
1+x 1+ x4 1+ 22




Priklad 5.7. Procvicte si lepeni primitivnich funkei na nasledujicich ptikladech:

/|x|d$, /e"”ﬁl dz, /max{x,xz}dx;

dx
/m? /'2“”6590; /(|1+:c|—|1—x|) dz.

Priklad 5.8. Pomoci rozkladu na parcialni zlomky spoc¢téte nasledujici primitivni funkce:

3+ 1 T xt
T T S
x3 — bx? + 6x 2 —x—2 rt + 522 4+ 4

T dx T
/x?’—ldx’ /1—|—x6’ /x3—3x+2dx'

Priklad 5.9. Spoctéte nasledujici primitivni funkce:

er dx
— iz, Ve 2wde, [ —
/\/€x+2 ) / s /1+\/m+3

/ 1_x1d:c / dx / x? dr
Vitor 1+vVZ+Vr+1 Vido+a22

Priklad 5.10. Pomoci Eulerovych substituci spoc¢téte nasledujici primitivni funkce:

dx dx .
/ z+ Vi tr+1 / 1+v1 -2z — 22
T — 22 +3r+2 x?
-V +3r+2 / 2v/1— 22
Priklad 5.11. Na intervalu (—m, 7) naleznéte primitivni funkci

. . 2
/ (sinz)|sinz| + (cos x) e

(sinz)? + 2(cos x)?

Priklad 5.12. Spoctéte primitivni funkei na intervalu (0, 7) k funkei
1
x) = .
/() 6 cos? x + 4sinx cos x + sin’ x
Priklad 5.13. Spoctéte primitivni funkei na maximélnim mozném intervalu k funkci
1
fw)

" 3cosZy+ sin(2y) + 1
Priiklad 5.14. Spoctéte primitivni funkei na maximélnich intervalech, na kterych existuje,

k funkci
/ 6437 + 2€2x
3— d.ﬁU.
e’r — 1
Vysledky. e Piiklad 5.11: Oznac¢me

I / (sin:r)|sinx| + (cosx)? .
(sinz)? 4+ 2(cos x)?
Pouzijeme substituci ¢ = tgx, a to na intervalech v € (=%,%), v € (-7, —3) a
r € (5,m), pak po fadé vychazi ¢ € (—o0,00), t € (0,00)a t —00,0).

Tedy

IR

. { @;;tg;%dt, v € (-7, 1), x € (-1,0),
5 re(0,%), v e (5,m).
Rozlozime prvni funkci na parcialni zlomky a druhou spoc¢itame rovnou. U prvni
funkce dostaneme rozklad
1—t _At+B  Ct+D

2+ ) (1+2) 1+¢2 Tore




uhodneme A = C' = 0 a dopoc¢itame B = 2, D = —3. Celkem dostaneme
(

2x — \%arctg gtgas +C1, v (-7 —3),

2x — %arctg ‘gtgx +Cy,  x€(—%,0),

I =
%iarctg \/gtg:c + (s, z € (0,7),
\garctg ‘/gtgas + Cy, v € (5,m).

Nyni spoé¢itame jednu primitivni funkci na celém intervalu (—m, ), feknémé Fy.
Nejprve zvolime konstantu Cy = 0 Konstanty C;, C5 a C spocitame z jednostran-
nych limit funkce Fy v bodech &7 a 0. Dostavame

T2
C3=0 Cy=——.
9 ’ 3 ) 4 9
V bodech 7 a 0 dodefinujeme funkci Fy tak, aby byla spojita. Celkem tedy mame

(22 — % arctg <\/7§ tgx) + @, r € (-7, —3),
3V2x _ T
T r==3
2x—%§arctg (?tgm) , r € (—3,0),

F0<$> = 0, x=0
2 2 s
% arctg (% tgm) , z € (0,3),
Vor _m
1 r=73
V2 V2 T2 ™
|7 arctg <7tgx> + ¥, r € (5,m).

Vsechny primitivni funkce na intervalu (—m, 7) jsou tedy tvaru
e Priklad 5.12: V8echny primitivni funkce jsou tvaru Fy(x) + C, x € (0,7), kde

(napriklad)
1
Fy(r) = ——= arct <\/§ 3 cot x—l—l)
o(z) = — g arctg (V2 (3cotgz + 1)
nebo
Loarctg (L (tgr+2),  w€(05)
Fy(z) = \%arctg \/Li (tgx+2)) + 75, =€(0,3);
e Priklad 5.13: VSechny primitivni funkce jsou tvaru Fy(y) + C, y € (—00,00), kde
(naptiklad)
1 tgytl | km _ ™ .
- { e (45 1) v Cgain
\/lg(%—i_k)’ y=35+kr, kel

ogle"—1|—=log (™ + e + +—=arc — e+ =

V3 )), x € (—00,0) nebo € (0,00).



