1. Naleznéte viechna maximdlni feSeni rovnice vy’ = {/y2.
2. Pro diferencialni rovnici 3/ = z—z naleznéte
a) vSechna maximalni feSeni,
b) maximdlni feSeni prochdzejici bodem [1,1/2],
¢) vSechna maximaln{ feSeni, kterd jsou na svém definicnim oboru omezena.
3. Pro diferenciéln{ rovnici 3y’ = —% naleznéte
a) vSechna maximalni feSeni,
b) maximdlni feSeni prochézejici bodem [0, 1].
4. Reste rovnici /(2 — €*) = —3e® tgy cos? y.
Naleznéte vSechna maximélni feSeni rovnic.
5. 4 =12 6. y =yl
7.y =+/1—92 8. zy =1+
LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE PRVN{HO RADU
Naleznéte vSechna maximalni feSenf nasledujicich rovnic.
9. y — I%Hy = fﬁ 10. y — 2y =223
1. ¢ + (tgz)y = —— 12. y + &y =3ge"
13. ¢ — ﬁy = 2§f—1 4. y+aoy==x
15. v —Lly=uasina 16. y —y = ze®
tg @ .
17. y’—l—ﬁ:% 18. ¢y —y=sinx
_ T +1, _
19. ¢ =y+ ze®sin2z 20 y'+*y=1
2. (z—1)y =22 -y 22. y' +2y=cosx
23, ' — si121y2:v =sinz 24. zy —y = 2?
LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY
Naleznéte vSechna maximalni feSen{ nasledujicich rovnic.
25. ¢y +4y +4y=0 26. y' -3y +2y=0
27. Y’ —6y +13y =0 28. y" + 3y = 3ze 3"
29. ' —y= Z:jrz:: 30. y'+y=4rcosz
3. 7y -y =14z 32, ' —2y +2y=-coszx
_ .2 3 2 _ e
33, ¢y -y =2y =e** + 2% +32° +1 M. ¥ -2 +y= iy

DIFERENCIALNI ROVNICE

DIFERENCIALNI ROVNICE SE SEPAROVANYMI PROMENNYMI




VYSLEDKY

1.
y(z) =0, z€R;
() {O x € (—00,(] R
ylx) = 5 5 c Ry
Y (%(:Efc)) x € (¢, 00)
_ 5
y(z) = Y (%(:Efc)) xe(foo,c)’ cER:
0 x € [c,00)
Y (%(x—cl))S x € (—00,c1)
y(r) =40 x € e, ¢ c1,c2 € Rye1 < co;
Y (%(x - cz))5 x € (cg,00)
y(r) =y (%(x—c))s, z € R, ceR.
2. a) y(x) = 1% na intervalech (0,1/c), (1/¢,00), (—00,0) pro ¢ > 0, na intervalech (—o0,1/c),
(1/¢,0), (0,00) pro ¢ < 0; (0, 00), (—o0,0) pro ¢ = 0; y(x) = 0 na intervalech (0, c0), (—o0,0).
b) y(z) = 17 naintervalu (0, c0)
¢) y(x) = 0 na intervalech (0, 00), (—00,0); y(x) = =% na (—o0,0) pro ¢ > 0 a (0, 00) pro c < 0.
3.a) y(x (=% log(1 4+ 22) + ¢) na intervalech

) =tg

<—\/exp(7r +2¢) — 1, \/exp(m + 2¢) — 1) pro |c| < /2,
(—\/ p(m +2¢) — 1, —\/exp(—7 + 2¢) — 1) pro |¢| > /2,
<\/exp(—7r +2¢) — 1, —/exp(m + 2¢) — 1) pro |c| > /2.

b) y(z) = tg (—3 log(1 + %) + T) na intervalu (—\/exp(%ﬂ) —1,/exp(3m) — 1).

4. Nejde o rovnici se separovanymi proménnymi. Je-li v§ak = # log 2, miiZeme ji na tento tvar upravit:

X
/

Y =— -tgy - cos”y. (0

2—e”
Nejprve standardnim postupem vyfeSime tuto rovnici.
1. krok. Funkce h(z) = —3e” /(2 — €%) je spojitd na intervalech (—oo,log 2) a (log 2, +00). Budeme tedy
fesit rovnici (1) na kaZzdém z té€chto intervald.
2. krok. Nulovymi body funkce g(y) = tgy - cos?y jsou body k7, k € Z. Odtud dostdvdme staciondrni
feSeni

y(x) =k, © € (—oo,log2), k € Z,

y(x) =km, z € (log2,4+0), k € Z.

3. krok. Funkce g je spojita a nenulova na intervalech (kg, 7+ k;g) prok € Z.
4. krok. Zafixujme jeden z intervalil z 1. kroku a jeden z intervall ze 3. kroku. Je-li y feSenim rovnice, pak
spliiuje

tgy(x)-cos?y(x)  2—er
1

y'(x) 3e”
)

Primitivni funkci k funkci y —

je napriklad G(y) = log|tgy|, primitivni funkci k pravé
Y

tgy - cos?
strané zase H (z) = 3log|2 — e”|. Je-li y feSent, pak existuje konstanta ¢ € R takovd, Zze

log [tgy(z)| = 3log|2 — | + c.
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5. krok. Zafixujme c. VSimnéme si, Ze G((kg, 3+ k%)) = R pro libovolné k£ € Z, tedy pro z jiz
nedostaneme Zadné dal§i omezeni. Po tpravé obdrzime

g y(a)] = e - |2 — e[,

Rozeberme rizné piipady znamének. Podle toho, zda x € (—o0,log2), nebo z € (log2, +00), je vyraz
2 —e” kladny, nebo zaporny. Podobné znaménko tg y zavisi na tom, ve kterém z intervalt z 3. kroku pracu-
jeme. Odstranime-li tedy absolutni hodnoty, mohou se na jednotlivych stranidch rovnice objevit znaménka
navic. Kdyz si vSak uvédomime, Ze Cislo e je libovolnd kladnd konstanta, je jasné, Ze ve vSech pripadech
bude platit
tgy =a- (2 —e%)3,

kde a je néjakd nenulovd konstanta. Funkce tg zdzend na (— 5 +km, 5 +km) md inverzni funkci bk +arctg,
a tedy funkce

y(z) = kr + arctg (a(2 — €*)?)
je pro kazdé k € Z aa € R\ {0} feSenim rovnice (1) na intervalu (—oo,log2) a také na intervalu
(log 2, 4+00). V§imnéme si jesté, Ze dosadime-li @ = 0, dostaneme stacionérni feSeni z 2. kroku.

6. krok. ReSeni rovnice (1) mezi sebou nelze lepit, jsou totiZ definovana na maximalnich moznych interva-
lech. Proto jsou v 5. kroku popsadna vSechna maximalni feSeni rovnice (1).

My jsme vSak méli najit feSeni pivodné zadané rovnice. Na intervalech neobsahujicich bod log 2 je
tato rovnice ekvivalentni s (1). Bod log 2 jsme vyloudili jen proto, abychom mohli fesit rovnici (1), na niz
bylo moZné pouZit standardni postup. Proto je tfeba ovéfit, zda je feSeni rovnice (1) moZno slepit v bodé
log 2. Uvédomte si, Ze jde o slepovani z jiného diivodu nez v 6. kroku feSeni rovnice se separovanymi
proménnymi, a tudiZ musime ovéfit nejen shodnost limit feSeni, ale i existenci derivace a platnost nasi
rovnice v bod¢ log 2.

Snadno zjistime, Ze limita feSen{ z 5. kroku v bodé& log 2 zprava eventudlné zleva je km, a limita y’ je
zde 0. Definujeme-li tedy

km + arctg (a(2 — e%)3 ro x € (—oo,log2),
y(x)_{ g(a(2—¢")?) proz € (—oo,log2)

wbeREEZ,
km + arctg (b(2 — €*)3)  proa € (log 2, +00),

pak tato funkce je spojitd na R a podle véty o vypoctu derivace plati ¢’ (log 2) = 0. Dosazenim ovéfime,
Ze naSe rovnice je splnéna i v bodé log 2. VSechna maximdlni feSeni maji tedy uvedeny tvar. Néktera jsou
zndzornéna na obrazku.

9.y(z) = — 45 (@+1)log |z +1|+a(z+1), z € (—oo0,~1)neboz € (—1,00) 10.y(z) = 2*+ca?,
x € (—00,0) nebo z € (0,00) 11. y(z) = sinz + acosz, x € (—7/2,7/2) + km, k € Z
12. y(z) = 2%e " +ae "L, € (—00,0)neboz € (0,00),a € R 13.y(z) = 1+2zlog |2z +1|+
log |2z+1]+a(2z+1), z € (—00,—1/2)nebox € (—1/2,00) 1duy(z) = 1+ae~*"/2, reR
15. y(z) = —x cos(z) + ax, x € (—00,0)nebox € (0,00)  16.y(x) = 222e® + ae?, reR
17.y(z) = 8" +ae” 8%, z € (—7w/2,7/2)+km k€ Z 18.y(x) = —4 cos(x) — 5 sin(z) + ae®,

z €R 19. y(z) = —e®wcos? x + Le® cos(z) sin(z) + Lze® + ae?, z €R 20. y(z) =
=l 4 qleo, z € (—00,0) nebo z € (0, 00) 21. y(z) = %f—jl +a-ts, z € (—o0,1)
nebo x € (1,00) 22.y(z) = Zcosx + £ sinz + ae™ 2, zr€R 23. y(z) = % +atgz,

xz € (0,7/2) +krn/2,k € Z 24. y(z) = 2% + ax, zeR 25. y(r) = ae™ 2 + bre 27,



z € R 26. y(x) = ae® + be**, v € R 27. y(x) = ae®*sin2z + be®* cos2z, v € R
28. y(x) = —twe ™™ — e — La?e™ 4 a4+ be ",z € R 29. y(x) = —e” arctg(e™™) +
e Tarctg(e”) + ae® + be *, x € R 30. y(z) = 2?sinx + xcosz + asinx + beosz, x € R
3ly(z) = —722 — 98z +a + be®/7, z € R 32.y(x) = —% sinx + % cosx + ae® sinx + be® cos z,
z€R 33.y(x) = gwe® — fat — J2% — 222 — Io + a4+ be* + e, x € R M. y(x) =

8 8
—3log(z? + z + 1)e” + %ex arctg 29\%1 + %xe’” arctg 2“\7/%1 +ae® +bze®,z € R




