Cviceni 7 a Cviceni 8
Uloha 1. Klasifikujte vsechny lokdlni extrémy funkece f.
(a) f(z,y) =23 +y> —32% — 3y? — 9z
) flx,y,z) =x+ % + Zy—2 + %, kde x,y,z >0
Uloha 2. Kruhovy talit o rovnici % +y? < 1 zahitvdme na teplotu T(z,y) = 2? + 2y? — x. Urcete, jaké
jsou nejteplejsi a nejstudenéjsi body na talivi.

Uloha 3. Urcete vzddlenost nejblizsiho bodu hyperboly o rovnici 2* + 5zy + y> = 9 od bodu (0,0).

Pro _ilustraci:

Uloha 4. Naleznéte nejuyssi bod (tj. bod s nejuyssi z-ovou souiadnici) na krivce, kterd vznikne jako
prinik ploch o rovnicich 2 +y? =22 a x + 2z = 4.

Pro_ilustraci:

Uloha 5. Do koule o poloméru R vepiseme vdlec. Zjistéte, jaky nejuétsi povrch pldsté miize takovy vdlec
mit.
Dale Fests ulohy ze zadani Extrémy funkei (viz Moodle nebo téz konec tohoto dokumentu).

Domaci tkol na osmé cviceni: Naucit se na pisemku :)
Domaci tkol na devaté cvi€eni: Uloha 3.



Pripomenuti
Volné extrémy

e Nutna podminka existence lokalniho extrému funkce f € C! ve vnitiim bodé a € R” jejiho
defini¢niho oboru je, ze

Vf(a)=(0,0,...,0). (1)
— Jinymi slovy, uvnit¥ mnoziny hledame body podezielé z extrému jako body, kde je gradi-
ent nulovy. Resfme tedy soustavu rovnic, kterd vznikne tak, Ze polozime vSechny parcialni
derivace rovny nule.
— Jedna se pouze o nutnou podminky, tzn. dostdvame pouze kandidaty na lokilni extrémy, ale
jesté nevime, zda tam skuteéné lokalni extrém je (pfipadné jaky)!
— Body, kde plati , se nazyvaji stacionarni body.

e Ve stacionarnich bodech funkce f € C? lze aplikovat nasledujici pravidlo pro klasifikaci lo-

kalnich extrémi. Pokud je Hessova matice funkce ve vySetfovaném bodé podezielém z extrému
— pozitivné definitni, pak se jedna o lokdlni minimum;
— negativné definitni, pak se jedna o lokdlni maximum;
— indefinitni, pak pak se jedna o sedlovy bod.

e Pro urdeni (in)definitnosti Hessovy matice lze pouzit Sylvestrovo kritérium.

— Pokud jsou vSechny hlavni subdeterminanty (Hy)¢1y, ..., (Hy)q,....ny kladné, pak je Hessova
matice pozitivné definitni.

— Pokud je prvni hlavni subdeterminant (Hy )1y zéporny, druhy (Hy) 1 2y kladny, t¥eti (Hy) {1 2,3
zaporny atd., pak je Hessova matice negativné definitni.

— Pokud neni Hessova matice ani pozitivné semidefinitni ani negativné semidefinitni (totéz
jako definitnost ale s neostrymi nerovnostmi), potom je Hessova matice indefinitni.

e Pozor na to, 7ze vyse uvedené pravidlo pro klasifikaci lze aplikovat pouze ve stacionarnich bodech,
tj. v bodech, které jsou podezielé z lok. extrému. Pokud néco neni viibec podezielé z extrému, tak
nedava nejmensi smysl vySetfovat, o jaky extrém se jedna! Prvni tedy musime uréit stacionarni
body a ty poté klasifikovat.

Konvexita
e Vé&ta: Necht f je realna funkce tiidy C? na oteviené konvexni mnoziné Q C R”. Potom f je
konvexni na Q pravé tehdy, kdyz H ;(x) je pozitivné semidefinitni pro kazdé = € .
Metoda nejmensich ¢tverct
e Tvrzeni: At a € R", b€ R™ a A € M,, ,(R). Potom a je bod minima funkece f(x) = || Az — b|?
pravé tehdy, kdyZ a je feSenim soustavy rovnic
AT Az = A"b.
e To znamené, Ze pokud ma soustava Ax = b vice rovnic nez neznamych, pfibliZzeni k feSeni pomoci
metody nejmensich &tvercii dostaneme vyfeSenim soustavy AT Az = ATb.
Vazané extrémy
e Metoda Lagrangeovych multiplikatord nam dava nutnou podminku pro existenci tzv. vaza-
nych extrémai.
e Vazané extrémy jsou extrémy vazané vazebni podminkou (¢i podminkami). Vazebni podminky

jsou podminky tvaru g(z1,...,2z,) = 0, kde ¢ je n&jaka (,dostateéné pékna*) funkce n promén-
nych.

e Lagrangeova v&ta o multiplikatorech: Necht 2 C R je oteviena, f,gi,...,gr € C*(), kde
k<n,a

M={xecQ,gq(x)=0,...,9x(x) = 0}.
Predpokladejme, Zze a € M je bod lokalniho extrému f na M. Potom bud
(1) vektory Vgi(a),...,Vgr(a) jsou linearné zavislé
nebo
(2) existuji Ay,..., A\r € R tak, Ze

k
Vf(a)+ Z \iVgi(a) = 0.



e Jedné se pouze o nutnou podminku. Jinymi slovy dostavame pouze kandidaty. Pokud ale vime,
7e se maxima a minima na uvazované mnoziné nabyvéa, tak stac¢i probrat vSechny kandidaty a
vybrat nejvétsi, resp. nejmensi hodnotu.

— Uzitecna skutec¢nost, kterd nam ¢asto zarudi existenci maxima a minima, je, Zze kazda spo-
jita funkce na omezené a uzaviené mnoziné v R"” nabyva maxima i minima.

Lagrangeova metoda pro jednu vazebni podminku:

Hled4ame extrémy funkce f(z1,...,2,) na mnoziné dané jednou vazebni podminkou
g(x1,...,xn) =0. (2)
(1) Nejprve zkontrolujeme, zda je Vg nenulovy v bodech uvaZované mnoziny. Pokud je v n&jakém
bodé nulovy a tento bod lezi v uvazované mnoziné, pak tento bod pridame na seznam bodi po-

dezfelych z extrému.
(2) Uvazime tzv. Lagrangeovu funkci

L(x17"' 7:1771) :f(‘rla"'vxn)7)\9(1‘17"'7’1:")’

kde X\ € R je ngjaké ¢islo, jehoz hodnotu neznéame.
(3) Sestavime si soustavu rovnic, kterd odpovida soustavé pro stacionarni body funkce L, ke které
pridame vazebni podminku . Tj.:

oL
aiml(xl)"'azn) =0
oL
Tm(ﬂﬁl,m,xn)—o
oL

azn(xl,...,xn) =0

g(x1,...,2,)=0
(4) Nyni potFebujeme ziskat vSechna moZna feSeni této soustavy. To budou nasi kandidati.
e Ze pifpadny vézany extrém splituje tuto soustavu pro néjaké A € R je pravé obsahem véty o
Lagrangeovych multiplikatorech.
e Hodnota ¢isla A nés obecné nezajimé, takze pokud se ndm povede ziskat kandidata, aniz
bychom védéli hodnotu A, tak jsme spokojeni, a rozhodné ji nedopodéitavame.
e Musime davat pozor, aby kandidati lezeli v uvazované mnoziné.

Lagrangeova metoda pro dvé vazebni podminky:

Hledame extrémy funkce f(z1,...,2,) na mnoziné dané dvéma vazebnimi podminkami
gl(xl,...,xn)z(), (3)
g2(x1, ..., xy) =0. (4)

(1) Nejprve zkontrolujeme, zda jsou vektory Vg; a Vgo linearné nezéavislé v bodech uvazované mno-
Ziny. Pokud jsou v néjakém bodé linearné zavislé (tj. jeden z gradientu je nulovy nebo je jeden
nenulovym nasobkem druhého) a tento bod lezi v uvazované mnoziné, pak tento bod pridame na
seznam bodu podeztelych z extrému.

(2) Uvazime tzv. Lagrangeovu funkci

L(xla"' ,.’En) = f('rlw"u‘rn) - )\191<x17~-~>$n) - )\292(1'1,...7.’17”)7

kde A1, A2 € R jsou né&jaka ¢isla, jejichz hodnotu nezname.




(3) Sestavime si soustavu rovnic, ktera odpovida soustavé pro stacionarni body funkce L, ke které
pridame vazebni podminky a . Tj.:

oL

Tm(mlw--,xn) =0

oL

Tm(flw-.,xn) =0

oL

8T(xl,...,ajn) =0
gi(z1, ..., 2,)=0
92(21, ... xn)=0

(4) Nyni potFebujeme ziskat vSechna moZna feseni této soustavy. To budou nasi kandidati.
o Ze piipadny vazany extrém splituje tuto soustavu pro néjaka A, A2 € R je pravé obsahem
véty o Lagrangeovych multiplikatorech.
e Hodnota ¢isel A, A2 nas obecné nezajima, takZze pokud se nam povede ziskat kandidéata, aniz
bychom védéli hodnotu A; a/nebo Ag, tak jsme spokojeni, a rozhodné ji nedopoé&itavame.
e Musime davat pozor, aby kandidati lezeli v uvazované mnoziné.




Extrémy funkci

Zadani

1. Klasifikujte vSechny stacionarni body funkce f, jestlize

(a) flz,y) =2"—22% +y° = 3y;

(b) flz,y) = (2° +y°)* = 2(2* + 4°);

(c) flz,y) =1— /2% +y%

(d) f(z,y) =ycosw;

(e) f(z,y,2) =2?+9°+ 22 —azy + 2 — 22

(f) f(z,y,2) :x+%+§+§, kde x,y,z > 0;

. Rozhodnéte, zda je funkce f konvexni, jestlize

(a) f(z,y) =a*+ 2y — 3ay;

(b) flx,y,2) = 2>+ %yQ + 22+ ay +yz.

. Je déna funkce f(x,y) = %xij’ +y? — .

(a) Naleznéte nejvétsi otevienou mnozinu C, na které je f konvexni.

(b) Klasifikujte staciondrni body funkce f.

(c) Je bod (1,0) bodem extrému funkce f na C, kde C' je mnozina z bodu
(a)? Pokud ano, jakym?

. Je déna funkce f(z,y) = 2?4+ 2y* + azy + vy, kde a € R.

(a) Urcete vsechny hodnoty parametru « tak, aby funkce f byla konvexni.

(b) Pro kazdou hodnotu parametru « z predchoziho bodu naleznéte vsechny
body minima funkce f.

. Metodou nejmensich ¢tvercu prolozte body (—1,0), (—%, 3),(0,2) a (%, 1) graf
funkce

(a) f(x) =ax+0b, kde a,beR.
(b) f(x) = asin(rx) + beos(nz), kde a,b € R.

. Metodou nejmensich ¢tvercu prolozte body (—2,0), (—1,0), (0,1), (1,2) a
(2,5) graf funkcef(z) = az? + bx + ¢, kde a,b,c € R.

. Naleznéte vSechny body v roviné =z + y + 2z = 1, které jsou nejblize bodu
(2,0,-3).

. Naleznéte vsechny body na povrchu kuzelu 22 = z? + 32, které jsou nejblize
bodu (4,2,0).

. Naleznéte body minima a maxima funkce f na mnoziné M, jestlize

(@) f(z,y) =223 +y*, M ={(z,y) e R?|2* +y* < 1};



10.

11.

12.

13.

14.

15.

(b) flz,y) =ay?, M = {(z,y) € R*|x >0,y > 0,2% + y* < 3};
(c) flz,y) = 2* +y* — 2z, M je trojihelnik s vrcholy (2,0), (0,2), (0, —2);

Naleznéte rozmeéry kvadru o nejvétsim objemu, ktery lezi v prvnim oktantu,
ma tii stény v rovinach z = 0, y = 0, 2z = 0 a jeden vrchol ma v roviné
T+ 2y + 3z =6.

Pomoci metody Lagrangeovych multiplikatoru naleznéte extrémy funkce f na
mnoziné M, jestlize

(8) fla,y) ==, M = {(v.y) € R? [2? + 4y < 1};
(b) f(z,y,2)=x+y+z, M={(r,y,2) e R?|2* +¢y* + 22 < 1}.
Mezi body mnoziny

M ={(z,y,2) e R*|2? +y* + 2> = 4}

naleznéte vsechny, které jsou nejblize (resp. nejdéle) od bodu a = (3,1,—1) a
urcete jejich vzdalenosti od a.

Naleznéte nejvyssi bod (tj. bod s nejvétsi teti souradnici) na kiivce, kterd je
prinikem ploch o rovnicich 22 + 9% — 22 =0 a x + 2z = 4.

Naleznéte tii nezaporna cisla, jejichz soucet je 300 a soucin je maximalni.

Naleznéte vzddlenost paraboly y = 22 od pifmky x —y — 1 = 0.



Vysledky

1.

10.

11.

(a) (0,1), (—=1,—1) a (1,—1) jsou sedlové body; (—1,1) a (1,1) jsou body
ostrého lokdlntho minima; (0, —1) je bod lokalntho maxima.

(b) (0,0) je bod lokalniho maxima; kazdy prvek v {(z,y) € R?*|2? + 3> = 1}
je bodem lokalniho minima (dokonce bodem minima).

(¢) Funkce nema staciondrni body. (Ale bod (0,0) je bod maxima funkce f.)
d) Pro kazdé k € Z je (— + km O) sedlovy bod.
(e ( 273 ) je bod lokalniho minima.

(f (2, , ) je bod lokédlniho minima.

a) Neni konvexni.
a) C ={(z,y) € R?|x > 0}.
b) (1,0) je bod lokalniho minima a (—1,0) je sedlovy bod.

(c) Jedné se o bod minima funkce f na C.

a) f je konvexni pro a € [-2v/2,2/2].
(b) Pro kazdé o € (—2v/2,2v/2) m4 f jediny bod minima, a to (525, =25).

8—a??’ 8—a?

)
(d)
)
)
(a)
(b) Je konvexni.
(a)
(b)
)
(a)
)
Pro a = +2v/2 bod minima neexistuje.

2,1,v5), (2,1, —V5).

(a) (—1,0) je bod minima a (1,0) je bod maxima.
(1,4/2) je bod maxima a viechny prvky mnoziny

{(x,o))ogxgﬁ}u{(o,y)‘ogyg\/§}

jsou body minima.

(¢) (1,0) je bod minima; (0,—2) a (0,2) jsou body maxima.

(2.1.5)-

(a) \%(—1, —1)a \%(1, 1) jsou body minima; \%(—1, 1)a \%(1, —1) jsou body

maxima.

(b) \/Lg (—=1,—1,-1) je bod minima a f (1,1,1) je bod maxima.



12. Nejblize je bod (\/Lﬁ, \/Lﬁ, — 7). Jehoz vzdélenost od a je 4 /15 — j—f—l =vV1l-
6
d (=7 =

2

11
2
11’

2. Nejdéle je bo — \/Lﬁ), jehoz vzdélenost od a je + j—% =
V114 2.
13. (—4,0,4).

14. z =y = z = 100.
3v2
15. =%=.
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