Cviceni 13
Uloha 1. Rozvisite funkei f(z) do mocninné fady se stfedem xy a uréete polomér konvergence.
(a) f(z) = =225, 20 =0
(b) f(x) =3zIn(l —2x), 20=0

Vyuzijte rozvoje logaritmu:

In(1+ ) = Z(q)nH%
n=1

(c) f(@) =62 2o = —1

VyuZijte rozvoje exponencidly:

(d) f(z) = (z —m)3sinz, 2o =7

VyuZigte rozvoje:
e (_ 1)nw2n+1

sinx = ,;) W
(e) flx)=(x+1)Inz, xog=1
VyuZigte rozvoje logartimu.
Dale Testé ulohy ze zadani Mocninné fady (viz Moodle nebo téZ tieti strana tohoto dokumentu).
Domaci akoly: Dopliite si cviceni na Fourierovy fady. Projdéte si vzorové zkouskové pisemky a jejich
feSeni.

Hodné stésti u zkousek!



Rozvoj do mocninnych tad

e Najit rozvoj funkce f(z) se stfedem z( € R znamené vyjadfit funkei pomoci mocninné fady
se stfedem v x, tj.

flz) = Z an(x — x0)",
n=0

kde {a,}22, je ¢iselna posloupnost (tzv. koeficienty mocninné fady).
— Jedna se vlastné o nekoneény polynom v proménné x, nebot
o0
Z an (T — 20)" = ap + a1 (x — o) + az(z — )% + az(x — 20)3 + -+ .
n=0
— Vsimnéte si stale zvyrazihovaného faktoru (x — xg), ktery odrazi stfed mocninné rady. Pokud
vysledny rozvoj neni ve tvaru s timto faktorem, nejedné se o rozvoj se spravném stiedu,
coz je hrubéa chyba. ..
e Nekone¢n4 fada mize a nemusi konvergovat (mit kone¢ny soucet). V pfipadé mocninnych fad je
situace nésledujici. Kazda mocninna fada mé tzv. polomér konvergence

e}
R = sup{r > 0; Z lag| ¥ < 00} € [0, ]
k=0
(mize byt 01 co).
— Mocninné fada se stfedem v zo konverguje (dokonce absolutné) na otevieném intervalu
(x0 — R, o + R) a diverguje na R\ [xo — R,z + R].

k onvery u\')e, absolathe
/ ) \ div&ka,u.j&

— Polomér konvergence R = co odpovida tomu, Ze fada konverguje na celé realné ose, naopak
polomér konvergence R = 0 znamend, ze fada konverguje pouze ve svém stfedu a nikde
jinde.

— Jestlize R > 0 je polomér konvergence, potom pro kazdé ¢ € (0, R) tato fada konverguje
stejnomé&rné na intervalu [zg — d, xo +d]. V dusledku mizeme zamé&nit pofadi integrace /
derivace a s€itani funkcei na (xo — R, o + R). Polomér konvergence se pfi téchto operacich
zachovava.

e K urceni poloméru konvergence se hodi podilové a pfipadné odmocninové kritérium pro konver-
genci ¢iselnych fad. Mé&jme &iselnou fadu ZZOZO Cp-
* Pokud L < 1, potom fada Zf:o ¢, absolutné konverguje.
* Pokud L > 1, potom fada ZZOZO ¢, diverguje.
— Odmocninové kritérium: Ozna¢me L = lim, o0 ¥/|cnl-
* Pokud L < 1, potom tada ZZO:O ¢, absolutné konverguje.
« Pokud L > 1, potom fada Y - ¢, diverguje.
— Tip: Pokud rada obsahuje faktorialy, pro vét8inu bude snazsi pouzit podilové kritérium.
e Pro rozvoje racionalnich funkci se vyuziva znamého souc¢tu geometrické rady, a to

— Podilové kritérium: Ozna¢me L = lim,, oo

o0
Tiq = Zq" pro kazdé |q| < 1.
n=0

e Metoda na soucet rady: Porovnam se znamymi vzorci. Nékdy je tfeba vytknout, aby sedély
mocniny, nékdy je t¥eba derivovat nebo integrovat, aby se uravil vyraz a,, (pokud néco piekazi v
Citateli -> integruji, pokud ve jmenovateli -> derivuji). Nezapomenu vratit operaci zpét, pokud
pritom integruji, dopoc¢itdm konstantu dosazenim x = xy. Naleznu polomér konvergence.

e Metoda na rozvoj do fady: Vyrobim zavorku (x — z¢) a upravim do podoby znamého vzorce.
Nekdy je tieba integrovat a pak derivovat (pfipadné obracené). Naleznu polomér konvergence.



Mocninné rady

Zadani

1. Naleznéte polomeér konvergence uvedenych mocninnych rad.

2. Vysetiete konvergenci uvedenych mocninnych fad a naleznéte jejich soucet.

(a) 02, G g2,

(b) ooy Tt (@ —2)m.
(€) oty wgarme™
(d) Z %x%ki-l
(e) doii nT_lxn

3. Naleznéte rozvoj funkce f(x) do mocninné fady na okoli bodu x, jestlize




Vysledky

1. (a) R=1.
(b) R=0
(¢) R=+o00
(d) R=1.
2. (a) s25, R=/5.
(b) e=5 (%52), R = +oo.
(¢c) —x—2In(2 —z) +1n4, R=2.
(d) arctg(z), R =1.
() 7% —In(l—x), R=1.
3. (a) fl@)=3",", %(m +3)" pro x € R.
(b) f(x) =320 2(7;11);362”“ pro z € R.
(¢) flz) =20 (=1)"(@+1)" pro [z + 1] < L.
(d) flz)==>2, 3,21%(3: —1)" pro |z — 1| < %
(e) f(x) =" p(=2)"(n+1)z" pro |z| < 3.
) flx)=>2", [—371% + 2(—1)"} " pro |z| < 1.
(8) f2) = 52y |1+ % | (2= 2)" pro Ja] < 1.



