Cviceni 12
Uloha 1. Spoctéte tok vektorového pole F(z,y,2) = (2 — 22 — y?,ye®, 2%y) protékajici smérem vzhiru
édsti paraboloidu z = 22+ 1%, 0< 2 <1,0<y < 1.

Uloha 2. Spoctéte plosny integrdl z vektorového pole

// ("E7727y) : dO',
(S,N)

kde S je cdst sféry x® +y? + 2% = 1 leici v 1. oktantu (tj. x,y,z > 0), kterd je orientovand normdlou s
kladnou z-ovou soufadnict.

Uloha 3. Pomoci Gaussovy véty spoctéte tok vektorového pole
F(z,y,2) = (z,y,e")

orientovanou plochou S, kterd je hranici télesa ohraniceného plochami z®> +y2 =1, 2 =0, z + 2z = 2.
Plocha S je orientovand vnéjsi normdlou.

Uloha 4. Pomoci Stokesovy véty spoctéte ploiny integrdl
/ V x (:10;1/2,67”23 cosy,x) - do,
(S,N)

kde S je polosféra x* +y* + 22 =9, y > 0, orientovand normdlou s kladnou y-ovou souradnici.

Dale festé ulohy ze zadani Plosny integral (viz Moodle nebo téZ ¢tvrta strana tohoto dokumentu) na
plosny integrél z definice.

Domaci tkol: Uloha 1.



Plosny integral vektorového pole
Plosny integral vektorového pole F pies orientovanou plochu S, ktera mé parametrizaci
®(u,v): D — R?, D CR? a orientaci IN, se spocte jako
od 09
/ FdO':/ F(‘I)l,q)z,q):;)'()() dudw.
(S,N) D ou ov
oLy

o 5, X ?9% je normélovy vektor.

e Plo3ny integral vektorového pole pies plochu zavisi na orientaci plochy.

e Pokud najdeme opa¢nou parametrizaci (tj. normélovy vektor sméfuje opaénym smérem, nez ma),
tak neni tfeba zoufat, protoze opa¢na orientace odpovida opa¢nému znaménku u integralu.

e Jedna se o tok vektorového pole F' plochou S (pro pfedstavu: svétlo oknem, pisek sytkem,...).
Pokud je plocha S grafem funkce g(z,y): D — R, tj. S = {(z,y,2) € R3: 2 = g(z,y), (x,y) € D}
s orientaci, ze jeji normélovy vektor ma kladnou z-ovou soufadnici, tak se vzorec pro plosny
integral zjednodusi na
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Gaussova véta

Divergence vektorového pole F v R? je skalarni funkce

oF oF, OF:
V. F=21,4222,73
or dy 0z
Gaussova véta
Necht © € R? je omezena oblast, jejiz hranice je uzaviena plocha S orientovani vnéjsim norma-

lovym polem. Pro vektorové pole F' € C! v R? plati

/(S’N)F(a:). dU:/QV'F(CL‘)d)\B(m).

Stokesova véta

e Stokesova véta

Necht Q € R? je oblast, S C Q je plocha s okrajem C, kde C' je kiivka se souhlasnou orientaci s
plochou S. Pro vektorové pole F' € C' v R3 plati

/ F(s)- ds= / V x F(x)- do.
(c,m) (S,N)




e Plocha S a jeji okraj C' jsou souhlasné orientovany, pokud mame plochu S stale po levé ruce,
pokud prochazime okraj C' ve sméru orientace tak, ze ndm hlava sméfuje ve sméru normély plochy
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Plosny integral

Zadani

1. Naleznéte parametrizaci plochy S, jestlize

(a) S je cast sféry 2 + y? + 2% = 36 lezici mezi rovinami z = 0 a z = 3/3;

(b) S je ¢ast roviny z = x+3 lezici v mnoziné popsané nerovnostmi z2+y? < 1
ax>0;

(c) S je plocha vznikla rotaci kiivky y = ﬁ, x € [—1,1], (lezici v roviné
zy) kolem osy z.

2. Vypoctéte obsah plochy S, jestlize

(a) S je plocha s parametrizaci
®(u,v) = ((a+ bcosu) cosv, (a + beosu)sinv, bsinu), wu,v € [0,27],

kde 0 < b < a;

(b) S je ¢dst paraboloidu z = 2% + y? lezZici pod rovinou z = 2;

(c) S je cast sféry a2 + y* + 22 = 2, kterd je tvoifend body spliujicimi 2% >
22 + 92

3. Vypoctéte plosny integrédl z funkce f pres plochu S, jestlize
(a) f(x,y,z) =x a S je trojuhelnik s vrcholy (1,0,0), (0,—2,0), (0,0,4);

(b) fl(z,y,2) =y*a S je cast sféry 22 +y* + 22 = 1, ktera lezi nad kuzelovou
plochou z = /22 + y?;

(c) flz,y,2) =222 +y*2 a S je polosféra 2% + 4> + 22 = 4, z > 0;

4. Vypoctéte plosny integréal z vektorového pole F' pres orientovanou plochu S,
jestlize

(a) F(z,y,2) = (y,—1,22) a S = {(z,y,2) e R¥|2® + y? + 22 = 4,2 > 0} je
orientovana normalovym polem s nekladnou tieti komponentou;

(b) F(z,y,2) = (yz,7z,2y) a § = {(z,y,vsiny) € R*|x € [0,2],y € [0, 7]}
je orientovana normalovym polem s nezapornou tieti komponentou;

5. Je déno vektorové pole F(x,y,z) = (x,y,5) a plocha
S=0{(zr,y,2) eR*|2* + 22 <1,y > 0,0 +y <2}

orientovand vnéjsSim normalovym polem. Vypoctéte plosny integral z vekto-
rového pole F' pres orientovanou plochu §

(a) z definice plosného integrélu;

(b) pomoci Gaussovy véty.



6. Pomoci Gaussovy véty vypoctéte plosny integral z vektorového pole F' pres
orientovanou plochu S, jestlize

(a) F(z,y,2) = (4z,y,4z2), S je sféra 2% + y* + 22 = 4 orientovand vnéjsim
norméalovym polem;

(b) F(z,y,2) = (2?yz, zy?*z, 2y2?), S je hranice mnoziny [0, a] x [0, b] x [0, ¢],
kde a, b, c > 0, orientovana vnéjsim normalovym polem;

(c) F(z,y,2) = (y* x2% (2—1)?), S je hranice mnoziny ohrani¢ené plochami
2?2 +9y* = 16,2z = 1,2 = 5, kterd je orientovand vnéjsim normdlovym
polem.

7. Pomoci Stokesovy véty vypoctéte tok vektorového pole V x F' orientovanou
plochu S, jestlize

(a) F(z,y,z) = (2*sin z,y? zy), S je ¢dst paraboloidu z = 1 — 2% — y? lezici
nad rovinou z = 0 a jeji normélové pole ma nezapornou treti komponentu;

(b) F(xz,y,2) = (2¢¥,xcosy, xzsiny), S je polosféra 2% +y?+ 2% = 16, y > 0,
a jeji normalové pole ma nezapornou druhou komponentu;

(¢) F(x,y,z2) = (6yz,5x,yze“’”2), plocha S je ¢ast paraboloidu z = %xQ + 92
spliujici 0 < z < 4 a jejil normalové pole ma nezapornou tieti kompo-
nentu.

8. Pomoci Stokesovy véty vypoctéte kiivkovy integral z vektorového pole F' podél
orientované kiivky C', jestlize

(a) F(z,y,z) = (1,x+yz, 2y — v/z), C je okraj ¢asti roviny 3z + 2y +z =1
nachézejici se v prvnim oktantu a je orientovana proti sméru hodinovych
rucicek, koukame-li se na ni shora;

(b) F(z,y,2) = (v3, —2,y* + 23), C je prunik vélcové plochy 2? + 4% =1 s
rovinou x + y + z = 1 a je orientovana proti sméru hodinovych rucicek,
koukame-li se na ni shora.



Vysledky

1. (a) ®(u,v) = (6cosusinv,6sinusinv,6cosv), u € [0,27], v € [Z,Z].

®(u,v) = (u, {25, 2h5). u € [=1,1], v € [0, 2],




