
Cvičení 11
Úloha 1.
(a) Rozhodněte, zda jsou vektorová pole

F (x, y, z) = (y + z, x2, x+ y)

a

G(x, y, z) = (y + z, x+ z, x+ y)

potenciální, a v pozitivních případech nalezněte potenciál.
(b) V pozitivním případě nalezněte také jeho potenciál, který má v počátku hodnotu 5.
(c) V pozitivním případě spočtěte jeho křivkový integrál přes libovolnou křivku s počátečním bodem (0, 0, 0)

a koncovým (1, 1, 1).

Úloha 2. Určete funkci g(x) tak, aby vektorové pole

F (x, y) = (y sinx+ xy cosx+ ey, g(x) + xey)

bylo potenciální. Určete jeho potenciál.

Úloha 3. Spočtěte obsah plochy S, která je částí paraboloidu z = x2 + y2 pod rovinou z = 2.
Tj. S = {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2, z ≤ 2}.

Úloha 4. Spočtěte plošný integrál ∫∫

S

xy dσ,

kde S je část plochy x2 + z2 = 1 vymezená rovinami y = 0 a x+ y = 2.

Úloha 5. Spočtěte tok vektorového pole F (x, y, z) = (z − x2 − y2, yex, x2y) protékající směrem vzhůru
částí paraboloidu z = x2 + y2, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1.

Úloha 6. Spočtěte plošný integrál z vektorového pole∫∫

(S,N)

(x,−z, y) · dσ,

kde S je část sféry x2 + y2 + z2 = 1 ležící v 1. oktantu (tj. x, y, z ≥ 0), která je orientovaná normálou s
kladnou z-ovou souřadnicí.

Dále řeště úlohy ze zadání Křivkový integrál (viz Moodle nebo též čtvrtá strana Cvičení 10) na potenciální
vektorové pole a ze zadání Plošný integrál (viz Moodle nebo též čtvrtá strana tohoto dokumentu) na
plošný integrál z definice.

Domácí úkol: Úloha 2.
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Potenciál vektorového pole
• Potenciál vektorového pole F je skalární funkce f ∈ C1 taková, že

∇f = F .

Vektorové pole je potenciální, pokud má potenciál.
• Nutnou, a na otevřené konvexní množině i postačující podmínkou, aby vektorové pole F ∈ C1 bylo potenciální,

je

v R2 :
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
= 0;

v R3 : ∇× F = (
∂F3

∂y
− ∂F2

∂z
,
∂F1

∂z
− ∂F3

∂x
,
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
) = (0, 0, 0),

kde ∇× F nazýváme rotace.
• Pokud má vektorové pole F potenciál f , platí

∫

C

F ds = f(B)− f(A),

kde C je libovolná1 křivka s počátečním bodem A a koncovým B.

Plošný integrál skalární funkce
• Plošný integrál skalární funkce f přes plochu S, která má parametrizaci Φ(u, v) : D → R3,
D ⊆ R2, se spočte jako

∫

S

f dσ =

∫

D

f(Φ1,Φ2,Φ3)

∥∥∥∥
∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v

∥∥∥∥ dudv.

• Plošný integrál se po dosazení vlastně převede na výpočet dvojného integrálu.
• Plošný integrál skalární funkce přes plochu nezávisí ani na parametrizaci, ani na orientaci plo-

chy.
• Plošný integrál jedničky (f ≡ 1) odpovídá obsahu plochy S, tj.

obsah S =

∫

S

1 dσ =

∫

D

∥∥∥∥
∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v

∥∥∥∥ dudv.

• Pokud je plocha S grafem funkce g(x, y) : D → R, tj. S = {(x, y, z) ∈ R3 : z = g(x, y), (x, y) ∈
D}, vzorec pro plošný integrál se zjednoduší na

∫

S

f dσ =

∫

D

f(x, y, g(x, y))

√
1 +

(
∂g

∂x

)2

+

(
∂g

∂y

)2

dxdy.

Plošný integrál vektorového pole
• Plošný integrál vektorového pole F přes orientovanou plochu S, která má parametrizaci
Φ(u, v) : D → R3, D ⊆ R2 a orientaci N , se spočte jako

∫

(S,N)

F · dσ =

∫

D

F (Φ1,Φ2,Φ3) ·
(
∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v

)
dudv.

• ∂Φ
∂u × ∂Φ

∂v je normálový vektor.
• Plošný integrál vektorového pole přes plochu závisí na orientaci plochy.
• Pokud najdeme opačnou parametrizaci (tj. normálový vektor směřuje opačným směrem, než má),

tak není třeba zoufat, protože opačná orientace odpovídá opačnému znaménku u integrálu.
• Pokud je plocha S grafem funkce g(x, y) : D → R, tj. S = {(x, y, z) ∈ R3 : z = g(x, y), (x, y) ∈ D}

s orientací, že její normálový vektor má kladnou z-ovou souřadnici, tak se vzorec pro plošný
integrál zjednoduší na

∫∫

(S,N)

F · dσ =

∫∫

D

F (x, y, g(x, y)) ·
(
−∂g

∂x
,−∂g

∂y
, 1

)
dxdy.

1ležící v množině, kde je f potenciálem F
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Ilustrace k úlohám
Úloha 3.

Úloha 4.

Úloha 5.

Úloha 6.



Plošný integrál

Zadáńı

1. Nalezněte parametrizaci plochy S, jestliže

(a) S je část sféry x2 + y2 + z2 = 36 lež́ıćı mezi rovinami z = 0 a z = 3
√

3;

(b) S je část roviny z = x+3 lež́ıćı v množině popsané nerovnostmi x2+y2 = 1
a x ≥ 0;

(c) S je plocha vzniklá rotaćı křivky y = 1
1+x2

, x ∈ [−1, 1], (lež́ıćı v rovině
xy) kolem osy x.

2. Vypočtěte obsah plochy S, jestliže

(a) S je plocha s parametrizaćı

Φ(u, v) = ((a+ b cosu) cos v, (a+ b cosu) sin v, b sinu), u, v ∈ [0, 2π],

kde 0 < b < a;

(b) S je část paraboloidu z = x2 + y2 lež́ıćı pod rovinou z = 2;

(c) S je část sféry x2 + y2 + z2 = 2, která lež́ı uvnitř kuželu z2 = x2 + y2.

3. Vypočtěte plošný integrál z funkce f přes plochu S, jestliže

(a) f(x, y, z) = x a S je trojúhelńık s vrcholy (1, 0, 0), (0,−2, 0), (0, 0, 4);

(b) f(x, y, z) = y2 a S je část sféry x2 + y2 + z2 = 1, která lež́ı nad kuželem
z =

√
x2 + y2;

(c) f(x, y, z) = x2z + y2z a S je polosféra x2 + y2 + z2 = 4, z ≥ 0;

4. Vypočtěte plošný integrál z vektorového pole F přes orientovanou plochu S,
jestliže

(a) F (x, y, z) = (y,−x, 2z) a S = {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 + z2 = 4, z ≥ 0} je
orientovaná normálovým polem s nekladnou třet́ı komponentou;

(b) F (x, y, z) = (yz, xz, xy) a S = {(x, y, x sin y) ∈ R3 |x ∈ [0, 2], y ∈ [0, π]}
je orientovaná normálovým polem s nezápornou třet́ı komponentou;

5. Je dáno vektorové pole F (x, y, z) = (x, y, 5) a plocha

S = ∂
{

(x, y, z) ∈ R3
∣∣x2 + z2 ≤ 1, y ≥ 0, x+ y ≤ 2

}

orientovaná vněǰśım normálovým polem. Vypočtěte plošný integrál z vekto-
rového pole F přes orientovanou plochu S

(a) z definice plošného integrálu;

(b) pomoćı Gaussovy věty.

6. Pomoćı Gaussovy věty vypočtěte plošný integrál z vektorového pole F přes
orientovanou plochu S, jestliže



(a) F (x, y, z) = (4x, y, 4z), S je sféra x2 + y2 + z2 = 4 orientovaná vněǰśım
normálovým polem;

(b) F (x, y, z) = (x2yz, xy2z, xyz2), S je hranice množiny [0, a]× [0, b]× [0, c],
kde a, b, c > 0, orientovaná vněǰśım normálovým polem;

(c) F (x, y, z) = (y2, xz3, (z−1)2), S je hranice množiny ohraničené plochami
x2 + y2 = 16, z = 1, z = 5, která je orientovaná vněǰśım normálovým
polem.

7. Pomoćı Stokesovy věty vypočtěte tok vektorového pole ∇ × F orientovanou
plochu S, jestliže

(a) F (x, y, z) = (x2 sin z, y2, xy), S je část paraboloidu z = 1− x2 − y2 lež́ıćı
nad rovinou z = 0 a jej́ı normálové pole má nezápornou třet́ı komponentu;

(b) F (x, y, z) = (zey, x cos y, xz sin y), S je polosféra x2 +y2 +z2 = 16, y ≥ 0,
a jej́ı normálové pole má nezápornou druhou komponentu;

(c) F (x, y, z) = (6yz, 5x, yzex
2
), plocha S je část paraboloidu z = 1

4
x2 + y2

splňuj́ıćı 0 ≤ z ≤ 4 a jej́ı normálové pole má nezápornou třet́ı kompo-
nentu.

8. Pomoćı Stokesovy věty vypočtěte křivkový integrál z vektorového pole F podél
orientované křivky C, jestliže

(a) F (x, y, z) = (1, x+ yz, xy−√z), C je okraj části roviny 3x+ 2y + z = 1
nacházej́ıćı se v prvńım oktantu a je orientována proti směru hodinových
ručiček, koukáme-li se na ńı shora;

(b) F (x, y, z) = (y3,−x3, y2 + z3), C je pr̊unik válcové plochy x2 + y2 = 1 s
rovinou x + y + z = 1 a je orientována proti směru hodinových ručiček,
koukáme-li se na ńı shora.



Výsledky

1. (a) Φ(u, v) = (6 cosu sin v, 6 sinu sin v, 6 cos v), u ∈ [0, 2π], v ∈
[
π
6
, π
2

]
.

(b) Φ(u, v) = (u cos v, u sin v, 3 + u cos v), u ∈ [0, 1], v ∈
[
−π

2
, π
2

]
.

(c) Φ(u, v) =
(
u, cos v

1+u2
, sin v
1+u2

)
, u ∈ [−1, 1], v ∈ [0, 2π].

2. (a) 4π2ab;

(b) 13π
3

;

(c) 4π(2−
√

2).

3. (a)
√

7
3
;

(b) π
12

(8− 5
√

2);

(c) 16π.

4. (a) −32
3
π;

(b) π2

2
.

5. 4π.

6. (a) 96π;

(b) 3
4
a2b2c2;

(c) 256π.

7. (a) 0;

(b) 16π;

(c) −152π.

8. (a) 1
24

;

(b) 2π.


