Cvicen{ 10

Uloha 1. Spoctéte délku kifivky C, kterd md parametrizaci @(t) = (12,9¢t,4t3), t € [1,4].

Uloha 2. Spoctéte krivkovy integrdl

/x+yds,
c

kde C je krivka, kterd se sklddd ze tri ¢asti Cq, Co a Cs. Cy je spodni polokruznice se stiedem v pocdtku a
poloméru 1. Cq je usecka spojujici body (1,0) a (0,2). C5 je cturtkruznice se stiedem v (0,4) a poloméru
2, kterd prochdzi body (0,2) a (—2,4).

Uloha 3. Spoctéte krivkovy integrdl

(y7 227 LC) : dS,
(¢,

kde C je kiivka, kterd je urcena rovnostmi x> +y?> =1 a x + z = 1. K¥ivka C je kladné orientovand pii
pohledu shora.

Uloha 4. Na hmotny bod piisobi silové pole F(x,y,z) = (y?, z,x). Jakou prdci vykond hmotny bod p¥i
pohybu po krivce dané rovnostmi x2+y% +22 =1 a x =y p¥i pohybu z bodu (?, @, 0) do bodu (0,0,1)?
Uloha 5. Spoctéte kirivkovy integrdl

(ya 2, ZL’) : dS,
(C7)

kde C je krivka leZici v poloprostoru z > 0, kterd je urcena rovnostmi x +1y? = 22 a 2> +y? = 2z. Krivka
C je kladné orientovand pti pohledu shora.

Uloha 6. Pomoci Greenovy véty spoctéte krivkovy integrdl
/ (2233 + sin’z, 42%y? + ev¥) - ds,
(e Q)

kde C je kladné orientovand hranice rovinné oblasti M, kterd je omezend k¥ivkamiy =0,z =1 ay = 3.

Uloha 7. Pomoci Greenovy véty spoctéte obsah rovinné oblasti M, kterd je ohranicend kiivkamiy = bx—3
2
ay=uz"+1.

Dale festé tlohy ze zadani Krivkovy integral (viz Moodle nebo téz ¢tvrta strana tohoto dokumentu).

Domaci tikol: Uloha 2 jako pfiprava na pisemku



Krivkovy integrél skalarni funkce

Krivkovy integral skalarni funkce f podél k¥ivky C, ktera ma parametrizaci (), ¢ € [a, b],
se spocte jako

b
[ras= [ senieoar

Krivkovy integral skalarni funkce podél kiivky nezavisi ani na parametrizaci, ani na orientaci kiivky
(tj. v jakém sméru k¥ivku probihame).
Délka kiivky C se spocte jako k¥ivkovy integral jednicky (f = 1), tj.

b
délkaO:/ lds:/ e/ ()] dt.
C a

Krivkovy integral vektorového pole

Krivkovy integral vektorového pole F' podél orientované kiivky C, kterd ma paramet-
rizaci ¢(t), t € [a,b], a orientaci T, se spocte jako

b
/ F«B:/F@@»d@%
(C,7) a

kde - znaé¢i skalarni soucin v R™.

Kiivkovy integral vektorového pole podél kiivky zavisi na orientaci k¥ivky (tj. v jakém sméru kiivku
probihéme).

Pokud najdeme opafnou parametrizaci (tj. kiivku probihdme v opa¢ném sméru, nez mame), tak
neni tfeba zoufat, protoZe opac¢na orientace odpovida opa¢nému znaménku u integralu.
Interpretace kiivkového integralu vektorového pole F' podél kiivky C' je, Ze se jedna o préaci,
kterou vykona hmotny bod pii pohybu po kiivce C, kdyZ na néj pusobi silové pole F'.

Greenova véta

e Jednoducha uzaviena kiivka C' C R? se nazyva Jordanova krivka.

e Rekneme, ze Jordanova kiivka je kladné& orientovana (resp. zaporné orientovana), jestlize ji
prochézime proti (resp. po) sméru hodinovych rucicek.

Jordanova kiivka rozdéli R? na sjednoceni omezené oblasti Int C, kiivky C a neomezené oblasti
Ext C, které nemaji zadny spoleény prvek.

Greenova véta

At Q C R? je oblast, C' C € je kladné orientovana Jordanova, kiivka takova, ze Int C C Q. Jestlize
F = (Fy, F») je vektorové pole tiidy C* na Q, potom

oF, aFl) /
— — —— | d\y = F(x)-ds.
/Intc ( Ox dy 2 le} (@)

I
M

Greenova véta se ob¢as pouziva k vypoctu obsahu rovinnych obrazcii. Protoze obsah M = f Jy ™

abychom mohli pouZzit Greenovu vétu, potiebujeme né&jak (Sikovné) zvolit rovinné vektorové pole
F, pro které plati % — %}1 = 1. Zakladni volby (Casto Gspé8né) jsou napf. F(z,y) = (0,x),

F(z,y) = (-y,0) nebo F(z,y) = (-3, 3)-
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[lustrace k aloham
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Uloha 4.

Uloha 5.




Krivkovy integral

Zadani

1. Naleznéte parametrizaci kiivky, kterd vznikne

(a) prunikem ploch z = z%, x +y + z = 1 a poloprostoru z < 1;
(b) prunikem vélce z* + y* = 16 a roviny z = z + y.

2. Vypoctéte délku kiivky C, jestlize

(a) C mé parametrizaci @(t) = (12,9t 4t2), ¢ € [1,4];

(b) C je asteroida z:3+y3 = 1 (parametrizace asteroidy je ¢(t) = (cos® ¢, sin®t),
t €0,2n));

(c) C je graf funkce f(z) = %3 + i’ re [%’2]‘
3. Vypoctéte kiivkovy integral z funkce f podél krivky C jestlize

(a) f(z,y) =zy*, C={(z,y) e R*|x > 0,2° +y* = 2};
(x,y,z) = xe¥?, C je tisecka s krajnimi body (0,0,0) a (1,2, 3);
(

x,y,2) = x —y + 2z, C je spojeni usecky s krajnimi body (0,0,0) a
(1,1,0) a usecky s krajnimi body (1, 1,0)a (1,1,1);

(d) f(z,y) = 2y, kde C je cast elipsy &3 -+ 7;2 =1, kde a,b > 0, kterd lezi v
prvnim kvadrantu.

4. Vypoctéte kiivkovy integral z vektorového pole F' podél orientované kiivky
C, jestlize
(a) F(z,y) = (2% 4y), C mé parametrizaci ¢(t) = (¢!, %), t € [0, 2];
(b) F(z,y) = (e%,0), C je &dst kiivky x = ¢, pocatecni bod je (—1,—1) a
koncovy bod je (1,1);
(¢) F(z,y) = (—y, —z), C je horni pulkruznice o sttedu (0,0) a poloméru 2,
pocatecni bod je (2,0) a koncovy bod je (—2,0);

(d) F(z,y,2) = (2%, 2% y?), C je usecka s pocatecnim bodem (1,0,0) a kon-
covym bodem (4,1,2).

5. Urcete hmotnost pruziny, jejiz parametrizace je @(t) = (2cost,2sint, t), t €
[0, 47], jestlize jeji linedrni hustota hmotnosti je o(x,y, z) = 2.

6. Uzaviens kiivka C' C R3 je ddna rovnicemi 22 + y? = 4 a z = 0. Jakou préci
vykon4 silové pole F(z,y,z) = (z?, zy, 1) na ¢stici, kterd (jednou) obéhne C
tak, ze prochazi body (2,0,0), (0,2,0) a (—2,0,0) v uvedeném poradi.

7. Naleznéte vsechny hodnoty parametru o € R takové, aby vektorové pole
F(z,y) = (awy + y* 2 + 2zy) bylo potencidlni.



8. Naleznéte funkci g(x) tak, aby vektorové pole
F(x,y) = (ysinx + xycosz + €Y, g(z) + ze”)
bylo potencidlni a ¢(0) = 0.
9. Je ddno vektorové pole F(z,y) = (3 + 2zy?, 22%y).
(a) Rozhodnéte, zda F' je potencidlni. Pokud ano, pak naleznéte potencial f

vektorového pole F' splaujici f(0,0) = 0.
(b) Vypoctéte kiivkovy integrél vektorového pole F' podél kiivky C, ktera
je ¢asti hyperboly y = % s pocdteénim bodem (1,1) a koncovym bodem
)
10. Je ddno vektorové pole F(z,y,z) = (2 — 2y + 2,2 — 2 — 3, 2% — y).

(a) Rozhodnéte, zda F' je potencidlni. Pokud ano, pak naleznéte potencial f
vektorového pole F' spliujici f(0,0,0) = 0.

(b) Vypoctéte kiivkovy integral vektorového pole F' podél tisecky C's poc¢atecnim
bodem (1,0, —2) a koncovym bodem (4, 6, 3).

11. Je dano vektorové pole F(x,y,z) = (siny, z cosy + cos z, —y sin z).

(a) Rozhodnéte, zda F' je potencidlni. Pokud ano, pak naleznéte potencial f
vektorového pole F' spliujici f (1, 3 g) =3.

(b) Vypoctéte kiivkovy integrél vektorového pole F' podél kiivky C' s para-
metrizaci ¢(t) = (sint,t,2t), t € [0, 5].

12. Pomoci Greenovy véty vypoctéte kiivkovy integral z vektorového pole F' podél
orientované kiivky C', jestlize

(ye®,2¢”) a C je kladné orientovand hranice obdélnika s vrcholy
3,0), (3,4), (0,4);

( 3
(

(a) F(x,y
( )7

(b) F(x,

(c) F(z,

) =
(
y) = (y3, —23) a C je kladné orientovand kruznice z? + y* = 4;

y) = (e +y? e ¥+12%) a C je zdporné orientovand hranice mnoziny

M:{(x,y)€R2‘O§y§cosx,x€ [—g,g}}

13. Pomoci Greenovy véty vypoctéte obsah mnoziny M, jestlize
(a) M je ohranicend kiivkami y = bz — 3, y = 22 + 1;
(b) M je ohrani¢end osou x a kfivkou s parametrizaci

p(t) = (t —sint, 1 —cost), t € [0,2n].



Vysledky
1. () p(t)=(t1—t—t31?), t € [-1,1];
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(

12. (a
(

13

13. (a
(

W NI W
.:] - .



