
6. Limita funkce

Příklad 6.1. Spočtěte:

lim
x→0

sin 5x− sin 3x

sinx
, lim

x→0

1− cosx

x2
, lim

x→0

1 + sinx− cosx

1− sinx− cosx
.

Příklad 6.2. Spočtěte:

lim
x→3

√
x+ 13− 2

√
x+ 1

x2 − 9
, lim

x→0

√
1 + x−

√
1− x

3
√
1 + x− 3

√
1− x

,

lim
x→0

n
√
1 + x− 1

x
(n ∈ N), lim

x→0

√
1 + tg x−

√
1 + sinx

x3
.

Příklad 6.3. Spočtěte následující limity:

lim
x→∞

x
(

3
√
x3 + 7x− x

)
, lim

x→0

log cosx

x2
, lim

x→0+
(ex − 1)

(tg x)2

3√
x2 .

Příklad 6.4. Spočtěte následující limity:

lim
x→∞

(
x+ 2

2x− 1

)x2

, lim
x→π

4

(tg x)tg 2x,

lim
x→0

(
1 + x 2x

1 + x 3x

) 1
x2

, lim
x→∞

log(1 + 2x) log

(
1 +

3

x

)
.

Příklad 6.5. Spočtěte limity následujících funkcí

lim
x→0

log(1 + sinx)√
2x+ 1−

√
x+ 1

, lim
x→0

esin 2x − earcsin x

tg x
, lim

x→0

ex − 2 sin(π6 + x)

tg x
.

Příklad 6.6. Spočtěte limity následujících funkcí a posloupností

lim
n→∞

(
1 +

1√
n4 + 2n3 −

√
n4 + 1

)n
, lim

n→∞
n(

n
√
2− 1), lim

x→0+

arcsin
√
x

log(1 +
√
x)
.

Příklad 6.7. Spočtěte:

lim
x→1

(1 + sinπx)cotg πx, lim
x→∞

x

(
π

4
− arctg

x

x+ 1

)
, lim

x→0

x2√
1 + x sinx−

√
cosx

.

Příklad 6.8. Spočtěte limitu posloupnosti:

lim
n→∞

sin
(
2π
√
n2 + 1

)
.



Výsledky

• Příklad 6.1: 2, 1/2, −1
• Příklad 6.2: −1/16, 3/2, 1/n, 1/4
• Příklad 6.3: 7/3, −1/2, 0
• Příklad 6.4: 0, 1/e, 2/3, log 8
• Příklad 6.5:

2. Platí

lim
x→0

log(1 + sinx)√
2x+ 1−

√
x+ 1

= lim
x→0

log(1 + sinx)

sinx
· sinx · 1√

2x+ 1−
√
x+ 1

·
√
2x+ 1 +

√
x+ 1√

2x+ 1 +
√
x+ 1

= lim
x→0

log(1 + sinx)

sinx
· sinx

x
·
(√

2x+ 1 +
√
x+ 1

)
.

Víme, že
(i) limy→0

log(1+y)
y = 1,

(ii) limx→0
sin x
x = 1,

(iii) limx→0 sinx = 0,
(iv) sin je prostý na 〈−π/2, π/2〉,
(v) √ je spojitá ve svém definičním oboru.

Z (i), (iii), (iv) a věty o limitě složené funkce plyne lim
x→0

log(1 + sinx)

sinx
= 1.

Poslední rovnost, spolu s (ii), (v) a větou o limitě součinu dává

lim
x→0

log(1 + sinx)

sinx

sinx

x

(√
2x+ 1 +

√
x+ 1

)
= 1 · 1 · 2 = 2.

2. Pišme

lim
x→0

esin 2x − earcsin x

tg x
= lim
x→0

esin 2x − earcsin x

x
· x

tg x

= lim
x→0

esin 2x − earcsin x

x
· lim
x→0

x

tg x
.

Víme, že limx→0
x

tg x = 1. Zabývejme se teď první limitou ve výše uvedeném součinu limit.

lim
x→0

esin 2x − earcsin x

x
= lim
x→0

esin 2x − 1

sin 2x
· sin 2x

x
− earcsin x − 1

arcsinx
· arcsinx

x
= 1.

Použili jsme
– limx→0

arcsin x
x = 1,

– limx→0
sin x
x = 1,

– limy→0
ey−1
y = 1,

– sin je prostá funkce na jistém okolí 0,
– arcsin je prostá funkce,
– x 7→ 2x je prostá funkce,
– větu o limitě složené funkce ve verzi s podmínkou (P1),
– větu o aritmetice limit.

Dohromady tedy máme

lim
x→0

esin 2x − earcsin x

tg x
= 1.



3. Upravme nejprve výraz jehož limitu počítáme
ex − 2 sin(π/6 + x)

tg x
=

x

tg x

(
ex − 1

x
+

1− 2 sin(π/6 + x)

x

)
=

x

tg x

(
ex − 1

x
+

1− cosx

x
−
√
3 sinx

x

)

=
x

tg x

(
ex − 1

x
+

1− cosx

x
· 1 + cosx

1 + cosx
−
√
3 sinx

x

)

=
x

tg x

(
ex − 1

x
+

sinx

x
· sinx · 1

1 + cosx
−
√
3 sinx

x

)
. (?)

Víme, že
(1) limx→0

tg x
x = 1,

(2) limx→0
sin x
x = 1,

(3) limx→0
ex−1
x = 1,

(4) limx→0 cosx = 1.
Z (?), (1)–(4) a z věty o aritmetice limit vyplývá

lim
x→0

ex − 2 sin(π/6 + x)

tg x
= 1−

√
3.

• Příklad 6.6:
1. Pokusme se nejprve spočítat limitu funkce

lim
x→∞

(
1 +

1√
x4 + 2x3 −

√
x4 + 1

)x
.

Upravme nejprve výraz jehož limitu počítáme:(
1 +

1√
x4 + 2x3 −

√
x4 + 1

)x
= exp

(
log

((
1 +

1√
x4 + 2x3 −

√
x4 + 1

)x))
= exp

(
x log

(
1 +

1√
x4 + 2x3 −

√
x4 + 1

))

= exp

 log
(
1 + 1√

x4+2x3−
√
x4+1

)
1√

x4+2x3−
√
x4+1

· x · 1√
x4 + 2x3 −

√
x4 + 1


= exp

 log
(
1 + 1√

x4+2x3−
√
x4+1

)
1√

x4+2x3−
√
x4+1

· x ·
√
x4 + 2x3 +

√
x4 + 1

2x3 − 1


= exp

 log
(
1 + 1√

x4+2x3−
√
x4+1

)
1√

x4+2x3−
√
x4+1

·

√
1 + 2

x +
√
1 + 1

x4

2− 1
x3

 . (?)

Dále platí:
– limz→0

log(1+z)
z = 1,

– limx→∞
1√

x4+2x3−
√
x4+1

= limx→∞
√
x4+2x3+

√
x4+1

2x3−1

= limx→∞

√
1+ 2

x+
√

1+ 1
x4

2x− 1
x2

= 2
∞ = 0,

– funkce x 7→ 1√
x4+2x3−

√
x4+1

je na jistém okolí ∞ různá od nuly,
– exp je spojitá na R.



Z (1)–(3) a z věty o limitě složené funkce

lim
x→∞

log
(
1 + 1√

x4+2x3−
√
x4+1

)
1√

x4+2x3−
√
x4+1

= 1. (??)

Dále máme

lim
x→∞

√
1 + 2

x +
√
1 + 1

x4

2− 1
x3

= 1. (? ? ?)

Z (?), (??), (? ? ?) a (4) plyne

lim
x→∞

(
1 +

1√
x4 + 2x3 −

√
x4 + 1

)x
= e1 = e

a tedy podle Heineho věty

lim
n→∞

(
1 +

1√
n4 + 2n3 −

√
n4 + 1

)n
= e.

2.Místo limity posloupnosti {n( n
√
2−1)}∞n=1 počítejme limitu funkce f(x) = x(2

1
x−1) v

∞. Pokud totiž ukážeme, že limx→∞ f(x) = A, pak podle Heineho věty také limn→∞ f(n) =
A. Platí

lim
x→∞

x(2
1
x − 1) = lim

x→∞

2
1
x − 1
1
x

= lim
x→∞

e
log 2
x − 1
log 2
x

· log 2 = log 2.

Užili jsme
– limy→0

ey−1
y = 1,

– limx→∞
log 2
x = 0,

– log 2
x 6= 0 pro každé x > 0,

– větu o limitě složené funkce ve verzi s podmínkou (P1).

3. 1.
• Příklad 6.7: 1/e, 1/2, 4/3
• Příklad 6.8: 0

7. Derivace funkce, l’Hospitalovo pravidlo, věty o střední hodnotě

Příklad 7.1. Spočtěte:

(1) lim
x→∞

x

(
π
4 − arctg

x

x+ 1

)
.

Příklad 7.2. Spočtěte následující limity:

(2) lim
x→0+

(cos(
√
x))

1
x , lim

x→0+

1−
√
cosx

1− cos(
√
x)
, lim

x→±0

x√
1− e−x2

Příklad 7.3. Definujme funkci

f(x) =

{
1
x −

1
ex−1 pro x 6= 0;

1
2 pro x = 0.

Určete, zda má funkce f derivaci v bodě 0 a pokud ano, spočtěte ji.

Příklad 7.4. Spočtěte následující limity:

lim
x→π

4

3
√
tg x− 1

2 sin2 x− 1
, lim

x→1
(2− x)tg(πx2 ); lim

x→0

(
arcsinx

x

) 1
x2

, lim
x→0

(a+ x)x − ax

x2
, a > 0.


